10.

11.

Feladatok és megoldasok a 11. heti gyakorlathoz
diszkrét varhato érték
Epitékari Matematika A3

Egy versenyen 6t noi és 6t férfi versenyz6 indul. Tegyiik fel, hogy nincs két azonos eredmény,
és mind a 10! sorrend egyforman valészinii. Legyen X a legjobb ndi versenyzé helyezése.
(Példaul ha X = 1, akkor né lett a verseny gyéztese.) Hatdrozzuk meg X stlyfiiggvényét,
azaz a P{X =i} val6sziniiségeket, i = 1, 2, ..., 10.

. Az X valészintiségi valtozé stlyfiiggvénye p(i) = & i = 1,2, 3, 4. Hatdrozzuk meg X

307
varhaté értékét.

. Albert és Béla a kovetkezot jatszak: Mindketten feldobnak egy dobdkockat, majd Albert

annyi forintot kap Bélatél amennyi a két kockan levé pontok kiilonbségének a négyzete. Béla
meg annyit kap Alberttol, amennyi a két kockan levé pontok Gsszege. Melyikiiknek kedvez a
jaték?

Egy sorsjatékon 1 darab 1000000 Ft-os, 10 darab 50000 Ft-os, és 100 darab 5000 Ft-os
nyeremény van. A jatékhoz 40000 darab sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy ara, hogy
egy sorsjegyre a nyeremény varhaté értéke a jegy aranak felével egyezzen meg?

. Tételezziik fel a 700 Ft, 10000 Ft, 789 ezer Ft, és 535 millié Ft fix nyereményeket a lotton.

150 Ft-os jegyarral szamolva mekkora az egy lottdszelvényen varhaté nyereségiink?

. Anna és Béla két kockaval jatszanak. Anna akkor fizet Bélanak, ha mindkét feldobott kockan

paratlan szam szerepel. Béla akkor fizet Annanak, ha pontosan egy kockaval paros szamot
dobnak. Ha mas eset fordul elo, egyikiik sem fizet. Milyen pénzosszeghben allapodjanak meg,
hogy a jaték méltanyos legyen?

Legyen X egy dobdkockaval dobott szam. Mennyi X varhaté értéke és szorasa? Mi a helyzet
n oldali “kocka” esetén?

Egy iskolakirandulas soran négy busz széllitja adiakokat. A négy buszban 40, 33, 25, illetve
50 didk utazik. Vétlenszeriien kivalasztunk egy didkot, legyen X az 6 buszaban utazé osszes
tanulé szdma. A négy buszsofér koziil szintén egyet véletlenszeriien kivalasztunk, legyen Y
az 0 buszan utazd tanuldk szama.

(a) Mit gondolunk, E(X) vagy E(Y') lesz nagyobb? Miért?
(b) Szamoljuk ki E(X) és E(Y) értékét.
(¢) Szamoljuk ki X és Y szérasat.

Egy dobozbdl, amiben 4 piros és 6 fehér golyé van, visszatevés nélkiil kihuzok 3 golyot. Jelolje
X a kihuzott piros golyok szamat. Hatarozzuk meg X eloszlasat, varhaté értékét, és szorasat.

Véletlenszeriien elhelyeziink egy huszart egy tires sakktabldra. Mennyi a lehetséges 1épései
szdmanak a véarhaté értéke? (A 8 x 8-as sakktabla (i, j) négyzetén all6 huszéar egy lépésben
az (i+1,7+2), i—1,7+2), i—2,5+1), i—2,5—-1), i—1,j—-2), (i+1,j—2), (i+
2,7—1), (i +2, j+ 1) mez6kre léphet, amennyiben ezek még a sakktéblan taldlhatéak.)

Két kockaval dobva, mennyi a dobott szamok nagyobbikanak illetve kisebbikének varhato
értéke?



12.

13.

14.

15.

Egy 1-t6l 10-ig véletlenszertien kivalasztott szamot kell kitaldlnunk, igen-nem kérdésekkel.
Szamitsuk ki, hogy varhatéan hany kérdésre van sziikségiink a kovetkezd esetekben:

(a) Az i-edik kérdéstink a kovetkezd: “A szam 77, i =1, 2, ..., 10.

(b) Minden egyes kérdéssel megprébéljuk kizarni a lehetséges szamok felét, amennyire ez
csak lehetséges. Példdul az elsé kérdésiink “A szam nagyobb, mint 57”. Ha igen, a
masodik kérdésiink “A szam nagyobb, mint 77”7, stb.

Ha E(X) =1 és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg a kovetkez8 mennyiségeket:

(a) E[2+X)?],
(b) D2(4 + 3X).

Legyen X egy valoszinliségi valtozé p varhaté értékkel és o szorassal. Hatarozzuk meg

varhato értékét és szoérdsat.

Hény véletlenszertien kivalasztott emberre van ahhoz sziikség, hogy koziiliik legalabb egynek
legaldbb 1/2 valészintiséggel ugyanaznap legyen a sziiletésnapja, mint nekem?



Eredmények

1. Nyilvan nulla a valészintiség, ha i > 6.

Sorrend nélkiil: Ha a csak a versenyzok nemét nézziik, akkor mind a (150) lehetséges elrendezés
egyforma valdszinli. Ezek koziil meg kell szamolnunk, hany elrendezés esetén lesz férfi az els6 ¢ — 1
helyen, azutan pedig egy né. Masszdval meg kell szamolnunk hanyféleképpen rendezheto el 4 né és

5—(i—1)=6—1 férfi az els6 n6 mogotti 10 — i helyre. A vélasz (104_i), és a keresett valdszintiség

(Y (o —d)-5-51 (10 —d)!-5-5!
(%) 1004l (6—4)! 100 (6—4)!

Sorrenddel: Ebben az esetben minden versenyzét kiilonbozonek tekintiink. Meg kell szamonunk,
hogy a 10! lehetoségbdl hany olyan sorrend van, ahol az elsé ¢ — 1 helyen férfi van, az i-dik helyen
pedig né. Az els6 i—1 helyre 5!/[5—(i—1)]! = 5!/(6—1)! féleképp vélogathatunk sorrendben férfiakat
(ismétlés nélkiili variacié). Ezutén jon 5 lehetdség az i-dik hely néi versenyzdjének kivalasztasara,
majd a maradék 10 — i helyre (10 — ¢)! féleképpen rendezhetjiik el a versenyzbket. A keresett
valészintiség tehat
5.5 (10 —7)!
(6 —1)!- 10!
A vélasz tehat i =1, 2, 3,4, 5 és 6 esetén 1/2, 5/18, 5/36, 5/84, 5/252, 1/252.

2.

i __+2_3+3_3+4_3_E
30 30 30 3

4 4
=1

E(X) = Z i-p(i) =
i=1 %
3. Legyen X a két kockan levé pontok kiilonbségének négyzete. Ekkor X sulyfiiggvénye p(0) =
1/6, p(1) =10/36, p(4) = 8/36, p(9) = 6/36, p(16) = 4/36, p(25) = 2/36, varhaté értéke
10 8 6 4 2 210 35

1
E(X)=0--+4+1- 4-—=+9 =416 =+25 — = — = —.
(X) 6+ 36+ 36+ 36+ 36 36 36 6

Hasonldan, Y a két kockan levé pontok Gsszege, sulyfiiggvénye p(2) = p(12) = 1/36, p(3) = p(11) =
2/36, p(4) = p(10) = 3/36, p(5) = p(9) = 4/36, p(6) = p(8) = 5/36, p(7) = 6/36, varhatd értéke
7=42/6. Béla tehat hosszi tdvon jobban jar.

4. A nyeremény varhaté értéke

1 100
— 1 F't Ft + —— F't = 50 Ft,
10000 000000 +40000 50 000 +40000 5000 50

a jegyet tehat 100 Ft-ért kell arulni.

5. A varhaté nyeremény

5\ . (85 5\ (85 5\ . (85
M - 700 + w - 10000 + % - 789000 + 9—10 - 535000 000 ~ 43.55 Ft.
(5) (5) (5) (5)
Ha a jegyar 150 F't, akkor varhatéan 106.2% Ft-ot vesztiink szelvényenként.

6 Anna % . % = 1/4 eséllyel fizet Bélanak, Béla pedig % . % + % . % = 1/2 eséllyel fizet Anndnak. A
jaték méltanyos, ha Anna kétszer annyit fizet, mint Béla, pl. 2 petdkot, mig Béla 1 petakot.

7 n oldali “kocka” esetén X silyfiiggvénye p(i) = 1/n,i =1, 2, ...n. A szdmtani sor 6sszegképle-

tével
1 nn+1) n+1
E(X):Z nzz— =—




A szérashoz a masodik momentum is kell, ehhez felhasznaljuk a négyzetszamok Gsszegére vonatkozo
képletet:

6 - 6

" . 1 e . 1 2034+ 3n°+n 202+ 3n+1
E(XQ):ZZQ-p(z):EZzZZE- .
=1

i=1

A széréas ezek segitségével

2n2+3n+1 n?2+4+2n+1  [n?—1

D(X) = VE(X?) - [E(X)]? = \/ G 4 12

Kocka eseén n = 6, E(X) =7/2, D(X) = /35/12.

8.(a) Nagyobb eséllyel vilasztunk egy didkot egy tomottebb buszrdl, mig a sofér vélasztdsakor
minden busz egyenld valészinii. Ezért X varhatéan nagyobb lesz Y-nél.

(b) X sulyfiiggvényét felhasznalva

40 33 25 20
E(X)=40 - — +33- — +25- — 4+ 50 - — ~ 39.28.
(X) 148 * 148 * 148 * 148

Y egyenld eséllyel veszi fol barmelyik megadott 1étszam értékét,

1 1 1 1
E(Y):4O-Z+33~Z+25-Z+5O-Z:37.

(¢) A szérashoz meghatarozzuk a méasodik momentumokat:

40 33 25 50
E(X?) =40%. — +33%. — 4+925%2. —— 4502 — ~ 1625.4
(X%) 148 + 148 + 148 + 148 ’

1 1 1 1
2\ 2 . — 2 . — 2 — 2 - =
E(Y?) =40% | +33° £ +25°- 0 +50°- - = 1453.5.

A szérdsok

D(X) = /E(X2) — [E(X)?] ~ v1625.4 — 39.282 ~ 9.06,
D(Y) = /E(Y?2) — [E(Y)?] ~ V1453.5 — 372 ~ 9.19.

9. X sulyfiiggvénye:

p(0) = (0)(1.0)(3) = éa p(1) = (10) = 9 p(2) = (1.0) = 10 p(3) = 3(1.0) = 30°

3

Ezek alapjan

1 1 3 1 6
EX)=0--+1-—-+4+2-—4+3-— =—
(X) 6+ 2+ 10+ 30 5

1 1 3 1

E(X?)=0%--4+12--+22. — 4+3%2. — =2
(X7) 6+ 2+ 10+ 30 ,

D(X) = EX?) — [E(X)F = /2 [6/5F = VIi/s.

12.(a) Legyen X a véletlen szam. A mddszeriink szerint annyi kérdésre van sziikség amennyi az X
értéke. Ezért a valasz E(X) = 5.5.



(b) Legyen a stratégiank a kovetkezo:

Az els6 kérdésiink az, hogy a szdm nagyobb-e, mint 5. Ennél, és a tovabbi kérdéseknél mindig
probaljuk megfelezni a lehetéségeket. Harom kérdés sziikséges akkor és csak akkor, ha a
véletlen szdm 1,4,5,6,7, vagy 10 (azaz 6/10 valészintiséggel), négy kérdés sziikséges akkor
és csak akkor, ha a véletlen szam 23,8, vagy 9 (4/10 valdsziniiséggel). A kérdések varhato
szama ezért 3 - % +4. % = % = 3.4. 1 t6l 10-ig terjedd véletlen szamndl a két mddszer
vérhaté id6tartama nem kiilonbozik szdmottevéen, azonban nagy véletlen szamoknal a (b)

modszer lényegesen gyorsabban miikodik.
13.(a) E[2+X)?]| =E4)+E4X)+E(X?) = 44+4E(X)+D*(X)+ [E(X)]* =4+4-1+5+1% = 14.

(b) A szérasnégyzet esetén az additiv konstans nem szamit, a multipliktaiv konstans pedig
négyzetesen jon ki a szérasnégyzet aldl. Ezért D?(4 +3X) = 3% -D*(X) =9 -5 = 45.

14.

ezért D(Y) = 1. Y-t az X véltozé standardizaltjanak hivjuk.
15. Annak valészintisége, hogy n ember koziil eggyel sem kozos a sziilinapom (%)n (szokGéveket
nem szamolva). Annak valészintisége, hogy legaldbb eggyel kozos a sziilinapom, 1 — (%)n. Ezért

keresem azt az n-et, melyre
1— (@y >
365) ~

364
() <

365

n-lo <@)

52\ 365

N~ DN

A
L

|
>
"= 10g,(365) — log,(364)

~ 252.7,

azaz legalabb 253 ember sziikséges.



