Feladatok a 4. hétre. Eredményekkel és teljesen kidolgozott megoldasokkal
az 1 (a)—(e), 2 (a) — (d) feladatokra

Legyen ay” + by’ + cy = g(t) allando egyiitthatos inhomogén masodrend linearis diff.
egyenlet, ahol a homogén egyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet: ar? + br + ¢ = 0.

jobboldal - ¢g(t) probafiiggvény - y; ,(¢)
Pot) =bpt" + -+ bit+by = (A" +---+ Ay,
ahol s: ahanyszoros gyoke a 0
a karakterisztikus egyenletnek
Pn(t>eut = ts(Antn 4+ Ao)GUt,
ahol s: ahanyszoros gytke u
a karakterisztikus egyenletnek

in vt
P, (t)e* {vat = tSe"[(A " 4 - - + Ag) cosvt+
CoS v

+(But" + -+ + Bo) sinvt]
ahol s: ahanyszoros gyoke u + v
a karakterisztikus egyenletnek

1. tablazat. Segédanyag probafiiggvényekhez

1. Hatarozzuk meg kovetkezé differencidlegyenletek altaldnos megoldasét a probafiigg-
vény-modszerrel.

) y// _ 33// _ 4y — 362t

) ¥ — 3y — 4y = 2sint

(c¢) v — 3y — 4y = —8t cos(2t)
)y’ — 3y — 4y = 3e*" + 2sint — 8t cos(2t)
) y// _ 3yl _ 4y — Qe—t

2. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet &ltalanos megoldasat:

(a) ¥ =2y — 3y = 3e

(b) y" + 2y + 5y = 3sin(2t)
(c) y' —2y — 3y = —3te™?
(d) ¥"+2 +y=2"



3. Hatarozzuk meg a kezdetiérték probléma megoldasat:

' +4y=t"+3t,  y(0)=0,9(0)=2.

Eredmények
1. Mivel

Yialt = Yn.ait + Yip, (1)

ezért elGszor a homogén részt oldjuk meg:

YY" —3Y" —4Y =0.

A karakterisztikus egyenlet 72 — 3r — 4 = 0. Ennek gyokei:

r = —1, o = 4. (2)

Az altalanos megoldés.

Yiar = c1e”" + coe™. (3)

Vegyiik észre, hogy a baloldal és igy a homogén rész altalanos megoldasa kozds a
kovetkez6 5 feladatban.

(a) Mivel 2 nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek ezért az y = y; , partikularis
megoldast
y=c-e?

alakban keressiik. A c konstans meghatarozasahoz az y = c-e? fiiggvényt vissza
helyettesitjiik az i’ — 3y’ — 4y = 3e* egyenletbe. Ehhez el6szor kiszamoljuk:

y = 2ce®, y" = dce®.
Visszahelyettesités utan kapjuk:
(4c —3-2c—4-c)-e® = 3.
Innen ¢ = —1/2. Vagyis
Y= iy = —e?
,p 2 .
Ez és (3) egyiittesen azt adja, hogy

1
—t 4t 2%
Yialt = C1€ =+ Co€™ — 56



(b) Csak az y = vy;, partikularis megoldast meghatarozésa van hatra, hiszen az
Y}, air megoldast mar el6bb meghataroztuk. Az y = y; , megoldast keressiik

y = Acost + Bsint

alakban. Vagyis meg kell hatarozni az A és B konstansokat tgy, hogy y =
Acost 4+ Bsint egy megoldasa legyen az

y" — 3y — 4y = 2sint. (4)
egyenletnek. Ehhez kiszamoljuk az y = Acost + Bsint els§ és masodik deri-
valtjat:

y' = —Asint + Bcost, y" = —Acost — Bsint.
A (4) egyenletbe valo vissza helyettesités utéan:
(—bA —3B)cost + (3A — 5B)sint = 2sint.
A cost és a sint egyiitthatoi mindkét oldalon meg kell, hogy egyezzenek:
—b5A—-3B =
3A—-5B = 2.

Tehat: A =3/17 és B = —5/17. Ezért

5
Yip = ﬁcost — 1—751nt.

Ez, (1) és (3) egyiittesen adja, hogy

Yialt = Cle_t + 62€4t + i cost — i sint
e N——— \17 17
}/}L,(th v
yi,p

(¢) Meg kell hataroznunk az A, B, C, D konstansokat ugy, hogy y; , = (A+Bt) cos(2t)+

(C + Dt)sin(2t) az y" — 3y’ — 4y = —8t cos(2t) differencidlegyenlet egy megol-
dasa legyen:

Yy = Bcos(2t) + 2(C + Dt) cos(2t) + Dsin(2t) — 2(A + Bt) sin(2t),

y” 4D cos(2t) — 4(A + Bt) cos(2t) — 4B sin(2t) — 4(C + Dt) sin(2t).

Ezeket behelyettesitve az y” — 3y’ — 4y = —8t cos(2t) egyenletbe Gsszevonés
utan ezt kapjuk:

—(8A+3B+6C —4D + 8Bt + 6Dt) cos(2t) +
+(6A —4B —8C — 3D + 6Bt — 8Dt)sin(2t) = —8tcos(2t)

3



Mivel cos(2t) és sin(2t) linearisan fiiggetlenek, ezért az egyiitthatok mindkét
oldalt megegyeznek:

—(8A+3B+6C —4D) — (8B +6D)t = —8t
+(6A—4B —8C —3D) + (6B —8D)t = 0

Mivel ¢ és 1 is linearisan fliggetlen, ezért itt is felirhatjuk az Osszefiiggéseket az
egyiitthatokra:

(i) 84 + 3B 4+ 6C — 4D = 0
(i4) 8B + 6D = -8
(iil) 6A — 4B — 8C — 3D = 0
(iv) 6B — 8D = 0

Osszuk el a (ii) és (iv) egyenletek mindkét oldalat 2-vel, majd hajtsuk végre a
(1) — (iv) ill. (4i7) + (29) transzformaciokat! Ezutan a kovetkezdt kapjuk:

(i) 4A + 3¢ - S
(ii AB + 3D = -4
(i) 3A — 4C = -2
(iv) 3B — 4D = 0

Az egyenletrendszer tehat 2 kétismeretlenes egyenletrendszerré bomlik fel. Az
egyenletrendszer megoldasa:

6 16 8 12
257 257 ¢ 25 25

gy a d.e. altalanos megoldasa:

1
Yiait = c16” " + coe™ + % [(—6 — 16t) cos(2t) + (8 — 12t) sin(2t)]
Yh,ait y‘f
Ky

J/

(d) Vegyiik észre, hogy az egyenlet jobb oldala az el6z6 harom egyenlet jobb ol-
dalainak az Osszege. Hasznélva, hogy az egyenletiink linearis ez azt jelenti,
hogy az el6z6 harom egyenlet partikularis megoldasainak Gsszegeként kapjuk
ezen egyenlet egy partikularis megoldasat:

L o

3 5 10 2
Yin = —5°€ + T cost — T sint + Eet cos(2t) + Eet sin(2t)

Tehat az altalanos megoldas:



(e)

—t 4t
Yialt = C1€ ~ + Co€™ +
~—_—————

Yh,att

1 3 ) 1
:§e2t + 7 cost — T sint + % [(—6 — 16t) cos(2t) + (8 — 12t) sin(2t)].

S

~~

Yi,p

Hasznélva (2)-t latjuk, hogy a —1 egyszeres gyoke a karakterisztikus polinom-
nak. Ezért egy partikularis megoldast

y=tlAe ! = Ate™!
alakban keresiink. A derivaltak:
y = Ae”t — Ate™, y' = —2Ae7" 4 Ate™?

Ezeket behelyettesitve a kezdeti y” — 3y’ — 4y = —2e~! egyenletbe sszevonas
utan:

—5Ae™"
Az egyiitthatok kozti Gsszefliggésbdl:

—DbA =2 = A=——
’ 5

2te~t, az altalanos megoldas pedig

Tehat a partikularis megoldas y; , = —=

_ 2 _

Yialt = C1€ b4 cge4t + —gte t
———

——

Yi,p

Yh,att

Az egyenlet konstans egyiitthatés inhomogén maéasodrendd d.e. A megfelel6
r? — 2r — 3 = 0 karakterisztikus egyenlet 1, = —1,r, = 3 megoldéasaibol
kapjuk az Y — 2Y" — 3Y = 0 homogén egyenlet altalanos megoldasat: Y 4 =
cre b+ et
Nincs kiilsé rezonancia, ezért egy partikularis megoldast y;,, = Ae* alakban
kereshetiink.

yg,p = 246, ygfp = 4Ae*.

Az y; , kapott derivéltjait behelyettesitve az eredeti egyenletbe a rendezés utan
kapjuk:



—3A4e* = 3e*
azaz A = —1. Az altalanos megoldas:
2t —t 3t
Yig = —€ +cC1e "+ coe” .
=Yi,p =Yh,4

Az egyenlet konstans egyiitthatos inhomogén masodrendii d.e. A megfelel 2+
2r + 5 = 0 karakterisztikus egyenlet (nem valés) 112 = —1 = 2¢ megoldasaibol
kapjuk az Y + 2Y’ + 5Y = 0 homogén egyenlet altalanos megoldasat: Y 4 =
cre”tcos 2t + coe ! sin 2t.

Nincs kiils6 rezonancia, ezért egy partikuldris megoldast v;, = Acos2t +
B sin 2t alakban kereshetiink.

Y;, = 2B cos2t —2Asin2t, y;,, = —4Acos2t — 4B sin 2t.

Az y; , kapott derivaltjait behelyettesitve az eredeti egyenletbe a rendezés utan
kapjuk:

(A+4B)cos2t + (—4A + B) sin 2t = 3sin 2t,
azaz A = —12/17, B = 3/17. Az altalanos megoldés:

12 3
Yi.g = —=—=cos 2t + — sin 2t + cie b cos 2t + coe tsin 2t .
' 17 17 LN ~~ <
~ =Yh,4

=Yi,p

Az egyenlet konstans egyiitthatés inhomogén méasodrendd d.e. A megfelel
2 — 2r — 3 = 0 karakterisztikus egyenlet 1, = —1,ry = 3 megoldisaibol
kapjuk az Y — 2Y" — 3Y = 0 homogén egyenlet altalanos megoldasat: Y} ; =
cret + coet.

Egyszeres kiilsé rezonancia van vy = —1 miatt, ezért egy partikularis megoldast
Yip = t(At + B)e™ = (At* + Bt)e* alakban kereshetiink.

i, = [-At* + (2A = B)t + Ble™", y}, = [At* + (—4A + B)t + 2A — 2BJe”".

Az y; , kapott derivéltjait behelyettesitve az eredeti egyenletbe a rendezés utan
kapjuk:

(—8At +2A —4B)e™ "t = —3te™,



ezért A =3/8, B = 3/16. Az altalanos megoldas:

3 3
Yig = thG_t + Ete_t + et 4 e
—_——
N _?Jr J :Yh’d
s

Az egyenlet konstans egyiitthatés inhomogén maéasodrendd d.e. A megfelel6
r? + 2r + 1 = 0 karakterisztikus egyenlet (egyetlen) r; o = —1 megoldasiabol
kapjuk az Y” +2Y’" +Y = 0 homogén egyenlet altalanos megoldasat: Y} ; =
cre”t + cote™t,

Kettds kiils6 rezonancia van ;o = —1 miatt, ezért egy partikularis megoldést
Yip = t*Ae~" alakban kereshetiink.

Uiy = (AL +2At)e ™",y = (A — 4At + 24A)e™".

Az y; , kapott derivaltjait behelyettesitve az eredeti egyenletbe a rendezés utan
kapjuk:

247t =2e7,

azaz A = 1. Az &ltaldnos megoldas:

2 —t t t
Yig = te "+ cl1e "+ Cgte .
=Yi,p =Y} 4

£ cos(2t) + 2 sin(2t) 4+ 112 + 3t — &



