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Feladatok az 5. hétre. Eredményekkel és kidolgozott megoldasokkal

. Oldjuk meg az alabbi masodrendd linearis homogén d.e. - et, tudva, hogy egy megoldasa az

y = x!

222y" — xy +y = 0.

. Oldjuk meg a kovetkezd kezdetiérték-feladatot:

i 1 /
= y 0237 0:1
V== v y (0)

Ha egy rudat az x abszcisszaju keresztmetszetében adott f(z) fiiggvénnyel aranyos hajlitonyo-
maték terhel, akkor a rid silyvonaldnak alakja a terhelés utan az alabbi differencidlegyenletbdl
szamithato:

y//
(EmOEA
Hatarozzuk meg a rid alakjat, ha a nyomaték eloszlas
f(.%') =1- z,
és a kezdeti feltételek
y(0) = y'(0) = 0.

Hatéarozzuk meg az altaldanos megolddsat a kovetkez6 masodrendi differencidlegyenleteknek (a
megoldasokat elég implicit alakban megadni):

(a)
(v)* + 299" = 0,

(b)
"o 1
y _4\/y7

(c)
vy + () =1.

Oldjuk meg az y" = 2y'y,y(0) = 0,9'(0) =1 k.é.p. - t!
Oldjuk meg az 3" = —2t(y/)?, y(0) =0, y/(0) = —1 ké.p. - t!

Oldjuk meg a kévetkezd masodrendd differencialegyenletet: xy” — v/ = 3.

Tekintsiik a kovetkezs differencidlegyenletet:
2y —tt+2)y + (t+2y =23, t>0.
El6szor ellendrizziik le, hogy az
Ni=t,  Yp=te
fiiggvények a megfelels t2y” —t(t+2)y’ 4+ (t+2)y = 0 homogén egyenlet fundamentalis megoldaséit
adjik. Ezek utan hatarozzuk meg az eredeti inhomogén egyenlet altalanos megoldéasat!

Megjegyzés: Yi-re rajonni egyszert, viszont Yo megkeresésére javasoljuk a konstans variacios
moédszert:

Y5(t) = C(t) - Y1(t) alakban keresve a homogén egyenlet megoldésat, szintén kijon te’. Probaljak
ki!
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+ megoldasok!

9. Oldjuk meg: t?y"” — 2y = 3t> — 1, tudvan, hogy y; = t2, yo =
Eredmények

1. Az egyenlet egy megoldasa: y; = z. Egy masik megoldést keressiink yo = ux alakban:

222 (uz)" — z(uzx) + ux =0,

innen a mitveletek elvégzése, rendezés és x2 - tel valé osztés utan (innentsl feltessziik, hogy
x> 0):

2u”"x + 3u = 0.

Ennek az v’ - re nézve elséfokn, szétvalaszthato valtozoju d.e. - nek a megoldésa:

u = cx_3/2,
Nekiink egy megoldas elég (miért?), ezért legyen v’ = —%x*3/2, ahonnan u =22 +césc-t
0 - nak valasztva kapjuk, hogy

u = x_l/Q,

1/2

végiil: yo = xx™ /% = /x, © > 0. Tehat az eredeti d.e. dsszes megolddsa: y = c1x + co/x.

2. A differencidlegyenlet mindkét oldalat kétszer x szerint integraljuk:

1
"= | —=dz = arcsinz + C|,
Y /\/1—x2

Yy = /(arcsinx + C1)dz = zarcsinz +v/1 — 22 + Ciz + Cs.
Behelyettesitve a kezdeti feltételeket kapjuk, hogy

3=y(0) = 1+Cs
1=19'(0) = arcsin0+ Cy,

vagyis
Cl =1és CQ = 2.

Tehat a kezdetiérték-feladat megoldésa:
y==zarcsinz +v/1 — 22+ + 2.

3. A mésodrendi egyenletiinkbdl hidnyzik az y. Tehat amint eladéason tanultuk, ekkor a p = p(x)
j valtozot behozzuk az ' helyére. Vagyis

p(x) =y (x) és p'(z) = y" ().

Az 1j valtozoval az egyenletiink alakja atrendezés utan:

/(1;?2)3/2:/1‘"(37)@.



Bevezetve az
[ f@de = Pla)
jelolést, az integralas elvégzése utdn kapjuk, hogy

p

V1+p?

:F(x)—i-cl.

Innen p-t kifejezve:
F(z)+ a1

\/l—F +C1).

Hasznalva, hogy v’ = p kapjuk, hogy

:c +

y—/\/l_ i dz. (1)

+01)

Abban a specidlis esetben, amikor f(z) = 1 — x integréalassal kapjuk, hogy
x
Flz)+ca=z(1- 5)—1—01.

Ekkor tehat .
5) + C1

\/1— (1-2%)+e)” |

Hasznélva az 3/(0) = 0 kezdeti feltételt, és azt, hogy egy tort pontosan akkor egyenls nulldval
amikor a szdmlaléja nulla, adédik, hogy

01:0.

Ezt helyettesitve (I)-ba, és kihasznalva, hogy y(0) = 0:

[ t1-1b
= / ———di
t=0 \/1_752 (1_%)
Ez azonban egy un. elliptikus integrdl, amit nem lehet elemi fiiggvényekkel kifejezni.

. A hidnyos masodrendd d.e.-k megoldasahoz az v'(z) = p(y), v"(x) = p'(y)p(y) helyettesitést
alkalmazzuk:

(a) (¥)% +2yy" = 0= p*(y) + 2yp(Y)P'(y) = 0 = p(y)(p(y) + 2yp'(y)) = 0
Ha p(y) = 0, akkor y'(x ) 0 = y(z) = C j6 megoldas lesz. Ellenkezd esetben elég
a zarojelben 1evé p(y) + 2yp'(y) = 0 kifejezést vizsgalni, ami egy szétvalaszthato d.e.,
megoldasa p(y) = % Azaz

(@) = —2 /fdy_/cld:c

2
*y3/2 =Ciz+ Cy = ( ) (Cl.’L'+CQ)2/3

Megjegyzés: més konstansokkal y = Cy(z 4+ C2)%/? is jo.
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V=1 = pr'(y) = vy
2
/p(y)dp(y) = / dey = p(g) +Cp = g + G4
(y')zz\/Q—FCl = y’:“\/@+(j’1
1 ,
/\/mdy = /1d:n:x+(§’2

Az integralban helyettesitést hajtunk végre: u = |/y, tovdbba dy = 2udu. Ekkor

/1d _ /%d_
VVY+Ch 4 Vvu+ Cq Y

2
2(u+ C1) Ci &y = /2 fa T Crdy — 20,

- \/U+Cl _\/u+C'1

4
= f\/u+C13 —4C1\Ju+C, = x+C}

3

Innen y-t visszahelyettesitve:

3
3:624\/\/@4-01 —1201\/\/374-014-02

yy// + (y/)z =1 . yp/p +p2 =1

1
— dy =
/\/quCl Y

Igy egy Bernoulli-tipusti d.e.-t kapunk, z(y) = p(y)? helyettesitéssel:

Z'(y) = 2p(y)p'(y) = 5(1 -2(y)) = oy (y) +2z(y) =2

Ez pedig egy els6rendd linearis d.e., a homogén egyenlet: yz'(y) + 2z(y) = 0, a megoldéasa
zn(y) = C1/y?, az inhomogén egyenlet megoldasa z;;(y) = 1, igy a megoldas

C &
W) =) +anl) = 5 +1 = Py’ = 51
Visszahelyettesitve y'(z) = p(y)-et:
C C
2 1 / 1
yP=2411 = =42 41
W? =1 ;
dy
——— = =+ [ ldx=x2x+Cy
o+l
Az integral kiszamitasdhoz alakitsuk at a jobboldalt:
=/ C1 + 12

el byl el
Tehét a megoldas:
VOi+12=42+C, & = (rz+Cy)>—CL.

Vagy mas konstansokkal folirva:

y2 —(z+ 02)2 = (il y2 — (—z+ C2)2 = (.



. Ha p(y) = ¢/, akkor a d.e: pp’ = 2py. A p = 0 ennek megoldasa, ami azt jelenti, hogy y = c. Ha
p # 0, akkor p’ = 2y, tehat p = y? + c. Tehat y' = y% + ¢,y(0) = 0,%/(0) = 1. Innen ¢ = 1, meg
kell tehat oldanunk az 3 = 1 + 32,4(0) = 0 k.é.p. - t. Ennek implicit megoldésa: arctany = t,
tehat a megoldéds: y = tant, t € (g, g) )

. Legyen v = ¢/, ekkor a k.é.p. v/ = —2tv?, v(0) = —1 alakti. Ennek megoldasa:

—1 = 2+, figyelembe véve v(0) = —1- et ¢ = 1, s igy tehat v(t) = tgl_l. Inneny = [ t%l dt =
T(njt—1—In|l+¢)+c=3(n(l—t) —In(l+1¢)) +c (az abszolut érték jelét a logaritmuson
beliil elhagyhattuk, mert most —1 < ¢ < 1 a kezdeti feltétel miatt). Az y(0) = 0 feltétel miatt

0 = c. Igy tehat y(t) = %ln%—:; = —artanht, t € (—1,1).

. y:%+012x2+02

. El6szor is a t2y" — t(t + 2)y’ + (t + 2)y = 0 homogén egyenlet megoldasait adjuk meg. Tudjuk,
hogy Y1(t) = t megoldja az egyenletet, azaz:

Y () —tt+2)Y{ () + (t+2)Y1(t) =0 = —tt+2)+(t+2)t=0 (2)

A téle linearisan fiiggetlen megoldast Ya(t) = C(¢)Yi(t) = C(t)t alakban keressiik (konstans
varidcios mddszer). Innen Ya(t) derivaltjai (dltalanos esetben):

Y5(t) = C'(tHn(t) + CO)Y{ (),
Yi'(t) = C'(tY(t) +2C°(0)Y{(t) + C()Y'(1).
Jelen esetben Yi(t) =t, igy
Vi) = C'(t+Ce),
Yy(t) = C"(t)t+2C'(¢).
Ezeket behelyettesitve a homogén egyenletbe a kovetkezdt kapjuk:
t2(C"(t)t +2C" (1)) — t(t +2)(C' (W)t + C(1)) + (t +2)(C()t) = 0 (3)
mindkét oldalat C(t)-vel szorozva, és kivonva ([B)-bol, a kivetkezs alakot kapjuk:
t2(C" ()t + 207 (1)) — t(t + 2)(C'(t)t) =0
t # 0 esetén:
C"tt+2C"(t)— (t+2)C'(t) =0 = tC"(t)—tC'(t)=0 = C"(t)-C'(t)=0.

Ez egy hidanyos méasodrendd d.e., a tanult modszereket alkalmazva C(t) = e! adodik, azaz a
homogén egyenlet masik fundamentalis megoldasa Ya(t) = te!, s igy a homogén egyenlet &ltalanos
megoldasa:

yn(t) = C1t + Cste'.

Masodszor az inhomogén egyenlet megoldasat adjuk meg. A partikularis megoldas megkeresé-
sére a képletgytjtemény 4. pontjaban taldlhaté két konstans variaciés modszert hasznéltuk,
mellyel a —2t2 — 2t partikularis megoldast kapjuk. Ennek mésodik tagja (—2t) beolvad az alta-
lanos megoldas Cyt részébe. (Persze sokféle jo partikularis megoldas irhato ide.) Az inhomogén
altalanos megoldas tehat:

y(t) = C1t + Cote® — 22,



9. Hozzuk standard alakra:

2 1
i
Vot

és keressiik a partikularis megoldast y, = c1y1 + coy2 alakban. Ekkor

qt? + i o= 0

/ /1 1
I —Int+ L. =t —2Int+ 1 — £ Mivel 2 1d4 h énnak
nnen ¢; = Int + gz, 2 = 53—, azaz, yp = t"Int + 5 — 5. Mive megoldasa a homogénnak,

ezért y, = t2Int + % is j6 lesz. Tehat az altalanos megoldas: Y; alt = t?Int + % +ct? + 02%.



