11. MATEMATIKA A2 FELADATSOR - MEGOLDASOK

1. Hatarozza meg az alabbi fliggvények z- és y-szerinti parcialis derivaltjat

(a) flz,y) = 2*y": GL = 3a2yt, 5L = 4ay

(b) f(z,y) = 62*/y — 43xy*: % = 24a° /5 — 43y%, L = 30%y=05 — 86ay

() flwy) =Bz +2y+1): 3 = o8, 5L = oo

() flr,y) = 420 O = r'oag OF — es™4ni sy

(e) f(z,y) =sin(4x — a:y7)' 9 — cos(4z — xy") (4 — y7), a—f cos(4z — zy") (—Txy°)

(f) f(w,y) = (3a + 6y)(4a?y® — 2): 5L = (49621/8 2) + (3z + 6y)8ay®, 9L = 6(42%y® — 2) + 3z +
61)322%y"

(8) f(2,y) = (22 +y?)ev: G = 2we¥ 4 (a? +y2)evy, 5L = 2yeov + (2% + y?)e™a

(h) f(z,y) = (3x —2y) cos(5b —x — 2y): 3 —f =3cos(5 —x — 2y) + (3z — 2y) sin(b — z — 2y)(-1), % =
—2cos(b —x —2y) + (3x — 2y) sm(5 —z—2y)(—2)
: _ o wty . 9f _ 1Qe—y?)—(a+y)2 df _ 1QRz—y*)—(z+y)(~2y)
(1) f(xay) - Qi_Z% o W; oy — y(gz_yz)g Y
: _ ef=e¥. Of _ eM(mmy)=(e"=e)1 Of _ —eV(z—y)—(e"—e")(=1)
(i) f(x,y)—ﬂ- %—yxfy’ dy — yw—y
2. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények masodik parcialis derivéltjait!
2 2
(a) f(xay) =Z +y2 ng; =2, gy =2, aaxafy =0
2
(b) fla,y) =2 — %2 +y: $h = 60— 2%, 5 = —20°, ZL = 4y
2
(¢) flu,y) =e: Bk = emvy?, Bh = emva?, 2L = ervay
2 2 2
(d) f(x,y) dr — g$2 = _4(433 - y>_1757 % = —0725(4.% - y)_1757 a(ié[y = —(4$ - )_175
3 9
(e) f(z,y) = 32°—2y3 In(4x + 6y): a—i = 1521 — 4536?47 aé = —6y° lng4x—|—62y) 4i2+?’6y, 9 = 602> +
32 2 _ 6 36y (4z+6y)—124°6\ 9>f _  24y°(4a+6y)—8y°6
4904?»/6,7;’ W = (12y 1n(4$+6y) + 6y2 4w+6y) - ( Y (waréJy)z Y )7 oxdy —= (4Z+62)2 4
3. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények irdanymenti derivaltjat!
d d d d
(a) f(z,y) =3z + 7y, P(1,2), v = (0,6;0,8): 3L =3, §L =7, 8L(1,2) = 3, §L(1,2) = 7, |u| = 1,
ezért §L =3.0,647.0,8=7,4
(b) flz,y) = 2* +y3 P(=1,3), v = (1,2): §L =322, 5L = 3y, 8L(—1,3) = 3, 3L(-1,3) = 27,
— af _ a1 2 _ 57
|y|—\/5 ezért Gy =32 +2T% = %
(c) f =49 fofy P(2,-1),v=(4,3): g—i:fo%@fxzfyz)*o’S, %:723/%(97:1@7
3/2) 057 %(27_1) -1, 8f(2 —1) 1, [v] =5, ezért % =-14+12=-_1
(A) fl,y) = 2y, P(3,2), v = (5,12): 5L =y, 5L = 2, §£(3,2) = 2, §L(3,2) = 3, [u] = 13, ezért
9 =05 432 -4
v 137 13

(e) f(xay) = 12 _y2 P( 1 1) v = (273) % = 2I7 %5 = _2ya ﬂ(_L_l) = _27 %5(_1a _1) = 27
lv| = V13, ezért f772\2ﬁ \/%:\/%
4. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények melyik iranyban emelkednek a legjobbban az adott pontban!



(a) f(z,y) = 2% + 9%, (z0,90) = (4,3): % = 2z, ?ijt = 2y, %(4,3) =8, 3—5(473) = 6, gradf(4,3) =
(8,6)

(b) f(xay) =2z — Sya (x07y0) = (172) 87]; = 27 875 = _37 %(172) = 2) %i(LQ) = _37 gradf(l,Q) =
(2a_3)

(C) f('ray) = m7 (an:UO) = (17 1) % = _2‘%%(6_%2_?42)_0’57 %}y‘ = _2yé(6_$2_y2)_0757
ﬂ(l 1) =—3 ﬂ(l’ 1) = _%7 gradf(l, 1) = (_%7 -1

27 Jy

5. Hatarozza meg az alabbi fliggvények altal meghatérozott feliilet érintésikjat az adott pontban!

16) 2)
(d) f .’E,y) =2y, (xOuyO) = (27_3): % =Y % =7, 871;(27_3) = _37 %(27_3) = 27 gradf(2, _3) =
2

(a) f(z,y) = 6z — 2y, (vo,y0) = (4,1): f(4,1) =22, 8L =6, 4L = —2, 9L (4,1) =6, 3L(4,1) = -2,

) Ox ) Oy ) Ox > dy
n = (6,—2,—1), a sik egyenlete 6(z —4) — 2(y — 1) — (2 — 22) =0, azaz 6z — 2y — 2 =0
(b) f(l',y) = {L‘2 - y27 (95072/0) = (_172): f(_172) = _3a % = 23"; % = _2y7 %(_172)

_27

%(_1’ 2) = —4,n = (-2,—4,—-1), a sik egyenlete —2(x — (—1)) —4(y —2) — (z — (=3)) = 0, azaz

—2r—4y—z=-3

() fla,y) = VA= 22 =42, (wo,50) = (1,3): f(1,3) = 2, &L = —201(14 — 2% — )05, oL =
—oyl(14 — 22 — y2)709, %(1’3) = -1, %(173) = -3, n = (=4;-3;-1), a sik egyenlete
—3(x-1)—-3(y—-3)—(2—2)=0,azaz —gz — 3y —2=—7

(d) f('ray) =10 —.’172 - Y, <x07y0) = (2a 1) f(271) = 5a % = _2-/17; % = _L %(251) = _47
3—5(2,1) = -1, n = (—4,-1,-1), a sik egyenlete —4(x — 2) — (y — 1) — (z = 5) = 0, azaz

—4r—y—z=-14

6. Hatarozza meg az alabbi kétvaltozos fliggvények altal meghatarozott feliilet adott sikkal parhuzamos

érintssikjat!

(a) f(z,y) = 2®+y?, 2 = 20+3y+1: asik egyenlete 204+3y—2 = —1, azazn = (2,3, —1)||(f2, v —1)

(2z,2y, —1), ezért 2x = 2, 2y = 3, azaz (xo,yo) = (1;1,5)

(b) f(xay) = $2—y27 13+3y+42’ =5 n= (17374)||(f3,c7fg/;1 _1) = (258’ _2ya _1)7 ezért (21:7 —2% _1) =

_%(1’&4) = (_i’ _%’ _1)7 2x = _iv —2y= _%a aZaZ (anyO) = (_%; %)
(

(c) flz,y) = ® +ay? 2z = 4z + 2y + L n = (4,2, -1)|[(fL, f;,—1) = (32® + y?, 22y, —1), ezért
3x2+y? = 4,20y =2, tehat ay = 1,y = % Azt kapjuk, hogy 3:E2—|—g%2 = 4, tehat 3z* —42%+1 = 0.

Ez x2-ben mésodfoku egyenlet, aminek gyckei: 23 = 1 és 23 = % Tehat x1 =1, 29 = -1, 23 = %,
Ty = —%. Innen azt kapjuk, hogy négy pontban lesz az érintGsik parhuzamos a megadott sikkal:

(x07y0) = (17 1) vagy (_17 _1) vagy (%a \/g) vagy (_%7 _\/g)

7. Hatarozza meg az alabbi kétvaltozos fiiggvények lokalis szélsGértékeit!

(@) f(z,y) =2 +20> +ay+20+4y+7 fl=20+y+2=0, fy =4y +x+4=0,ezért (zo,y0) =
(=%,=9), fil. =2, f, =4, fl, =1, ezért a Hesse determinéns: H = f7/, fr, — (fi,)* =7>0és

Tx Ty Ty

7o =2>0,igy (z0,y0) = (—3, —2)-ben lokalis minimum van.

(b) flz,y) = e HV°: I = "2 = 0, fy = etV 2y = 0, ezért (zo,y0) = (0,0), f
Y (422 + 2), 1 = e TV (422 + 2), £ = ¥ +V 4zy, ezért a Hesse determinans: H

Yy zy
T = ()2 = (e V)2 (422 4 2)(4y? + 2) — (¥ TY")21622y2. Tehat H(0,0) = 4 > 0

Ty Ty
7 (0,0) =2 >0, igy (zo,y0) = (0,0)-ban lokalis minimum van.



(c) f(z,y) = a* +y* — dwy: : fI = 42% — 4y = 0, fy = 4y3 — 4y = 0, ezért 2% =y és y° = z,

tehat 2% = z. Innen 21 = 1, 29 = —1 és 23 = 0, azaz (v1,11) = (1,1), (22,92) = (=1,—1) és
(z3,y3 = (0,0)). Most fr, = 1222, fi' = 12y°, fI} = —4, ezért a Hesse determinans: H = [/, fI' —

(f,)? = 1442y* — 16. Ha (x1,y1) = (1,1), akkor H(1,1) =128 > 0 és f//(1,1) =12 > 0, igy

(z1,9y1) = (1,1)-ben lokalis minimum van. Ha (x2,y2) = (—1,—1), akkor H(—1,—1) =128 > 0 és

7(1,1) =12 > 0, igy (z2,y2) = (=1, —1)-ben szintén lokalis minimum van. Ha (z3,y3) = (0,0),
akkor H(0,0) = —16, igy (0,0)-ban nincs szélséérték.

(d) f(x,y):%+%+xy,x>0,y>0: fi=—-%+y=0, féz—y—lg—&—x:O,ezérty:z%ésa::y%,

tehat xy? =1 és 2%y = 1. Innen xy? = 22y, azaz x = y, tehat 2 = 1. Igy (xo,y0) = (1,1). Most

=2 [, = %, o, =1, ezért a Hesse determinans: H = f/ f' — (fu,)?* = x34y3 — 1. Tehat

H(1,1)=3>0¢és f (1,1) =2 >0, igy (x0,y0) = (1, 1)-ben lokalis minimum van.

8. (a) Hatarozza meg az 1 egység térfogati hasabok koziil a legkisebb felszintit!
Legyenek a hasab élei: x > 0, y > 0 és z > 0. Ekkor zyz = 1, tehat z = ﬁ A felszin:

1 1 2 2
A=2zy+2xz+42yz =22y + 20— + 2y— =2zy + — + — = A(z,y),
Ty Ty y T

aminek a minimumét keressiik. Ekkor % =2y— 2 =0, tehat y = 2. Tovabba %—A =2r—2 =0,
T T x Y Y
2 2 2
tehat z = y% = (é)z = g%, tehat © = 1. Ekkor y = 1. Most gmé = %, % = ;% és gm% =2,
¢ 2
gy H = 5494 — (Z4) = 4% — 4. Tehat H(1,1) = 12 > 065 $4 = 4> 0, fgy (1,1)-ben

minimum van.

(b) Hatarozza meg a 6 egység felszint hasabok koziil a legnagyobb térfogatit!
Legyenek a hasab élei: > 0, y > 0 és z > 0. Ekkor 22y + 2x2 4+ 2yz = 6, tehat z = >=%¥  Ekkor

T4y
- 3zy — x>
V=xyz= o =V(z,y)

Ekkor

OV _ By —2ay’)(x+y) — Bey—a?y)l _y(B—2ay)(x+y) — Bz —2%y)) >3 —a® - 2uy)
Oz (x+y)? (x+y)? (x+y)?

OV _ (B —22%y)(x+y) — Bay —2’y*)l 2 (B-2ay)(w+y) - By —ay®)) 2’3y’ —2ay)
dy (v +y)? (z +y)? (@+y)?

Ha 24 =0, akkor 3 = 22 +‘2my. Ha % =0, akkor 3 = y? + 2:1fy. Tehat 3 = 22 + 22y = y? + 2wy,
ezért 22 =42, azaz v = y. Igy 3 = 322, tehat £ = 1 és y = 1. Igy 2z = 1, azaz a kocka a valasz. A
szélsGérték jellegét most nem ellendrizziik.

9. Hatérozza meg az 1 sugart gémbbe irhaté maximaélis térfogati hasab térfogatat!

Az 1 sugart origd kozéppontt gémb egyenlete z2 4+ y? + 22 = 1. Innen a felsg félgémb fliggvénye
z = /1 —a% —y%. Ha a téglatest egyik cstcsa (z,y,z), z > 0, y > 0 és z > 0, akkor a téglatest

térfogata
V =8zyz = 8xyy/1 — 22 —y?2 =V(z,y)

Ekkor

ov Sy(l — a2 — y?) — 82 8y(1 — 222 — ¢2
- —8y,/1 —372 _y2+8$y075(1_x2_y2)—0,5(_2x) _ y( T Yy ) =Y _ y( z Yy )

or a2 —y2 M—22—¢?




v
dy

Ha

ezér

8z(1 —x? —y?) —8xy?  8x(l—a? — 2>
=8zx+y/1— 22 — y? + 8xy0,5(1 — % — y2)*0’5(72y) = z( r—v) it z( :c y)
/T— a2 — 42 /T— a2 — 2
%—‘; = 0, akkor 1 = 222 + 9%, Ha %—Z = 0, akkor 1 = 22 + 292, Tehat 1 = 222 + y? = 22 + 292,
t 22 =32, azaz v = y. Igy 1 = 322, tehat . =y = % = 2, azaz a kocka a megoldas. A szélsGérték

jellegét most nem ellenérizziik.

10. Hatarozza meg az alabbi kétvaltozos fiiggvények feltételes szélsGértékeit a Lagrange-féle multiplikatort
hasznéalva!

(a)

f@y) =2 +y* 20—y =3

A feltétel 2x — y — 3 = 0, ezért a Lagrange-multiplikator: L(z,y,\) = 22 + y* + A2z — y — 3),

ezt oL oL oL
— =2 22 =0, — =2y—-A=0 —=2z—y—-3=0
or T S P o vy

tehat A = 2y = —x, azaz x = —2y. Igy 20 —y — 3 =0, azaz —4y —y — 3 = 0, tehat y = —0,6 és

x = 1,2, azaz (1,2; —0,6)-ban van lokalis szélsGérték.

flay) =y, a* +y* =1
A feltétel 22 + y? — 1 = 0, igy a Lagrange-multiplikator: L(z,y, \) = xy + A(2? + y? — 1), ezért

oL
— =y + X2z =0,

L oL
— =2+ X2y =0 —~=2+y*-1=0
Oz

ox oA

Tehat az elsé egyenletet y-nal, a masodikat x-szel szorozva kapjuk, hogy y? + 2 \xy = 22 + 2\zy,
ezért x2 = y2. Innen x = +y, igy 222 = 1, tehat z = :I:g. Igy négy pontot kapunk: (%, @),

(—%2,42), (-2, -2y 6s (Y2, 42).

f(§7 g) =0,5
15 =0
f(—g,—g) =0,5
f(?a 7?) =-0,5,

ezért a maximum 0,5 és minimum —0, 5.

flay)=v9—a?—y* o+y=3
A feltétel x +y — 3 =0, igy a Lagrange-multiplikator: L(z,y, \) = /9 — 22 —y2 + Az +y — 3),

ezért

oL Y oL x oL
o ﬁfﬂfy?—i_ o7 ﬁfﬁf@ﬂ—k B Tty
Tehat
A Y

x
V92— 9—a -y

ezért x =y, igy 2z —3 = 0. Innen z = 1,5 = y, tehat (1,5;1,5)-ben van lokalis szélsGérték.



11.

12.

Hatarozza meg a Lagrange-féle multiplikatort hasznalva, hogy az 1 egység teriiletd téglalapok koziil
melyik keriilete a legkisebb!

Legyenek a téglalap oldalai z és y. Ekkor xy = 1, tehat zy — 1 = 0. A keriilet 2z + 2y, aminek a
minimmumét keressiik. Ekkor a Lagrange-multiplikator: L(x,y, \) = 2z + 2y + A(zy — 1). Igy
oL

oL oL

Tehat 2 + Ay = 2 + Az, ezért ¢ = y, igy 22 = 1, tehat x = y = 1, azaz a megoldés négyzet.
Hatarozza meg a Lagrange-féle multiplikatort hasznélva, hogy az 2—2 + % = 1 ellipszisbe irhato tégla-

lapok koziil melyik teriilete maximaélis!

Legyen a téglalap els6 siknegyedbe es§ cstcsanak koordinatai: (z,y). Ekkor a téglalap keriilete 4zy,

igy a Lagrange-multiplikator
2 2

L(z,y,\) = dzy + )\(% + % -1).
Fidor oL 2 oL 2 oL 2 2
%:431—1—)\%:0, @=4x+A§y:o7 a:%Jr%q:o
Tehat A = —126—;’ és \ = —326—;, ezért —126—;4 = —?’2%”, tehat y? = %xQ, ezért y = %x Innen az ellipszis

9
egyenletébdl kapjuk, hogy % + 4; =1, azaz % =1, ezért x =+2ésy = %\/5 Tehat a maximalis
teriilet 4v/22v/2 = 12.



