10.1 Legyen X, X5, ... fiiggetlen azonos eloszlasu folytonos val6szintiségi valtozok sorozata, legyen N > 2 olyan, hogy
X12Xo 22 Xno1, Xy <Xn.

Azaz az N-edik az elsG tagja a sorozatnak, ahol a sorozat novekvGvé valik. Mutassuk meg, hogy E(N) = e. (Tipp: érdemes eldszor
kiszdmolni P{N > n}-1.)

10.3 n-szer feldobunk egy p valdszintiséggel fejet adé érmét. Szamoljuk ki az 1, 2, ..., k hosszi csupa fej részsorozatok varhaté szamat!
1<k<n)

10.4 Tizszer feldobunk egy hamis érmét, amin a fej valdszinlisége p. Jellje X a tiszta sorozatok szadmdt (mint a 4.4 feladatban). Mennyi X
varhato értéke? (Vigyazat: az érme ezittal hamis.)

Boénusz Tekintsiik az n hosszi 0 — 1 kédokat, ahol minden koordinéta fiiggetlen, p valdszintiséggel 0, 1 — p valdszintiséggel 1. Gondoljunk
ezekre Ugy, mint egy graf csucsaira. Két csics kozt menjen pontosan akkor €1, ha csak a kédjuk legvégén 1€v6 tiszta blokkban térnek el,
vagyis valamely k6z0s kezdeti rész utdn az egyik kéd csupa 0-val, a masik csupa 1-gyel folytatédik. (Tehat pl. 1110011000 szomszédjai:
1110011001, 1110011011 és 1110011111.) Sorsolok egy 0-val illetve egy 1-gyel kezd6dd kodot a fenti eloszlassal, vagyis a tobbi
koordinatat mar fiiggetleniil p valészintiséggel 0-nak, 1 — p-vel 1-nek. Mennyi az igy kapott két kod kozt hiizott legrovidebb ut varhatd
értéke? Mi a valasz, ha p = 1/2? Segitség: irjunk fel két ilyen kddot, és taldljuk ki, hogyan jutunk el egyiktél a mdsikig a legrividebb
médon! Hogy kapcsolddik ez vajon a tiszta blokkok szdmdhoz? Es: vigydzzunk, hogy az egyik kéd 0-val kezdédik a mdsik pedig 1-gyel!

10.5 ** Egy urndban van M piros és N kék golyd. A golyodkat visszatevés nélkiil kihtizzuk egymds utdn az urndbdl. Tiszta sorozat alatt
azokat a maximalis hosszu hizdssorozatokat értjiik, melyek sordn a kihizott goly6k azonos szintiek. Jelolje X, hogy az N + M hosszi
hizassorozatunk hany tiszta sorozatbél all. EX =?

10.6 Legyenek X, Xo, ..., X, fliggetlen és azonos eloszlasu folytonos valdszintiségi valtozok. Azt mondjuk, hogy egy rekordérték tlinik
fel j-kor (j < n),ha X; > X; minden 1 < i < j esetén. Mutassuk meg, hogy

a) E[rekordértékek szdma] = 3° <.

n
Jj=1

b) D?[rekordértékek szama] = > jj§1.
j=1
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10.7 Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszlasi nemnegativ valdszintiségi viltozok. B+ =

10.8 Hérom prébalkozasi lehetdségiink van, mindegyik prébalkozas azonos valdszintiséggel sikeres. Jelolje X a sikeres probalkozasok sza-
maét. Ha tudjuk, hogy E(X) = 1.8,
a) mennyi P{X = 3} lehetséges legnagyobb értéke?
b) mennyi P{X = 3} lehetséges legkisebb értéke?
Mindkét esetben taldljunk ki egy valészintiségi forgatékonyvet, aminek eredménye P{X = 3}, és ez az érték a lehet legnagyobb/legkisebb.

(Tipp: a b) rész megolddsdt kezdhetjiik tigy is, hogy legyen U a (0, 1)-en egyenletes valdsziniiségi vdltozd, majd definidljuk a prébdlko-
zdasokat U-val kifejezve.)

10.9 Lacika addig dobdl egy dobdkockat, amig nem sikeriil neki kétszer egymds utdn hatost dobni. Mennyi a sziikséges dobdsok szdmanak
varhat6 értéke? (Segitség: nézziink feltételes varhat6 értékeket!)
10.10 a) HaE(X) = 1és D?(X) = 5, hatdrozzuk meg E[(2 + X)?] és D?(4 + 3X) értékét.
b) Legyenek X és Y fiiggetlen azonos eloszldsd valészintiségi véltozok p varhat6 értékkel és o szérdssal. Szdmoljuk ki E[(X —Y)?]
értékét.

10.11 Legyenek X ésY fiiggetlen valdszintiségi valtozok kozos p varhaté értékkel, de kiilonbozd o x és oy szérasokkal. p értékét nem tudjuk,
és egy mintavétel alapjdn az X és Y silyozott dtlagdval szeretnénk becsiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — A)Y becslést fogjuk adni,
valamilyen A paraméterrel. Hogyan valasszuk A-t, hogy a becslésiink szérdsa minimalis legyen? Miért érdemes ezt a A-t hasznalnunk?

10.12 Legyen az (X, Y') pont egyenletes eloszldsi a (—1, 0), (0, 0), (0, 2) pontok dltal meghatdrozott hdromszdgben.

a) Milesz az (X, ') kétdimenziGs eloszlds kovarianciamatrixa?

b) Legyen Z = 7X + 2Y. Mi lesz az (X, Z) kétdimenzids eloszlds kovarianciamatrixa?

10.13 a) Legyen X az a szdm, ahdnyszor l-est latunk, Y az a szdm, ahdnyszor 2-est latunk ha n-szer dobunk egy szabalyos kockaval.
Szamoljuk ki e két valészintiségi véltozé korrelaciés egytitthatdjat.

b) Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Legyen X a dobdsok dsszege, és Y az elsé dobds minusz a masodik dobds. Szdmoljuk ki
Cov(X, Y)-t. Fuggetlenek-e X és Y?

10.14 °*** A rulettkeréken 37 mez6 van, 0-t6l 36-ig szdmozva. Xavér mindig arra fogad, hogy az eredmény 19 vagy anndl nagyobb szdm,
Yvett mindig arra, hogy az eredmény 3-mal vald osztds szerinti maradéka 1 (tehdt az {1;4;7;...; 34} szdmok valamelyike). Tekintsiink
20 fiiggetlen porgetést; jelolje X, illetve Y, hogy ennek sordn hdnyszor nyer Xavér, illetve Yvett. (Az is lehet, hogy egy porgetésnél
mindketten nyernek, és az is, hogy egyikiik sem.) Szdmoljuk ki X és Y korreldcids egyiitthat6jat.



10.15 X ésY egyiittes stirtiségfiiggvénye

1

—e Wte/Y)  hagz >0, y>0,
flz,y)=qY

0, egyébként.

a) ** Hatdrozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, V) = 1.
b) Szémoljuk ki E(X?|Y = y)-tis.
10.16 Az X és Y valészinGiségi valtozSk egyiittesen abszolit folytonos eloszldsdak, X peremstirtiség-fiiggvénye fx (z) = A2xe > hazx > 0,
és0hax < 0 (legyen A = 1/2); Y feltételes eloszldsa X rogzitése mellett pedig egyenletes a [0, X | intervallumon. Hatdrozzuk meg
a) az egyiittes stiriségfiiggvényt (ligyeljiink a tartomanyokra),
b) Y peremstrtiség-fiiggvényét és E(Y)-t,
¢) EY|X =2)-tésE(X|Y =y)-t,
d) E(X)-t (itt egyszertibb, ha haszndljuk az el6z6 részfeladatot), illetve
e) Cov(X, Y)-t.
f) Emlékezziink vissza a 9.14 feladatra.

10.17 *** A 3 egység hosszisagu P(Q) szakaszt kettétorjiikk az egyenletes eloszldssal valasztott R pontban. Jelolje a PR szakasz hosszat X.
Ezek utdn a megmaradd, 3 — X egység hosszi R(Q) szakasz mentén vilasztunk egyenletes eloszlassal egy S toréspontot. Jelolje az RS
szakasz hosszdt Y.

(a) Irjuk fel az (X,Y) par kozos stirtiségfiiggvényét. Figyeljiink a tartoményokra.
(b) E(Y|X =2) =?E(Y) =?
(c) Szamoljuk ki Cov(X,Y)-t.

10.18 Egy grdf csiicsokbdl, és a csticsokat 0sszekotd élekbol all. Tekintsiink egy grafot, melynek n csicsat 1-t61 n-ig megszamoztuk, €s tegyiik

fel, hogy mind az (g) csucspar kozott egymastol fiiggetleniil van él p valdszintiséggel, és nincs él 1 — p valészintiséggel. (Ezt hivjak

Erdds-Rényi véletlen grafnak.) Az ¢ csucs D; fokszdma az i csicsbdl kiindul6 élek szama.

a) Mi a D, véletlen szam eloszlasa?

b) Hatdrozzuk meg a D; és D, valtozék o(D;, D;) korrelaciés egyiitthatSjat. (Tipp: definidljuk X;-t mint az i-b6l induld, de nem j-be
érkezd élek szdamdt, és I;;-t mint az i és j kozotti él meglétének indikdtordt. Fejezziik ki D;-t és Dj-t az X;, X, és I;; vdltozokkal,
ezutdn szamoljunk korreldciot.)

10.19 Egy liftbe a foldszinten belép6 emberek szdma egy ismeretlen eloszlasi X valdszintiségi valtozd, 1-nél nagyobb véarhaté értékkel. n eme-
let van és minden ember egymadst6l fiiggetleniil, azonos valészintiséggel szall ki az n emelet barmelyikén. Legyen Y az a valésziniiségi
véltozd, hogy héanyszor dll meg a lift, mig az utolsé utast is kirakja. Bizonyitsuk be, hogy E(Y) < E(X).
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10.20 Az el6z6 feladatban tegyiik f6l, hogy X eloszldsa Poisson, 10 védrhaté értékkel. Szamoljuk ki E(Y)-t.

10.21 Egy ember autdbaleseteinek szdma egy adott évben A paraméterdi Poisson eloszldst valészinliségi véltozd. Ez a A paraméter minden
embernél mds €s mds, a népesség 60 szdzalékandl 2, 40 szdzalékdnal 3. Ha véletleniil kivdlasztunk egy embert, mi a valdszintisége
annak, hogy

a) nem tortént vele baleset,
b) pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben?

¢) Mi a feltételes valészinlisége, hogy pontosan 3 balesetet szenvedett egy adott évben, feltéve, hogy el6z6 évben nem tortént vele
baleset?

d) Ismételjiik meg az elézbeket, ha az z-nél kisebb A paraméterrel rendelkez6 emberek ardnya a népességben 1 —e™*.
10.22 Legyenek X;, Xo, ..., X, fiiggetlen és azonos eloszldsu valészinliségi valtozok. Hatdrozzuk meg
EX | Xi+Xo+ -+ X, =2x)
értékét. (Tipp: E(X1+ Xo+ -+ X, | Xn + Xo+ -+ X,, = 2).)

10.23 Hamis érmével dobunk, de nem tudjuk, hogy mennyire torzit az érme. El6zetesen annyit eldrult nekiink a torz-érme gyar, hogy egyenle-
tesen torzitjak az érméket, vagyis mindenféle p € [0, 1] egyenletesen fordul el5. Az els irast n.-szerre dobtuk (addig csupa fejet). Mit
tippeliink, mekkora a p? (Mi a legvaldsziniibb p?) Alulrél illetve feliilr6l (0-t6] c-ig illetve c-t6l 1-ig) mekkora intervallumnak van mar
elég nagy (mondjuk 0.95-6s) valészintisége, hogy oda esik a p?



