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Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzd p;, illetve py valdszintiséggel ér el taldlatot (p; < p2). Az iigyetlenebb kezd, majd
felvéltva 16nek. Aki el8szor taldl, az nyer.

a) Mennyi a valdszintisége annak, hogy az iigyesebb nyer?

b) Mennyi a jaték varhaté idStartama, ha percenként egy 16vést végeznek?

7z

¢) A varhat6 id6tartam azonnal adédik, ha p; = po (miért?). Ellendrizziik le, hogy az el6z6 kérdésre adott valaszunk ebben az esetben
az, ami azonnal adodik.

Legyen X Binom(n, p) eloszldst valdszinliségi véltozé. Milyen p értékre lesz maximdlis P{X = k}, & = 0,1,...,n? Ez arra
példa, hogy a statisztikdban hogyan becsiilik meg p értékét, ha egy Binom(n, p) eloszldsd valdszintiségi véltozé megfigyelt értéke k.
Ha feltessziik, hogy n ismert, akkor p-t azzal a p értékkel becsiiljilk, amire P{X = k} maximadlis. Ezt a médszert hivjdk maximum
likelihood becslésnek.

a) Jelolje X egy szabdlyos kockadobas eredményét. Szamoljuk ki X varhat6 értékét és szordsat.

P

b) Andras és Béla a kovetkezd jatékot jatszak: feldobnak hat szabalyos dobdkockat; a hat dobds eredményét jelolje rendre
X1, Xo, X3, X4, X5 és Xg. Andris fizet Bélanak (X; + Xo + X3 — X4 — X5 — XG)2 forintot, Béla pedig Andrasnak X; + X5 +
X3 + X4 + X5 + Xg forintot. Melyikiiknek kedvez a jaték?

Anna és Bori egyforma ereji teniszjatékosok, minden jatszmadt, a tobbi jatszmatdl fiiggetleniil, % valdszintiséggel nyerhet meg barme-
lyikiik. A tenisz mérkdzést az a jatékos nyeri meg, amelyik el6bb elér harom jatszmagydzelmet. Jelolje X, hogy hdny jatszmdbdl 4ll a
mérkdzés. EX =?

Legyen X )\ paraméterti Poisson eloszlast valGszintiségi vdltozé. Mutassuk meg, hogy P{X = i} i novekedésével elGszor n6, majd
monoton csokken, a maximumat a ¢ = | A|-nél veszi fel. (Tipp: tekintsitk P{X = i}/P{X =i — 1}-et.)

Moricka, ha tirdzni megy, minden 1€pésnél — az el6zményektdl fiiggetleniil — valamekkora (kicsi) valészinliséggel hasraesik és megiiti a
térdét, illetve valamekkora (kicsi) valoszintiséggel hanyatt esik és megiiti a konyokét. Egy 10 kilométeres tiran atlagosan 3-szor szokta
megiitni a térdét és 2-szer a konyokét. Legfeljebb milyen hosszi tirdra engedheti el az anyukdja, ha azt akarja, hogy % val6szintiséggel
térd- és konyoksériilés nélkiil jarja meg?

*® Egy forgamas orszdgutszakaszon gyakran szoktak radarozni. Tapasztalatok szerint annak valdsziniisége, hogy 5 percen belill lesz
olyan autd, amelyik 4tlépi a sebességhatart, épp ugyanannyi, mint annak, hogy nem lesz ilyen aut6.

a) Mi a valésziniisége, hogy fél 6ra radarozas soran (i) pontosan négy; (ii) legalabb négy gyorshajtot mérnek?

b) Milyen hosszu id6re tervezzék a rend6rok a radarozdst ahhoz, hogy 99% valdszintiséggel fogjanak legaldbb egy gyorshajt6t?

Egy tdbla mogyor6s-mazsolds Boci csokiban dtlagosan 30 mazsola van. Egy tébla csoki 15 kockdbél dll. Egy kocka csokiban 1/2
valésziniiséggel nincsen mogyorddarab.

(a) Milyen eloszlasu lesz az egy tabla csokiban levé mogyorddarabok szama?

(b) Letoriink 2 kockat és megessziik. Mennyi a valdszintisége, hogy az elfogyasztott csokiban levd mogyoré- és mazsoladarabok
egyiittes szdma legaldbb 2? Adjon minél egyszertibb formulat valaszként.

Tegyiik fel, hogy egy adott id6ben tortént események szdma A\ paraméter(i Poisson valészinliségi valtoz6. Mutassuk meg, hogy ha minden
eseményt p valdszintiséggel szamolunk, fiiggetleniil a tobbi eseménytdl, akkor a megszamolt események szima \p paraméter Poisson
val6szintiségi valtoz6! Emellett adjunk intuitiv érvelést arra, hogy miért kell ennek igy lennie.

Az el6z6ek alkalmazdsara példa: Tegyiik fel, hogy egy adott teriilet urdnlelShelyeinek szama Poi(10) eloszldsi véletlen valtozé. Minden
lelShelyet a tobbitdl fiiggetleniil % valdszintiséggel fedeznek fel. Szamoljuk ki annak a valdszintiségét, hogy (a) pontosan 1, (b) legaldbb
1 és (c) legfeljebb 1 lel6helyet fedeznek fel az adott id6 alatt.

a) Legyen X )\ paraméterii Poisson eloszlasu valdszintiségi valtoz. Mutassuk meg, hogy
1
P{Xpdros} = 5(1 +e ).

b) Adott egy hamis érménk, mely p valészintiséggel mutat fejet. Ezt az érmét 0 idSpontban feldobjuk, és azt 1atjuk, hogy fejre esik.
Egy A paraméter( Poisson folyamat altal megadott idépillanatokban az érmét ujra és tjra feldobjuk, mig egyéb id6pontokban nem
nyulunk az érméhez. Mi a valdsziniisége, hogy ¢-kor az érme fejet mutat?

¢) Tegyiik fel ismét, hogy az érme 0 id6pontban fej-et mutat. A Poisson folyamat id6pillanataiban ezittal determinisztikus médon
atforgatjuk (ha a fej oldalon 4ll, akkor az {rds oldalra, ha az iras oldalon, a fej oldalra). Mi a valdszintisége, hogy t-kor az érme fejet
mutat?

Egy erdé atlagos sfirtisége: 16 fa 100 m2-enként. A fik torzse teljesen szabalyos, 20 cm 4tmérdjii kor alapi henger. Egy puskagolyét

1o viink ki célzds nélkiil, az erdd sz€létél 120 m-re, kifelé az erd6bdl. Mennyi annak a valészinlisége, hogy eltaldlunk egy fatorzset?
(Tekintsiink el attdl az aprd zavar6 tényez6tdl, hogy a fak alapkoreinek kdozéppontjai min. 20 cm tdvolsdgban vannak.)

**® Odiisszeusz mar nagyon szeretne hazajutni Ittakdba, de magdara haragitotta Poszeiddnt, aki bossziibdl véletlenszertien teleszérta a
tengert orvényekkel. Az orvények kor alakdak, stirliségiik a tengeren 3 6rvény 10 négyzetkilométerenként. Ha egy hajé egy orvény
kozéppontjdhoz 50 méternél kozelebb keriil, menthetetleniil elsiillyed, ha ennél tdvolabb halad el, sértetleniil mehet tovabb. Odiisszeusz
nem tudja, hol vannak az 6rvények, nyilegyenes tton hajézik Ittakdba. Ugyanakkor tanult valészinfiségszamitdst, igy kiszdmolta, csupdn
2% esélye van, hogy sértetleniil hazajusson. Milyen messze van Odiisszeusz Ittakdt61?



5.12

5.13

5.14

5.15

Bulgéariaban tortént, hogy egymas utani két héten kihiztdk pontosan ugyanazokat a nyerdszamokat a lottén. Maradjunk hazai vizeken: a
hazai, 90-b6l 5-6t hiizés lottén

a) mi annak a valészinlisége, hogy jov héten ugyanazokat a szamokat hizzak, mint ezen a héten?

b) kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valdszintisége, hogy a lotté 50 éves torténetében (minden héten egy hiizast feltételezve,
sziinet nélkiil, évi 52 héttel szamolva) valaha el6fordul az, hogy két egymads utdni héten ugyanazt az 6t szaimot hizzak?

¢) még egy kicsit enyhitsiik a kérdést: mi annak a valészinlisége, hogy a lotté 50 éves torténetében (minden héten egy hizast feltéte-
lezve, sziinet nélkiil, évi 52 héttel szamolva) valaha el6fordul az, hogy olyan 5-0st hiznak ki, ami mar egyszer volt?

Adjunk numerikus értéket is.

(Stefan Banach gyufasdoboz-probléméaja) Egy szérakozott matematikus vesz két doboz gyufat. Mindkét doboz n szdl gyufat tartalmaz.
Egyik dobozt a bal, masikat a jobb zsebébe teszi. Valahdnyszor pipara akar gyujtani, véletlenszeriien kiveszi az egyik dobozt és abbol
elhasznal egy szdl gyufat. Egyik alkalommal azt veszi észre, hogy az el6vett gyufasdoboza mar iires. Mi annak a valdszintisége, hogy
ekkor a masik dobozban pontosan k elhasznélatlan gyufaszal van még?

Andrés és Béla kovetkez6 jatékot jatsszak. Andras egy szabdlyos dobdkockdval dobél. Bélanak nem 4rulja el, hogy hianyadik dobdsra
sikeriilt el6szor hatost dobnia, de azt eldrulja, hogy hanyadik dobdsra ad6dott mdsodszor hatos. Ezek utdn Béla megtippeli, hogy Andras
hanyadik dobasra kapott el6szor hatost. Hogyan érdemes Bélanak tippelnie? Ha Béla okosan tippel, milyen valdszintiséggel taldlja el az
els6 hatos sorszamat?

*® Anna és Bori a kovetkezdt jatsszak: egy szabalyos érmét dobdlnak felvaltva. Anna kezd. Az nyer, aki a masodik fejet dobja, tehat pl.
Anna: Fej, Bori: Fej esetén Bori nyert.

a) Viarhat6an hany érmedobads utan fejezddik be a jaték?

b) Feltéve, hogy Anna nyer, mi a valdszinfisége, hogy az els6 fejet Bori dobta?

Boénusz * Mekkora valdszintiséggel nyer Anna?
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5.20

5.21

5.22

Dobdkockaval addig dobalunk, amig 1-t6] 6-ig minden szdm legaldbb egyszer el6 nem fordul. Mennyi a sziikséges dobdsok szamanak
vérhat6 értéke?

Egy urndban 4 piros és 4 kék golyd van. Véletlenszeriien kivalasztunk 4 golydt. Ha 2 koziiliik piros és 2 kék, akkor megallunk. Kiilonben
visszarakjuk a golydkat az urndba €s djra valasztunk 4 golyot. Az egészet mindaddig folytatjuk, amig 4 hiizott goly6bdl pontosan 2 piros
lesz. Mi a valészinfisége, hogy pontosan n-szer hizunk?

**® Az orszagban évente 150 ezer végzGs gimnazistanak kell palyat valasztania. Egy gimnazista 0.0001 valdészintiséggel probélkozik
azzal, hogy tirhajésnak menjen. Az Girhajés felvéleli vizsga kétfordulds, az elsd a jelentkezd fizikai, a masodik a szellemi ratermettséget
méri. Tegyiik fel, hogy ezek fiiggetlen tulajdonsdgok. Az elsd vizsgén egy jelentkez8 15% eséllyel megy ét, a masodikon 45% eséllyel.
(a) Mekkora a valésziniisége, hogy jovore legfeljebb két ember megy 4t az tirhajés felvételi vizsgan?
(b) Idén 12 ember ment 4t a felvételi elsd forduldjan. Mekkora a valdszintisége, hogy legaldbb harmat felvesznek koziiliik?

(c) Tavaly 2 jelentkez6t vettek fel tirhajosnak. Mekkora a val6szintisége, hogy 4 ember bukott meg a felvételin?
Szamitsuk ki az (1 + X)~! valészintiségi vdltozé varhat6 értékét a kovetkezd esetekben:

a) ha X Binom(n, p) eloszlasu;
b) ha X Poi()\) eloszlasu.
(Tipp: integrdljunk valami szépet.)

Legyenek p € (0, 1), n € Nés XA = pn € (0, oo) rogzitve. Tovdbba: ar := Pginom(n, p)(¥)/Proi(x) (k). Bizonyitsuk be, hogy amint
k=0,1,2, ... novekszik

a) ay, el8szor novekszik, majd csokken, és a maximalis értékét |\ + 1]-nél éri el.

b) ay, el6szor kisebb, mint 1, majd 1 folé n6, majd Gjbdl 1 ala csokken.
Egy djsdgkihordé 100 forintért veszi és 150 forintért adja el az djsdgokat. Az el nem adott lapokat nem vasdroljak t6le vissza. Ha az

Ujsdgokra a napi igény binomidlis eloszlasu véletlen valtozé, n = 10 p = % értékekkel, koriilbeliil hany lapot vegyen, ha varhatd profitjat
szeretné maximalizalni?

Egy orszagban a hazasparok az elsé fitig vallalnak gyereket. Mi a nemek ardnya ebben az orszdgban? Igaz-e, hogy az egy csalddban
sziiletett gyerekek neme fiiggetlen egymastol?



