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Sok intelligencia teszt normalis eloszlast kovet, 100 pont varhaté értékkel és 15 pont szordssal. Ha ezeknek a teszteknek és értékelésiiknek
hihetiink, akkor az emberiség hany szdzalékanak van 95 és 110 pont kozott az IQ-ja? A 100 pont koriili mekkora intervallumban van az
emberiség 50%-dnak az IQ-ja? Egy 2500 f&s telepiilésen varhatéan hany embernek lesz 125 pont folott az 1Q-ja?

Az 1Q teszteknek még mindig hisziink és tegylik fel, hogy az eredmény 100 pont varhat6 értékd és 15 szérdsut normalis eloszlast kovet. A
teszteket megirt és kiértékelt alanyokat altalaban 3 csoportba szoktdk sorolni: alacsony-, atlagos-, illetve magas intelligenciahanyadosuak.
A résztvevSknek rendre 20, 65 illetve 15%-a keriilt a megfeleld csoportokba. Hol hiiztdk meg a hatdrokat, azaz melyek azok a pontszdmok
melyek megkiilonboztetik az egyes csoportokat?

Tegyiik fel, hogy X normélis eloszldsd 5 vérhat6 értékkel. Ha P{X > 9} = 0.2, kozelitSleg mennyi X szérasnégyzete?

** Tegyiik fel, hogy a 25 éves fiatalemberek magassdga centiméterben mérve normélis eloszldsd, ;1 = 178 és 0 = 144 paraméterekkel.
A 25 éves fiatalemberek hany szdzaléka magasabb 2 méternél? A két méteres klub tagjainak hdny szdzaléka magasabb 2 méter 10
cm-nél?

Mutassuk meg, hogy I‘(%) = /m. (Tipp: F(%) = fooo e *z~2dx. Helyettesitsiink y = \/2x-et és hasonlitsuk éssze az igy kapott
kifejezést a normadlis eloszldssal!)
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Szamoljuk ki a normadlis eloszlds alabb definidlt ,,abszoliit momentumait” (¢ a standard normalis stirtiség):
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Ay = /go<y>|y|’“dy, k=1,2.3....
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(Tipp: pdros k = 20-re szamoljuk ki és haszndljuk a kovetkezd kifejezést:

&1 [ e
—2y7/2 4
dVﬁw/e Y
— 00

Pdratlan k = 20 + 1-re hajtsuk végre a z = y? vdltozdcserét az Ay-t definidld integrdlban.)

A=1

Legyen az X valdszintiségi valtozé normalis eloszldst y varhaté értékkel és o szérdssal. Szamoljuk ki t € R-re az E(e!X) vérhat6
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értéket! (Tipp: ez egy egyszert integrdlhelyettesitéssel visszavezethet a normalis stiriségfiiggvény integraljara.)
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Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatban kapott képlet akkor is érvényes marad, ha ¢ tetsz6leges komplex szdm! (Vigydzat: a normadlis
stiriségfliggvény integraljat csak a valds szamegyenesen tanultuk, hogy mennyi. A bizonyitashoz kell valami komoly az analizisb6l.)

Legyen X nulla varhat6 értéki és o szordsd, normdlis eloszlasu valdszinlségi valtozd. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges © > 0 esetén
fenndllnak a kovetkezd egyenl6tlenségek:
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(Tipp: differencidljuk az egyenldtlenségldnc mindhdrom tagjdt, és hasonlitsuk dssze a derivdltakat.)
Becsiiljilk meg annak a valdszintiségét, hogy 100.000 pékerleosztas soran a fullok szdma 128 és 158 kozé essen.

Egy gyar kétfajta érmét gyart: egy igazsdgosat és egy hamisat, ami 57% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen érménk, de nem tudjuk,
igazsagos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kovetkezd statisztikai tesztet hajtjuk végre: feldobjuk az érmét 1000-szer, ha legaldbb
535-szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 535-nél kevesebb fej lesz a dobadsok kozott, akkor az érmét igazsdgosnak tekintjiik.
Mi a val6sziniisége, hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsigos volt? Es ha hamis volt?

Egy nagyvaros lakossaganak dltalunk ismeretlen p hanyada dohanyzik. Ezt a p hanyadot akarjuk kozelit6leg meghatarozni egy mintdban
megfigyelt relativ gyakorisdggal a kovetkezé médon: megkérdeziink n véletlenszertien kivalasztott lakost, és megallapitjuk, hogy ezek
kozott k éllitja, hogy dohdnyzik. A NSZT-bdl tudjuk, hogy ha n elég nagy, akkor az empirikusan megfigyelt p’ : = k/n relativ gyakorisdg
igen nagy valdszinliséggel jol kozeliti az igazi p hdnyadot. Milyen nagynak kell n-et vdlasztanunk, ha azt akarjuk elérni, hogy az
empirikusan megfigyelt p’ relativ gyakorisdg legaldbb 0.93 val6szintiséggel 0.02 hibahatdron beliil kozelitse a valédi (ismeretlen) p
hényadot? Mds szdval: hatdrozzuk meg azt a legkisebb ng természetes szamot, amelyre igaz, hogy barmely p € (0, 1)-re és n > ng-ra

P{|p’ — p| < 0.02} > 0.93.

7 2z

Az el6z6 feladat kicsit mdshogy ©®

Budapest utcdin az emberek 42%-a tdmogatnd, hogy kozteriileten ne lehessen dohdnyozni. Kozelitsiik azt a valészintiséget, hogy n
megkérdezett ember koziil legaldbb 40% a betiltds mellett nyilatkozik, ha

a) n=11,
b) n =101,
¢) n = 1001.

d) Hény embert kellene megkérdezniink, hogy legaldbb 95% eséllyel 40% felett legyenek a betiltdst timogatSk?
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*** Az in. Monte Carlo-integralds lényege a kovetkezd: legyen az egyszertiség kedvéért f : [0,1] — [0, 1] folytonos fiiggvény, és az

1
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integral értékét becsiiljiik. Ha U és V' két fiiggetlen [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldsd valdszintiségi véltozo, akkor az (U, V)
pér a [0, 1]? egységnégyzet egy véletlen pontjat adja. Fiiggetleniil generdlva n véletlen pontot az egységnégyzetben, jelolje X,, azon
pontok szdmdt, amelyek az f fiiggvény grafikonja ald estek, vagyis amelyekre V' < f(U). Ekkor I becslését az X, /n hdnyados adja.
Mekkordnak vélasszuk n értékét, ha azt szeretnénk, hogy legfeljebb 0.02 valészinliséggel kapjunk 0.1-nél nagyobb hibat, ha a Monte
Carlo-integralds médszerét

a) az f(x) = a3 fiiggvényre alkalmazzuk?

b) egy ismeretlen f : [0, 1] — [0, 1] folytonos fiiggvényre alkalmazzuk?

Van két egyforma biztositotarsasag egyenként tizezer iigyféllel. A 2007-es év elején minden igyfél befizet a biztositdjanak Gtvenezer
forintot, és az év folyaman minden tigyfél egymastdl fiiggetleniil % val6szintiséggel nyjt be kdrigényt, amely minden esetben 150 ezer
forintos. Mindkét biztositotarsasagnak van ezen feliil 5 milli6 forint félretett pénze az el6z6 évrdl. Egy biztosittarsasag csédbe megy,
ha nem tudja kifizetni a beérkez§ karigényeket. Erdemes-e egyesiilnie a két biztositétarsasagnak? Legyen p; annak a valészintisége,
hogy a két biztositétarsasig koziil legaldbb egy tonkremegy, és po annak a valdszintisége, hogy az egyesiilt biztositotarsasig tonkremegy.
Hatarozzuk meg p; és po (kozelitd) értékét, és vonjuk le a kovetkeztetést!

*® A menzai poharak kirakasukt6l szamitott torési ideje exponencidlis eloszlast kovet 24 hénap vérhat6 értékkel. Szamitsuk ki annak
valészintiségét, hogy

a) 5 kirakott pohdrbol legfeljebb 3 torik el egy év alatt;

b) 500 kirakott poharbdl legfeljebb 210 torik el egy év alatt! (Adjuk meg a numerikus értéket is!)

A valszamium radioaktiv boml6 részecske atlagos €lettartama 1 év. Mennyi ennek a részecskefajtdnak a felezési ideje?

A ,Fény az éjszakaban” tipusu villanykorte élettartama exponencidlis eloszldsi. A gyarté mérései szerint a korték 90 szazaléka birja
legalabb egy évig. Mennyi id6re véllalhat a gyarté garancidt a korték miikodésére, ha azt akarja, hogy a vevéknek legfeljebb 1 szazaléka
reklaméljon?

Reggel a foldalatti szerelvények kovetési ideje exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozé 2 perc varhaté értékkel. Az egyik szerel-
vényt pont lekéstem.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy legaldbb 5 percet varnom kell a kdvetkezdre?

b) Mir 3 perce varok hidba. Mennyi a valészintisége, hogy még tovabbi 5 percig varnom kell?

Egy nagyon gyors szdmitégépen futé program, miutan elindult, minden 6rajel hatdsara (vagyis nagyon gyakran) megprébal lefagyni —
feltéve, hogy ez kordbban nem sikeriilt neki — és valamilyen nagyon kicsi valdszintiséggel le is fagy. A tapasztalat szerint ez a program
az inditds utan dtlagosan 1 6rdval fagy le. Mi a lefagyasig elteld (6rdban mért) id6 eloszldsa?

Pistike nyari estéken csillaghulldst néz. Egy-egy nyari estén nagyon sok meteor éri el a Foldet, ezek mindegyikének egymadstol fliggetle-
niil, nagyon kis val6szintiséggel sikeriil Pistike szeme elé keriilni — vagyis pont akkor €s ott esni le, amikor és ahol Pistike latja. Igy & fél
Ora alatt dtlagosan harmat 14t lehullani. Augusztus 19-én este 22:00-kor kezdi nézni az eget.

a) Mi a valdszinlisége, hogy 22:00 és 22:25 kozott egyetlen hulldesillagot sem 14t?
b) Mi a valésziniisége, hogy T perc alatt egyetlen hullécsillagot sem 14t, ahol T' € R*?

¢) Az X valészintiségi valtozo legyen az az id6 (percben mérve), amennyit Pistikének az elsé hull6csillag megpillantdsara varnia kell.

v

Szamoljuk ki X eloszlasfiiggvényét és stirtiségfiiggvényét!

d) Fogalmazzuk meg szépen a tanulsdgot!

*** A HOMALY cég kétféle kompakt fénycsovet forgalmaz, az A és B tipusok vérhaté élettartama rendre 6000, illetve 10000 ora,
mindkét esetben exponencidlis eloszldssal.

a) Egy egyetemi el6adéterem két ldmpajaban egyszerre cserélik a fénycsoveket, tehat ha az egyik fénycsé kiég, mindkettSt lecserélik.
A legutébbi csere alkalmaval az egyik lampaba A, a masikba B tipusu fénycsé keriilt. Mi a valészintisége, hogy a kovetkez6 cserére
kevesebb, mint 3000 6ra elteltével lesz sziikség? Es ha tudjuk, hogy a legutébbi csere 6ta 2000 6ra telt el, mi a valészintisége, hogy
tovabbi 3000 6rdig nem lesz sziikség cserére? (Az egyes fénycsovek élettartama fiiggetlennek tekinthetd.)

b) A takarékossag jegyében a doktorandusz szobdba egy olcsé boltbdl szerzik be a fénycsovet, ahol azokat csomagolds nélkiil, a
rendetlenség miatt jOl 6sszekeveredve téroljak. A kupac 15%-a "selejtes", be se kapcsol, a maradék egyenls ardnyban A, illetve B
tipusud. Vaktdban valasztva, mi lesz a doktorandusz szobdba keriil6 fénycsé élettartamanak eloszlasfiiggvénye?

¢) Mi a valésziniisége, hogy a doktorandusz szobaba keriils fénycs§ tobb, mint 3000 6rdig birja? Es ha ez a fénycsé mar kibirt 2000
orat, mi a valészintisége, hogy még tovabbi 4000 6rdig birni fogja?



