Matematika M1 egészségiligyi mérnokoknek
gyakorlo6 feladatok, 2022 tavasz

Az alabbi feladatok Sandor Csaba A2 gyakorld feladatsoraibol szarmaznak — helyenként
apr6 modositasokkal. Koszonet értiik.

1. Végtelen sorok

1.1 Hatéarozza meg az alabbi végtelen sorok Osszegét!

o
a) > St
. e3n

by o A
n=1
1.2 Allapitsuk meg, hogy az alabbi sorok koziil melyek konvergensek és melyek divergensek!
Valaszukat indokoljak!

oo
1.3 Mely a esetén konvergens a (#2 — n+r4) sor?

n=1

1.4 Az alabb megadott végtelen sorok koziil melyek konvergensek, és melyek divergensek? Véa-
laszunkat indokoljuk!
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a.) > e
n=1




>

— ®
18 iM8 gk
R
:[\'m—n
_l’_
B

i
I

o
N—
™8

E;‘H
3

i
I

=
™8
5

S
Il
—_

8
515

S
[|
N

C'_n
N
8
—
90
3

n=2
k) (=14

ﬁ
I

1.5 Az aladbbi sorok koziil melyek az abszolut konvergensek, feltételesen konvergensek, illetve

divergensek?
a) (1o
b) 3 (<1
¢) X (1)

2. Hatvanysorok

2.1 Adjuk meg az itt szerepls sorok konvergenciasugarat és konvergencia-intervalluméat! (Tipp:

probaljunk ki néhdny x-et, és latszani foqg.)

o n
nx
a.) s
n=0




[e.e]
(4J:—5)2"+1
e.) > S
n=1
Mely z-ek esetén konvergens az

1—%($—3)+i(x—3)2+---+(—%) (x—=3)"+...

végtelen sor? Mi a sor Osszege? Melyik sort kapjuk tagonkénti derivalassal? Mely x-ek
esetén konvergens az 1j sor?

Taylor-sorok

Hatérozzuk meg az f(x) altal (az adott a pont koriil) generalt Taylor-sort!

r)=2*—-2x+4, a=0
1

x)y=In(l+2x), a=0

r) = arctan 2z, a =2

)
)
) cos?x  (Tipp: cos’>x = (1 + cos2x)/2)
)

Sorok segitségével szamitsuk ki a hatarértékeket!

. z_(]
a.) lim &=+
x—0 z
b ) lim T—arctgr
V250 a?
- In(1+a?
c.) lim M
roo l—cosz

Bonusz feladat: Sorok segitségével adjunk 1073 pontossigi becslést az alabbi hatarozott
integralokral

0.2
a.) [ sina?dx

S o

1

sinx
~dr

b.)

O%

(=]

1

c.) [ V14 xtdx

O%



4. Linearis egyenletrendszerek

4.1 A k konstans mely értékeire nincs az alabbi egyenletrendszernek megoldasa? Pontosan egy
megoldasa? Végtelen sok megoldasa?

r — y = 3
20 — 2y = k

4.2 Gauss-Jordan modszerrel oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket!

r1 + x99 + 223 = 8
a.) —r3 — 2x9 + 3x3 = 1
3x; — Txe + 4x3 = 10
3l‘1 + 2l‘2 - r3 = —15
b ) 5l‘1 + 3l‘2 + 2[L‘3 = O
' 3l‘1 + To + 31‘3 = 11
11y 4+ T = =29

C) 51’1 + 2372 + 6373 =0
) —2371 + To + 3373 =0

4.3 Oldjuk meg az alabbi homogén lineéris egyenletrendszereket!

2{L‘1 + To + 31‘3 =0
a.) x + 2 =0
T2 + r3 = 0

b.) r + 6y — 2z = 0
Y2 — 4y + oz =0

4.4 X mely értéke mellett van az alabbi egyenletrendszernek nemtrivialis megoldasa?

(A—3)z + y = 0
r + A=3)y =0

4.5 Az a mely értékei mellett van az aldbbi rendszernek pontosan egy megoldasa? Végtelen
sok megoldasa? Nincs megoldésa?

r + 2y — 3z = 4
3r — y + 5z = 2
4 + y 4+ (A*—14)z = a+2

5. Matrixok algebraja

5.1 Tekintsiik az aldbbi matrixokat:

30
4 -1 1 4 2
A= _}i B‘{o 2} C‘{315}



5.2

9.3
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a.) D+ E

b.) D—F

c.) 3D +5E
d.) DE

e.) ED

f.) 3C — D
g) (AB)C

h.) A(BC)

i.) BAT —CT
j.) DTET — (ED)T
Legyen
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Hatarozza meg

n) AC
b) BC
c.) (A+ B)C matrixokat!

Legyen
cosx —sinz
A= ..
= sin x CcoST

Hatarozza meg az

N

2009,

o
|
—_

S
|- | [ [0

Y

—2009 1 atrixokat.

>

(Tipp: alkalmazzunk trigonometrikus azonossdgokat, VAGY értsiik meg, hogy mit jelent ez

a mdtriz mint linedris transzformdcid.)



5.4 Legyen

Hatarozza meg az

2009

o

—2009

[l ||D> [B ||:>

A

matrixokat.

[BS

(7

(Tipp: szamoljuk ki éQ—et, 43—615 és 44—15: onnan ldtszani fog.)

9.9
11 5
a.) 2 4 8
—4 2 =9
5 11 7 3
2 1 4 -5
b.) 3 —2 8 7
0 0 0 0
5.6
a.) T + 2x9 =
2w+ bxy =
r, + 2.1’2 —+
b) 21’1 + 51’2 +
31‘1 + 5{L‘2 +
5.7
2 3 7
a.) |0 0 =3
1 -2 7
211
b.) |4 2 3
1 30
1 -2 0
c)| -3 5 1
4 -3 2

7
-3

3.1’3
5.1’3
8[L‘3

Elemi sormiuveletek segitségével hatarozzuk meg az alabbi métrixok inverzét.

Oldjuk meg az alabbi rendszereket az x = é_lb képletet felhasznalval.

Gauss-eliminacioval hatarozzuk meg a determinansokat!



5.8

6.1

6.2

2 -4 8
d) | -2 7 =2
0 1 5
21 31
) 1 011
“J 1o 21 0
0123
1 3 1 5 3
-2 =7 0 —4 2
fylo 0 1 0 1
0O 0 2 1 1
0o 0 0 1 1
A k mely értékei esetén lesz az alabii matrix invertalhat6?

Sajatérték, sajatvektor

Hatérozza meg az alabbi matrixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!
(30
a.) E _1]
[ 10 -9
b |1 _2}
¢) [0 3
Tl o
-2 -7
v |7 2]
e) [0 0
Y100
(10
0 [ 1}

Hatérozza meg az alabbi marixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!

4 0 1
-2 10
-2 01

a.)



-2 0
c) | =6 —2
19 5 —
-1 0 1
d) | -1 3 0
-4 13 -1
[ 5 0 1
e.) 110
-7 10
(5 6 2
£y {0 -1 =8
1 0 =2

6.3 Dontsiik el, hogy az A diagonalizalhato-e! Ha igen, akkor keressiik meg azt az P méatrixot,
amely diagonalizalja az A-t, majd hatarozzuk meg a P~'AP-t; adjuk meg A matrixot!

~14 12
a) A= { —20 17}

(100
c)A=1011
[0 11
[ —1 4 —2
d) A= -3 4 0
31 3
[5 0 0]
e) A=|11 50
(01 5
[0 0 0]
£) A=|0 0 0
(30 1|
01
6.4 Legyen a T : R® — R3 linearis transzformaci6 az alabbi modon adott:
al 2371 —X9 —XI3
T To = X1 —x3
T3 —T1 +ZL‘2 +2l‘3



Hatarozzunk meg R3-nak egy olyan bazisat, amelyben T' méatrixsza diagonalis!

6.5 Keressiik meg azt az ortogonalis P méatrixot, amely a szimmetrikus A matrixot diagonali-
zalja és irjuk fel a D diagonalis matrixot!

a.)AZH ;]

b.) A:[—?)\/g 3?]

-2 0 =36
c.) A= 0 -3 0
36 0 —23
31 00
1 300
d) A= 0000
(0000

7. Fourier sorok

7.1. Képletek

7.1.1. Komplex Fourier sor 27 szerint periodikus fiiggvényekre

Egy 27 szerint periodikus f: R — R vagy f : R — C fiiggvény komplex Fourier sora

Fi(z) = Z ape™,
k=—o00
ahol minden k£ € {...,—2,-1,0,1,2,... }-re az a; (komplex) szam

o [ F@e
A

27
az A integralasi tartomany pedig a fiiggvény barmelyik periodusa lehet — tehat [ lehet pl. [
A 0

vagy [ .

Megjegyzés: Ezt 1igy is lehet mondani, hogy Fr(z) = Y ayux(x), ahol ui(x) = e** a k
k=—o00

-adik bdzisvektor (egy fiigguényekbdl dllo vektortérben} és ay = L(f, ug), két figguény skaldr-

szorzata pedig gy értendd, hogy (f,g) f f(@)g(z)dz. (Itt g(z) a g(x) komplex konjugdltjdt

jelenti.) Az % szorzo azért kell, mert az uk fligguényekbdl dllo bdzis ortogondlis ugyan, de nem

9



N

2

ortonormdlt: az wj, mint vektor hossz-négyzete (ug,uy) = [ up(z)ug(z)de = [ e*e ™ dx =
0

Y

[e=]

2

fldx:27r.
0

7.1.2. Valés Fourier sor 27 szerint periodikus fiiggvényekre

Egy 27 szerint periodikus f : R — R fliggvény valos Fourier sora

Fi(z) = ao + Z [ay cos(kx) + by sin(kx)],

k=0
ahol az ay, és by, (valos) szamok
1 ..
a = o /f(x) dx (az f fiiggvény atlaga),
7r
A
1
ak:—/f(a:)cos(kx)dx (k=1,2,...),
7T
A
1
bk:—/f(a:)sin(k:c)dx (k=1,2,...).
77
A

az A integralasi tartomany pedig a fiiggvény barmelyik periodusa lehet — tehat [ lehet pl.
A

27 T
[ vagy [.
0 -7

7.1.3. Ugyanez altalaban (boénusz)

A dolog akkor is miikodik, ha az f fiiggvény nem (feltétleniil) 27 szerint periodikus, hanem
barmilyen L > 0 szam szerint — bar ez az eset 6ran nem szerepelt. Ekkor a képletek egy kicsit
modosulnak (csunyabbak lesznek):

komplex eset

o0
Fi(z) = Z akeik%ﬂm,

k=—o00

L
[ f(x)e ™* = da.
0

ahol a, = %

valos eset

> 2 2
Fi(z) =ao + kz% lak cos (k%x) + by, sin (k%x)} ,

10



ahol az ay, és by, (valos) szamok
1 ..
ag = — / f(z)dx (az f fiiggvény atlaga),
2 2
asz/f(a:)cos (k%x) dx (k=1,2,...),

by, = z/f(a;) sin (k%“x) dz (k=1,2,...).

7.1.4. linearizal6é formulak

® ¢ —cosz+1sinz

iz —iz . . 7 :
® cosz = % , ezt konnyd hatvanyozni
. etz _e— iz . .. - :
e sinz = <=, ezt konnyii hatvanyozni
1

e cosacos 3 = 1cos(a— ) + 3 cos(a + )
e sinasinf = %COS(& —-p) — %COS(CY +5)
e sinacos 3 = %Sin(a +0) + % sin(a — 3)

e cos(—a) = cosa

e sin(—a) = —sina

7.1.5. Mi koze F;-nek f-hez

Ha az f fiiggvény elég szép és jo, akkor Fy(z) = f(z), vagyis a Fourier sor eléllitja a fiiggvényt.
Pontosabban:

1.) Ha f folytonos, akkor a Fourier sor (mint fiiggvénysor) pontonként konvergens és f-hez
tart.

2.) Ha f szakaszonként folytonos, a Fourier sor (mint fiiggvénysor) pontonként konvergens és
a hatarértéke

e ha f folytonos z-ben, akkor f(x)

e altalaban % (h}n fly)+ 1i{‘n f(y)), vagyis a két egyoldali hatarérték atlaga.
y x Y\

11



2m

3.) Ha f négyzetesen integralhato, vagyis [ |f(z)|*dz < oo, akkor a Fourier sor (mint fiigg-
0

vénysor) konvergens és f-hez tart négyzetes integral értelemben, vagyis ha S, (x) az n-edik

2m
részosszeg, akkor [ |S,(z) — f(x)]>dz == 0.
0

7.2. Feladatok

7.1 Keresse meg az alabbi 27 szerint periodikus f(x) fiiggvények komplex Fourier sorét illetve
valos Fourier sorat..

a.)
fz) = cosr, ha 0<z<m
70, ha 7m<uz <27

b.)
f(x) = |sina

1, ha |z| <3
f(x)—{(]’ ha I <|z|<m

fl@)=(m—|z)*, halz|<m

e.)
<

| =, ha -2 <u
f<x>_{7r—a:, ha Z<z<¥

e

7.2 Keresse meg az alabbi 27 szerint periodikus f(x) fiiggvények (valos vagy komplex) Fourier-
sorat linearizalo formulak segitségével!

=sin?z + sin® x

= sin 5z (sin 6z + cos 3x)

= sin?z cos? x

7.3 a 2 szerint periodikus f fiiggvény (komplex) Fourier sora
f(z) =1+ 2" + 4e7 ™% 4 6™,

a.) Milesz a g(x) := f(x + §) fiiggvény Fourier sora?
b.) Mi lesz a h(x) := f'(z) fiiggvény Fourier sora?

7.4 a 27 szerint periodikus f fiiggvény valés Fourier sora

f(z) =1+ 2cosx — 4sin(3x) + 5 cos(6z).

12



7.5

8.1

8.2

8.3 1

8.4

8.5

8.6

a.) Milesz a g(x) := f(z + §) fiiggvény Fourier sora?
)=

b.) Mi lesz a h(x f'(x) fiiggvény Fourier sora?

Legyen f(x) = Z 272, Keressiik meg g(z) = f'(z) valés Fourier sorat!

Kétvaltozos fiiggvények differencialszamitasa

Hatarozzuk meg a fiiggvény parcidlis derivaltjait minden valtozdja szerint!

(a) flz,y) =2 — 2y + ¢
(b) flz,y) = /a?+y?
(c) f(z,y) =e"Iny

(d) f(z,y) =log,z

Hatérozzuk meg az 6sszes masodrendii parcialis derivaltat!

(a) f(z,y) = 2%y + cosy +ysinx
(b) flz,y) = 1n(r+y)

pontok kozelében (vagy1s az f-et rq kozelében legjobban kozelits elsGfoku pohnomot.)

(&) f(z,y) =2 +y* ro=(1,1)
(b) flz,y) = V4 —2* =y ro = (0,0)
(¢) flz,y) =ay+x+y;ro=(1,—1)
Irjuk fel az alabbi térbeli feliiletek P, pontbeli érintdsikjanak egyenletét (mondjuk z =
A(x —a) + B(y — b) + ¢ alakban).
(a) z=x+y% B =(1,1,2)
z=/4—12 —y% P, =(0,0,2)
(c) z=zy+x+y;, Ph=(1,-1,-1)

Hatérozzuk meg a megadott fiiggvények Osszes lokalis minimumaét, maximumat, ezek helyét
és a nyeregpontokat is!

(a) f(z,y) =222+ 3wy + 4y* — bx + 2y
(b) f(z,y) = 62% — 223 + 3y + 6y
(¢) flx,y)=2? +y + 32% — 3y* — 8
(d) flz,y) =

Keressiik meg az f(z,y) = x? + y? fiiggvény abszolit maximumat és minimumat az elss
siknegyedbe esé haromszog alaku tartoményon, amelyet az x = 0, y = 0, y + 22 = 2
egyenesek hatarolnak.

’ x2+y271

13



9. Kétvaltozoés fiiggvények integralasa

9.1 Szamoljuk ki az [[ f(z,y)dxdy kettGsintegralt az alabbi f fiiggvények és T integralasi

T
tartomanyok esetén. Mindeqgyikhez késziiljon rajz!

)
)
)
)
)

e.
yenes oldalai a kort (2,0)-ban és (v/2,v/2)-ben metszik.

£) f(z,y) = e @2, T pedig egy haromszdg aminek cstcsai (0,0), (1,0) és (0, 1).

D
o

9.2 Szamoljuk ki az [[ 1+a?+y* dz dy kettdsintegralt, ahol T" egy korcikk aminek kozéppontja
T

(0,0), sugara 2, nyilasszoge 45°, egyenes oldalai a kort (2,0)-ban és (v/2,v/2)-ben metszik.

(Tipp: sokat segit egy poldrkoordindtds helyettesités — vagyis x = rcos p, y = rsin ¢ [avagy
r= /2?4 y? ¢ =arctan (£)] és dedy = rdpdr.)

9.3 Szamoljuk ki annak a szobéanak a térfogatat, aminek padloja az x-y sik, alaprajza a (0,0),
(4,0), (4, 3) (0, 3) cstcsok altal megadott téglalap, falai fliggslegesek, de a teteje csalé: a

z2=3- mlgg egyenlet adja meg.

9.4 Szamoljuk ki a z = 1 — 22 — g2 feliilet és az x-y sik altal kozbezart test térfogatit!

10. Paraméterezett gorbék ivhossza

10.1 Melyik gorbét paraméterezziik? (¢ € R)

(t) =
(t
(
(

(24¢,3—2t,4+1)
(t,1%,3)
(
(

a
b

(c
(d

=

1=

t
t

3cost,t,3sint)
tcost,tsint,t)

1=

)
) r(t)
) r(t) =
) r(t) =

1=

10.2 Paraméterezziik egy

(a) y szimmetria-tengelyti 1 egység sugaru hengerre irt 2 menetemelkedésii csavarvona-
lat!

(b) y szimmetria-tengelyt 1 egység sugart hengerre irt 7 menetemelkedésii csavarvonalat!

10.3 Adja meg az alabbi gorbék érintGjét:

14



(a) r(t) = (cost,sint,cost), tg = §

(b) r(t) = (V1 —=1t2t,t),to = 0,6

(c) r(t) = (t,2t3,t — 1), to = 3

10.4 Hatarozza meg az alabbi gorbék ivhosszat:

(a) r(t) = (sin2t,cos2t,t), 0 <t < 27w

(b) r(t) =(4+2t,3—t,—1+1),0<t<3
(c) r(t) = (e'cost,e'sint,e'), 0 <t <In2
(d) r(t) = (t,#*,2t%),0 <t <2

(e) r(t) = (tcost,tsint,t), 0 <t <1

11. Néhany legeslegegyszeriibb differenciil-egyenlet

11.1 Az alébbi differencidlegyenletek koziil mindegyikrsl dontsiik el, hogy szétvéilaszthato val-
tozoji-e vagy sem. Amelyik szétvalaszthato valtozoja, azt oldjuk meg! (A tobbit is
megprobalhatjuk, de azok nehezek is lehetnek.)

11.2 Oldjuk meg az alabbi kezdeti érték problémakat:

a.) 2ty'(t) = 3y(t), y(1)
b.) (t+ 1y (t) = (1= y(t)* y(0) =0
c.) (t+ 1Dy (t) = (1-y(t)? y(0) =1
11.3 Az aladbbi differencidlegyenletek koziil mindegyikrél dontsiik el, hogy els6rendii linearis

egyenlet-e vagy sem. Amelyik els6rend( linearis, azt oldjuk meg! (A t6bbit is megprobéal-
hatjuk, de azok nehezek is lehetnek.)

a.) y'(t) +2ty(t) +t2 =0
b.) y'(t)+2y(t) =0

c.) y'(t) = =2ty(t)

d.) ¥'(t) +2ty(t) +t =0
e.) y(t)+2y2%(t) +t =0

15



11.4 Oldjuk meg az ty'(t) + y(t) = te’, y(1) = 1 kezdeti érték problémat!

11.5 Az alabbi differencidlegyenletek koziil mindegyikrsl dontsiik el, hogy homogén &llando
egyiitthatos linearis egyenlet-e vagy sem. Amelyik homogén allando egyiitthatos linearis
egyenlet, azt oldjuk meg! (A t6bbit is megprobalhatjuk, de azok nehezek is lehetnek.)

a.) y"(t) +2y(t) =0

b.) y'(t) —2y(t) =0

c.) y'(t) +2y(t) = sin(t)

d.) y"(t) + 2sin(t)y(t) =0
e) y'(t) =1+y(t)

£) v'(t) =y'(t) +y(t)

g.) y"'(t) = 6y'(t) — 10y(?)

11.6 Oldjuk meg az y"(t) = —4y'(t), y(0) = 1, ¢'(0) = —1 kezdeti érték problémat!
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