
Tömegkiszolgálás

házi feladatok megoldásai, 2020 tavasz

Minden héten összesen 2 pontot érnek a kit¶zött feladatok.

1.HF: (Beadási határid®: 2020.03.02.)

HF 1.1 a.) Pistike 9-szer dob egy szabályos dobókokával. Mennyi a valószín¶sége, hogy a

dobások közül pont 5 lesz hatos?

b.) Mórika addig dobál egy szabályos dobókokával, amíg nem sikerül neki hatszor

hatost dobni. (A hat darab hatos dobásnak persze nem kell egymás után lenni.)

Mennyi a valószín¶sége, hogy pont 10 dobásra lesz szüksége?

.) Legyen X Mórika dobásainak száma. Adjuk meg X eloszlását (vagyis a lehetsé-

ges értékeket és azok valószín¶ségeit)!

d.) Számoljuk ki X várható értékét és szórását! (Tipp: ehhez nem kell az el®z®

részfeladatot megoldani.)

Megoldás:

a.) Legyen Y a dobott hatosok száma 9 próbálkozásból. Így Y binomiális eloszlású

n = 9 és p = 1
6
paraméterekkel, ezért

P(Y = 5) =

(

9

5

)(

1

6

)5(

1− 1

6

)9−5

≈ 0.0078 = 0.78%

b.) Ehhez az kell, hogy az els® 9 dobásból pont 5 legyen hatos (mint az el®z® feladat-

ban), és a tizedik dobás is hatos legyen. Vagyis a függetlenség miatt, az el®z®

feladat-beli Y jelöléssel

P(pont 10 dobás kell) = P(Y = 5)
1

6
=

(

9

5

)(

1

6

)6(
5

6

)4

≈ 0.0013 = 0.13%

.) X lehetséges értékei persze k = 6, 7, 8, 9, . . . . Ezek valószín¶ségei az el®z® feladat

mintájára

P(X = k) =

(

k − 1

5

)(

1

6

)6(
5

6

)k−6

d.) Legyen ξ1 az els® hatoshoz szükséges dobások száma. Legyen ξ2 a második ha-

toshoz szükséges dobások száma az els® hatostól számítva. Legyen ξ3 a harmadik

hatoshoz szükséges dobások száma a második hatostól számítva. És így tovább:

legyen ξn az n-edik hatoshoz szükséges dobások száma az n− 1-edik hatostól szá-

mítva. Így ξ1, ξ2, ξ3, . . . azonos, Geom(1
6
) eloszlásúak, amib®l Eξi =

1
1/6

= 6 és

Varξ1 =
5/6

(1/6)2
= 30. És persze a lényeg, hogy

X = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξ6.

A várható érték összeadódik, ezért

EX = Eξ1 + · · ·+ Eξ6 = 6 · 6 = 36.

Ezen felül a ξi-k függetlenek is, ezért a szórásnégyzetük is összeadódik:

VarX = Varξ1 + · · ·+ Varξ6 = 6 · 30 = 180.

Ebb®l a szórás

DX =
√
VarX =

√
180 = 6

√
5 ≈ 13.4
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(Megjegyzés: Persze igaz, hogy

EX =

∞
∑

k=6

kP(X = k) =

∞
∑

k=6

k

(

k − 1

5

)(

1

6

)6(
5

6

)k−6

= · · · = 36,

de ezt sokkal maerásabb kiszámolni. Arról nem is beszélve, hogy milyen maerás

az

E
(

X2
)

=
∞
∑

k=6

k2
P(X = k) =

∞
∑

k=6

k2

(

k − 1

5

)(

1

6

)6(
5

6

)k−6

= · · · = 1476

számolás, amib®l VarX = E (X2) − (EX)2 = 1476 − 362 = 180. A tanulság az,

hogy a várható értéket és a szórást sokszor nem közvetlenül az eloszlásból élszer¶

számolni. )

HF 1.2 Egy villanykörte élettartama exponeniális eloszlású. A felezési id® 69.31 nap, ami

azt jelenti, hogy ha sok körtét nézünk, akkor ennyi id® alatt ég ki a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlásának λ paramétere (rátája)

i.) ha az id®t években mérjük?

ii.) ha az id®t napokban mérjük?

b.) Veszünk egyetlen ilyen villanykörtét. Mennyi a valószín¶sége, hogy

i.) egy napon belül kiég?

ii.) két napon belül kiég?

iii.) három napon belül kiég?

(Figyelem: nem sak képleteket kérek, hanem konkrét számokat!)

Megoldás:

a.) Az egyszer¶ség kedvéért úgy számolok, hogy 1év = 365nap. Legyen az élettartam

X , ennek eloszlásfüggvénye F , a felezési id® pedig T1/2 = 69.31nap. Ez azt jelenti,
hogy

1

2
= P(X < T1/2) = F (T1/2) = 1− eλT1/2 ,

amib®l

λ =
ln 2

T1/2

≈ 0.6931

69.31nap
= 0.01

1

nap

= 3.65
1

év

,

tehát

i.) ha az id®t években mérjük, akkor λ ≈ 3.65,

ii.) ha az id®t napokban mérjük, akkor λ ≈ 0.01.

b.) Az id®t napokban mérve

i.) P(X < 1) = F (1) ≈ 1− e−0.01 ≈ 0.00995

ii.) P(X < 2) = F (2) ≈ 1− e−0.02 ≈ 0.01980

iii.) P(X < 3) = F (3) ≈ 1− e−0.03 ≈ 0.02955

Figyelemre méltó, hogy még két értékes jegyre kerekítve is

i.) P(X < 1) ≈ 0.010

ii.) P(X < 2) ≈ 0.020

iii.) P(X < 3) ≈ 0.030

vagyis rövid t id®re jó közelítéssel P(X < t) ≈ λt.

2.HF: (Beadási határid®: 2020.03.16.)
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HF 2.1 Egy diszkrét idej¶, id®ben homogén Xn Markov lán állapottere S = {1, 2, 3, 4}. A

Markov lán az 1-es állapotból 50−50% valószín¶séggel ugrik a 2-es és 3-as állapotba.
Ha a 2-es állapotban van, akkor 50−50% valószín¶séggel ugrik a 3-as és 4-es állapotba.
Ha a 3-as állapotban van, akkor 50−50% valószín¶séggel ugrik a 4-es és 1-es állapotba.
A 4-es állapotból mindig az 1-esbe ugrik. A Markov lán X0 kezdeti állapotát két

érmedobással sorsoljuk, egyenl® esélyt adva mind a négy állapotnak.

a.) Rajzoljuk fel a Markov lán gráf-reprezentáióját.

b.) Írjuk fel a Markov lán átmenetmátrixát.

.) Írjuk fel a Markov lán kezdeti eloszlás vektorát.

d.) Mennyi a valószín¶sége, hogy a folyamat kezdetén a 1341223 állapot-sorozatot

�gyeljük meg (a 0-dik (kezd®) állapotot is beleértve)?

e.) Mennyi a P(X4 = 1 |X0 = 1) átmenetvalószín¶ség?

f.) Keressük meg a Markov lán staionárius eloszlásait.

Megoldás:

a.) A gráf-reprezentáió

21

1

1/2
3

1/2

1/2

1/2

4

1/2

1/2

b.) Az átmenetmártix P =









0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2
1/2 0 0 1/2
1 0 0 0









.) A kezdeti eloszlás vektor π(0) = (1
4
, 1
4
, 1
4
, 1
4
), mert mind a négy állapotnak azonos

esélyt adtunk.

d.)

P(1341223) = P(X0 = 1, X1 = 3, X2 = 4, X3 = 1, X4 = 2, X5 = 2, X6 = 3)

= π1(0)P13P34P41P12P22P23 =
1

4
· 1
2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
· 0 · 1

2
= 0.

e.) Az 1-es állapotból az 1-esbe négy lépésben visszajutni sak kétféleképpen lehet:

1 → 2 → 3 → 4 → 1, vagy 1 → 3 → 1 → 3 → 1. Ezek feltételes val.sége (feltéve,

hogy X0 = 1) P12P23P34P41 =
1
8
, illetve P13P31P13P31 =

1
16
, így

P(X4 = 1 |X0 = 1) =
1

8
+

1

16
=

3

16
.

f.) Minden π staionárius eloszlás (sorvektor) a

(P T − I)πT = 0

lineáris egyenletrendszer olyan megoldása, ahol a sorösszeg 1. (Itt I az egység-

mátrix.) Jelen esetben

P T − I =









−1 0 1/2 1
1/2 −1 0 0
1/2 1/2 −1 0
0 1/2 1/2 −1
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vagyis a lineáris egyenletrendszer a szokásos mátrix-reprezentáióval









−1 0 1/2 1
1/2 −1 0 0
1/2 1/2 −1 0
0 1/2 1/2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









.

Ezt megoldjuk pl. Gauss elimináióval:









−1 0 1/2 1
1/2 −1 0 0
1/2 1/2 −1 0
0 1/2 1/2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−1 0 1/2 1
0 −1 1/4 1/2
0 1/2 −3/4 1/2
0 1/2 1/2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−1 0 1/2 1
0 −1 1/4 1/2
0 0 −5/8 3/4
0 0 5/8 −3/4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼





−1 0 1/2 1
0 −1 1/4 1/2
0 0 −5/8 3/4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0



 ∼





−1 0 1/2 1
0 −1 1/4 1/2
0 0 −1 6/5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0





∼





−1 0 0 8/5
0 −1 0 4/5
0 0 −1 6/5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0





amib®l

π1 =
8

5
π4 , π2 =

4

5
π4 , π3 =

6

5
π4.

Így pl. a π4 := 5 önkényes választással megkapjuk a lineáris egyenletrendszer

egy megoldását, aminek minden más megoldás a számszorosa: π̃ = (8 4 6 5). Ez

még nem az, amit keresünk, mert az elemek összege nem 1, hanem 8 + 4 + 6 +
5 = 23, ezért a keresett egyetlen normált megoldást úgy kapjuk, hogy ezt a π̃-t
lenormáljuk, vagyis leosztjuk 23-mal:

π =
(

8
23

4
23

6
23

5
23

)

.

HF 2.2 Egy fagyis bási el®tt gyerekek állnak sorba. � minden sorra kerül® gyereket vélet-

len id® alatt szolgál ki, és az új gyerekek is véletlenszer¶en érkeznek, de szigorúan

egyesével. Egy meg�gyel® mindig feljegyzi a sor hosszát, amikor az változik, vagyis

miután eggyel sökken (mert egy gyereket kiszolgáltak), vagy eggyel n® (mert egy új

gyerek érkezik). Legyen X0 a sor kezdeti hossza, Xn pedig a sor hossza az n-edik
változás után (n = 1, 2, 3 . . . ). A meg�gyel® azt tapasztalja, hogy Xn valamilyen p
valószín¶séggel 1-gyel n®, a maradék q = 1 − p valószín¶séggel pedig eggyel sökken,

az el®zményekt®l függetlenül, kivéve, ha a sor üres (mert akkor persze sak n®ni tud),

vagy ha a sor hossza elér egy K maximumot, mert akkor több gyerek nem állhat

be (az apukája elvonszolja), így onnan a sorhossz sak sökkenhet. (Így Xn Markov

lán.)

Írjuk fel a Markov lán állapotterét és átmenetmátrixát, keressük meg a staionári-

us eloszlásait, valamint döntsük el, hogy a Markov lán periodikus-e illetve pozitív

rekurrens-e vagy sem,

a.) Ha p = 1
3
és K = 4,

b.) Ha p = 2
3
és K = 4,

.) Ha p = 1
3
és K = ∞,

d.) Ha p = 2
3
és K = ∞.

Megoldás:

Az állapottér az a.) és b.) esetben S = {0, 1, 2, 3, 4}, a .) és d.) esetben S = N =
{0, 1, 2, 3, dots}. A gráf-reprezentáió q := 1− p jelöléssel az a.) és b.) estben
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1 2 3 40
p p

1

p1

qqq

a .) és d.) esetben

1 2 3 40
p p p1

qqq

p

q q

Így az átmenetmátrix az a.) és b.) esetben

P =













0 1 0 0 0
q 0 p 0 0
0 q 0 p 0
0 0 q 0 p
0 0 0 1 0













.

A π staionárius eloszlás (sorvektor) keresésének egyik módja, hogy megoldjuk a

(P T
I )π

T = 0 lineáris egyenletrendszert. A Gauss elimináiót sak odáig sináljuk,

hogy a f®átló alatt supa nulla legyen: ehhez a f®átló minden eleme segítségével sak

egy nemnulla elemet kell eliminálni (a közvetlenül alatta lév®t):













−1 q 0 0 0
1 −1 q 0 0
0 p −1 q 0
0 0 p −1 1
0 0 0 p −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0













∼













−1 q 0 0 0
0 −p q 0 0
0 p −1 q 0
0 0 p −1 1
0 0 0 p −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0













∼













−1 q 0 0 0
0 −p q 0 0
0 0 −p q 0
0 0 p −1 1
0 0 0 p −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0













∼













−1 q 0 0 0
0 −p q 0 0
0 0 −p q 0
0 0 0 −p 1
0 0 0 p −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0













∼









−1 q 0 0 0
0 −p q 0 0
0 0 −p q 0
0 0 0 −p 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









Az egyenleteket kiolvasva azt látjuk, hogy

(1) 1π0 = qπ1 , pπ1 = qπ2 , pπ2 = qπ3 , pπ3 = 1π4

vagyis megvan a megoldás rekurzívan:

(2) π1 =
1

q
π0 , π2 =

p

q
π1 , π3 =

p

q
π2 , π4 = pπ3.

Például π0 = 1 önkényes választással megkapjuk a lineáris egyenletrendszer egy meg-

oldását, aminek minden más megoldás a számszorosa:

π̃ =
(

1 1
q

p
q2

p2

q3
p3

q3

)

a.) Mivel p = 1
3
és q = 2

3
,

π̃ =
(

1 3
2

3
4

3
8

1
8

)

Ebben a sorösszeg 1 + 3
2
+ 3

4
+ 3

8
+ 1

8
= 30

8
, vagyis a normáláshoz ennyivel kell

leosztani:

π =
(

8
30

12
30

6
30

3
30

1
30

)

.

Látható, hogy a vége felé er®sen sökken � hát persze: ez a folyamat lefelé szeret

ugrani.
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b.) Mivel p = 2
3
és q = 1

3
,

π̃ =
(

1 3 6 12 8
)

Ebben a sorösszeg 1 + 3 + 6 + 12 + 8 = 30, vagyis a normáláshoz ennyivel kell

leosztani:

π =
(

1
30

3
30

6
30

12
30

8
30

)

.

Hát persze: Ez a Markov lán pont ugyanaz, mint az el®z®, sak az állapotok

vannak fordított sorrendben számozva.

A .) és d.) esetben a mátrix végtelen:

P =



















0 1 0 0 0 . . .
q 0 p 0 0
0 q 0 p 0
0 0 q 0 p
0 0 0 q 0
.

.

.

.

.

.



















,

de (P T − I)πT = 0 lineáris egyenletrendszer megoldása ugyanúgy megy, mint eddig:



















−1 q 0 0 0 . . .
1 −1 q 0 0
0 p −1 q 0
0 0 p −1 q
0 0 0 p −1
.

.

.

.

.

.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0
.

.

.



















∼ · · · ∼



















−1 q 0 0 0 . . .
0 −p q 0 0
0 0 −p q 0
0 0 0 −p q
0 0 0 0 −p
.

.

.

.

.

.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0
.

.

.



















Az egyenleteket kiolvasva azt látjuk, hogy

(3) 1π0 = qπ1 , pπ1 = qπ2 , pπ2 = qπ3 , . . . , pπk = qπk+1 , . . .

vagyis megvan a megoldás rekurzívan:

(4) π1 =
1

q
π0 , π2 =

p

q
π1 , π3 =

p

q
π2 , . . . , πk+1 =

p

q
πk , . . .

amib®l egyb®l látszik a zárt alak:

πk =
1

q

(

p

q

)k−1

π0 , k = 1, 2, . . .

Például π0 = 1 önkényes választással megkapjuk a lineáris egyenletrendszer egy meg-

oldását, aminek minden más megoldás a számszorosa:

π̃ =

(

1 1
q

p
q2

p2

q3
p3

q4
. . . 1

q

(

p
q

)k−1

. . .

)

.) Mivel p = 1
3
és q = 2

3
,

π̃ =
(

1 3
2

3
4

3
8

3
16

. . . 3
2k

. . .
)

.

Ebben a soröszeg 1 + 3 ∗
(

1
2
+ 1

4
+ 1

8
+ . . .

)

= 1+ 3 · 1 = 4, vagyis a normáláshoz

ennyivel kell leosztani:

π =
(

1
4

3
8

3
16

3
32

3
64

. . . 3
4·2k

. . .
)

.

Hogy teljesen preízek legyünk:

πk =

{

1
4

, ha k = 0
3

4·2k
, ha k = 1, 2, 3 . . .
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d.) Mivel p = 2
3
és q = 1

3
,

π̃ =
(

1 3 6 12 24 . . . 3 · 2k−1 . . .
)

.

Ebben a sorösszeg 1 + 3 + 6 + 12 + 24 + · · · = ∞, vagyis a lineáris egyenletrend-

szer megoldásai nem normálhatók. Ennek megfelel®en ennek a Markov lánnak

nins staionárius eloszlása. (Megj: Staionárius mérték van, hiszen épp

most találtuk meg, de eloszlás sak úgy lehetne, ha az össz-súly 1.)

Végül az utolsó két kérdésre a válasz:

• A Markov lán mind a négy esetben periodikus, mert pl. a 0-ból a 0-ba sak

páros sok lépésben lehet visszajutni: a periódus 2.

• A Markov lán mind a négy esetben irrebuibilis. Irreduibilis Markov lánról

tudjuk, hogy akkor és sak akkor van staionárius eloszlása, ha pozitív rekurrens.

Ennek megfelel®en az a.) b.) és .) eset pozitív rekurrens, a d.) eset viszont nem.

3.HF: (Beadási határid®: 2020.04.15.) FIGYELEM! A HF megoldásokat kérem rendesen

leírni:

• Minden használt jelölés legyen bevezetve.

• Minden állítás legyen megindokolva.

• Sehol ne álljon képlet vagy szám egymagában: mindig legyen ott, hogy mi

van kiszámolva. (Avagy: minden képlet és szám egy állítás része legyen.)

• Legyen áttekinthet® logikai sorrend!

HF 3.1 Mórikáék házához 3 léps® vezet fel, Mórika ezeken ugrál. Lehetséges pozíiói

{0, 1, 2, 3} attól függ®en, hogy hány léps®fok van alatta. Perenként pontosan egyet

ugrik. Minden ugrás el®tt dob egy szabályos dobókokával, az eredményb®l kivon 3-

at, és annyi léps®t ugrik (egyetlen ugrással) felfelé. (Ha a kivonás után kapott szám

nulla, akkor helyben ugrik; ha negatív, akkor lefelé.) Ha ezzel túlugrana a legfels®

vagy legalsó szinten, akkor persze sak odáig ugrik. (Pl. ha az 1-es szinten van és

4-et dob, akkor a 4 − 3 = 1 szintet ugrik felfelé, vagyis a 2-esre ugrik. Ha viszont az

1-es szinten van és 1-et dob, akkor 1− 3 = −2 miatt 2 szintet kéne lefelé ugrania, de

annyi nins, ezért a 0-s szintre ugrik.)

a.) Legyen Xn ∈ S = {0, 1, 2, 3} Mórika pozíiója n per elteltével. Írjuk fel az Xn

Markov lán átmenetmátrixát!

b.) Tegyük fel, hogy Mórika pont most érkezett a 2-es állapotba. Legyen T2 az ott

eltöltött id® perben (ami tehát legalább 1). Neve �tartózkodási id®�. (Ez akkor

lesz 1-nél nagyobb, ha néhányszor helyben ugrik.) Adjuk meg T2 eloszlását és

számoljuk ki az a2 := ET2 várható értékét!

.) Végezzük el ugyanezt a többi állapotra is, és írjuk táblázatba:

i 0 1 2 3
ai

d.) Legyen Yk Mórika pozíiója az k-adik változás után. Vagyis k �módosított id®�

azt számolja, hogy hányszor ugrott Mórika nem helyben: ha helyben ugrik, akkor

az Yk folyamat órája �nem kettyen�. Írjuk fel az Yk Markov lán átmenetmátrixát!

(Tipp: azt kell nézni, hogy Mórika az i-edik állapotból mekkora valószín¶séggel

ugrik a j-edik állapotba, feltéve, hogy nem helyben ugrik. Vagyis

P(Y1 = j | Y0 = i) = P(X1 = j | X0 = i és X1 6= i).

)
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e.) Keressük meg az Yk Markov lán egyetlen πY staionárius eloszlását! (A számolás

közepesen szörny¶. A lineáris egyenletrendszer megoldásához szabad számítógépet

használni, de súnya tizedes törtek helyett szeretnék pontos értéket látni!) Honnan

tudjuk el®re, hogy pontosan egy van?

i 0 1 2 3
πY,i

f.) Hosszú távon a �módosított id®� mekkora hányadában lesz Mórika a legfels®

szinten? (Avagy, ami ugyanez: hosszú távon az új helyre való érkezések mekkora

hányada történik a 3-as állapotba?) Miért? Adjuk meg ugyanezt a többi állapotra

is!

g.) Számoljuk ki az f.) és .) pontok eredménye alapján (és nem másból), hogy

Mórika a tényleges id® mekkora ri hányadát tölti az egyes állapotokban:

i 0 1 2 3
ri

h.) Ellen®rizzük le a.) alapján, hogy az {ri} azXn Markov lán staionárius eloszlása!

Megoldás:

a.) Jelölje az átmenetmátrixot P (X)
. 0-ból indulva 6-os dobással 3-ba jutunk, 5-össel

2-be, 4-essel 1-be, a többi dobással 0-ba, vagyis

P(X1 = 3|X0 = 0) =
1

6

P(X1 = 2|X0 = 0) =
1

6

P(X1 = 1|X0 = 0) =
1

6

P(X1 = 0|X0 = 0) =
3

6

Ugyanígy végiggondolva az ugrási valószín¶ségeket a többi helyr®l, az átmenet-

mátrix

P (X) =









3/6 1/6 1/6 1/6
2/6 1/6 1/6 2/6
1/6 1/6 1/6 3/6
0 1/6 1/6 4/6









.

b.) Minden alkalommal, az el®zményekt®l függetlenül, 1 − P
(X)
22 = 5

6
valószín¶séggel

sikerül elugrania a 2-es állapotból, T2 pedig pontosan az elugráshoz szükséges

próbálkozások száma, vagyis T2 ∼ Geom(5/6), amib®l a2 =
1

5/6
= 6

5
.

.) Ugyanígy minden i ∈ {0, 1, 2, 3}-ra ai = EGeom(1− P
(X)
ii ) = 1

1−P
(X)
ii

:

i 0 1 2 3
ai 6/3 6/5 6/5 6/2

d.) Jelölje az átmenetmátrixot P (X)
. Ennek f®átlójában supa nulla van, mert az Y k

folyamatban helyben ugrás nins. A f®átlón kívüli elemeket a P (X)
f®átlón kívüli

elemeinek lenormálásával kapjuk, úgy, hogy minden sorösszeg 1 legyen. Pl.

P(Y1 = 1 | Y0 = 0) = P(X1 = 1 | X0 = 0 és X1 6= 0) =
P

(X)
01

P
(X)
01 + P

(X)
02 + P

(X)
03

=
1/6

1/6 + 1/6 + 1/6
=

1

3
.
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Ennek mintájára

P (Y ) =









0 1
3

1
3

1
3

2
5

0 1
5

2
5

1
5

1
5

0 3
5

0 1
2

1
2

0









.

e.) Staionárius eloszlásból pontosan egy van, mert az Y (k)
Markov-lán véges álla-

potter¶ és irreduibilis. πY kereséséhez a (P (Y ) − I)TπY
T = 0 lineáris egyenlet-

rendszert kell megoldani:









−1 2/5 1/5 0
1/3 −1 1/5 1/2
1/3 1/5 −1 1/2
1/3 2/5 3/5 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









.

Ezt mindenki úgy oldja meg, hogy akarja: most egy lehetséges kézi számolást

mutatok. Az épesz¶ kézi számolás kedvéért több helyen eltérek a szokványos

Gauss elimináiótól:

• el®ször végigszorzom az els® sort 5-tel, a másodikat és a harmadikat 30-al,
az utolsót 15-tel.

• A második oszlop elimináiója el®tt kivonom a 4. sorból a 3.-at, majd felse-

rélem a 2. és 4. sort és az egyiket végigszorzom −1-gyel.

• Végül nem πY,4-et hagyom meg szabad változónak, hanem πY,3-at, vagyis a 3.

oszlopban nem sinálok visszahelyettesítést, a 4.-ben viszont igen:









−1 2/5 1/5 0
1/3 −1 1/5 1/2
1/3 1/5 −1 1/2
1/3 2/5 3/5 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−5 2 1 0
10 −30 6 15
10 6 −30 15
5 6 9 −15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−5 2 1 0
0 −26 8 15
0 10 −28 15
0 8 10 −15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−5 2 1 0
0 −26 8 15
0 10 −28 15
0 −2 38 −30

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−5 2 1 0
0 −2 38 −30
0 10 −28 15
0 26 −8 −15

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼









−5 2 1 0
0 −2 38 −30
0 0 162 −135
0 0 486 −405

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









∼





−5 2 1 0
0 −2 38 −30
0 0 6 −5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0



 ∼





−5 2 1 0
0 −1 19 −15
0 0 −6 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0



 ∼





−5 2 1 0
0 −1 1 0
0 0 −6 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0



 ∼





−5 0 3 0
0 −1 1 0
0 0 −6 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0





Innen pl. πY,3 := 5 választással πY,1 = 3, πY,2 = 5, πY,4 = 6, vagyis a homogén

lineáris egyenletrendszer egy megoldása

π̃Y =
(

3 5 5 6
)

.

Az összes többi megoldás ennek számszorosa, minket pedig az az egy érdekel,

amiben a sorösszeg 1:
i 0 1 2 3

πY,i
3/19 5/19 5/19 6/19
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f.) Az Yk Markov lán véges állapotter¶ és irreduibilis, ezért az ergodtétel értelmé-

ben

lim
K→∞

#{k : 0 ≤ k < K , Yk = 3}
K

= πY,3,

vagyis hosszú távon a módosított id® πY,3 =
6
19
-ed részében lesz Mórika a legfels®

szinten.

Ugyanígy: hosszú távon a módosított id® πY,i hányadát tölti az i-edik szinten.

g.) Hosszú távon az egyes szinteken eltöltött tényleges id®k úgy aránylanak egymás-

hoz, mint

πY,1a1 : πY,2a2 : πY,3a3 : πY,4a4

=

6

19
:
6

19
:
6

19
:
18

19
=

1 : 1 : 1 : 3

Ezt kell lenormálni:

i 0 1 2 3
ri 1/6 1/6 1/6 3/6

h.) És valóban:

(

1/6 1/6 1/6 3/6
)









3/6 1/6 1/6 1/6
2/6 1/6 1/6 2/6
1/6 1/6 1/6 3/6
0 1/6 1/6 4/6









=
(

1/6 1/6 1/6 3/6
)

.

Hurrá.

HF 3.2 Egy kertész minden reggel kihúzgálja a kertben a gyom nagyjából p-ed részét. Egész

pontosan: minden gyom esetében feldob egy hamis érmét, amin a fej valószín¶sége

p, és ha az eredmény fej, akkor kihúzza (egyébként nem). A ki nem húzott gyomok

másnap reggelre elszaporodnak: mind életben marad, és önmaga mellé létrehoz még

1 utódot. Legyen Xn a gyomok száma az n-edik reggelen. Mely p értékekre tudjuk,

hogy az Xn Markov lán stabil? Ezekre a p értékekre mi lesz a határeloszlás?

Megoldás:

Fontos el®zetes megjegyzés: Erre a folyamatra nem érvényes az Xn+1 =
(Xn − Vn+1)+ + Yn+1 sorhossz-evolúiós egyenlet és a rá vonatkozó stabilitási

feltétel, mert az érkez® új gyomok száma nem független a már meglév®któl.

Helyette közvetlenül a Foster-kritériumot alkalmazzuk.

Legyen q = 1 − p. Az Xn = k feltétel mellett a kihúzgálást megúszó gyomok száma

∼ Bin(k, q), ennek várható értéke kq. Xn+1 ennek pont kétszerese, vagyis

E(Xn+1 |Xn = k) = 2kq.

Látható, hogy ha q > 1
2
, akkor a várható érték n®, ha pedig q < 1

2
, akkor sökken, és

ilyenkor várható stabil viselkedés.

Ha Xn irreduibilis és aperiodikus lenne, akkor q < 1
2
-re a Foster kritérium biztosítaná

a stabilitást, hiszen

E(Xn+1 |Xn = k) = 2kq = k − k(1− 2q) ≤ k − δ
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minden k ≥ I -re, ahol I = 1 < ∞ és δ = 1 − 2q > 0. (A Foster kritérium pont

azt mondja, hogy ha van ilyen I < ∞ és δ > 0 és a Markov lán irreduibilis és

aperiodikus, akkor a Markov lán stabil.)

Egyetlen pii gond, hogy Xn nem irreduibilis, hiszen a 0 állapot elnyel®: ha nins

gyom, akkor nem is lesz.

Egy lehetséges megoldás, hogy módosítjuk a Markov lánot. Pl: az X̃n Markov lán

fejl®djön ugyanúgy, mintXn mindaddig, amíg el nem éri a 0-t, de ha nins gyom, akkor

1
1000000

valószín¶séggel elültetünk egyet. Így X̃n már irreduibilis és aperiodikus, és

a Foster kritérium miatt stabil. Viszont ez azt jelenti, hogy bárhonnan indítva 1
valószín¶séggel eléri a 0 állapotot. Ebb®l pedig következik, hogy az Xn is bárhonnan

indítva 1 valószín¶séggel eléri a 0 állapotot, vagyis kihal, és úgy is marad.

Röviden, amit beláttunk:

Ha 1 − p = g < 1
2
(vagyis p > 1

2
), akkor Xn stabil, és határeloszlása a 0

állapotra konentrált eloszlás, vagyis az (1, 0, 0, 0, . . . ) vektor.

(Megjegyzés 1: Ugyanez abból is kijön, hogy EXn+1 = 2qEXn, így ha q < 1
2
, akkor

EXn → 0. Mivel Xn ≥ 0, ebb®l következik, hogy Xn → 0.)

(Megjegyzés 2: Nem teljesen nyilvánvaló, de könnyen hihet®, hogy ha q > 1
2
, akkor Xn

nem stabil: lehet, hogy kihal, de ennek valószín¶sége 1-nél kisebb, a maradék pozitív

val.séggel viszont ∞-hez tart. Még kevésbé nyilvánvaló, de igaz, hogy ha p = q = 1
2
,

akkor a Xn stabil, éspedig 1 valószín¶séggel kihal (bár a kihalási id® várható értéke

végtelen). )
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