1.

1.1

1.2

Tomegkiszolgalas
gyakorlo és hazi feladatok, 2020 tavasz

Elemi val6szintiségszamitas
(2 pont) Elguritunk egy piros dobokockat, és a dobott szamot X-szel jeloljiik. Ezutan elguritunk

X darab z6ld dobokockat, és Y-nal jeloljiik a z6ld kockdkkal dobott szdmok dsszegét. Mennyi Y
varhato értéke?

Megoldas:
Jeloljiik m-mel egyetlen kockadobés eredményének varhato értékét, vagyis m = % A teljes
varhato érték tétel szerint
6
EY = > P(X=kEY|X =k)= ZIP’ k) =
k=1
: 49
= [D_B(X =k k|m=m m=g5=—=1225
k=1
(2 pont) Legyen A > 0 rogzitett. n =1,2,3...-re legyen p, = 2, és legyen az X,, valosziniiségi
valtozo eloszlasa X,, ~ Bin(n,p,). Rogzitett k‘ € N-re szamoljuk k1 a
lim P(X,, = k)
n—oQ
hatarértéket!
(Tipp: lim,, (1 + %)n =e".)
Megoldas:
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2. Diszkrét ideji Markov lancok

2.1 (5 pont) Jancsi és Juliska randit beszélt meg a Kokojszi utca és a Boborjan utca kereszte-
z8déséhez. Azt azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken talalkozzanak.
Jancsi pontban 11 o6rakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskat. A
négy gyalogos-lampa percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi }1 valoszintiséggel
marad, ahol volt, %L valoszintiséggel orajarés-irdnyba megy at a zebrén, % valoszintiséggel pedig
orajarassal ellentétes iranyban. Ekozben Juliska ordkat késik, igy Jancsi hosszasan bolyong a
négy sarok kozott. Jelolje X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon &ll) n perc elteltével.

Ad k g X M k ] z ]] 7 7 ] s g z
(

) Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint a legelején?
(c) Egy ora elteltével megkozelitleg mekkora valoszintiseggel talaljuk Jancsit a délkeleti sarkon?
)

(d) A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az északkeleti és az
északnyugati sarok viszont napos. Hosszi tavon az id6 hany szazalékat tolti Jancsi napon?

Megoldas:

(a) Az allapottér legyen S = 1,2,3,4, és szamozzuk a sarkokat az észanyugatitol kezdve, ora-
jarassal ellentétes irdnyban. Igy az d&tmenetmatrix

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/2 0

P=1"0 14 174 12
1/2 0 1/4 1/4
(b)
1/4
o 1/4] 11 11 11 5
(P )11—(1/4 1/2 0 1/4) 0 —ZZ+§Z+Z§—1—6,
1/2

amit persze gy is el lehet mondani, hogy i-% val.séggel marad végig ahol volt, %}1 val.séggel

elmegy oOrairanyba aztan visszajon, i . % val.séggel pedig forditva.

(c) Egy ora hosszi id6, kozelitsiink a stacionarius eloszlassal, vagyis oldjuk meg a (PT —InT =
0 linearis egyenletrendszert. A transzponalas nagyon fontos. Az egyenletrendszer mét-
rixos alakban, az attekinthet&ség kedvéért néggyel végigszorozva:

-3 1 0 210
2 -3 1 010
0 2 -3 1]0
1 0 2 =30

Innentasl

i.) Szabad megsejteni, hogy szimmetria-okbol a stacionarius eloszlas az egyenletes, aztan
leellendrizni, hogy a m = m = 3 = 4 = % tényleg kielégiti az egyenletrendszert,
vagy



ii.) szabad észrevenni, hogy az eredeti P matrixnak nem csak a sordsszegei nullak, hanem
az oszloposszegei is, majd hivatkozni az el6adéasra, miszerint ilyenkor a stacionarius
eloszlas egyenletes (ehhez igazabdl fel se kell irni az egyenletrendszert), vagy

iii.) szabad megoldani az egyenletrendszert.

Mindenképpen arra jutunk, hogy m = (i i % 4—11) A feladat kérdésére a valasz w3 = 1—11.

(d) Legyen f:S — {0;1} a napon levés indikatorfiiggvénye, vagyis

1, hax =1 vagy x =4,
fz) =
0, ha nem.

Az ergodtétel szerint f(X,,) id6atlaga hosszi tavon >, o f(i) = m + mq = 1.

2.2 (5 pont) Moricka egy golyos ligyességi jatékot jatszik, ahol egy
csapagygolyot kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az
elsé palyat gyakorolja, ahol 3 nehéz akadéalyon kell &t-F= ; .
jutni. Moricka az els6¢ akadalyon }1, a méasodikon %, al - v
harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az el6zményektslf &
fiiggetleniil. Tlyenkor a goly6 ,leesik”, és Moricka kezdhe-
ti az egészet elolr6l. Ellenkezd esetben tovabbjut a ko-
vetkez6 akadalyhoz. Ha véletleniil mindharom akadélyon
sikeriil taljutnia, akkor szintén djrakezdi a legelejérol.
Jelolje X, azt, hogy n lépés utan Moéricka éppen hany
akadéalyon van tul — igy X,, lehetséges értékei 0, 1,2, 3.

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc dtmenetmatrixat.

b.) Hosszu tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtébbszor, és a lépések mekkora hanya-
dat tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal?

c¢.) Hossza tavon hanyadik akadéalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukasok mekkora ha-
nyada torténik ezen az akadalyon?

Megoldas:

a.) Az S =10,1,2,3} allapottérrel

1/4 3/4 0 0
1/3 0 2/3 0
12 0 0 1/2
1 0 0 0

P =

b.) Keressiik a 7 stacionarius eloszlast, amihez megoldjuk a (P — I)T#? = 0 linearis egyenlet-

rendszert:
-3/4 1/3 1/2 1|0
3/4 -1 0 010
0 2/3 =1 010
0 0 1/2 —1{0



2.3

2.4

Ennek megoldésa az )¢ m; normalasi feltételt is figyelembe véve

m=(% 1 1 1)

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtobbszor (hat persze), éspedig az ergodtétel
értelmében hosszii tavon a lépések ——eben (A lanc irreducibilis és aperiodikus, az ergodtételt
az egyes allapotok 1nd1katorfuggvenye1re alkalmazhatjuk.)

A lepesek 5-¢ben probalkomk Morlcka az 1-es akadallyal, ezen beliil mindig 1 7 val.séggel
bukik el, Vagyls a 1epesek = eben éppen az 1-es akadalyt bukja. Hasonloan a 2-es
és 3-as akadalyt is a lépések lio—ében bukja, vagyis hosszti td&von mindharom akadéalyon
ugyanannyiszor, az 6sszes bukas %—éban bukik.

(3 pont) Legyen az X, diszkrét idejii Markov lanc graf-reprezentacioja a kovetkezo:

|

12 12 12
5

2
1/3 S 2
B 12 12 273
1/3

Megoldas: A Markov lanc NEM irreducibilis. Harom osztalya koziil ketté zart: a Cy :=
{1,2,3,4} osztaly periodusa 2, a Cy := {6, 7,8} osztaly pedig aperiodikus, mert pl. 6-bo 6-ba
vissza lehet jutni 2 és 3 lépésben is. Igy

a.)

P(Xi000 = 7| Xo = 6) = , mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban.
A Markov lanc ide megszorltva irreducibilis és aperiodikus, igy a Markov lancok alapté-
tele szerint hosszu id6 elteltével az eloszlas a stacionéariussal kozelithets. A Cy irreducibi-
lis komponensen a(z egyetlen) 7 stacionérius eloszlas szimmetria okbol az egyenletes, igy
]P)(XNOO = 7|X0 = 6) ~ Ty = %

P(Xi000 = 2| Xo = 1) = 0, mert 1-b6l indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban, ez
viszont periodikus 2 periddussal, igy paros sok 1épésben csak 1-be és 3-ba juthatunk el.

P(X1000 = 2| Xo = 6) = 0, mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban, vagyis
2-be nem lehet eljutni.

P(Xi000 = 7| Xo = 5) = %, mert 5-bdl indulva % valosziniiséggel az elsG lépésben a C}

osztalyba lépiink és ott is ragadunk, % valoszintiséggel viszont a Cs-be, és innen kezdve az
a.) pont szerinti % az esélyiink hossza id6 alatt 7-be érkezni.

(5 pont)

Juliska a kérmét minden nap més szintre festi. Voros, narancs és barna kézott valtogat. Narancs
utdn mindig barna kovetkezik, barna utan viszont érmedobassal dént arrol, hogy vorés vagy
narancs kdvetkezzen-e. Voros utdn kockat dob: ha az eredmény 6-os, akkor barna kovetkezik,
egyébként narancs.



a.)
b.)

c.)

Irjuk fel Juliska korme szinének, mint Markov ldncnak az dtmenetmatrixét!
Ha Juliska kérme majus 1-én vords, mennyi a valoszintisége, hogy majus 5-én is véros?

A napok hanyad részében lesz voros, narancs illetve barna Juliska korme hosszi tdvon?

Megoldas:

a.)

Jeloljiik az allapotokat szamokkal, mondjuk 1: voros; 2: narancs; 3: barna. Igy az atmenet-
matrix

P —

= O O
N= O oot
O ol

Jeloljiik a Markov lancot X,,-nel. Ha mondjuk majus 1-e a nulladik nap, akkor majus 5-e a
negyedik, vagyis a kérdés P(X,; = 1| Xy = 1) =? Ez a P* métrix (1, 1) eleme: P(X; = 1| X, =
1) = P{. Ezt kiszamolhatjuk mondjuk gy, hogy P* = (P2)*, Ebb6l persze nem kell minden
elemet kiszdmolni - ami nem kell, x-gal jel6l6m:

1 1 5
) 2 12 6 T **
PP=|35 *x x|, P =1|x x* %
0 * = X% %

Ebbol P(X, = 1|Xp = 1) = P} = - ~ 0.048611.

Az ergodtételt fogjuk hasznalni, ehhez sziikség van a Markov lanc stacionarius eloszlasara.
(Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy stacionarius eloszlasa
van.) Meg kell oldanunk a (PT — I)m” homogén linedris egyenletrendszert. A szokasos
matrix-jeloléssel
-1 0 3]0
A
6
Ennek egy lehetséges megoldasa pl. 7 = (611 12), egyetlen normalt megoldéasa pedig

= (% % é—g) ~ (0.20690 0.37931 0.41379).
Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, az ergodtételt az egyes allapotok
indikatoraira alkalmazva azt kapjuk, hogy az ¢ allapotban hosszi tavon az id6 m; hanyadat
tolti. Vagyis Juliska korme az id6 m; = 20.7%-aban voros, m ~ 37.9%-aban naracs és
m3 &~ 41.4%-aban barna.

2.5 (3 pont) Az abran lathato graf egy diszkrét idejd, id6ben homogén Markov lanc pozitiv va-
loszintiségl egylépéses atmeneteit mutatja. Osztalyozzuk az allapotokat aszerint, hogy melyik
melyikkel érintkezik! Minden osztalyrol allapitsuk megy, hogy

zart-e vagy nyilt, 1\ //:2
3

lényeges-e vagy lényegtelen,
visszatérG-e vagy atmeneti, /

4 —=35
mennyi a periédusa. Q



3.1

Megoldas:

osztaly | zartsag | lényegesség | visszatérés periodus
{1} nyilt | lényegtelen | atmeneti | oo, vagy nincs

{2;3} nyilt | lényegtelen | Atmeneti 2

{4;5} zart lényeges | visszatérs | 1, aperiodikus

Erdemes megjegyezni, hogy az {1} egy tisztességes egyelemti osztaly: nmagaval definicio szerint
minden allapot kommunikal, még akkor is, ha pozitiv lépésszamban nem lehet oda 6nmagabol
(sem) visszajutni. Masképp mondva: az i «w j relacié (,i kommunikal j-vel”) egy rendes ek-
vivalencia, és a bel6le adodo osztalyozasnak az allapottér minden elemét le kell fedni. Az mas
kérdés, hogy az {1} osztaly periodusa problémas: az iireshalmaz legnagyobb koézds osztoja, ami
izlés szerint lehet oo, vagy nem definialt.

Generatorfiiggvény-modszer

(5 pont) Moricka addig dobal egy szabélyos dobokockat, amig kétszer egymds utdn ki nem jon
neki a 6-os. Hatarozzuk meg a sziikséges dobasok X szamanak generatorfiiggvényét és varhato
értéket. (Segitség: Nézziink X-re mint véletlen tagszamu Osszegre: legyen N az a véletlen szam,
hogy hanyszor kialt fel Moéricka, hogy ,Na, egy hatos mar megvan!”. Igy az X elsall mint N
darab véletlen szam Osszege: az i-edik felkidltashoz Y; darab dobéas tartozik. Vigyazat: jol
gondolkodjunk el Y; eloszldsan. Figyelmeztetésiil mondom, hogy minden Y; > 2, mert dobni kell
egy 6-ost, aztan még valamit, hogy eldgljon, vége-e a jatéknak.)

1. megoldas, a segitség szerint:

Moricka egy ,kisérlete” alljon azokbdl a dobasokbdl, amig sikeriil neki egy 6-ost dobni, és még
az azt kévetd dobdsbol. Ha ez az utols6 dobas 6-os, akkor vége, ha pedig nem 6-os, akkor jon a
kovetkezo kisérlet. Jeldlje Y; az i-edik kisérlet hosszat. Igy

N
X=Xy,

Y; pedig 1-gyel tobb, mint a hatos megdobasihoz sziikséges dobasok szdma, vagyis Y; = Z;, + 1,
ahol Z; geometriai eloszlasi p = % paraméterrel (hagyomanyos optimista geometriai eloszlas), és
{Z1, Z, ...} fiiggetlenek egymastol és N-tdl is.

A Z;-k generatorfiiggvénye

az Y;-k generatorfiiggvénye ennek z-szerese:

or(2) = 555

Az N maga is geometriai eloszlast p = % paraméterrel, igy generatorfiiggvénye

z
A véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye
6i i
9x(2) = gn(gv(2)) = 6_5 2 T 36-302 — 522

6—5z



3.2

A varhato értéket szamolhatnank ennek derivaldsaval, de azt is tudjuk, hogy

1/1
]EX:ENEY;:—(——i—l) =6-7=42.
D \Pp

2. megoldas, t6k masképp (jobb, altalanosithaté megoldas):

Legyen g az X generatorfiiggvénye, g; pedig a hatralévs dobasok szamanak (X;-nek) a genera-
torfiiggvénye akkor, ha a legutobbi dobas 6-os volt, de az azel6tti nem. Ezek kozdtt keresiink
Osszefiiggéseket a teljes varhato érték tétellel.

g-re felirunk egy teljes varhato érték tételt aszerint, hogy mi az els6 dobas eredménye. Ha 6-ost
dobunk, akkor még X; dobés van hatra, ha pedig méast, akkor kezdddik minden el6lrél:

1 5 /
E(z*) = P(6)E(z"* | 6) + P(méas)E(z* | mas) = EE(zHXl) + BE(ZH_X ),
ahol X’ azonos eloszlast X-szel. Igy
1 5
9(2) = 6291(2) + 639(3)‘ (1)

Ugyanigy felirjuk a teljes virhato érték tételt g;-re is a soron kévetkezs dobas eredménye szerint.
Ha 6-ost dobunk, akkor vége, ha pedig méast, akkor kezd6dik minden eldlrél:

E(z*") = P(6)E(z*" | 6) + P(mas)E(z*" | mis) = éE(zl) + §E(21+X')7

6
vagyis
(:) = g2+ 2=g(2) ©)
2)==z+ —z9(2).
g1 6 6 9
A (2) egyenletet (1)-be visszairva
1 ]1 ) )
9(z) = 6° {62’ + 629(3)} + 629(2),
amit megoldva
1,2 2
9(z) = 1 536Z 5.2 36 33 522

A varhato érték ennek derivalasaval kaphato meg:

722 — 3022
(36 — 30z — 522)2’

g (z) = fgy EX =g'(1) =42.

(2 pont) Az X nemnegativ egész értékii valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye
1 1 3 .
g(z) = 1Tt gzz +¢2°, ahol ¢ € R.

(a) Mennyi c értéke?
(b) Mennyi X varhato értéke?
(c) Mennyi a P(X = 2) val6szintiség?



Megoldas:
(a) Minden generatorfiiggvényre igaz, hogy g(1) = 1, ezért

3 1 1 3
PPt P=-+- 4+ +e=1,

1+ =2
+8 4 4 8

1 1
DN==+=-.
g(1) 17T

amibd6l ¢ = %. Ebbdl
1 1 3 1
g(z) = 1 + 17 + §z2 + gz?’

b) Mint mindig, EX = ¢/(1). Ehhez
g

1
g'(z)zz—l——-Qz—i—— 322,
amibsl 1 3 )
EX=¢d(1)=-4+--24+--3="—=1.375
g =7+3 8 8

(c) Mint mindig, P(X = 2) = £12. Esetiinkben ¢”(0) = 2, amibél

Alternativ megoldas: A generatorfiiggvénybdl kiolvashatdé X eloszlasa: pp = P(X = k)
jeloléssel

— 1 1 3
g(z) = Zpkzk =3t ng + ez,
k=0

amibd6l pg = i, P = i, P2 = 27 p3 = ¢, és a tobbi k-ra p, = 0. Igy persze

(a) dopeope =1 miatt ¢ = 3.
(b) EX =30 kpp=0-1+1-1+2.34+3. 1 =11
(c) ]P)(XZQ):]?Q:%-

—

(2 pont) Az X valosziniiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = c(z + 22 + 21 + 25 + 28 + 211 +
218 4+ 219,

a.) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b.) Mennyi X varhato értéke?

¢.) Mennyi a P(X = 8) valoszintiség?

Megoldas:

a.) g(1) = 1 mindig, vagyis ¢ = %.
b.) EX =g¢'(1) = §(1+ 22 4 42% +52* + 827 + 11210 + 132'2 + 152™) |._,= % = 7.375.
Avagy: a g(z) = > _po, Prz" generatorfiiggvénybdl leolvashaté az X eloszlasa:
k [1[2]4]5][8]|11][13]15
TR SUINE 1

1
‘ 8 8
amibdl szintén k'(')nnyen EX =

HEEIE
1+2+4+5+88+11+13+15 = % = 7.375.

9



3.4

3.5

c.) P(X = 8) = pg a 2% egyiitthatoja a g(z) = >, prz" sorfejtésben, vagyis esetiinkben
P(X =8) = %.
(5 pont) Egy szabalyos dobokockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jelolje X az

addig dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Szamoljuk ki
a.) X generatorfiiggvényét,
b.) X véarhato értékét,

c.) X szorasat.

Megoldas:
Jeloljiik N-nel a dobasok szamat, az utols6 6-ost nem beleértve, vagyis X ~ Geom(p = %)
(pesszimista). Igy N generatorfiiggvénye gy(z) = 1_”q2 = = (a szokésos ¢ = 1 — p jelléssel).

A keresett Y egy véletlen tagszamu dsszeg, éppen N taggal: X = Zfil Y;, ahol Y1, Y5, ... fligget-
lenek és azonos eloszlasuak, mégpedig egyenletes eloszlasuak az {1,2,3,4,5} halmazon. (Figye-
lem: az Y;-k tényleg az {1,2,3,4,5} halmazon egyenletesek, és nem az {1,2,3,4,5,6}-on, mert
az Y; eloszlasa egy kockadobas eredményének feltételes eloszlisa azon feltétel mellett, hogy az
eredmény nem 6-0s.)

Ezek szerint az Y;-k generédtorfiiggvénye

s+ 22+ 2420425 1220
5 51—z’

gy (2) =
igy
a.) a véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye gx = g, o gy, vagyis

1 1

9x(2) = gn(gv (2)) = 6— (z+22+ 22 +21+20) 6— 2=

b.) A varhato értéket szamolhatnank a generatorfiiggvény derivalasaval is, de eladéasrol azt is
tudjuk, hogy a véletlen tagszamu oOsszegre EX = ENEY;. Esetiinkben EN = 113 —1 =5,

EY; = H2E4HE5 — 3 vagyis EX =53 = 15.

c.) A szorast megintcsak szamolhatnank a generatorfiiggvény derivaltjaibol, de elGadasrol azt is
tudjuk, hogy D*X = D?N(EY;)? + END?Y;. Esetiinkben EN = 5, EY; = 3, tovdbba az
eloszlastablazat szerint DN = 5 =30 és D?%Y; = % =2 gy D>X =30-3%+5-2 = 280,
DX = /280 ~ 16.73.

(5 pont) Legye N ~ Geom(p) és X1, Xo, -+ ~ Geom(q) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy :=
Zi]\il X; véletlen tagszamu Osszeg eloszlésa?

Megoldas:

10
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3.6 (4 pont)

a.) Legyen X ~ PesszGeom(p). A definici6 alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
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derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!
b.) Legyen Y = 1. Mennyi EY? Mennyi VarY?
c.) Legyen Z = X + 1, igy Z ~ Geom(p). Az osszeg varhato értékére és szorasnégyzetére
vonatkozo tételek segitségével szamoljuk ki az EZ varhato értéket és a VarZ szorasnégyzetet!
Megoldas:

@) k=941 = Plrk)=(tp)p 122

I3 )(gé?ﬂé?'/c”'ﬂfﬁrﬂaa;/(ﬁn?,e
g = fP(X/L -, S f gt f"[ (éﬁ) irtan;
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b) EXx=-1, EN={, obd Var X=0 ,hdt Prte.

&) @ (LX) EX+EV¢C%~4)+7=—;_7

—

—

Var L =Var| i) =Var xrlVar ]

el
: %/
‘/—-"'"'
L ’
LU"]' Pirsie: ¢ Y= Aol orministi
vil. /dloxitsl —,ﬂh‘%g{/yy}_

.MERT ¥ Iz g
Fab 6 ETLenek

A5, ;ff'] M)IGG/(/)

! " /0 Z: =
M’{ﬂ,). IE‘% }31 lmm/%é / m;n{ 32(—1‘), ﬂ?_ ‘l‘?
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3.7 (4 pont) Legyen X ~ Poi()). A definicié alapjan irjuk fel a X generatorfiiggvényét. Ennek
derivalasaval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

Megoldas:
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3.8 (4 pont) Legyen X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valoszintségi valtozo. Tudjuk, hogy
X ~ Poi(2) és X +Y ~ Poi(5). Mi Y eloszlasa?

Megoldas:
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Logen 2= X+Y, bs logen X 2 genentortsgVinge
rondre 9, 9, & 9.
Laelsd 'waij., hos
9, 2/- i g (1?
9,0*) e ot 2ol
. g [? fﬁﬁ,f% b pat 2= X o X7 filasgaiter

g%h) ‘ ,1[)(/9(_3}47#4’//’{74
g (#-1)
2 2(2-1)
Epsi | (2)- & : éfz ¥ & 2
. e o

: s Her_
qmi é#?f é@a@— q Fo (3) 4/9’5?/ 9ntr

R =) /m

3.9 (5 pont) Legyenek N ~ Bin (10, %) és X1,Xq,---~ B (%) teljesen fiiggetlenek. Mi az Sy =
N . o .
Y 1 Xk véletlen tagszamu Osszeg eloszlasa?
Megoldas:
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3.10 (7 pont) Van egy hamis 1-petdkosunk, amin a fej valosziniisége p. Van egy hamis 2-petéakosunk,
amin a fej valoszintisége q. Egyszerre dobjuk fel mindkettst, és ezt addig ismételgetjiik, amig a
2-petékoson ki nem jon a fej. Jelolje V' azt, hogy ez alatt hanyszor dobtunk fejet az 1-petakossal.
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a.) Szamoljuk ki V eloszlasat! (Tipp: V = vazl &, ahol N a dobdsok szdma, & pedig a i-edik
alkalommal az 1-petdkoson dobott fejek szima (ami persze 0 vagy 1.)) (Eredmény:

PV = k) = A ,ha k=0
A -ALA =L hak>1

ahol A= L2 és [ = —1—. )

p+q—qp p+q—qp”
b.) Szémoljuk ki V' eloszlasanak ,farkat”, vagyis a P(V > k) valoszintségeket! (Eredmény:

1 ,ha k=0

Mvzmz{u—ma—mkl,Mkzr

)
Megoldas:

17



LQ{TH” M 5” i,__ a A{oloole - el Lz”ﬁfl §3erint- |
Ekke porste K boom (?} 5 fl/_hn./g{fg) oC

v
m il {e/]f’s@a f&ggeﬁwcxé} 014t V:}: 5)‘- (/af/eﬁé’n

%a‘o]yc;é.mi G SSHe.

(L orLiraavin /= _j’-}’—‘
N geneitotogsbe 3 /(2 gAY
5;, i jé’mr%oﬁﬂﬁggﬁﬂye ﬂj (1)= 1-p 770%

asi bl -V 9 enpyat a/féfgg%‘”?ﬂ

i i i DD
ﬂt//%)’ fh/(@ih)) 3 4,?;),0[:70;‘(3%)

Q) [/ dosysinak ki s3émddsabet 3(/2} A kel 3O/ﬁq.fgj‘;pn,'_
E hhei Léﬂﬂye bbsky hoy I hasealt €9y Qeometiini dest -
o
/c’:s ngp/;fof/—ﬂ}?gj {/éflf‘é/],ﬂ') t?m,‘.ggé q 5‘9/,&]#5’9}4 a’am/ax
/’J}/{(j{i ] ( 1‘mr/j;1k (hfﬁ‘(’n 41 Q%,g,éﬂmak éﬁpﬁm 2

Va/éy;ﬂnﬁsgjﬁg).- /fju(c hat q,2)- A+R2 _;ié—}— alakboa.

———

Persie A< q,00)- o A <. ot clsiers kiomday:
- (1-9)tp)  P+a-9P

i?fa{, e Lﬂc&moﬂf /Pffﬂ

18



- - 7p 2 2 £, pltd)
= f%ﬁf\ 4(’? e S B Py
A2l PH-I i
pra-9p - A- %ﬁ;%
= = [1-p)
. i R o
PH-9f  A-L£E-  pigqp £ pte-gp
Pra-if

= 198 t-p )(1-9)
PHIap - 5 _,_E-‘L P?ff P [/H Ptg- 1{,]

FPH-Ip
Pt+9-1P14-p-9+90 = _l,
Fre=9p PHp
gy Pta-q _ Py
e e

Leyon A2 g rev g gy S

pregp T PR Pr-9p

5 A B oc eadded o jeliidbel

P41

6;/(‘1): A {4-',¢)L ___%..——ﬁ /’7'?4?/'1 4 _??f—&ﬂér

A-H2 | n’}cl/ {té’f}m{zg :

Ay s

1-M2
i =%
=) 9,02)= A+ A)L2 + G-ALM2 HHALM 2 4~

19



ngw‘g

ﬂﬁ)/ﬂjf%ﬁz4g<g ?#M%

4! ‘% ﬂ(/ﬂﬁ A ha k=0

UA)Li4-t)" ha k=o

——

[H?g Osus90: A = iﬁ’/)_ e e
Pig-9f Pt9-9p

L
') Pase b, k=9 alko Pl/=k)-Pli=o)= o4
HO« Podig k?’f/ gl ker

f( (/Z'F-) = f /?(V:g}: f‘ Q“A/L M-L)c’-f M=1-L
£5K (=&

< AL (o) (11 ) = Ga) |

TR
A4 -
i~ "L

90 | AWet)o {1 /ho keo S

G4) )" he k2

3.11 (4 pont) Ha az X € N valoszintiségi valtozo eloszlasa py := P(X = k), akkor a generatorfiiggvé-
nye g(2) := po + p12 + p22% + p3z® + ..., amibdl régton latszik, hogy z € (0,1)-re g(z) masodik
derivéltja nemnegativ (meg persze az Osszes tobbi derivaltja is, de ez most nem fontos), vagyis
g(z) konvex a [0, 1] intervallumon. Milyen legyen X eloszlasa ahhoz, hogy g(z) a [0, 1] intervallu-
mon ne csak konvex, hanem szigorian konvex legyen? (Vagy forditva: hogyan fordulhat az eld,
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hogy ¢(z) konvex, de nem szigorian konvex?)
Megoldas:

312)= .+ P2+ p 2 pgiﬂﬁ B

3’(4 - p, +1p143p, 2y by o

9 2)- o 432pma +Hh3p 0

Mivel P25, Py-— =0, 224t 2>0 oselds g"“/%} ek
09y oot nalla, b Pops=p = =0,
Vagsis  p, os ) kivkelbisl mude. Py -mbk nulldnl
kall [on) f?rzjti 6"’/;;_,}: L

r
'% £ 3¢k PursIe ﬂﬂn#sqn o kkor m,//aﬁJ /’Iq
X cslk C vy A loheh vagais Beenodll elosbs

[ —
K 0V dery ﬁ/z) Sigorvan kowec [g4)-0n,  hacsal
nom XrBlp) Volombe, p€[01]1e,

m,&'fy ¢sethe, 20/cre ﬁ(z,) inodrX vagy kowstans.

4. Diszkrét ideji sorbanallasi modellek

4.1 (5 pont) AW,y = (W,+S,—T,41)+ varakozasi id6 evolacios modell mintéjara adjuk meg a D,
késleltetés evolucios egyenletét ugyanabban a FIFO modellben! (Vagyis ahol az egyes igények
érkezése kozott 11,15, T3, ... id6k telnek el, az egyes igények kiszolgalasa egyesével, érkezési
sorrendben torténik, a kiszolgalasi id6k Sy, S, Ss, .. ..)
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Megoldas:
Tf‘rt“(JE[L; L‘-’-“jt\ H//»w £ (U// 1 S,ﬂ“‘/i.“ )f
A kedeltetes ), = W, +S,, 1oy

— b 4 1 !.f e

4.2 (5 pont) Egy konyvels az asztalan 1évs szamlakupacbol minden délel6tt feldolgoz valahany
szamlat, éspedig az n-edik nap délelsttjén V,, darabot (de legfeljebb annyit, amennyi van). Az
iktatobol minden délutan 4j szamlak érkeznek a kupacra: az n-edik nap délutanjan Y, darab.

Jelolje X, a szamlakupac méretét az n-edik napon délben.

Irjuk fel X, evolicios egyenletét az X, .1 = (X, — Viiu1)+ + Yao1 egyenlet mintajaral
(Figyelem! Emlékezziink, hogy X, a szamlakupac mérete volt az n-edik napon éjfélkor.)
Megoldas:
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4.3 (9 pont) Pistike minden délel6tt tonkretesz egy jatékautot a kisautos dobozaboél (méar amikor van
benne), amit az apukaja azonnal kidob. Az anyukija minden délutan érmedobéssal dont arrol,
hogy elmenjen-e a jatékboltba, ha pedig elmegy, akkor megint csak érmedobéssal dont arrol,
hogy 1 vagy 2 jatékautot vegyen Pistikének, amit még aznap este betesz a kisautés dobozba.
(Vagyis minden délutédn I val.séggel 1, § val.séggel 2 jatékauto érkezik.)

Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hossza tavon?

a.)
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb autd?
c.) Atlagosan hany éjszakat tolt egy kisautoé a dobozban hosszi tavon?

d.)

Tegnap este az anyuka betett egy vagy két autot az dres dobozba. Véarhatéan (vagyis:

varhato értékben) hany nap milva lesz a doboz wjra tires?

Megoldas:
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4.4 (7 pont) Jancsika minden délel6tt p valoszintiséggel autosat jatszik, mar ha éppen van kisautoja.

Ilyenkor tonkretesz két jatékautot a kisautos dobozabdl (illetve, ha csak egy van, akkor azt az
egyet), amit az apukija azonnal kidob. Az anyukaja minden délutan vesz egy 1j kisautot, amit
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még aznap este betesz a kisautés dobozba.

a.) Az éjszakik mekkora hanyadaban iires a doboz hosszt tavon?
b.) Hosszu tavon az éjszakik mekkora hanyadaban van a dobozban 2-nél tébb autd?

c.) Atlagosan hany éjszakét tolt egy kisauté a dobozban hosszi tavon?

Megoldas:
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4.5 (6 pont) Egy oktatonak az az elve, hogy minden érkezs emailre leghamarabb mésnap valaszol,
aznap érkezett levélre soha. AZ altala tartott kurzus 10 hallgatdjanak mindegyike minden nap,
az el6zmeényektdl fiiggetleniil, = 3 Valoszintiséggel kiild egy emailt az oktatonak. (Egy nap egynél
tobb emailt senki sem kiild.) Az oktat6 minden nap pontosan egy hallgatoi levélre véalaszol
(mar ha van a postaladajaban olyan, ami nem aznapi). Atlagosan hany éjszakat tolt az oktato
postaladajaban egy hallgatoi levél hossza tavon?

Megoldas:
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4.6 (6 pont) Moricka vizsgat feliigyel, és kozben segit a hallgatoknak. A 10 hallgato kozott jar
korbe-korbe, minden hallgatonal pontosan 1 percet tolt, és ezalatt megvalaszol pontosan 1 kér-
dést, amit a hallgato feltesz (mar ha a hallgat()nak van kérdése). Minden hallgatonak minden
percben, az elozmenyektol fiiggetleniil, = 55 Vvaloszintiséggel jut eszébe egy kérdés (a maradék 19
valoszintiséggel egy se). Atlagosan hany perc miilva kap vélaszt Pistike a kérdéseire hosszu tav0n7
(Az pontossdg/eqyszeriség kedvéért fel kell tenniink, hogy Pistike minden eszébe jutd kérdéshez
az 1dot Moricka eldzd latogatdsdtol szamitja, igy minden kérdés ,kiszolgdldsi ideje” percben mérve
10-nek tébbszirise.)

Megoldas:
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4.7 (6 pont) Robert kozrendérnek 10 parancsnoka van, sorrendben 1., 2., ..., 10. szamud parancs-

nok. Minden parancsnok, minden percben, az el6zményektdl fliggetleniil 2% valoszintiséggel ad
Robertnek parancsot (mindenki csak 1-et). O azonban minden percben csak 1 parancsot tud
végrehajtani. Ha tobb végre nem hajtott parancs is van nala, akkor azt hajtja végre, amelyik
a legmagasabb rangt (vagyis legkisebb sorszami) parancsnoktol jott, a tobbit halogatja. (Az
id6t egész percekben mérjiik. Tegyiik fel, hogy egy parancsot leghamarabb az érkezését kovets
percben lehet végrehajtani.)

a.) Hosszt tavon atlagosan hany végre nem hajtott parancs van Robert zsebében az 5. szamu
parancsnokatol?

b.) Hosszu tavon atlagosan hany perc utan hajtja végre Robert a 5. szamu parancsnoktol érkezett
parancsokat?

Megoldas:
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4.8 (7 pont) Egy diszkrét ideji kiszolgalo rendszerbe minden idGegységben az elzményektdl fiig-
getleniil p valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalas
érkezési sorrendben torténik, a kiszolgalasi id6 mindig pontosan 2.

a.) Irjuk fel a varakozasi idé evoliciés egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 atmenetmatrixat!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

Megoldas:

35



2.
Lege, W, 41 - adil igen, varskodasi ideje.

Lyie [%H:OM‘f S”f":*"]-!' / qha,:) M;;{M‘J(lﬂ
)

+ S -"'2 J'Vl;ha’a n-r< (&’1 Llf’?@/ﬁ‘;f‘;ﬂ j‘o({;l
A
_{7{};’}7; j.df';{ Lf/’

T b G ’tﬂfﬁjﬁﬁ‘{f% Fie ée""“fﬁ) :
: | sére-
Varn| Y eﬁgj [géﬂﬂt Jerér%?sée
A) 7;;4 i gp"“(f ; ;57 Mind)s “;-‘3‘/(
15‘7 s o S OO S IR W ¢ Jeposbe,
Pgﬂoh\%é //'"jyﬂ/ ohd -

D= Pl i) - {0

{
j W(T,,,242-7)
?(7;“ Z 6"}"2"]' ) /L]ﬂ,i J'—'-'O

J’ i+l
ha A< jsin

Hivel ﬂ’j;”,;:)f 7Mf ol ?#_4”0’ i
?(T""’:[n’j): P ‘FEM (T zes24)= 4 o

/
7
937 F -fej- gg‘_r;é {?//np:/@/ d/(?é)@}/{/q
b 0F Asé (144-7) dobas Jrag
__7)@# 0 /1'10» J?H*’Z ( J)
£)

i1
p? ) }]/)p /I$J<z+4

y o
Wqﬁ //]aJO 1

': z PR ¢ .
[A? Hapetttr {0,471 ] ‘oq 09 £ O -
= \"7 Pq LI PR

) \



4.9 (7 pont) Egy diszkrét ideji kiszolgalé rendszerbe pontosan minden mésodik idGegységben érke-
zik egy igény. Minden idSegységben, az elézményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel szolgalunk

ki egy igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem.

a.) Irjuk fel a varakozési idé evoliciés egyenletét!
b.) Irjuk fel a varakozasi id6 a&tmenetmatrix4t!

c.) Milyen p értékekre lesz a rendszer stabil?

Megoldas:
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4.10 (5 pont) Egy diszkrét idejd kiszolgaloé rendszerbe pontosan minden mésodik idGegységben érke-
zik egy igény. Minden idSegységben, az elézményektdl fiiggetleniil, p valoszintiséggel szolgalunk
ki egy igényt (ha van), a maradék 1 — p val.séggel nem. Nézziik a sor hosszat csak minden
masodik idépillanatban, vagyis legyen X,, a sor hossza 2n id§ elteltével. Irjuk fel az X,, Markov

lanc evolicios egyenletét és Atmenetmatrixat!

Megoldas:
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4.11 (7 pont) Egy diszkrét ideji kiszolgalo rendszerbe minden idGegységben az elzményektdl fiig-
getleniil p valészintiséggel érkezik egy igény, a maradék 1 — p val.séggel egy sem. A kiszolgalasi
id6 mindig pontosan 2. Nézziik a sor hosszat csak minden masodik idépillanatban, vagyis le-
gven X,, a sor hossza 2n idG elteltével. Irjuk fel az X, Markov lanc evolicios egyenletét és
atmenetméatrixat! Kiizben gondoljuk 4t, hogy X,, tényleg Markov-e.

Megoldas:
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4.12 (7 pont) Jancsi bacsi és Juliska néni egyiitt ¢l és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas.
Minden délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valészintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és

ehhez elhasznal a hiit6bsl 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiitében tejfél, mert ha
nincs, akkor mést f6z.

Jancsi bacsi minden délutan, az el6zményektdl fliggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohar tejfolt
a boltbdl, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).

a.) Legyen X, a tejfolok szama a hiitében az n-edik nap végén. Rajzoljuk fel az X,, Markov lanc
graf-reprezentaciojat és szamoljuk ki a stacionérius eloszlast!

b.) Legyen most X}, a tejfolok szama a hitoben a k-adik tejfol érkezése utan! Mi az X, Markov
lanc stacionarius eloszlasa? (Tipp: erre volt eldaddson egy tétel.)

c.) Tegyiik fel, hogy Juliska néni a tejfoloket érkezési sorrendben hasznalja el. Legyen Dy a
k-adik tejfol altal a hittében toltott éjszakak szama. Mi a D, Markov lanc stacionarius
eloszlasa? (Tipp: erre is volt eldaddson egy tétel.)

Megoldas:
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4.13 (10 pont) Jancsi bacsi és Juliska néni egyiitt ¢l és kozos hiitét hasznal. Juliska néni nyugdijas.
Minden délel6tt, az el6zményektdl fiiggetleniil, p valészintiséggel {6z egy tejfolos ragulevest, és
ehhez elhasznal a hiit6bsl 1 pohar tejfolt — feltéve persze, hogy van a hiit6ben tejfél, mert ha

nincs, akkor mést f6z.

Jancsi bacsi minden délutan, az el6zményektdl fliggetleniil, ¢ valoszintiséggel hoz egy pohar tejfolt
a boltbdl, és beteszi a hiitébe. Tegyiik fel, hogy p > ¢ (kiilonben a tejfolok elszaporodnak).
Legyen X, a tejfolok szama a hiit6ben az n-edik nap végén. Ennek idéfejlédése kénnyt, és most
nem ezzel foglalkozunk.

Hanem: legyen most X, a tejfolok szama a hitében a k-adik tejfol érkezése utan! (Ez persze
legalabb 1.)

a.) Irjuk fel az X;, Markov lanc atmenetmatrixat! (Nyugodtan feltehetjiik, hogy mar az altalunk
wels6™-nek szamozott tejfol érkezése el6tt is voltak tejfolok a hiitében.)
(Tipp: X, = (X’O — V)i +1, ahol V az elsd tejfol érkezéséig tervbe vetl ragulevesek szima,
ami persze pont az elhaszndlt tejfélok szama, ha van ennyi tejfél. Pont ennek a V-nek az
eloszldsat szamoltuk ki eqy mdsik feladatban.)
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(Megolddas:

0 shaj>i+1
5 T A ,haj=1i+1
“AVLA - L)Y ha2<j<i
—AQ-L)"' [ haj=1
ahol A= L2 és [ = —1—. )

p+q—qp pt+q—qp”

_g(-p)
p(1—q)

b.) Ellendrizziik le kézzel, hogy X, stacionarius eloszlasa az a = 1 paraméteri geometriai

eloszlas! Vagyis azt kell ellenérizni, hogy

o0
Ty = E ;i Py,
i=1

ahol m; = a(1 — )™t i=1,2,....
(Tipp: esoddk csoddja, (1 —a)(1—L)=A.)

Megoldas:
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4.14 (5 pont) Egy zajos csatornan masodpercenként 10® bitet tudunk atkiildeni. Minden atkiildott
bit a tobbitél fiiggetleniil 107° valosziniiséggel sériil. A csatornan csomagokat kiildiink at, amik
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N adatbitbdl és 64 kisér6 bitbdl allnak. A vevd az esetleges hibakat teljes biztonsaggal észleli
és ,negativ nyugtat” kiild roluk, ami teljes biztonsdggal megérkezik a kiild6hoz. Ilyenkor a teljes
csomagot tjra kell kiildeni. Méasodpercenként legfeljebb hany bitnyi adatot lehet a csatornan
atvinni hossza tavon, ha N-et jol valasztjuk meg, és

a.) a csomag elkiildése utan a nyugta azonnal megérkezik?

b.) a nyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 masodperccel érkezik meg, és meg kell varni,
mielGtt a kdvetkez6 csomagot kiildeni kezdjiik?

c.) anyugta a csomag elkiildése utan pontosan 1 méasodperccel érkezik meg. Mi addig is kiildjiik
a kovetkez6 csomagokat, de ha negativ nyugta jon, akkor visszaugrunk a hibas csomagra és
onnan folytatjuk, a csomagok sorrendjét tovabbra is megtartva? (Tipp: ebben az esetben az
optimalizdldas csak numerikusan megy. Nem kell tilzdsba vinni: dbrdazoljuk a kapacitdst N
figgvényében, és olvassuk le a mazimumot.)

Megoldas:
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5. Poisson-folyamat

5.1 Egy 1000-oldalas konyvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.
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1. dbra. Kapacitas az adacsomag méretének fiiggvényében, Stop-and-wait eset

(a) Koriilbelill mennyi annak a valosziniisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2 sajtohuba van?

(b) Koriilbeliil mennyi annak a valészintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2, a 42-ediken
pedig pontosan 2 sajtohuba van?

(¢) Asajtohubdknak kb. 3-a vessz6hiba (abban az értelemben, hogy minden sajtohuba 3 valoszi-
niiséggel vesszGhiba, a tobbitdl fiiggetleniil). Mennyi annak a valészintisége, hogy a 13-adik
oldalon legalabb 2 vesszGhiba és pontosan 1 egyéb sajtohuba van?

Megoldas: Az egyes oldalakra es6 sajtohubak szama Poisson eloszlassal kozelithetd, mivel sok
sajtohuba probalkozik egymastol 1ényegében fiiggetleniil, hogy pont oda essen, és ez mindegyik-
nek kicsi valoszintiséggel sikeriil. S6t, az egyes oldalakon 1év6 sajtohubak szdma jo kozelitéssel
fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezek utan csak a varhato értékiikre van sziikség, ami
persze az adott oldalszdmra esG hubak atlagos szama.

(a) Jeldlje Xi3 a 13-adik oldalra es6 sajtohubak szamat. A fentiek alapjan ez jo kozelitéssel

Poisson eloszlast A = % = 1.5 paraméterrel, vagyis

Emiatt
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0.2

2.3

(b) Legyen X5 a 42-edik oldalra esé sajtohubak szama. A fentieck miatt X5 is Poi(1.5) elosz-
lassal kozelithetd és Xi3-t6l jo kozelitéssel fiiggetlen, vagyis

(1.5)

P(X13 > 2 65 X = 2) & P(X13 2 2)B(Xp = 2) & 044 - 2

~ (0.11.

(c) S6ts6t, a vessz6hibak és az egyéb sajtohubdk szama jo kozelitéssel kiilon-kiilon is Poisson
eloszlasu és egyméstol fiiggetlen, ugyanilyen megfontoldsbol. Ezért ha Y3 a 13-adik oldalon

léve vesszohibak szama, 713 pedig a 13-adik oldalon 1év6 egyéb sajtohubdk szama, akkor jo

.,1500-1 1500-2

kozelitéssel Yiz ~ Poi(—1gat ), Zis ~ Poi(=g5t) és ezek fiiggetlenek. Igy

P(Yi3 >26s Ziz=1)~ (1 —e (1 +0.5)) (e7' - 1) ~ 0.033.

A mazsolas kalacs ugy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztahoz sok mazsolat ontenek,
jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek belSle, amit sok szeletre vagnak. A szeletek egyi-
két Moricka eszi meg. Vegyiik tgy, hogy minden mazsola egyméstol fiiggetleniil, azonos, kicsi
valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.

a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valoszintsége, hogy Moricka
szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan ujsagolta, hogy 12 szem mazsolat talalt
benne. Ezek utan mennyi a (feltételes) valosziniisége annak, hogy Moricka szeletébe viszont
2-nél kevesebb keriilt?

Megoldas:

a.) Legyen X a Moricka szeletébe keriil6 mazsolak szama. X jo kozelitéssel Poisson eloszlasu,
mert, sok mazsola probalkozik, hogy bekeriiljon, mindegyik a tobbitsl fiiggetleniil kis valoszi-
niiséggel jar sikerrel, X pedig a sikeres probalkozok szama. A A\ paraméter pedig a varhato
érték: A = 6. Igy

A A -X
= 7%~ 0.017 = 1.7%.

b.) Legyen Y a mazsolak szama Pistike szeletében. Mivel a kondér nagy és a mazsola sok, X és
Y jo kozelitéssel fiiggetlen, igy

P(X <2|Y=12)=P(X <2)= 1.7%
tovabbra is.

Jancsi és Juliska hazéban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két oranként atla-
gosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél ora hossza,
végignézhetik a nélkiil, hogy csorégne a telefon?

b.) Mennyi a valoszintisége, hogy az elsé telefonhivésra a film kezdetétdl szamitva kevesebb, mint
fél orat kell varni?
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c.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobassal dontenek,
hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a valoszintisége, hogy Jancsinak igy is 1-nél tobbszor kell a
film alatt telefonalnia?

Megoldas: Az id6t mérjiik 6raban. Igy a csorgések Poisson folyamatanak rataja % Legyen
X; a film kezdetétsl szamitva t id6 alatt a csorgések szama, T pedig az els6 csorgésig eltelt id6.
Tudjuk, hogy X; ~ Poi(t - \), de azt is, hogy T ~ Exp(A).

a.) 1. megoldas: P(X,5 = 0) = P(Poi(2.5-1) = 0) = e—l%lg;”“ — 1B~ 0.287. 2.

megoldas: P(T > 2.5) =1 — P(Ezp(}) < 2.5) =1 — (1 — e 225) = ¢ 1% ~ 0.287.
b.) 1. megoldas: P(Xy5 > 0) = 1 — P(P0i(0.5- 1) = 0) = 1 — ¢ 002 — | _ =025 ~ (221,
2. megoldas: P(T < 0.5) = P(Exp(}) < 0.5) =1 —e 205 =1~ _0 %~ (0.221.

c.) 1. megoldas: Poisson folyamat ritkitasa is Poisson folyamat: ha csak a Jancsi altal felvett

hivasokat nézziik, azok is Poisson folyamatot alkotnak, csak a rata ezuttal v = % . % = }1,
mivel 6ranként atlag }1 hivast vesz fel. Igy, ha Y55 a Jancsi altal 2.5 6ra alatt felvett hivasok

szama, akkor Ya5 ~ Poi(2.5 - u) = Poi(0.625). Igy
P(Yas >1)=1—P(Yas =0) —P(Yos =1) =1— e 26214 0.625) ~ 0.130

2. megoldas: Legyen X = X, 5 a telefoncsorgések teljes szama, X ~ Poi(p) ahol p = 1.25,
és legyen Y a Jancsi altal felvett telefonok szama. Az X = n feltétel mellett az Y feltételes
eloszlasa binomialis, éspedig (n,p = %) paraméterekkel. Vagyis ¢ = 1 — p jeloléssel n =
0,1,2,...-re

(Z)pkq"*k ha k=0,1,...,n

0 ha k > n, persze

]P’(Y:k:|X:n):{

Ebbdl a teljes valoszintiség tétele szerint minden £ =0,1,2...-re

:iP(X:n)]P’(Y:k\X:n Ze_pp() "k

o , . . . | ., . . , . , P
Ez az 6sszeg szerencsére kiszamolhato: (Z) = m—t kifrva n! kiesik, utana pedig kézenfekvd

az [ :=n — k jelolés, ha mar n agy is csak k-tol fut:

P(X=k) =Y e pl+kk'1l'p i = o PP) T (a0)"

=0 =0

L, . Le ae . =z
Az utolso szumma kedves ismerdsiink, mivel e* = "%, T ley

o o), (op)
P(X=k)=e ”Teqp—e ppT.

Vagyis sikeriilt kézzel bebizonyitanunk, hogy Poisson eloszlas ritkitdsa is Poisson eloszlas,
éspedig Y ~ Poi(pp).
Innen pedig, mivel pp = % -1.25 = 0.625,

PY>1)=1-PY =0)—P(Y =1) =1— e "1 +0.625) ~ 0.130



5.4 Egy radioaktiv sugarforras nagyon sok bomlésra képes atommagbol all, melyek mindegyike va-

2.9

lamilyen kis valosziniiséggel bomlik el éppen az altalunk megfigyelt idGintervallumban (és bocsat
ki észlelhets sugarzast), a tobbi atommagtol fliiggetleniil. A minta aktivitasa 0.1Bgq (vagyis Bec-
querel), ami azt jelenti, hogy masodpercenként atlagosan 0.1 bomlas toérténik.

a.) Legyen X az egy perc alatt (mondjuk 08:00-t61 08:01-ig) t6rténd bomlasok széma. Milyen
eloszlassal jo ezt modellezni? Vagyis mennyi a P(X = k) valoszintiség (és melyik k-kra)?

b.) Mennyi annak a valészintisége, hogy 08:00-t61 08:01-ig pontosan 4 bomlés torténik, 08:01-t6l
08:03-ig pedig pontosan 107

¢.) Mennyi annak a valoszintisége, hogy 09:00-t6l a kovetkez6 bomlasig legalabb 10 masodpercet
kell varni?

Megoldas:

a.) X a sikeres probéalkozok szama nagyon sok fliggetlen probéalkozasbol, nagyon kis sikerval.ség
mellett, igy X ~ Poi(A) ahol A = EX. Esetiinkben A = EX = 60s - 0.1Bq = 6, vagyis
X ~ Poi(6), ami azt jelenti, hogy

6k
_ _ _—6
P(X = k) =€ H,

E=0,1,2,....

b.) Legyen Xjoj a 08:00 és 08:01 koz6tti bomlasok szdma, X[y g a 08:01 és 08:03 kozotti bomlasok
szdma. Fzek diszjunkt intervallumok, ezért X és X[ 3 fiiggetlenek. Tovabba Xoq ~
Poi(6) az el6z6 részbdl, és hasonloan Xy 5 ~ Poi(12). Ezért

IP)(X[OJ] = 4 és X[173] = 10) = ]P)(X[O,l] = 4)IP)(X[1,3] = 10) =
66" 12 121
=0 Tor ~ 0.134 - 0.105 ~ 0.01403
c.) Legyen Y a 09:00:00 és 09:00:10 kozotti bomlasok szama. Az elézGekhez hasonloan Y ~
Poi(1). Vegyiik észre, hogy pontosan akkor kell legalabb 10 masdopercet varni, ha 10 méa-
sodperc alatt nem torténik bomlés, vagyis a keresett valoszintiség

L1

o et~ 0.368.

PY=0)=e

Alternativ megoldas: Legyen 7 a 09:00 utdn torténd elsé bomlasig a varakozasi idé ma-
sodpercben. A Poisson-folyamat tulajdonsigai miatt 7 ~ Exp(\) ahol A = ﬁ) a folyamat
intenzitasa. Igy

P(r>10)=1-F

Exp

1 _
() (10) =1~ (1 e 10) — ¢!~ 0.368
Egy radioaktiv mintdban méasodpercenkent &tlagosan 3 kis energidju és 1 nagy energiaju alfa-
részecske keletkezik. A detektorunk a nagy energiaju részecskéket 90% valoszintiséggel észleli, a
kis energidajuakat viszont csak 20% valoszintiséggel (a tobbi részecskétdl fiiggetleniil). Mennyi a
valészintisége, hogy egy két masodperc hosszu idGintervallumban legalabb 4 részecskét észlel?

Megoldas: A nagyenergiaju alfa-részecskék Poisson-folyamat szerint keletkeznek, 1 rataval. (Az
id6t meérjiik méasodpercben.) Az észlelt nagyenergiaju részecskék folyamata ennek egy ritkitasa,
ezért szintén Poisson-folyamat, 1-0.9 = 0.9 rataval. Ugyanigy, a kisenergiaju alfa-részecskék is
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2.6

Poisson-folyamat szerint keletkeznek 3 rataval, tehat az észlelt kisenergiaju részecskék folyamata
is Poisson-folyamat, 3 - 0.2 = 0.6 rataval. A kétféle észlelt részecske folyamata fiiggetlen, ezért
az uniojuk is Poisson-folyamat — és a ratak osszeadddnak.

Osszefoglalva a lényeg: az dsszes észlelt részecske folyamata Poisson-folyamat, 0.9 + 0.6 = 1.5
rataval.

Legyen X a két méasodperc alatt észlelt részecskék szama. Igy X ~ Poi()), ahol A = EX =

2.1.5=3. Vagyis k=0,1,2,...-te P(X = k) = e 2] = ¢330, A kérdésre a valasz:

3

, 32 3

P(X>4)=1-) PX=k=1-¢" (1+3+5+€> =1 —13¢7? ~ 0.3528 ~ 35%.
k=0

A radioaktiv C' atommag élettartama (vagyis a létrejottétsl a bomlasaig eltelt id6) exponen-
cialis eloszlasa. A felezési id6 5730 év, ami azt jelenti, hogy egy sok atommagbdél all6 mintanak
ennyi id6 alatt bomlik el a fele.

a.) Mennyi az élettartam eloszlasanak A paramétere (rataja)
i.) ha az id6t években mérjik?
ii.) ha az id6t masodpercben mérjiik?

b.) Vesziink egyetlenegy *C' magot. Mennyi a valosziniisége, hogy egy masodpercen beliil el-
bomlik? Es hogy két masodpercen beliil? Es hogy 3 méasodpercen beliil? (Figyelem: nem
csak képleteket kérek, hanem konkrét szamokat!)

¢.) Vesziink egy ezermilliard (vagyis 10'?) magbol all6 mintét, és X-szel jeloljiik a 3 masodperc
alatt bekovetkezd bomlasok szamat. Mennyi a P(X = 12) valoszintiség? (Figyelem: nem csak
képletet kérek, hanem egy konkrét szamot!)

d.) A 10'2 magbol all6 minta bomlasait egy detektorral figyeljiik, ami csak a bomlasok egy részét
észleli: minden bomléast a t6bbitdl fiiggetleniil }L valoszintiséggel. Legyen Y a 3 masodperc
alatt észlelt bomlasok szama. Mennyi a P(Y = 3) valoszintiség? (Figyelem: nem csak képletet
kérek, hanem egy konkrét szdmot!)

e.) Legyen T a detektor altal észlelt els6 bomlas idépontja (masodperchen). Mi T' eloszlésa?
Megoldas:

a.) Jeloljiik &-vel az (egyetlen) atommag élettartamat, F-fel ennek eloszlasfiiggvényét, T} /o-vel a
felezési 1d6t, vagyis T’/ = 5730év ~ 1.8 - 10"s. Az exponenciélis eloszlas definici6ja szerint
z > 0-ra
Flr)=1—e?"

a felezési id6 definicioja szerint pedig
1 _
5 =PE<Tip) = F(Tip) =1-e Mgz,

amibdl

\ Inyg In2 0693 _ 0.693
- Ty, Ty 57306y 1.8-10's

L) A= 288 ~1.21-107*L, vagyis ha az id6t években mérjiik, akkor A &~ 1.21 - 107,
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i) A~ 7998 ~ 3.83- 107121, vagyis ha az id6t méasodpercben mérjiik, akkor A ~ 3.83 -

10712,
b.) Mérjiik az id6t méasodpercben!

i.) 1 mésodpercen beliil: Az eltelt id6 t = 1.
Pé<t)=F(t)=1—eM=~383 107"

Hat persze: Mivel M\t nagyon kicsi, e~*-t nagyon jol kozeliti az elséfokt Taylor polinom-
ja: e ~ 1 — At, vagyis F(t) ~ M. Eppen ezért hivjak A-t az exponenciélis eloszlas
ratdjanak.

(Alternativ érvelés: mivel Xt kicsi, a € élettartam f(z) = Xe ™ (ha x > 0) siriség-
figgvénye jo kézelitéssel konstans a [0,t] intervallumon, gy P(§ < t) = fot flx)der =~
FO)(t - 0) = At.)

ii.) Hasonloan 2 és 3 masodpercre:

P(¢ < 2) = 2\ ~ 7.66- 1072
P(¢<3)~3A~115-107"

c.) Szigoriian véve X binomidlis eloszlasi n = 10" ¢s p = P(§ < 3) =~ 3\ ~ 1.15- 107!
paraméterekkel, igy

P(X =12) = (1”2>p12(1 _ 2

1000000000000
12

~
~

) (1'15 ) 10—11)12 (1 —115. 10_11>999999999988'

Ezt az én szamologépem nem is birja kiszamolni, ezért Poisson eloszlassal kozelitiink: mivel
n nagy és p kicsi, jo kozelitéssel X Poisson eloszlast np ~ 11.5 paraméterrel. Vagyis

_11511.5%

~ 0.113 = 11.3%

d.) Y a fenti, Poisson eloszlassal modellezhets X ritkitasa, igy maga is (jo kozelitéssel) Poisson
eloszlast “F ~ 2.875 paraméterrel. Igy

2.8753
~ 2875

a0 ~ 0.223 = 22.3%

P(Y = 3)
e.) Mivel az anyag méasodperces idéskalan nézve nagyon lassan fogy el, révid ideig nyugodtan
ugy tekinthetjiik, hogy az észlelések Poisson folyamat szerint torténnek. (Hosszu idére ez
persze nem igaz, 5730 év alatt példaul a felére csokken az aktivitas (vagyis a rata).) Mivel a
bomlésok rataja n\, az észlelések ratéja % ~ 0.96. Igy az elsé észlelésig eltelt T id6 (nagyon

jo kozelitéssel) exponenciélis eloszlast 0.96 paraméterrel.

5.7 Egy internetes kiszolgélohoz percenként atlagosan 10 kérés érkezik, Poisson folyamat szerint.
Minden kérés a tobbitdl fiiggetleniil %0 valoszintiséggel hibas.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy 10:00 és 10:02 kozott nem érkezik hibas kérés?
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b.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott pontosan 20 kérés érkezett (Gsszesen), mennyi a valoszi-
niisége, hogy ezek egyike sem hibés?

c.) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott legalabb 18 hibatlan kérés érkezett, mennyi a valoszinii-
sége, hogy hibés viszont egy sem?

Megoldas:

a.) Legyen X a 10:00 és 10:02 kozott érkez6 hibas kérések szama. A hibas kérések folyamata az
Osszes kérés Poisson-folyamatanak ritkitasa, igy maga is Poisson folyamat. Mivel két perc
- 0
alatt atlag ket hibas keérés érkezik, EX = 2, vagyis X ~ Poi(2). Igy P(X = 0) = e 2% =
e 2~ 0.135

b.) Mivel a 20 kérés mindegyike a t6bbitdl fiiggetleniil % valoszintiséggel hibés,

1\
P(egyik sem hibas) = (1 - 1—0) ~ 0.122

(Alternativ megoldds: azon feltétel mellett, hogy dsszesen 20 kérés érkezett, a hibds kérések
szdma binomidlis eloszldsi n = 20, p = 1L0 paraméterekkel, és

(o) )= () 68 )

c.) A hibas és a hibatlan kérések szama egymastol fliggetlen, ezért a feltételes valosziniség
megegyezik a feltétel nélkiili valoszintiséggel, amit az a.) pontban kiszamoltunk: e2 ~ 0.135

6. Laplace-transzformacio

6.1 Legyen X ~ Exp(\). A definicio alapjan irjuk fel X Laplace transzformaltjat! Ennek derivala-
saval szamoljuk ki az EX varhato értéket és a VarX szorasnégyzetet!

6.2 Az X valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlast az [a, b intervallumon. Mi a Laplace-transzformaltja?

6.3 X,Y > 0 fiiggetlen valoszintiségi valtozok, Z = X +Y, X ~ Exp(1) és Z ~ T'(1,1). MiY
eloszlasa?

6.4 Moricka éjjelente hullocsillagokat néz, és oranként atlagosan 4-et 1at. Minden hullocsillag, a

tobbitdl fiiggetleniil, véletlen ideig latszik. Ez a véletlen id6 exponencidlis eloszlast, %s varhato

értékkel. Jeloljik X-szel azt az id6t, ameddig Moricka 22:00 és 24:00 kozott hulloesillagot lat
(masodpercben mérve).

a.) Szamoljuk ki X Laplace transzformaltjat! (Jelolje L.)
b.) Mennyi L'(0)?
¢.) Mennyi L"(0)?
d.)

Mennyi X szorésnégyzete?
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(A precizek kedvéért: Elvileg eldfordulhat, hogy egyszerre két hulldesillag is ldtszik, vagy hogy egy
hullocsillag felvillandsa csak részben esik 22:00 és 24:00 kizé (pl. mert 22:00 eldtt egy ezredmd-
sodperccel kezdddik). Ezektdl nagyvonalian tekintsink el.)

6.5 Pistike irodajaban reggel 8-t6l kezdve 6ranként atlag 3-szor csérog a telefon, Poisson-folyamat
szerint. Pistike valamikor 8:00 és 9:00 kozott érkezik az irodaba, egyenletes eloszlast véletlen
id6pontban (ami fiiggetlen a telefonhivasoktol). Mi a valészintisége annak, hogy Pistike egyetlen
hivasrol sem marad le?

7. Folytonos ideji Markov lancok

7.1 Pistike az ablakbol az utca forgalmat nézi. Személyautok és teherautok mennek arra, mind-
ketté Poisson-folyamat szerint: személyautobol percenként atlagosan 3, teherautobol percenként
atlagosan 1. Pistike csak a teherautokat szereti. Jokedve 5-0s skalan valtozik (1 és 5 kozott):
ha teherautot lat, 1-gyel felfelé ugrik (hacsak nem maér elGtte is 5-0s volt), ha pedig személyau-
tot, akkor 1-gyel lefelé (hacsak nem mar elGtte is 1-es volt). Legyen X(t) Pistike jokedve a t
idépillanatban, ¢ > 0.

(a) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Irjuk fel X (¢) generatorat.

(b) Hatarozzuk meg (X (t),t > 0) stacionérius eloszlasat. (Szabad észrevenni, hogy X véges
allapottert sziiletési-halalozési folyamat.)

(c) Pistike a nézelgdést teljes jokedvvel kezdte. Egy ora elteltével arra jar az apukaja. Kozelits-
leg mennyi annak a valoszintisége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis 1-es allapotban)
talalja?

(d) Hosszu tavon az idé hany szazalékiban lesz Pistikének 5-6s jokedve?

(e) Hosszu tavon mennyi lesz Pistike jokedvének idGatlaga?

Megoldas:

(a) Az id6t mérjiik percben. Az allapottér S = {1;2;3;4;5}. Ugrani csak szomszédos éllapotba
lehet, éspedig felfelé 1 rataval (mert a teherautok 1 rataval jonnek, lefelé pedig 3 rataval,
mert a személyautok 3 rataval jonnek. Persze az 1-bdl csak felfelé, az 5-b6l csak lefelé lehet
ugrani. Igy a generator

-1 1 0 0 O
3 =4 1 0 O
A=10 3 -4 1 O
o 0 3 -4 1
o o0 0 3 =3

(b) A sziiletési-halélozasi folyamat stacionarius eloszlésa a szomszédos allapotoknak olyan re-
lativ sulyt ad, ami reciproka az egymasba val6 atugrasok ratai ardnyanak. Vagyis m; : mo =
3:1,m:m3=3:1,m3:my=3:1,m:7m5=3:1. OSSZGSitVGﬂ'lZ7T227T327T4I7T5:811
27 :9:3:1. Az ardnysort lenormélva

W:(g 27 9 3 L)

121 121 121 121 121
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Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az AT7?7 = 0 egyenletrendszert (a transzponalas
nagyon fontos), vagyis azt, hogy

-1 3 0 0 0]0
1 -4 3 0 010
0o 1 -4 3 0]0
0o 0 1 -4 3]0
0o o0 0 1 -1]0
(c) Egy ora hosszi id6, ezért a kiindulasi allapottol fliggetleniil a stacionérius eloszlassal koze-
litiink: P(X(;O = 1‘X0 = 5) ~ T = % ~ 69%.

(d) Az ergodtétel értelmében az idsatlag m5 = 137 ~ 0.8%.

e) A jokedv egy szam 1 és 5 kozott, egész pontosan t-kor a jokedv X;. Az ergodtétel értelmében
J gy g J g
az idGatlag a staciondrius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis

81 27 9 3 1 179
) . Z:l-— 2._ 3._ 4._ 5-—:—%1.48‘
;2 8 TR U TR U R CTR U
(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergod-
tételt alkalmazni, tekintse az f : S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

7.2 A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van Osszesen. A csatarok koziil esetleg néhany sériilt. A
csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az
Osszes egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy
sériilés atlagosan 1 honapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelolje az egészséges csatarok szaméat a t idépontban X;. Az id6t mérjiik honapokban.
a.) Modellezziik X;-t folytonos idejti Markov-lanccal! Irjuk fel a generatort. Legyiink észnél a
ratakkal!

Szémitsuk ki a stacionarius eloszlast.

<

Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani? Miért?

[oFaNe)

Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?

¢

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik meg annak a valoszintiségét,
hogy a kovetkez$ 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 honapnak).

Megoldas: Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. Ha 0 csatar egészséges, persze nincs sériilés. Ha

1 egészséges (vagyis X, = 1), akkor az az egy 3 rataval sériil meg, vagyis Ajp = 3. Ha 2
csatar egészséges, akkor mindkettd jatszik is, igy valamelyikik mar \o1 = 2 - % = % rataval sériil

meg. Ha 3 vagy 4 csatar egészséges, akkor is csak kettG jatszik, igy a sériilés ratdja ugyanennyi:
Azg = A3 = %

Ha minden csatar egészséges, akkor persze egy se tud meggyogyulni. A pontosan 1 sériilt (vagyis
X; = 3), akkor azaz egy 1 rataval épiil fel, vagyis A\34 = 1. Ha 2 sériilt, akkor mindketts
labadozik, igy valamelyikik méar M3 = 2 -1 = 2 rataval épiil fel. Ugyanigy, ha 3 sériilt, akkor
mindharom ldbadozik, ezért \;2 = 3, és ha mind a 4 sériilt, akkor mind a négy labadozik, igy
)\01 =4,

Mivel egy valoszintiséggel egyszerre csak egy csatar tud megsériilni vagy felépiilni (a folytonos
Markov modell szerint), az Osszes tobbi (nem szomszédos allapotok kozotti) ugrasi rata 0.
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7.3

a.) Igy az infinitezimalis generator

—4 4 0 0 0
1/3 —10/3 3 0 0

G=|0o 273 -83 2 0
o 0 2/3 —-5/3 1
0 0 0 2/3 -2/3

(A featlon kiviilre az ugrasi ratékat irjuk, a f6atloba meg annyit, hogy minden sordsszeg nulla
legyen.)

b.) A 7w = (m,...,m,) stacionarius eloszlas kiszamitasdhoz vagy megoldjuk a GT7? = 0 homogén
linearis egyenletrendszert azzal a kiegészit§ feltétellel, hogy my + - - - + m4 = 1, vagy kihasz-
T N

naljuk, hogy X; sziiletési-haldlozasi folyamat, amib6l szomszédos i, j &llapotokra = = {Z.
J )
Mindkettsbdl az jon ki, hogy

T=c(1 12 54 162 243) = (55 2 24 12 285 (0002 0.025 0.114 0343 0.515).

472 472 472 472 472

c.) A 0 allapotban eltoltott id6nek a teljes id6hoz mért aranya nem egyéb, mint f(X;) idéatlaga,
ahol f : S — R a 0 allapot indikatora: oszlopvektor forméjiban f = (10000)%. Mivel
a Markov lanc folytonos ideji, véges allapotteri és irreducibilis, az ergodtétel szerint ez az
id6atlag tart 7f = my ~ 0.002, vagyis a Faldb FC hosszi tavon az id6 kb. 2 ezrelékében
jatszik csatar nélkiil.

d.) A jatszo csatarok szamat az allapot fiiggvényében a g = (01222)7 fiiggvény adja meg.
Ennek idGatlaga hosszi tavon - ismét az ergodtétel miatt mg = m +2 - (w9 + 75 +m4) =~ 1.97.

e.) A 4 allapotbol valo elugras rataja %, igy annak valdsziniisége, hogy t = % ideig nem torténik
ugras, pontosan annak valészintisége, hogy egy A\ = % paramétert exponencialis eloszlas
t= %—nél nagyobb értéket vesz fel, vagyis 1 — F,\:%(%) — e 35 = e 5 ~ 0.80.

Egy egyszerd jelfeldolgozo eszkdz az egyes beérkezé jeleket fliggetlen, exponencialis eloszlasu

véletlen iddk alatt dolgozza fel. A feldolgozési id varhato értéke 1 masodperc (vagyis % perc).

Amig egy bejové jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkez6 tjabb jeleket az eszkoz

figyelmen kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozési sor). A beérkezd jelek Poisson folyamat szerint

érkeznek, percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre
var”, illetve ,foglalt, feldolgozas folyamatban, nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejd Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimélis generatorat. Indokoljuk.

b.) Az eszkoz a mitkddése els§ pillanataban szabad. KozelitGleg mennyi a valoszintisége, hogy
tiz ora elteltével éppen foglalt lesz? Miért?

c.) Az eszkoz teljesitményfelvétele passziv dllapotban 1W, feldogozés soran viszont 10WW. Mennyi
az atlagos teljesitményfelvétel hosszi tavon? Miért?

Megoldas: Az allapotokat jeloljiik szamokkal: legyen S = {0,1} ahol 0 a passziv, 1 pedig az

aktiv allapot. Jeloljiik a rendszer allapotat t id6 elteltével X;-vel. Mivel csak két allapot van,
ugrani persze 0-bol csak 1-be, 1-bél pedig csak 0-ba lehet.
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a.) Az 1-bgl 0-ba ugras rataja Ajp = 60, mert a feldolgozéssal eltoltott id varhato értéke /\ll =

Aim = %. A 0-bol 1-be ugras ratadja Ao = 2, mert ilyen rataji Poisson folyamat szerint
érkeznek a jelek. Ezek a \;j-k lesznek a G infinitezimalis generdtor f6atlon kiviili elemei. A

foatlot pedig ngy toltjiik ki, hogy minden sorésszeg 0 legyen. Igy

-2 2
¢= (60 —60)'

b.) Mivel a Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos idejti, a Markov lancok alap-
tétele szerint hosszi id6 elteltével az egyes allapotok valdszintiségei tartanak a (z egyetlen)
stacionarius eloszlas szerinti sulyokhoz. 10 o6ra azaz 600 perc pedig (ilyen ratak mellett)
hosszt id6. Ezért keressiik a m = (my ;) stacionarius eloszlast a GTnT = 0 linedris egyenlet-

rendszer megoldasaval:
-2 60 my) (0
2 —60)\m /) \0)’

avagy a lineéris algebraban szokasos tomor jeloléssel

-2 6010
2 —60/0)"

A két egyenlet egymésnak —1-szerese, igy elég mondjuk az elsét nézni: —2my + 607, = 0,
amib6l g = 30m;. Példaul m; = 1 valasztassal is megkapjuk az egyenletrendszer egy lehet-
séges megoldasat: 7 = (30 1). A keresett stacionarius eloszlas ennek olyan konstansszorosa,
amiben az elemek Osszege 1:

= (% 4.

A Markov lancok alaptétele szerint tehat P(Xgoo = 1) = m = 3—11 ~ 0.0323.

c.) A pillanatnyi teljesitményfelvétel a t id6pontban f(X,), ahol az f : S — R megfigyelhets
mennyiség olyan, hogy f(0) =1 és f(1) = 10. Ezt célszeri oszlopvektorként irni:

=)

Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f(X;) idGat-
laga hosszt tavon (1 valoszintiséggel) tart az egyetlen 7 stacionarius eloszlas szerinti varhato
értékhez:

17 . A 30 1 40
lim f/o f(Xt)dt:ZWif(Z):Wf:(ﬁ 71) (10) :ﬁ'1+ﬁ'1023_1%1'29‘

7.4 Mérnok Mari 0jsziilott gyermeke az édesanyja megfigyelése szerint haromféle allapotban lehet:
1 — sir”; 2 — Jalszik”; 3 — eszik”. A gyermek idénként véletlenszertien ugrik at egyik allapotbol
a mésikba, az el6zményektdl (a jelenre, mint feltételre nézve feltételesen) fiiggetleniil, vagyis &
egy haromallapoti, folytonos ideji Markov lanc. Jeldlje X (¢) a gyerek allapotat ¢ idében. A
bedgyazott diszkrét ideji Markov-lanc ) atmenetvalosziniiség métrixa a kovetkezs:

0 1 0
Q=108 0 02
08 02 0

Az allapotsorrend 1,2,3 balrol-jobbra és feliilrél-lefelé. Feltessziik, hogy az 1-es allapotban marad
Ezp(8) ideig, a 2-es allapotban FExp(1l) ideig és a 3-asban Exp(5) ideig. (Mari az id6t 6raban
méri.)
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frjuk fel a Markov lanc infinitezimélis generatorat. Indokoljuk.

a.)

b.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

c.) Az id6 hany szazalékdban van az 1-es, 2-es, 3-as allapotokban? Miért?
d.)

Ha a gyerek az 1-es allapotban van, Marinak 6ranként 100 hajszala hullik ki. Hasonléan a
2-es allapotban 5, a 3-as allapotban 20 hajszalat veszit 6ranként. Koriilbeliil hany hajszéla
hullik ki Mérnok Marinak, mire a gyermek eléri a négyhetes kort? Miért?

Megoldas:

a.) Az egyes allapotokban a tartozkodéasi id6k a feladat szévege szerint exponencialisak, ahogy
annak egy folytonos idejii Markov lancban lenni kell. Ezek paraméterei (ratai) éppen a
tartozkodési id6 paraméter vektort adjak: A = (A1, A2, A3) = (8,1,5). Ezek a ratak keriilnek
negativ elGjellel a G infinitezimdlis generator f6atlojaba. A fGatlon kiviili elemekre G;; =
)\ij = /\le Ezeket mind beirva

-8 8 0
G=108 -1 0.2
4 1 =5

b.) Meg kell oldani a GTnT = 0 linearis egyenletrendszert. A linearis algebraban szokdsos matrix-

jeloléssel
-8 08 410 -8 08 410
8 —1 1|0|*™R" [0 —02 5|0]~
0 02 =50 0 02 =50

Az utolso egyenlet elhagyhat6, mert azonos a mésodikkal. Az els6hoz hozzdadjuk a masodikat
4-szer, majd mindkét sort leosztjuk a fGatlobeli elem abszolut értékével:

-8 0 24]0 -1 0 3|0
0 —-02 5|0 0 -1 25/0/°

Vagyis m = 3m3 és my = 25m3, amibdl az egyenletrendszer egy lehetséges megoldasa 7 =
(3,25,1). Ezt lenormélva (hogy az elemek Gsszege 1 legyen)

3 25 1
T=|—=, == =]
29729 29

c.) Legyen S = {1,2,3} az allapottér. Az, hogy az 1-es allapotban eltoltott id6 az Gsszes idének
hanyad része, az f: S — R,
1

megfigyelhet6 mennyiség idGatlaga. Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotterti,
az ergodtétel szerint az idGatlag hosszu tavon (1 valoszintiséggel) megegyezik a stacionarius
eloszlas szerinti atlaggal, vagyis 7 - f = 7 = 23—9. Hasonléan hosszi tavon a 2-es allapotban

az id6 my = g—g, a 3-asban pedig m = % hanyadat tolti.
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7.5

d.) Ezuattal el@szor a g : S — R,

100
g=1 5
20
fiiggvény idGatlagat keressiik. Megint csak az ergodtétel értelmében az idGatlag hosszi tavon
egy valoszintiséggel - g = 100m; +5my + 2073 = 42 (hajszal /ora). Négy hét az 4-7-24 = 672
ora, vagyis Mari ezalatt koriilbeliil 672 - 42%5 ~ 10312 hajszalat veszit.

Egy kisbolt parkol6jaban 3 auténak van hely. A parkolohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek
az autos vevek, atlagosan 5 percenként. Ha a parkolo tele van, akkor tovabbmennek, ha pedig
van hely, akkor leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencialis eloszlast véletlen id6t
toltenek el, 5 perc varhato értékkel, egyméstol fiiggetleniil. Vasarlads utan azonnal autoba iilnek
és elhajtanak. Kezdetben a parkolo iires. Jelolje X, (¢t > 0) a parkoloban 1év6 autok szamét ¢
perc elteltével.

(a) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret és az infinite-
zimalis generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 1év6 vevs egyike konnyebben
elmegy, mint egy vevs énmaga.)

(b

) Szamoljuk ki X; stacionarius eloszlasat.

(c) Hosszu 1d6 elteltével kozelitéleg mennyi a valészintisége, hogy a parkolot iiresen talaljuk?
)
)

(d

(e) A potencialis autos vevsk hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a parkoloja?

Hosszt id6 atlagaban hany auto all a parkoloban?

Megoldas:

X; véges allapotterd sziiletési-halalozasi folyamat. Az id6t percben mérjiik, igy a felfelé ugras
rataja (aut6 jon) mindig i, hacsak nem tele van a parkolo, a lefele ugras rataja (auto megy)
pedig az ¢ allapotbol i - %, 1=0,1,2,3.

(a) Az allapottér S = {0;1;2;3}, a generator

~1/5 1/5 0 0
1/5 —2/5 1/5 0
0 2/5 -3/5 1/5
0 0 3/5 -3/5

G:

(b) A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan re-
lativ sulyt ad, ami reciproka az egyméasba val6 atugrasok ratai aranyanak. Vagyis m : m =
1:1,m:my=2:1,m:m3=3:1,. Osszesitve m : m Mg M3 =6:6:3: 1. Az aranysort
lenormélva

=& 1 6 1)
Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az G'nT = 0 egyenletrendszert (a transzponalas
nagyon fontos), vagyis azt, hogy (az atlathatosag kedvéért 5-tel végigszorozva)

-1 1 0 010

1 =2 2 0|0
0 1 -3 3|0
0o 0 1 =30
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(c) Hosszu id§ elteltével a kiindulasi allapottol fiiggetleniil a stacionarius eloszlassal kozelitiink:

(d) Az ergodtétel értelmében az idGatlag a stacionarius eloszlas szerinti varhato érték, vagyis

6 6 3 1 15
o =0-—+1-—+2. —4+3-— =— ~0.94.
Z,GZS“T 6 6T 16 16

(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az ergod-
tételt alkalmazni, tekintse az f : S — R, f(i) =i fiiggvényt.)

(e) A parkol6 az id6 w3 = %—éban van tele, tehat az autosoknak pontosan azt az %—ét azaz
6.25%-at veszitjiik el, aki ezalatt jon. Masképpen szamolva: percenként atlagosan % autos
jon arra, de a Markov lanc felfelé ugrasainak szama (vagyis a ténylegesen leparkolé autok
széma) idoatlagban csak moAg + T Ajg + Mo Ags = (Mo + 1 + o) - 2 = 1. %, vagyls az arra

5 16
jaro autok f—ﬁ—oda nem parkol le.

7.6 Egy béka fel-le ugrél egy 4-foku lépcsén, ahol a legalsé szint a 0, a legfelsd pedig az 4, igy a béka
5 kiilonb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencialis eloszlasu véletlen ideig var 10
masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik
egyet felfelé, kivéve, ha méar legfeliil van (mert akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye
1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik egyet, kivéve, ha mar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova).
Ez utdn a béka ugyanezt ismételgeti, az el6zményektsl fliiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es
szinten van. Legyen Y (t) a béka helye t id6 elteltével. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel az Y (t) Markov lanc allapotterét, tartozkodasi id6 paraméter vektorat és kezdeti
eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsé dllapotokban sem lehet helyben ugrani, csak tovdbb
vdrni!)

Irjuk fel a beépitett diszkrét ideji Markov lanc dtmenetmatrixat!

[rjuk fel az Y (t) Markov lanc rata-métrixat és infinitezimélis generatorat!

)

c.)

d.) Rajzoljuk le a Markov lanc graf-reprezentéaciojat!
) Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy a béka 1 méasodperc elteltével a 2-es szinten lesz?
)

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlésait! Szabad kihasznélni, hogy Y (¢) sziiletési-
halalozasi folyamat.

g.) Kozelit6leg mennyi a valészintisége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz? Miért?

h.) Mennyi lesz a béka helyének idGatlaga hossza tavon? Miért?
Megoldas:

a.) Az allapottéer S = {0,1,2,3,4}. A kozbiils§ allapotokbol (1, 2, 3) az elugréis rataja 6, mivel
a varhato tartozkodasi idg % perc. Legalul, a 0 allapotban viszont csak ennek %—a, mert nem
elég, hogy csérég az ora, hanem még 5-Ost vagy 6-ost is kell dobni, aminek a valdszintisége
1 - , . , L, e, 2 . L, L, e e 1.
3- Ugyanigy legfeliil, a 4 dllapotban az elugrasi rata 6 - § = 4. Vagyis a tartozkodési id6

paraméter vektor

A=(2 6 6 6 4).
A kezdeti eloszlas vektor w(0) = (01000).

jen}
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b.) 0-bol csak 1-be lehet ugrani, 4-b6l csak 3-ba. A tébbi allapotbol % valoszintiséggel ugrunk

fel és % valoszintiséggel le. Igy a beépitett diszkrét idejii Markov lanc atmenetmatrixa
01000
2 1
035 00
Q=10 20 5 0
2
00 35 0 %
00010

c.) A A rata-matrix f64tlojaban nincs semmi, a tobbi eleme A;; = A;Q;;. A G infinitezimalis
generdtor ugyanez, csak a f6atloja agy van kitoltve, hogy minden sorosszeg 0 legyen, vagyis

Gij:{“’ ha i # j

~\i hai=j
Esetiinkben
x 2 00 0 -2 2 0 0 0
4 % 2 0 0 4 -6 2 0 0
A=1|04 x 2 0] G=]10 4 -6 2 0
B 00 4 % 2 0 0 4 -6 2
000 4 x O 0 0 4 -4

Hat persze: a lefelé ugras rataja mindig 4, mert egy oracsorgés és egy 1 és 4 kozotti dobas
kell hozza (kivéve legalul); a felfelé ugras ratéja pedig mindig 2, mert egy oracsorgés és egy
5-0s vagy 6-os dobas kell hozza (kivéve legfeliil).
d.) A graf-reprezentacio:
2 2 2 2

4 4 4 4

e.) t = g rovid id6, ezért a t idejli atmenetmétrix P(t) ~ P(0) + tP'(0) = I + tG. Ezen beliil

Pm(t) ~ O+t)\12 = % = 3—10 Vagyls

1 1

P(X[|[—)]=2|X0)=1|~—.

(x (@) =2lro=1) 5
f.) Folytonos idejd sziiletési-halalozasi folyamatban minden i-re m\; ;41 = mip1Aiy1,. Ebbol
esetiinkben ™ = & = T2 — T — 2. Ebbgl my = 1 vélasztassal 7 = (16;8;4;2;1). Eazt

oy o T3 T4 . ]
lenormalva kajuk az (egyetlen) stacionarius eloszlast:

7T:7T(

Y)_(E 8 4 2 L)
— 31 31 31 31 31/°

g.) t = 20 hosszi id6. A Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos ideji. Ezért a
Markov lancok alaptétele szerint

P(X(t) =4 X(0) = 1) ~my = —.

68



h.)

A béka helye az f : S — R fiiggvény, ahol f(i) = i, vagyis vektor-forméban f =

W~ O
g

4
Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga
hosszi tavon 1 valosziniiséggel

N—-1
lim — 3" F(X) =Bl f =3 mf(i) =7/
n=0

N—oo N oy
K3

_16-0+8-1+4-2+2-3+1~4_26N084
N 31 RIS

7.7 Egy lépcs6hazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen kiégve.
Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponenciélis eloszlasi, 1 év varhato értékkel. A
lépcesGhazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson folyamat szerint), és az Gsszes
kiégett kortét ujra cseréli. Jeloljik X (¢)-vel a t id§ elteltével miikods korték szamat. Az id6t
mérjiik években.

a.)

b.)
c.)

d.)

e.)

Adjuk meg az X (t) Markov lanc allapotterét és az atmenetratakat (rata-matrixot). (Vigyd-
zat: ha éppen 2 korte mikodik, milyen rdtdval ég ki kozilik valamelyik?)

Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valészintisége, hogy holnap
délben mind mikodni fog?

Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliill mennyi a valoszintisége, hogy pont 20
évvel kés6bb mind mikodni fog?

A 1épcs6hazban akkor van zavaréan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hossza tavon az id§
hany szézalékdban van zavaroan sotét?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3}. Ha egy korte ég, annak kiégési rataja a varhato élettartam
reciproka, esetiinkben 1/1 = 1, vagyis az 1 allapotbol a 0 allapotba Ajp = 1 rataval ugrik
a rendszer. Ha 2 korte ég, akkor mar 1 + 1 = 2 rataval fog kiégni valamelyik, igy Aoy = 2.
Ugyanigy A3» = 3. A gondnok latogatasainak rataja 2, igy a 0, 1 és 2 allapotbdl is A\g3 =
A13 = Agg = 2 rataval ugrik a rendszer 3-ba. (Ha a rendszer éppen a 3 allapotban van és jon
a gondnok, akkor nem torténik semmi.) Mas dtmenet nem lehetséges, igy a rata-matrix

é:

S O = %
SN *x O
w *x O O
* DN DN DN

(Ennek a f6atlojaban nincs semmi, mert helyben ugrés nincs.)

Az infinitezimdlis generatort dgy kapjuk, hogy a A f6atlojat kitoltjiik agy, hogy minden
sorosszeg nulla legyen:
-2 0 0 2
1 -3 0 2
G = 0o 2 —4 2
o 0 3 -3



c.)

Legyen tegnap délben a t = 0 idépont. Igy a kérdés
P(X(At) = 3| X(0) =2) = Pog(At) =7

ahol A(t) = %, mert az id6t években meérjiik, és P(t) a t idejli atmenetmartix. Mivel At
kicsi (a rendszerbeli tipikus varakozasi id6khoz képest), P(At) = P(0)+ AtP'(0) = I + AtG,
ahol I az egységmatrix. Vagyis
Po3(At) ~ Iz + 2 Gz =0+ 2 2= 1 ~ 0.01 = 1%
AT TR P T T 365 © 365
(Més szoval: Két nap alatt a 2 — 3 atmenet valoszintisége els¢ kozelitésben megegyezik
annak valoszintségével, hogy a két nap alatt jon a gondnok, mert méar ennek is elég kicsi a
valészintisége — annak meg, hogy tobb esemény is torténik, még sokkal kisebb. A gondnok

latogatasanak valoszintisége pedig rovid id6 alatt rata - id6.

A kérdés most is
P(X(t) =3[ X(0) = 2) = Py(t) =7

de ezuttal ¢t = 20 hosszu id6. A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis (valamint foly-
tonos idej, igy periodikus nem lehet), ezért a Markov lancok alaptétele szerint a P(X (t) = 3)
valosziniiséget a stacionéarius eloszlas szerinti w3 valoszintiséggel kozelithetjiik (a kiindulo al-
lapottol fiiggetleniil), ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlds. Ennek kereséséhez a GTnl = 0
linearis egyenletrendszert kell megoldani:

2 1 0 o0lo0 2 1 0 00 2 1 0 0]0
0 -3 2 010 0 -3 2 010 0 -3 2 010
0 0 —4 310 T lo o —4 3ol o 0o -4 3|0
2 2 2 =30 0 3 2 =30 0 0 4 =30
2 1 0 0|0 -1 1/2 0 0|0

~ [0 =3 2 oo]~[0 -1 2/3 010

0 0 —4 3|0 0 0 -1 3/4[0

Ezt kiolvasva my = %7?1, ™= %7@, Ty = %7?4, vagyis pl. m3 = 4 valasztassal kapjuk, hogy egy

megoldas a 7 = (1,2, 3,4) vektor, és persze megoldés ennek minden szamszorosa is. Minket
az egyetlen normalt megoldés érdekel (amire ), o7 = 1), vagyis

L 1 2 3 4
ﬂ-zl_oﬂz(ﬁ 10 10 E)
Igy a kérdésre a vélasz
3

e.) Legyen f : S — R a ,zavar6an sotét van” esemény indikatora, vagyis f(0) = f(1) = 1,

f(2) = f(3) = 0. Vektor-jeloléssel

~
I
S O = =
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gy at € [0, 7] id6tartam alatt a 0 és 1 allapotok valamelyikében eltltott id6 fOT F(X(¢))dt,
a kérdés pedig, hogy az id6 hany szazalékat tolti a rendszer a 0 és 1 4llapotok valamelyikében,
az f(X(t)) idsatlaga:
_ 1 [T
= 1 _— :?
) = Jim 7 [ x ) ae =

A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint egy valoszintiséggel

fX)=E.f =) mf(i)=nf,

€S

ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlas. Esetiinkben

X == % 1w 1)

O O ==
—_
)

7.8 Egy fagyis bacsi el6tt gyerekek allnak sorba. O minden sorra keriils gyereket exponencialis
eloszlast véletlen id6 alatt szolgal ki, fél perc varhaté értékkel, az el§zményektdl és a sorban
allok szamatol fiiggetleniil. A gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
1, a multtol és a sor hosszatol fiiggetleniil. Kivétel, ha a sorban méar 3 gyerek all, mert akkor
tobb nem allhat be (az apukéja elvonszolja). Jelolje X (¢) a sorban allok szamat ¢ id§ elteltével.
Az id6t mérjiik percben. Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov lanccal.

a.)
b.)

e o

=o0R — D

—e

J)

Mi a Markov lanc allapottere?

Rajzoljuk fel a Markov lanc graf-reprezentaciojat — vagyis a lehetséges atmenetek iranyitott
grafjat az egyes atmenetek rataival.

Irjuk fel a Markov lanc rata-matrixat.

Irjuk fel a Markov lanc tartézkodasi id6 paraméter vektorat.

Ha a sor hossza éppen 2, varhatéan mennyi id6 milva fog megvaltozni?

Ha a sor hossza éppen 2, mennyi a valoszintisége, hogy a kévetkezo6 allapot a 3 lesz?
Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat.

Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait.

Ha a sor ¢t = 0-kor iires, kozelit6leg mennyi a valosziniisége, hogy 2 ora elteltével 3 lesz a
hossza?

Az id6 hany szazalékat tolti a fagyis bacsi tétleniil (mert iires a sor) hossza tavon?

Megoldas:

a.)
b.)

A sorban allok szama 0,1,2 vagy 3 lehet, igy az allapottér S = {0, 1,2, 3}.

Egyszerre csak egy gyerek mehet el, és csak egy érkezhet, igy ugrani minden allapotbdl csak
szomszédos allapotokba lehet. A felfelé ugréas rataja mindig a gyerekek érkezési folyamatanak
rataja, vagyis 1 (mert percenként atlag 1 gyerek érkezik). A lefelé ugras rataja pedig a
kiszolgalas rataja, vagyis 2, mert a bacsi percenként atlag 2 gyereket szolgal ki. FONTOS,

hogy a rdta, ami 2, nem egyenld a kiszolgdldsi 1dd vdarhato értékével, ami %, hanem annak a
reciproka. Igy a graf-reprezentéciod
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c.)

d.)

2 2 2
Ez alapjan a rata-méatrix
*x 1 0 0
2 x 10
A= 0 2 * 1
0 0 2 x

A tartozkodési id6 paraméter vektor a rata-matrix sordsszegeibdl all, vagy mas szoval az
egyes allapotokbol valo elugréis rataibol:

A=(1 3 3 2).

A 2 allapotbol valo elugras ratadja Ao = 3 vagyis a tartozkodasi id6 varhatéd értéke /\% = %

Az egyes irdnyokba valo ugrasok valészintiségeit a beépitett diszkrét idejii Markov lanc at-
menetmatrixa adja meg: Q;; = ’f\—f hai # j, és Q;; = 0, ha i = j. Most a kérdés csak a 2-bdl
3-ba ugras val.ségére vonatkozott, vagyis a valasz Qo3 = A/\—Q; = % De ha mar itt tartunk,
felirom az egész matrixot:

0100

2 1

=0 £ 0

Q=12 2 2 1
035 0 3
0010

Az infinitezimalis generatort Ggy kapjuk a rata-matrixbol, hogy a f6atléba beirjuk a tartoz-
kodasi id6 paraméter vektor eleminek ellentettjét (vagyis annyit, hogy a sordsszegek nullak
legyenek):

-1 1 0 O
2 =3 1 0
G= 0 2 -3 1
0o 0 2 =2

Mivel a Markov lanc irreducibilis és véges allapotteri, pontosan egy 7 stacionarius eloszlas
(sorvektor) van, éspedig a GT 77 = 0 linearis egyenletrendszer egyetlen olyan megoldasa, ahol
a sorosszeg 1. Jelen esetben az egyenletrendszer a szokisos matrix-reprezenticioval

-1 2 0 010
1 -3 2 0|0
0O 1 =3 2|0}|"
0 0 1 -=2|0

aminek a normalt megoldasa
_ (8 4 2 1
= (E 5 15 1_5) :
(Az egyenletrendszer megoldasanak és a megoldas lenormélasanak menetét illetGen lasd az
el6z6 feladat megoldasat, vagy barmelyik linearis algebra konyvet.)
A Markov lanc folytonos idejt, irreducibilis és véges allapottert, t = 120 perc pedig hosszi
id6, ezért a Markov lancok alaptétele értelmében a kezdeti eloszlastol fiiggetleniil

1

P(X(120) = 3) = = —.
(X(120) = 3) = 7y = —
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j.) Legyen

o O =

0

fiiggvény az allapotéren. Ez éppen a 0 allapot indikatora, igy f(X(¢)) id6atlaga éppen azt
mondja meg, hogy a sor az id6 mekkora hanydaban iires. A Markov lanc irreducibilis és véges
allapottert, ezért az ergodtétel értelmében az f(X(t)) figgvény (id6)atlaga hossza tavon 1
valoszintiséggel a stacionarius eloszlas szerinti varhato értékhez tart:

lim l/o FXA) At =Eof =Y mf(i)=nf =

Tooo T ieS
1
S (L4 2Ly 01_38
15 15 15 15 0 15
0

7.9 Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként &tlagosan ketten, és
beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fliggetlen, exponencidlis eloszlast id§ alatt
szolgal ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem &ll senki, a fagyis bacsi unatkozik. Hosszu
tavon az id6 hany szazalékaban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mér 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi érkezd
gyerekeket az apukajuk elrdngatja.

b.) A sor hossza akdrmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legelszantabb %—a all
be. (Minden gyerek, a tobbitdl fiiggetlentil, % valosziniiséggel legelszantabb.)

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t) sziletési-
haldlozdsi folyamat.)

Megoldas:

a.) Legyen a segitség szerint X (t) a sor hossza t perc elteltével. Ennek allapottere S = {0,1,2,3,4,5}.
Ugrani csak szomszédos allapotokba lehet, vagyis X (¢) sziiletési-halalozasi folyamat. A felfelé
ugras, vagyis a gyerekek érkezésének rataja mindig 2, vagyis Mgy = Ao = Aoz = Agq = A\y5 = 2.

A lefelé ugras, vagyis a kiszolgalas ratdja mindig 1, vagyis Ajg = Aoy = Ag2 = A\yz3 = A5y = 1.
A t6bbi \;; = 0. A graf-reprezentaci6

2 2 2 2 2
02122232425
1 1 1 1 1

A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa mindig olyan, hogy minden i-re (amire
ez értelmes) m\; i1 = Miy1Niy14. Esetiinkben ¢ = 0,1,2,3,4-re 2m; = 1lmyy, vagyis az
egyetlen stacionarius eloszlas

W:const(l 2 4 8 16 32):(6—13 % % % % %)

A fagyis béacsi akkor unatkozik, ha X(t) = 0, vagyis az f : S — R, f = (1,0,0,0,0,0)T
(oszlopvektor) idGatlagat keressiik. Ez az ergodtétel szerint

fX)=nf=m ! ~ 0.016 = 1.6%.

0= 63
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b.)

Az allapottér ezattal S = {0,1,2,3,4,5,...} végtelen, de X (¢) tovabbra is sziiletési-halalozasi
folyamat. A lefelé ugras rataja tovabbra is mindig 1, vagyis A\jy1;, = 1 (¢ =0,1,2,...). A
felfelé ugras rataja viszont csak akkor 2, ha legfeljebb 4 gyerek all a sorban, vagyis \g; =
)\12 = )\23 = )\34 = )\45 = 2, Ha ¢ Z 57 akkor /\i,i—i-l = %7 mert csak minden harmadik érkezd
gyerek all be a sorba. A graf-reprezentacit ezuttal

2 2 2 2 2
l=l1l22232425026=27=28---
1 1 1 1 1 1 1 1

gy a TiNiit1 = Tir1Ait1,; szabaly minden ¢ = 0,1,2,...-re érvényes. 7 = 0,...,4-re azt
mondja, hogy 7,11 = 2m;, viszont ¢ > 5-re azt, hogy m; 1 = %m. Vagyis az egyetlen staciona-
rius eloszléas, ha létezik,

m=c(l 2 48 16 32 & & = 2 )

Esetiinkben létezik, mert a vektorban szerepld szamok Osszege véges:

1 64 128 2i
= = 1424448416432+ —+—+-+ o F =
c 3 9 3i
2 2\ ? 32
= 31+432(1+=+(2) +... | =31+ > =127 < 0.
3 3 1-2

Az ergodtétel Allitasa ebben az esetben is érvényes az f = (1,0,0,0,0,0,...)7 fiiggvényre,
vagyis a fagyis bacsi az id6

__ 1
f(X):ﬂ'f:ﬂg:E%O.S%

-aban unatkozik.

7.10 Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméstol és a beérkezésektdl

is fiiggetlen, exponencidlis eloszlasi véletlen ideig tart, aminek varhato értéke

1

7 masodperc. A

sorban legfeljebb 5 feladat lehet (azzal egyiitt, amelyik éppen kiszolgalas alatt all), ami ezen feliil
esetleg érkezik, az elvész. Jelolje X, a t id6ben a sorban &ll6 feladatok szamét.

a.)

b.)

d.)

e.)
f.)

Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes atmenetek rataival).

Adjuk meg a rata-maéatrixot, a tartozkodasi id6 paraméter vektort és a bedgyazott diszkrét
idejii Markov lanc atmenetmaétrixat.

frjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

Kezdetben a sor iires. Kozelit6leg mekkora valoszintiséggel lesz a sorban 120 masodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossz tavon?

A beérkezs feladatok mekkora hanyada vész el hosszi tavon?

Megoldas:
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a.)

Az allapottér S = {0;1;2;3:4;5}. Atmenet csak a kozvetlen szomszédok kozott lehet, A
felfelé ugras ratdja mindig éppen a beérkezd feladatok folyamatanak ratdja, vagyis 2. A

;;;;;;

reciproka, esetiinkben 4. Kivétel a 0 allapot, ahonnan nincs lefelé ugras, és az 5 allapot,
ahonnan nincs felfelé ugras. A graf-reprezentacio:

4 4 4 4 4
05152535455
2 2 2 2 2

A rata-matrix

1>~

I
oo ook ¥
O OOk % D
OOk ¥ DO
O ¥ DO O
N V==l
* OO O OO

a tartozkodasi id6 paraméter vektor
A=(26 6 6 6 4),
a beagyazott diszkrét idejii Markov lanc atmenetmatrixa

0 2/2 0 0 0
46 0 2/6 0 0
0 4/6 0 2/6 0
0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 0 4/4

Q=

OO O O O

Az infinitezimalis generator

-2 2 0 0 0 0
4 -6 2 0 0 O
0O 4 -6 2 0 0
G= 0o 0 4 -6 2 0
o 0 0 4 -6 2
o 0 0 0 4 -4

Mivel a Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, a Markov lancok alaptétele szerint
hosszi id§ elteltével a tartozkodasi valoszintiségek az egyetlen stacionarius eloszlassal koze-
lithet6k. Ezért kiszamoljuk a stacionarius eloszlast, vagyis megoldjuk a GTnl = 0 homogén
linedris egyenletrendszert, ahol a 7 sorvektor a stacionarius eloszlas (a transzponaltja pedig
oszlopvektor). Pontosabban: ennek a lineéris egyenletrendszernek a végtelen sok megoldasa
koziil azt az egyet keressiik, amelyik valoszintiségeloszlas (vagyis az elemek Gsszege 1). Az
egyenletrendszer:

-2 4 0 0 0 010
2 -6 4 0 0 01/0
0O 2 -6 4 0 01(0
o 0 2 -6 4 0]0}["
o o0 0 2 -6 4]0
o o0 0 0 2 410




7.11

ennek normalt megoldasa pedig

T=(2 1 8 4 2 1)
— \63 63 63 63 63 63/ °

Tehat 8
]P)(Xlgo = Q‘Xg = O) X Ty = @ ~ 0.127

Legyen az f : S — R fiiggvény annak az indikatora, hogy a rendszer a 0 allapotban, vagyis
iresjaratban van. Oszlopvektor formé&jaban irva

'
I
S OO OO

Mivel a Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, az ergodtétel értelmében f idGatlaga
majdnem biztosan konvergél az egyetlen stacionérius eloszlas szerinti varhaté értékhez, vagyis
YiesTifi=mf = %—hoz. Tehat a rendszer hossza tavon az idé %—%’Lt tolti iiresjaratban.

Azt kell kitaldlnunk, hogy a beérkezé feladatok hanyad része érkezik pont olyankor, amikor
a rendszer az 5 allapotban van. Mivel a feladatok érkezési rataja fiiggetlen a rendszer &l-
lapotatol, ez pontosan annyi lesz, amekkora hanyadat az idének a rendszer az 5 allapotban
tolti. Ez pedig az eléz6 ponthoz hasonléan 75 = 6—13, vagyis hosszi tavon a beérkezd feladatok
%—ada vész el.

Egy halozati kiszolgalohoz Poisson-folyamat szerint érkeznek a feladatok, masodpercenként at-
lagosan ketts, és beallnak a sorba. Az egyes igények kiszolgalasa egyméastol és a beérkezésektdl

1

is fliggetlen, exponenciélis eloszlasu véletlen ideig tart, aminek varhato értéke 7 mésodperc. A

4

sorban akarhany feladat lehet. Jelolje X; a t id6ben a sorban 4ll6 feladatok szamét.

a.)

b.)

d)

e.)

Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov lanccal! Adjuk meg az allapotteret, és
rajzoljuk fel a graf-reprezentéciot (az egyes atmenetek rataival).

Adjuk meg a rata-maéatrixot, a tartézkodasi id§ paraméter vektort és a bedgyazott diszkrét
ideji Markov lanc atmenetmaéatrixéat.

Irjuk fel a folyamat infinitezimalis generatorat.

Kezdetben a sor iires. Kozelit6leg mekkora valoszintséggel lesz a sorban 120 méasodperc
elteltével pontosan 2 feladat?

Az id6 mekkora hanyadat tolti a kiszolgalo iiresjaratban hossza tavon?

Megoldas:

a.)

Az allapottér S = {0,1,2,...} = N. Atmenet csak a kozvetlen szomszédok kozott lehet, A
felfelé ugras ratdja mindig éppen a beérkezd feladatok folyamatanak rataja, vagyis 2. A lefelé
ugras rataja az exponencialis kiszolgélasi id6 paramétere, vagyis varhato értékének reciproka,
esetiinkben 4. Kivétel a 0 allapot, ahonnan nincs lefelé ugras. A graf-reprezentécio:

4 4 4 4 4
05185253545 -
2 2 2 2 2
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b.) A rata-matrix

a tartozkodasi id6 paraméter vektor

[1>~
I

O OO O

S OO = x N
S O = % DO

O = % DN OO

=% N O O O

* N OO OO

A=(26 6 6 6

),

a beagyazott diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixa

0 22 0 0 0 0
4/6 0 2/6 0 0 O
0 4/6 0 2/6 0 0
O=|0 0 46 0 2/6 0
0 0 0 4/6 0 2/6
0 0 0 0 4/4 0
c.) Az infinitezimalis generator
-2 2 0 0 0 0
4 -6 2 0 0 O
0O 4 -6 2 0 O
=10 0o 4 -6 2 o
o 0 0 4 -6 2
0o 0 0 0 4 -4

d.) A 7 stacionarius eloszlas végtelen sorvektor, a sziiletési-halalozasi folyamat sajatossaga miatt

eleget kell tennie a 2w, = 4mq egyenletnek minden £k = 0,1,2...-re. Ebbdl kiolvashato,
hogy ha van staciondrius eloszlds, akkor az csak olyan lehet, hogy minden k£ € N-re

o

A kuleskérdés, ami megkiilonbozteti a végtelen allapottér esetét a végestdl, az, hogy vajon
van-e olyan 1-re feldsszeqzddd nemnegativ szamsorozat, ami ennek eleget tesz, vagyis g
megvalaszthato-e gy, hogy

Tk

e} o

Sr-Y g emy

keS k=0 k=0

1
o =1

legyen. Szerencsére esetiinkbena >~ 2% sor véges, konkrétan = 2, vagyis my = % valasztassal
a (3) egyenlet tényleg stacionarius eloszlast ad. Azt kaptuk tehat, hogy

O
7r_<24816 :
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(Vagyis m = PessGeom (%) pesszimista geometriai eloszlas.) A végtelen allapottert sziiletési-
haldlozasi folyamatok stabilitasarol szolo tétel szerint ez tényleg az egyetlen stacionarius
eloszlas, a t id6beli eloszlasok ehhez konvergalnak. Tehat

1
]P)(Xlg() = 2|X0 = O) ~ Ty = g =0.125

Legyen az f : S — R fiiggvény annak az indikatora, hogy a rendszer a 0 allapotban, vagyis
iiresjaratban van. Oszlopvektor formajaban irva

S
|
S OO O O

A végtelen allapotterd sziiletési-halalozasi folyamatokra vonatkozé ergodtétel értelmében f
idéatlaga majdnem biztosan konvergal az egyetlen staciondrius eloszlas szerinti varhatéd ér-
tékhez, vagyis 3, m; fi = 7 f-hez (ha az atlagolando fiiggvény olyan, hogy ez a varhato érték
létezik). Esetiinkben hosszi tavon az id6 nf = mp = % részében lesz a gép iiresjaratban.
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