Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladat megoldasok, 2017 Gsz

Minden héten Gsszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2017.09.27.)

HF 1.1

HF 1.2

Egy orszdgban minden tizezredik ember HIV fert6zott. A fertézottség vizsgalatara
hivatott AIDS teszt megbizhatosaga 99%, abban az értelemben, hogy a fertGzotte-
ken elvégzett tesztek 1%-a ad (hibasan) negativ eredményt, illetve az egészségeseken
elvégzett tesztek 1%-a ad (hibasan) pozitiv eredményt.

Morickat véletlenszertien kisorsoltak a teljes népességhdl. Elvégezték rajta a tesztet,
és pozitiv lett. Mi a valoszintisége, hogy Moricka valoban fert6zott?

Megoldas: Jelolje A; azt az eseményt, hogy Moricka fertézott, A, azt, hogy egész-
séges, B pedig azt, hogy a tesztje pozitiv. A szovegbeli adatok szerint P(A;) = m,
P(Ay) = 85 P(B|A1) = 155 és P(B|Ay) = 155 Mivel {A1, Ay} teljes eseményrend-
szer, Bayes tétele szerint

- P(A,)P(B|Ay) -
P(Ai]B) = P(A,)P(B|A;) + P(4,)P(B|A,)

199
_ 10000 100 99 ~ 0.01 = 1%.

199 , 9999 1
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Ez azért ilyen kevés, mert kevés a fert6zott és sok az egészséges ember, igy ardanyaiban
nagyon sok lesz a hibés pozitiv teszt: 99 helyes pozitiv tesztre 9999 hibas pozitiv teszt
jut (bar az Osszes tesztnek csak egy szazaléka hibas).

Pistike minden nyéri este tesz egy sétat, és kozben az eget nézi, hullocsillagokat fi-
gyelve. Egy este atlagosan 4-et szokott latni. Ennek megfelelGen, ha 4-et vagy tobbet
l14t, akkor viddman megy haza, ha viszont kevesebbet, akkor banatosan.

Pistike augusztus 16-an banatosan ment haza. FEzt tudva, mennyi a valoszintisége,
hogy egyetlen hullocsillagot sem latott?

(Ravezetd kérdés: Legyen X a Pisike dltal augusztus 16-dn latott hulldesillagok szama -
ami persze eqy valosziniségi valtozo. Mi X eloszldsa? Pontosabban: Milyen eloszldssal
jo modellezni X -et?)

Megoldas: X-et Poisson eloszlassal modellezziik, mert nagyon sok meteor probal-
kozik azzal, hogy pont Pistike szeme lattara égjen el aznap este, és mindegyik kis
valoszintiséggel jar sikerrel, egymastol fiiggetleniil. X pedig a sikeres probakozasok
szama. A szoveg szerint EX = 4, igy X ~ Poi(\) ahol A = 4. Vagyis minden
k=0,1,2,...-re . .

ppi=P(X =k) = e’\% = e‘%.

Igy a kérdésre a valasz a feltételes valoszintiség definicioja szerint

BX —ox <4 - PX=06X<a) PX=0)_ Po B
a B P(X < 4) CP(X<4) pot+pitptps
—4
e

3
_ . = 2~ 0.042 = 4.2%.
et (l+4+424+4) 71 )

2.HF: (Beadasi hataridé: 2017.10.11.) (Hibds hatdridd javitva, bocs.)

HF 2.1

Legyen X és Y két fiiggetlen valoszintiségi valtozd, X binomiélis ny = 10 és p = %
paraméterrel, Y pedig binomialis no =5 és p = % paraméterrel.
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HF 2.2

Mi X generatorfiiggvénye?
Mi Y generatorfiiggvénye?

a.
b.
c.) Mi Z := X +Y generatorfiiggvénye?
d.

)
)
) -
) Mi Z eloszlasa? (Ertsd: adjuk meg Z lehetséges értékeit és ezek valosziniiségeit,
vagy mondjuk meg az eloszlas nevét.)

Megoldas: Az (n,p) paraméterii binomidlis eloszlas generatorfiiggvénye ggin(np)(2) =
(¢ +pz)", ahol ¢ =1 —p. Igy
10
a.) gx(z) = gBin(lO,%)(Z) = (% + %2) .
5
b.) gv(z) = 93m(5,§)(2) = (% + %Z) .
c.) Mivel X és Y fiiggetlen, gz(z) = Gx(2)gy(z) = (%+§z)10 (%+§z)5 =
1 2 15
(3+32)

d.) gz éppen az n = 15, p = % paraméterii binomialis eloszlas generatorfiiggve-
nye. Mivel a generatorfiiggvény egyértelmiien meghatarozza az eloszlast, Z ~
Bin(15, %)

Egy véletlen rekurziv algoritmus futisa soran kezdetben elindul egyetlen folyamat,

melynek sorsa kétféle lehet:

i.) Eredményesen lefut és kilép anélkiil, hogy ujabb folyamatot inditana. Ennek
valoszintisége legyen p.
ii.) Miel6tt lefutna, véletlen szamu jabb folyamatot indit, amik ugyanolyanok, mint
1-p

6 maga. Ezek szdma lehet 1, 2 vagy 3, azonos (vagyis —5%) valoszintiséggel. Az

eredeti folyamat csak akkor 1ép ki, amikor ezek mind lefutottak.
Az algoritmus futisa soran elindulé egyes folyamatok mind ugyanolyan eloszlassal
hoznak létre tijabb folyamatokat, fiiggetleniil egyméastol és az el6zményektal.

Kezdetben egyetlen folyamat indul el — legyen ez egymaga a ,nulladik generacio”. Az
welsé generacio” alljon a legelss folyamat altal inditott folyamatokbol (ha van ilyen).
A ,masodik generacio” alljon az elsé generacio tagjai altal inditott folyamatokbol. Es
igy tovabb, az n + 1l-edik generécié alljon az n-edik generacié tagjai altal inditott
folyamatokbol, n = 0,1,2,...-re. Jeldlje Z,, az n-edik generacié elemeinek szamat.
Legyen X = Zj, és legyen N = > Z, az algoritmus futasa soran elindulé folyama-
tok Ossz-szama.

Valaszoljuk meg az alabbi kérdéseket
I.) hap=0.6
I1.) hap=04.

)
a.)
b.)
c.) Mi X generatorfiiggvénye?
d.) EZy =2
e.) Mi Z, generatorfiiggvénye?
f) EN =7
g)
h.)

Mennyi a valoszintisége, hogy az algoritmus el6bb-utobb lefut, vagyis hogy va-
lamelyik generdcié mar iires? (Avagy: annak a valoszintisége, hogy a legelsd
folyamat el6bb-utobb kilép.)

Megoldas:

k | 0|
6

i |



1)

b.) m::EX:O-%+1-%+2.%+3.%_

c.) X generdtorfiiggvénye g(z) = > po,pp2”
18+42+422+42%
30

d.) EZy =my =m* = (£)" ~ 0.00013.

e.) Zy generatorfiiggvénye

|| ouns

6.0 , 4.1 , 4.2 , 4.3 _
107 T 307 T 3057 T 3057 =

2 3
18 1 4 (18+4z+4z2+4z3> 14 (18+4z+422+4z3> 14 (18+4z+4z2+423
30 30

30
30

f) Mivel m < 1 (a folyamat szubkritikus), EN = - = L =5,

1-m 1*5

g.) Az r, :=P(Z, = 0) sorozatrol tudjuk, hogy eleget tesz az r,,1 = g(r,) rekur-
zios szabalynak ro = 0 kezdeti értékkel. Igy az r,-ek egyesével szamolhatok:

* 19 =0

* 7“1—9(7’0) g( ): 160

* 19 = g(r1) = g(35) = 0.7568
x 13 = g(re) ~ 0.8351

* 14 = g(r3) ~ 0.8820.

h.) m < 1, vagyis a folyamat szubkritikus (és nem elfajult, vagyis P(X = 1) # 1),
ezért a kihalas valoszintisége r., = 1.

k o 1]2]3]
pe=PX =k [5|%]6] 5]
b.)m::EX:O~1iO+1.%+2.1_2O_|_3.1_2O:
c.) X generatorfiiggvénye g(z) = >0, prz®
44224222422

10 -

d.) EZyy = my = m* = (&)™ ~ 1470.

e.) Zy generatorfiiggvénye

a.)

| oo

4.0, 2.1, 2.2, 2.3
107 T 0% T 1% T 17

419 <4+2z+2z2+2z3> 19 <4+2z+2z2+2z3>2 ) <4+2z+2z2+2z3>3
10 10 10
10

f.) Mivel m > 1, EN = cc.
g.) Az r, :=P(Z, = 0) sorozatrol tudjuk, hogy eleget tesz az r,,1 = g(r,) rekur-
z16s szabdlynak rq = 0 kezdeti értékkel. Igy az r,-ek egyesével szamolhatok:

* rg=0

« 11 =g(ro) = 9(0) = 3

x 19 = g(r) = g(-) = 0.5248
* 13 = g(re) ~ 0.5890

x 14 = g(rs) ~ 0.6280.

h.) m > 1, vagyis a folyamat szuperkritikus, ezért szamolni kell: a kihalas valo-
szintisége a z = ¢(z) fixpont-egyenlet egyetlen [0, 1)-beli megoldéasa. Vagyis
meg kell oldani a

442z 4222 + 223
B 10

egyenletet, ami nullara redukalva

B2 —424+2=0.



Ez els§ ranézésre ijeszté harmadfoki, de szerencsére tudjuk, hogy ¢g(1) = 1
mindig, igy z = 1 mindig megoldas. Vagyis a baloldalb6l z — 1 kiemelhetd.
Es valoban:

P44 +2=(2—-1)(*+22—-2),

tehdt az egyenletiink

(z—1)(z*+22—-2)=0.
Ebb6l 2 — 1 = 0 vagy 2% + 2z — 2 = 0. Ez utobbi mar csak masodfokii,
megoldasai z = —1 &+ V3.
Osszefoglalva: a z = g(z) fixpontegyenlet megoldasai —1 —+/3, —1++/3 és 1.
Ezek koziil pontosan egy esik a [0, 1) intervallumba (ahogy annak lenni kell),
és ez a kihalasi valoszintiség:

Tso = P(kihalds) = —1 + v/3 ~ 0.7321
3.HF: (Beadési hatarids: 2017.11.15.)

HF 3.1 Egy bolha a szdmegyenesen ugral: a nullabol indul, és minden masodpercben 1 egy-
ségnyit ugrik: 1 valoszintséggel pozitiv irAnyba (jobbra), 3 valoszintséggel negativ
iranyba (balra), az el6zményektdl fiiggetleniil. Legyen X,, a bolha helye n ugras utan.
Vagyis ha az i-edik ugras §; € {—1, 1}, akkor X,, =& + &+ -+ &, (Ez az egyszerii
szimmetrikus bolyongas).

a.) Kozelitsiik a centralis hatéareloszlas tétel (CHT) segitségével annak a valoszint-
ségét, hogy n = 2500 ugras utan a bolha legalabb K = 200 lépésre jobbra van a
kiindul6 helyétal.

b.) Legfeljebb mekkora lehet a CHT kozelités hibaja a Berry-Esseen tétel szerint?

c.) Adjunk ugyenerre a valosziniiségre fels6 becslést a Hoeffding-egyenlGtlenség se-
gitségével!

d.) Becsiiljiik meg a keresett valoszintiséget a Cramér tétel alkalmazasaval is.

(Segitség: a p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle ratafiggvénye
(ha 0 <z <1). )

r 1—p 11—z
I(z) =12l i 1
) xn(l—af p >+n(1—p>
Megoldas:

a.) Azm =FE¢ =0, 0 = VVaré; = V1 = 1 jeléléssel a CHT szerint

K —nm 200—0
PX,>K)=1-P(X,<K) = 1—43(7 =1-| ———| =
Vno V2500 -1
= 1—®(4) = 0.000032

Itt ® a standard normalis eloszlasfiiggvény. A weblapon 1évG tablazatban csak
®(3.09) = 0.9990-ig van benne, tehat onnan csak annyit lehet leolvasni, hogy a
CHT szerint P(X,, > K) ~ 1 — ®(4) < 0.001.

b.) A C =04748, § :== E(|& —m]?) = E(& — 0]*) = E1% = 1 jeloléssel a Berry-
Esseen tétel szerint a CHT becslés hibaja legfeljebb

) 4748 -1 AT74
hiba < ¢ = Y i = 0 8 ~ 0.0095.

~ y/nod /2500 - 13 50

Tanulsdg: igy a Berry-Esseen tétel allitasa az, hogy

IP(X, > K) —0.000032| < 0.0095,
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vagy masképpen:

—0.009468 = 0.000032 — 0.0095 < P(X,, > K) < 0.009532 = 0.000032 + 0.0095.

Az als6 becslés semmitmondo, tehat biztosak csak annyiban lehetiink, hogy
P(X, > K) < 0.009532

Ebben az esetben a hibakorlat nagysagrendekkel nagyobb, mint a becsiilt érték
maga — s6t, mint latni fogjuk, a tényleges értéknél is.

A &;-k korlatosak: az a; := —1, b; := 1 jeloléssel a; < & < b;. A Hoeffding egyen-
16tlenség alkalmazasahoz kelleni fog, hogy >0 (b — a;)* = >0 (1 — (=1))* =
Yo 4 = 4n = 10000. Mivel EX,, = nm = 0, a t := K = 200 jeloléssel A
Hoeffding egyenlGtlenség szerint

2t2
i=1\%i — @i

2 M 2002 -8
= exp (— 10000 ) =e °~ ~0.000335

A & eloszldsanak nincs megadva a ratafiiggvénye, ezért gy jarunk a legjobban,
ha egy kicsit atjeloljiik a feladatot: Legyen & = —1 + 2, avagy n; = % fgy
n; € {0, 1} mar Bernoulli eloszlasu p = % paraméterrel, és az S, ;=1 + -+,
jeloléssel X,, = —n + 2S5,,. Vagyis a keresett valoszintiség

P(Xy > K) = P(—n+25, > K) =P<Sn >

S, .1 K n
= Pl—2>2-4+—)=P 5—20.54 .
n 2 2n n
Pont ilyenek becslésére valo a Cramér tétel. m = En;, = 0.5, a := 0.54 és b := o0
jeloléssel a > m, ezért a tétel allitasa

P (& > 0.54) =P (& € [a, b)) S e @),
n

n

n+K)

ahol I a p= % paraméteri Bernoulli eloszlas ratafiiggvénye, a segitség szerint

2

1— 54
) +1n ( “) 05410 22 100,92 ~ 0.0032034

a
I(a) = al
(a) =aln (1 1 0.46

—Qa
Igy
S

]P(Xn Z K) —P (f Z 054) é 672500.0'0032034 — 678.0085 ~ 0.000333

(Megjegyzés: mint ldttuk, ha p = % és a = 0.5, akkor a Bernoulli eloszlds nagy eltérés
becslésére a Hoeffding egyenldtlenség nagyon jo (kézel olyan jo, mint a Cramér tétel).

Ha p # %, akkor ez nincs igy.)

(Figyelmeztetés: a Cramér tétel alkalmazdsdndl nagyon dvatosan kell banni a kereki-
téssel. Ha pl. az I(a) ~ 0.0032034-et konynelmien I(a) ~ 0.003-ra kerekitjik, akkor
nl(a) ~ 8.0085 helyett nl(a) =~ 7.5-et kapunk. Ez pedig negyon nem mindegy, mert
nl(a) a kitevébe keril: a tul bator kerekitéssel a helyes P(X,, > K) < 0.000333 helyett
P(X, > K) £ 0.000553- at kapunk, ami tibb, mint 60%-o0s hiba.)
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HF 3.2 Bergengo6ciaban minden nap % valoszintiséggel esik az esd, az el6zményektsl fliiggetle-
niil. A bergengdc kiralyi palota kertészének akkor kell locsolnia, ha harom napja nem
érte viz a kertet — vagyis az el6z6 harom napon se es6 nem volt, se locsolas. Hosszu
tavon a napok hany szézalékan nem kapnak vizet a novények? (Segitség: jeliljik
X,-nel, hogy az n-edik napon éjfélkor éppen hdny napja nem érte viz a kertet.)

Megoldas: Az X,, Markov lanc allapottere S = {0,1,2,3}. A k = 0,1, 2 allapotbol
k + 1-be urgunk, ha nem esik az es6 — vagyis % valoszintiséggel. Ha viszont esik
(aminek a valoszintisége 3), akkor 0-ba. Ezzel szemben a 3 allapotbol biztosan 0-ba

ugrunk, mert a kertész locsol. Igy az atmenetmatrix

s

I
— W= o=
O O Owliv
O Owivw O
Owhv O O

A rendszer pontosan akkor van az 1,2,3 allapotok valamelyikében, ha el6z6 nap a
novények nem kaptak vizet. Vagyis pont annyi napon nem kapnak vizet, ahdnyszor
az 1,2,3 allapotok valamelyikébe lépiink. A kérdés tehat az f(X,,) idGatlaga, ahol az
f S — R figgvény

1, hake{l,23}
k) = .
JR) {O, ha k=0

Ugyanez (oszlop)vektor-jeloléssel:

—_ == O

Lathato, hogy a Markov lanc véges allapotterti és irreducibilis (mindenhonnan min-
denhova el lehet jutni), igy az ergodtétel szerint f(X,,) idGatlaga 1 valoszintiséggel

f(X,) = lim — Z J(X0) =EBef =) mef(k) =
kes

ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlas (sorvektor).

A 7 kereséséhez a (PT — I)wT = 0 homogén linearis egyenletrendszert kell megoldani,
ahol I az egységmatrix. Esetiinkben

~2 1 1 4
100
T 17 _ 3
P 0 2 -1 0|’
0o 0 2 -1

igy az egyenletrendszer a szokasos bévitett matrix jeloléssel

2 1 1
-3 3 3 1|0
2 -1 0 010
0 2 -1 010
0o 0 2 -—10



Ezt Gauss eliminacioval megoldva

2 1 1 2 1 1 2 1 1
EE Y B TR N P Ry
3 ~ 3 3 ~ 3 3 ~
0 2 -1 010 0 2 -1 010 0 0 -2 110
0 0 2 -1/ 0 0 2 -1/0 0 0 2 =100
2 1 1 1 1 3 1 9
S B VY P %SN(O% o 1)~
3 3 2 2 4
0 0 —2 1/0 0 0 -1 30 0 0 -1 30
-1 0 0 240
~[0 -1 0 %0
0 0 -1 210

Ezt kiolvasva my = %7%3, m = %7?3, ™ = %7?3, vagyis pl. m3 = 8 valasztéassal kapjuk,
hogy egy megoldas a 7 = (27,18,12,8) vektor, és persze megoldas ennek minden
szamszorosa is. Minket az egyetlen normalt megoldas érdekel (amire ), o7, = 1),

vagyis

65 65 65 65

1~:(27 18 12 8)

Igy a kérdésre a valasz

27-0+18-14+12-1+48-1
65 B

f(Xn) = Wf:(g_g % g %)

—_ == O

38
= — ~0.58 = 58%.
65 i’

4.HF: (Beadési hatarids: 2017.11.29.)

HF 4.1 Egy lépcsGhazban 3 villanykorte van, és folyamatosan égnek — ha csak nincsenek éppen
kiégve. Az egyes villanykorték élettartama fiiggetlen és exponencidlis eloszlasi, 1 év
varhato értékkel. A lépcsGhazban évente atlag kétszer megjelenik a gondnok (Poisson
folyamat szerint), és az Osszes kiégett kortét ajra cseréli. Jeldljik X(t)-vel a ¢ id6
elteltével mikods korték szamat. Az id6t mérjiik években.

a.) Adjuk meg az X(¢t) Markov lanc &llapotterét és az Atmenetratiakat (rata-
matrixot). (Vigydzat: ha éppen 2 kirte mikodik, milyen rdtdval ég ki kézilik
valamelyik?)

b.) Irjuk fel az infinitezimalis generatort!

c.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbeliil mennyi a valoszintisége, hogy
holnap délben mind miikddni fog?

d.) Tegnap délben pont 2 korte miikodott. Koriilbelill mennyi a valoszintisége, hogy
pont 20 évvel kés6bb mind miikédni fog?

e.) A lépcs6hazban akkor van zavardan sotét, ha legfeljebb 1 korte vilagit. Hosszu
tavon az id§ hany szazalékdban van zavaroan sotét?

Megoldas:

a.) Az allapottér S = {0,1,2,3}. Ha egy korte ég, annak kiégési rataja a varhato
élettartam reciproka, esetiinkben 1/1 = 1, vagyis az 1 allapothol a 0 allapotba
Ao = 1 rataval ugrik a rendszer. Ha 2 korte ég, akkor mar 1 + 1 = 2 rataval
fog kiégni valamelyik, igy Aoy = 2. Ugyanigy A32 = 3. A gondnok latogatasainak
ratadja 2, igy a 0, 1 és 2 allapotbol is Aoz = A3 = Aoz = 2 rataval ugrik a rendszer
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3-ba. (Ha a rendszer éppen a 3 allapotban van és jon a gondnok, akkor nem
torténik semmi.) Mas atmenet nem lehetséges, igy a rata-matrix

0

[I>

I
o O x
o X O
* N N N

0
*
3

(Ennek a féatlojaban nincs semmi, mert helyben ugras nincs.)

Az infinitezimalis generatort gy kapjuk, hogy a A f6atlojat kitoltjiik gy, hogy
minden sordsszeg nulla legyen:
-2 0 0 2
1 -3 0 2
G= 0 2 -4 2
0o 0 3 =3

Legyen tegnap délben a t = 0 idSpont. Igy a kérdés

ahol A(t) = z2-, mert az id6t években mérjiik, és P(t) a ¢ ideji 4tmenetmartix.
Mivel At kicsi (a rendszerbeli tipikus varakozasi id6khoz képest), P(At) ~ P(0)+
AtP'(0) = I + AtG, ahol I az egységmatrix. Vagyis

PQg(At) ~ ]23 -+ %Ggg =0+ % -2 = % ~ 0.01 = 1%.

(Méas szoval: Két nap alatt a 2 — 3 atmenet valosziniisége els§ kozelitésben
megegyezik annak valoszintiségével, hogy a két nap alatt jon a gondnok, mert mér
ennek is elég kicsi a valoszintisége — annak meg, hogy tobb esemény is torténik,
még sokkal kisebb. A gondnok latogatasanak valoszintisége pedig rovid id6 alatt
rata - idG.

A kérdés most is

B(X(t) = 3] X(0) = 2) = Pyy(t) =7

de ezittal t = 20 hosszt id6. A Markov lanc véges allapotterii és irreducibilis
(valamint folytonos idejt, igy periodikus nem lehet), ezért a Markov lancok alap-
tétele szerint a P(X (¢) = 3) valoszintiséget a stacionérius eloszlas szerinti 73 va-
l6szintiséggel kozelithetjiik (a kiindulo allapottol fiiggetleniil), ahol 7 az egyetlen
stacionarius eloszlas. Ennek kereséséhez a GTn? = 0 linearis egyenletrendszert
kell megoldani:

-2 1 0 010 -2 1 0 010 -2 1 0 010
0 -3 2 010 0 -3 2 010 0 -3 2 010
0 0 —4 310 0o 0 —4 3]0 0O 0 —4 310
2 2 2 =3/0 0o 3 2 =3|0 0 0 4 =3|0
-2 1 0 0]0 -1 1/2 0 0 (0

~ 0O -3 2 o0o0f~(O0 -1 2/3 010

0 0 —4 30 0 0 -1 3/4/0

Ezt kiolvasva my = %m, m = %71'2, Ty = %m, vagyis pl. w3 = 4 vélasztassal

kapjuk, hogy egy megoldas a @ = (1,2,3,4) vektor, és persze megoldas ennek



minden szadmszorosa is. Minket az egyetlen norméalt megoldéas érdekel (amire
Y kes Tk = 1), vagyis
gy a kérdésre a valasz

P(X(20)=3|X(0)=2)~ 73 = —

e.) Legyen f : S — R a ,zavaréan sotét van” esemény indikatora, vagyis f(0) =
f(1) =1, f(2) = f(3) = 0. Vektor-jel6léssel

~
Il
O O ==

Tgy a t E [0 T id6tartam alatt a 0 és 1 allapotok valamelyikében eltoltott id6
fo ))dt, a kérdés pedig, hogy az id6 hany szazalékat tolti a rendszer a 0 és
1 allapotok valamelyikében, az f(X(t)) id6atlaga:

F(X) = lim —/f ))dt =?

Tﬁoo T

A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, ezért az ergodtétel szerint egy

valoszintiséggel
T =B f =Y mif (i) = .
i€s

ahol 7 az egyetlen stacionarius eloszlas. Esetiinkben

HF 4.2 Egy fagyishoz a gyerekek Poisson folyamat szerint érkeznek, percenként atlagosan
ketten, és beallnak a sorba. A fagyis bacsi minden gyereket fiiggetlen, exponencialis
eloszlasu id6 alatt szolgél ki, 1 perc varhato értékkel. Ha a sorban nem All senki, a
fagyis bacsi unatkozik. Hosszu tavon az id6 hany szazalékdban fog unatkozni, ha

a.) A sor hossza legfeljebb 5 lehet, mert ha mar 5-en allnak sorban, akkor a tovabbi
érkezG gyerekeket az apukajuk elrdngatja.

b.) A sor hossza akirmennyi lehet, de ha legalabb 5, akkor csak a gyerekek legel-
szantabb %—a all be. (Minden gyerek, a tobbitdl fiiggetleniil, % valoszintiséggel
legelszantabb.)

(Segitség: Legyen X (t) a sor hossza t perc elteltével. Szabad kihaszndlni, hogy X (t)
sziiletési-haldlozdsi folyamat.)

Megoldas:

a.) Legyen a segitség szerint X (t) a sor hossza t perc elteltével. Ennek &allapottere
S =140,1,2,3,4,5}. Ugrani csak szomszédos allapotokba lehet, vagyis X (¢) sziiletési-
halalozési folyamat. A felfelé ugras, vagyis a gyerekek érkezésének rataja mindig 2,



vagyis Adg1 = A2 = Aoz = Ay = Ag5 = 2. A lefelé ugras, vagyis a kiszolgalas ra-
taJa mlndlg 1, Vagyis )\10 = )\21 = )\32 = )\43 = )\54 = 1. A tobbi >\ij =0. A
graf-reprezentacio

2 2 2 2 2
0 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1

A sriiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa mindig olyan, hogy minden i-re
(amire ez értelmes) m\; ;11 = M1 Aip1. Esetiinkben ¢ = 0,1,2,3,4-re 2m = 144,
vagyis az egyetlen stacionarius eloszlas

ﬂ:const(l 2 4 8 16 32)2(% 62—3 % 6?—3 % %)
A fagyis bacsi akkor unatkozik, ha X (t) = 0, vagyisaz f : S — R, f = (1,0,0,0,0,0)”
(oszlopvektor) idGatlagat keressiik. Ez az ergodtétel szerint

fX)=nf=m= é ~ 0.016 = 1.6%.

b.) Az allapottér ezuttal S = {0,1,2,3,4,5,...} végtelen, de X (t) tovabbra is sziiletési-
halalozési folyamat. A lefelé ugras rataja tovabbra is mindig 1, vagyis \it1; = 1
(1=0,1,2,...). A felfelé ugras rataja viszont csak akkor 2, ha legfeljebb 4 gyerek all
a sorban, vagyis g1 = A2 = Ag3 = Ay = A\y5 = 2, Ha @ > 5, akkor \; ;11 = %, mert
csak minden harmadik érkezd gyerek all be a sorba. A graf-reprezentacio ezuttal

2 2 2 2 2 2/3 2/3 2/3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 e
1 1 1 1 1 1 1 1
Igy a TiNii+1 = Tit1Aiy1,; szabaly minden 7 = 0,1,2,...-re érvényes. ¢ = 0,...,4-re

azt mondja, hogy m; 1 = 2m;, viszont ¢ > 5-re azt, hogy 7,11 = %m. Vagyis az egyetlen
stacionarius eloszlas, ha létezik,

m=c(l 2 48 16 32 & 18 2 ).

Esetiinkben létezik, mert a vektorban szerepld szdmok Osszege véges:

1 64 128 2!
== 1424448416432+ — 4 —— + -+ o
c 39 3i-5

2 2\ 2 32
= 31432(14+=4+(=) +... | =31+ > =127 < 0.
3 3 1-2

Az ergodtétel allitasa ebben az esetben is érvényes az f = (1,0,0,0,0,0,...)T fiigg-
vényre, vagyis a fagyis bacsi az id6

— 1
f(X):ﬂf:m):E?zOB%

-aban unatkozik.
5.HF: (Beadési hatarids: 2017.12.07.)
HF 5.1 a.) Az X valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye

fo(x) =

027!, ha0<z <1
0, ha nem
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ahol 0 < # < oo paraméter, és nem ismerjiik. Mintat vettiink X-bdél, és azt
kaptunk, hogy 0.997; 0.8; 0.853; 0.975; 0.986; 0.927; 0.936; 0.879; 0.767; 0.912.
Adjunk maximum likelihood becslést 6-ra!

Megoldas: A minta elemszama N = 10, a likelihood-fiiggvény

N N N 0-1
L(0;z) = Hfg(fﬁl) = Hex?_l =N (H xl> ,
i=1 i=1 i=1

mert minden x; mintaelemiink (0, 1)-be esik. (Kilonben L(0;z) = 0 lenne, ami
azt jelentené, hogy a minta nem lehet a megadott eloszldsbdl.) A log-likelihood
fiiggvény ennek logaritmusa:

[(0;z) =InL(6;z) = Nlnf + (0 —1)In (Hx,) :

=1

Ennek, mint 0 fiiggvényének a maximum-helyét keressiik, amihez megnézziik,
hogy hol nulla a derivalt:

d N ~
—_— : = — l . =
del(@,g) 7 +1n <£[1xl> 0,

aminek a megoldasa
N N

In (Hi\; $z> - Xl e

Esetiinkben S°N Inz; ~ —1.052856, amibol

Opr = —

Ellenérizhets hogy ez tényleg globéalis maximumbhely.

boénusz: A tablazatkezelGben egy n-szer tizes tablazat minden elemébe rand ()
-ot irtam, minek hatasara a tablazatkezeld kitoltotte a tablazatot fiiggetlen, [0, 1]-
en egyenletes eloszlast (pszeudo-)véletlen szamokkal. Ezek utan kikerestettem
mind a 10 oszlop maximumat, és atmasoltam (kerekitve) a matekpéldaba. Azt
kaptam, hogy 0.997; 0.8; 0.853; 0.975; 0.986; 0.927; 0.936; 0.879; 0.767; 0.912.
Vajon mennyi lehetett az n?

Megoldas: A tablazat elsé oszlopaba n darab fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes elosz-

lasu valoszintiségi valtozo keriilt — legyen a neviik &;,...,&,. Az els6 mintaelem,
vagyis 1 ezeknek a maximuma: x; = max{{,...,&,}. ElGszor ennek az elosz-

lasat hatarozzuk meg. Az eloszlasfiiggvény konnyti, mert x; akkor kisebb, mint
valami z, ha minden §; < z.

Fx(z) =P <z) =P <z,&<x,...,6 <z)= (P& <),

mert a &-k fliggetlenek és azonos eloszlasuak. Mivel egyenletesek is [0, 1]-en

0, haz<0
P& <z)=<2, hal<z<l
1, haz>1.
Vagyis
0, haz <0
Fx(z)=qz", hal0<z<l1
1, ha z > 1.
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Az xq siiriiségfiiggvénye ennek derivaltja:

ne" !, hal0<az<l1
€T) =
Ix(@) {O, ha nem.
Az xq, 29,73, ..., 10 mintaelemek persze mind ugyanilyen eloszlasuak, és fiigget-
lenek. Vagyis pontosan az el6z6 feladat szerinti eloszlasbol vettiink N = 10

elemd mintat, csak az ismeretlen paraméter most nem 6 € (0,00), hanem
n € {1,2,3...}. Az n-et maximum likelihood becsléssel probaljuk megtippelni.
Az n = 0 atjeloléssel a likelihood-fliggvény és a log-likelihood-fiiggvény ugyan-
az lesz, mint az el6z6 feladatban, csak a maximumat most nem a valés, hanem
az egész szamokon keressiik. Viszont a derivalasbol most is latszik, hogy 1(0)
novekvs a (0;0y1) =~ (0;9.5) intervallumon és csokkend a (6y1; 00) ~ (9.5;00)
intervallumon. Igy az egész szamokon vett maximumat csak a 6, ~ 9.5 vala-
melyik szomszédjan érheti el — vagyis n = 9-ben vagy n = 10-ben. Lasd az 1.
abréat.

1. dbra. () = 101n6 — (6 — 1) - 1.05285618792923

Hogy a 9 és a 10 koziil hol nagyobb az [, azt konkrét szdmolassal donthetjiik el:

N

1(9)=NIn9+ (9—1)In (H x> ~ 13.549

i=1

N
1(10) = NIn10+ (10 — 1) In (H x> ~ 13.550
i=1
Eppen hogy csak, de 1(10) > [(9), igy a tippiink ny;, = 10. (Es ez torténetesen

helyes.)

HF 5.2 A kozonséges szibériai turul vérnyomésa (higanymilliméterben) normalis eloszlasu va-
16szintiségi valtozo, varhato értéke m, ami egyedenként valtozo, szordsa mindig o = 20.
A madar akkor egészséges, ha m = 200. Egy kozonséges szibériai turulnak megmeér-
tiik a vérnyomasat 10 kiilonb6zé napon (ezek mar fiiggetlennek tekinthetsk), és azt
kaptuk, hogy 216; 179; 199; 199; 163; 175; 193; 190; 201; 223. Dontsiink 95%-o0s
szinten arrol a hipotézisrdl, hogy a turul egészséges!
Megoldas: egy X ~ N(m,o?) eloszlasbol vettiink n = 10 elemt mintat, o = 20
ismert, de m ismeretlen. A hipotetikus varhato érték p = 200, igy a null-hipotézis
m = u. Ennek tesztelésére egymintas kétoldali u-probat végziink, a konfidencia-szint
1 —e=95%, vagyis € = 0.05. A minta-atlag r = 193.8, igy a teszt-statisztika

7 — 193.8 — 2
u="1 “\/ﬁz%.oo\/mz—o.%
ag
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Az elfogadasi kiiszob
K=o (1 - g) — 71(0.975) ~ 1.96

(itt @ a standard normalis eloszlasfiiggvény).
Dontés: |u| < K., ezért a null-hipotézist elfogadjuk.
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