Fels6bb Matematika Villamosmérn6koknek — Sztochasztika
hazi feladatok, 2018 Gsz

Minden héten Osszesen 2 pontot érnek a kitiizott feladatok.

1.HF: (Beadasi hatarids: 2018.09.26.)

HF 1.1

HF 1.2

A mazsolés kalacs tgy késziil, hogy egy nagy kondérban sok tésztdhoz sok mazsolat
ontenek, jol elkeverik, majd egy nagy kalacsot siitnek bel6le, amit sok szeletre vagnak.
A szeletek egyikét Moricka eszi meg. Vegyiik tgy, hogy minden mazsola egymastol
fiiggetleniil, azonos, kicsi valoszintiséggel keriil Moricka szeletébe.

a.) Egy szeletbe atlagosan 6 szem mazsola szokott jutni. Mennyi a valoszintisége,
hogy Moricka szeletébe 2-nél kevesebb jut?

b.) Pistike is kapott egy szelet kalacsot, és boldogan tijsagolta, hogy 12 szem mazsolat
talalt benne. Ezek utdn mennyi a (feltételes) valoszintisége annak, hogy Moricka
szeletébe viszont 2-nél kevesebb keriilt?

Megoldas:

a.) Legyen X a Moricka szeletébe keriil6 mazsolak szama. X jo kozelitéssel Poisson
eloszlast, mert sok mazsola probalkozik, hogy bekeriiljon, mindegyik a tobbitél
fiiggetleniil kis valoszintiséggel jar sikerrel, X pedig a sikeres probalkozok szama.
A ) paraméter pedig a varhato érték: A = 6. Igy

A0 AL
PX<2) = P(X=0)+PX=1)= e*Am + e’Aﬂ =e M1+ A) =
= 7¢°~0.017 = 1.7%.

b.) Legyen Y a mazsoldk szama Pistike szeletében. Mivel a kondér nagy és a mazsola
sok, X és Y jo kozelitéssel fiiggetlen, igy

P(X <2|Y=12)=P(X <2)~1.7%

tovabbra is.

Jancsi és Juliska hazaban a vezetékes telefon Poisson folyamat szerint csorog, két
oranként atlagosan egyszer.

a.) Mennyi a valoszintisége, hogy az esti filmet, ami reklamokkal egyiitt két és fél ora
hosszi, végignézhetik a nélkiil, hogy csorogne a telefon?

b.) Mennyi a valosziniisége, hogy az elsd telefonhivasra a film kezdetétsl szamitva
kevesebb, mint fél 6rat kell varni?

c.) Mivel filmnézés kozben nem szeretnek telefonalni, minden csorgésnél érmedobés-
sal dontenek, hogy melyikiik vegye fel. Mennyi a valdszintisége, hogy Jancsinak
igy is 1-nél tobbszor kell a film alatt telefonélnia?

Megoldas: Az id6t mérjiik 6raban. Igy a csorgések Poisson folyamatanak rataja %

Legyen X; a film kezdetétdl szamitva ¢ id§ alatt a csorgések szama, T pedig az els6

csorgésig eltelt id6. Tudjuk, hogy Xy ~ Poi(t - A), de azt is, hogy T ~ Exp()\).

a.) 1. megoldas: P(Xo5 = 0) = P(Poi(2.5- 1) = 0) = e 125120 — =125 ~ (287,
2. megoldas: P(T'>25) =1 —P(Exp(l) <25)=1— (1 —e 225) = ¢ 12 »
0.287.

b.) 1. megoldas: P(Xo5 > 0) = 1 — P(Poi(0.5- 1) = 0) = 1 — ¢ 025020 _

)

0!
1—e 02 ~ (0.221. 2. megoldas: P(T < 0.5) = P(Exp() < 0.5) =1 —e 205 =
1 — e 92 ~0.221.

)
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c.) 1. megoldas: Poisson folyamat ritkitasa is Poisson folyamat: ha csak a Jancsi
altal felvett hivasokat nézziik, azok is Poisson folyamatot alkotnak, csak a réata

ezuttal v = % . % = i, mivel éranként atlag hivast vesz fel. Igy, ha Y5 a Jancsi
altal 2.5 ora alatt felvett hivasok szama, akkor Yo5 ~ Poi(2.5 - u) = Poi(0.625).

Igy
P(Yos >1)=1—-P(Yos5=0) —P(Yas=1)=1—¢e (14 0.625) ~ 0.130

2. megoldas: Legyen X = X, 5 a telefoncsorgések teljes szama, X ~ Poi(p) ahol
p = 1.25, és legyen Y a Jancsi altal felvett telefonok szama. Az X = n feltétel
mellett az Y feltételes eloszlasa binomiélis, éspedig (n,p = %) paraméterekkel.
Vagyis ¢ = 1 — p jeloléssel n = 0,1,2,...-re

(Z)pkq”*k ha k=0,1,...,n

0 ha k > n, persze

IP’(Y:k:|X:n):{

Ebbdl a teljes valoszintiség tétele szerint minden £ =0,1,2...-re

:;P(X:n)]P’(Y:k\X:n)Iie ”fl' (k)pq

n=k
Ez az Osszeg szerencsére kiszamolhato: (Z) = k,(n ol -t kifrva n! kiesik, utana
pedig kézenfekvé az [ := n — k jelolés, ha mar n gy is csak k-tol fut:
IP’(sz):i R ppki
T
1=0 1=0

- . T . Iz
Az utols6 szumma kedves ismerdsiink, mivel e* = 3" . Igy

P(X = k) = —P@lf‘) - e—pp%.

Vagyis sikeriilt kézzel bebizonyitanunk, hogy Poisson eloszlas ritkitésa is Poisson
eloszlas, éspedig Y ~ Poi(pp).
Innen pedig, mivel pp = % -1.25 = 0.625,

PY>1)=1-PY =0)—P(Y =1) =1—e (1 +0.625) ~ 0.130
2.HF: (Beadasi hatarids: 2018.10.10.)

HF 2.1 a.) Legyen az X valoszintiségi valtozo Poison eloszlasi A = 2 paraméterrel, és legyen
Y =2+ 3X. MiY generatorfiiggvénye?

In

b.) Egy Z valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(z) = 1n<1(_§). Adjuk meg Z

1
3
eloszlasat, vagyis a P(Z = k) valoszintiségeket, ahol £k =0,1,2....
Megoldas:

a.) Amint azt 6ran kiszamoltuk, X generatorfiiggvénye gx(z) = e*c~1e2(=1 | Ebbél
Y =2+ 3X generatorfiiggvénye

gy (2) = E(2¥) = E(2*") = 2%E ((2*)¥) = 2%gx (%) = 222D,

b.) g(z) =Y 12, P(Z = k)zF, vagyis g(z) Taylor sorfejtésével kapjuk a keresett valo-
szintiségeket, mint egyiitthatokat. Ehhez ¢(0) = 0 és

1 -3 I Sy &1
/ _ 2 _ R l
1= nmio: sz 2= (5) =2 g
2 2 =0 =0




amibdl tagonkénti integralassal

00 1 S+ & 1
— O - = I k“'
9(2) = 9 )+§2H1ln2l+1 kz:;k2kln2z
Ebbol
0 ha k =0
P(Z=k)=4 20T
s ha k>0

HF 2.2 Egy kis boltba a vevék szabélyos id6kozonként, érkeznek, percenként pontosan egy, és
bedllnak a sorba. Egy vev( kiszolgalasa véletlen ideig tart, ami minden vevs esetén
fiiggetlen és azonos eloszlasi. Konkrétan a kiszolgalasi id6 0, 1 vagy 2 perc lehet, %,
% illetve % valosziniséggel. (Ez gy lehet, hogy a vevdk fele, miutan sorra keriil, csak

korbenéz, latja, hogy nincs az, amit keres, és rogton kimegy.)

Reggel 08:00-kor bejon a legelss vevs: nevezziik 6t egymagét a nulladik generdcionak.

A legelss vevd kiszolgalasa idején érkezs tjabb vevsket (akikbdl lehet 0, 1 vagy 2)

nevezziik az elsd generdcionak. Es igy tovabb: azokat, akik az m-edik generacio

tagjainak kiszolgalasa alatt érkeznek, nevezziik az (n + 1)-edik generacionak n =
0,1,2,...-re. Jelolje Z,, az n-edik generaci6 tagjainak szamat.

) Mennyi Zj, varhato értéke?
Mi Z3 generatorfiiggvénye?

S

)

) Mennyi a P(Z4 = 0) valosziniiség?

) Mennyi a valoszintisége, hogy a boltos bacsi egyszer sziinetet tarthat, vagyis hogy
a boltban egyszer csak (egy percig) nem lesz egyetlen vevs sem?

e.) Mennyi az elsé sziinetig eltelt percek szamanak varhato értéke?

f.) Mennyi az els sziinetig eltelt percek szaméanak generatorfiiggvénye?

Megoldas: 7, Galton-Watson elagazo folyamat, az X egylépéses utodszam eloszlasa

ko |o]1]2
PX=KT3]3153
Ennek varhato értéke m :=EX =0 - % +1- % +2- % = %, generatorfiiggvénye pedig
1 1 1,
g(z)—§+§z+6z :

Ezek alapjan az orai jelolésekkel

a.) BEZig =my =m" = (%)10 ~ 0.017

b.) Z3 generatorfiiggvénye

1
9z5(2) = 9(g9(9(2))) =3
_|_1 l_i_l 1_|_1 _|_12 _|_1 1_|_1 +122 ’
31273\2"3" "¢ 6\2 3" "6
2
+1 1+1 1+1 +12 +1 1+1 +12 ?
6l273\273°76° ) Te\273° 7§67



felirni. Inkabb rekurzivan szamolunk:

To = 0
r1=g(ro) =g(0)=5=05
1 17
ro=g(r) =g (5) = 5 7= 07083
17 2833
TB:g(f@):g(ﬂ) — = %%0.8197

ry = g(rs) ~ 0.8852

d.) A boltos bacsi pontosan akkor tarthat sziinetet, ha az elagazo folyamat kihal,
vagyis van olyan n, amire Z, = 0. Ennek valosziniisége ro, = 1, mivel m < 1,
vagyis a folyamat szubkritikus.

e.) Masodik, javitott valtozat — koszonet az éber hallgatéknak. Az elsé sziinetig
eltelt percek szdma pontosan T':= N —1, ahol N = 3 >° ' Z, a kihalasig osszesen
kiszolgalt vevGk szama. Azért N — 1, mert

x ElGszor is, a kiszolgalt vevGk szama megegyezik az érkezé vevSk szamaval,
hiszen mindenkit ki kell szolgalni. Mivel a vev6k pontosan percenként érke-

,,,,,,

véletlen.

x Masodszor, a legels6 vevs érkezésére nem kell varni, mint ahogy az utolso vevé
tavozasara sem: a sziinet elGtti utols6 vevét biztosan 0 perc alatt szolgaljik
ki, kiilonben a kiszolgalasa alatt érkezne még egy vevs, és nem lehetne 6 az
utols6. Igy, ha N vevs jelenik meg, az utolsoé pontosan N — 1 perc elteltével
érkezik, és ugyanekkor tavozik.

Mivel a folyamat szubkritikus, vagyis m < 1, N varhato értéke

= 1
EN = n_ - — 3.
Z;m 1-m 1-2

Ebb6l ET'=EN — 1 = 2.
f.) Orarol tudjuk, hogy N generatorfiiggvénye, gy eleget tesz a gn(2) = zg(gn(2))
egyenletnek, Vagyis minden z € [0, 1]-re meg kell oldanunk y-ra az y = zg(y)

egyenletet:
1 N 1 n 1,
= Z —_ —_ — .
Y 2 376!

z = O-ra nyilvan y = 0. Ha z # 0, akkor ar egyenlet y-ban masodfoku, nullara

rendezve
1, n 1 1 N I 0
¢/ "T\37z)Y Ty

2
z z

Hogy az egyenlet esetleg tobb megoldasa koziil melyik a keresett generatorfiigg-
vény, azt esetileg kell eldonteniink. Jelen esetben pl. segit, hogy z = 1-ben
gn(2) = y = 1-nek kell lenni. Mivel z = 1l-rey =3—-1+,/(3—-1)2—-1=2+1,a
két megoldas koziil a generatorfiiggvény az, amelyikben a négyzetgyck — elGjellel
szerepel. Osszefoglalva:

5 1-/(2-1 -3 n 0
0 ha z=0

Ennek megoldésai




3.HF: (Beadasi
HF 3.1 a.)

b.)

c.)

A képletbdl els6re nem latszik, de ez a fiiggvény folytonos, sét differencidlhato
z = 0-ban, mint minden generatorfiiggvény. Az, hogy gn(0) = 0, megfelel annak,
hogy P(N = 0) = 0, vagyis legalabb 1 vev$ biztosan van a sziinetig, és hogy
persze T = N — 1 is nemnegativ egész értékd valoszintseégi valtozo. Igy hat
N =T + 1-b6l gn(z) = zgr(2), amibdl gr(z) = gNT(Z).

(Megjeqyzés a szdrszdlak hasogatdsdnak kedvéért: ez a képlet csak z # 0-ra hasz-
ndalhato. A z = 0 beli érték kiszamolhato egyrészt a generdtorfiigguvény folytonos-
sagabdl. Masrészt kiszdmolhato abbdl is, hogy gr(0) = P(T = 0) = P(N = 1),
vagyis annak a valoszinisége, hogy az elsé vevd utod nélkil, O perc alatt tdvozik.
A kételkeddk ellendrizzék le, hogy

Mindezek alapjan

gr(z) =

N= N =
=
&
Iy
I
o

hatarids: 2018.10.24.)

Legyen X exponencidlis eloszlast valoszintiségi valtozo A = 1 paraméterrel. Sza-
moljuk ki az m = EX, 0% = Var(X) = E((X —m)?) és 0 := E(|X —m|?)
mennyiségeket! (Megjegyzés: a vdrhatd értéket és a szdrdsnégyzetet persze sza-
bad tudni fejbdl vagy tdblizatbol. A & kiszdmoldsdndl viszont észnél kell lenni:
mivel X — m abszolit értéke szerepel a definicidban, ez nem potyog ki pl. a
generdtorfiigguény-maodszerbdl, hanem integrdlni kell, az integrdlban pedig figyelni
kell az esetszétvdlasztdsra.)

Egy radioaktiv mintaban masodpercenként atlagosan 1 bomlés torténik. Koze-
litsiik a centralis hatareloszlas tétel (CHT) segitségével annak a valosziniiségét,
hogy az 1000-edik bomlasra legfeljebb 15 perc 5 méasodpercet kell varni!
Legfeljebb mekkora lehet az el6z6 CHT kozelités hibdja a Berry-Esseen tétel
szerint?

Megoldas:

a.)

X siirtiségfiiggvénye

amibdl egy parciélis integralassal

m=EX = /xe‘x de = [—ze ™| + / e dr=0—[-e"|F =1,
0 0

majd ezt felhasznalva, egy jabb parcidlis integralassal
E(X?) = /xze_x dz = [-2%e™"]F + /21‘6_36 dr =0+2EX =2,
0 0

tehat
o’ =VarX =E(X*) —EX =2—-1=1.
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A § kiszamoléasanal kicsit jobban észnél kell lenni: mivel m = 1,
[e'¢) 1 00
)= / |z — 1PPe ™ do = / —(x —1)%e " dx + /+(:c —1)%e " dz.
0 0 1

Ezt sokféleképpen ki lehet szamolni, egyik lehetGség az © = y + 1 helyettesités,
amibdl

0 00 -1 00
0=-— / ye ' hdy + / yle Ay = e / eV dy + / yPe v dy
-1 0 0 0

A hatarozatlan integral haromszori parcialis integralassal
/yge_y dy = —(y° +3y° + 6y +6)e ¥ +¢
(aki nem hiszi, derivalja le). Ebbdl

§=¢e! ([—(y3 + 3y% + 6y + 6)6*9]51 + [—(y® +3y° + 6y + 6)e*y]§°) =
=e'(—2e+6—0+6) =12 — 2 ~ 2.4146

1. megoldas: Legyen n = 1000 és ¢ = 1,2,...,n-re legyen X; az az id6 mé-
sodperchen, amit az i-edik bomlasra varni kell (az i — l-edik utan). Legyen
S, = X1+ -+ X, az ezredik bomlas ideje. Mivel a bomlésok Poisson folyamat
szerint torténnek, X; ~ Exp(1) és fiiggetlenek. A CHT kozelités soran S, -et nor-
malis eloszlassal kozelitjiik, varhato értke n-m, szorasa /n-o (az el6z6 részfeladat
jeloléseit felhasznalva). Vagyis

905 — nm) o (905 — 1000
Vno /1000

ahol ® a standard normalis eloszlasfiiggvény. A nekem meglévé tablazatban ®(z)
csak nemnegativ z-ekre van meg, ezért kihasznalom, hogy ®(—z) =1 — ®(z). A
$(3.00) értéket a tablazatbol kiolvasva

P(S, < 905) ~ ® ( ) ~ ®(—3.00),

P(S, < 905) ~ 1 — $(3.00) ~ 1 — 0.9987 = 0.0013 = 0.13%

2. megoldas: A 905 masodperc hosszi idGintervallumot felosztjuk valahany,
mondjuk N egyenld részre, és Y;-vel jeloljiik az ¢-edik intevallumban bekovetkezett
bomléasok szaméat. (Kézenfekvs az N = 905 valasztas, de lehet barmi més pozitiv
egész, akar N = 1 is.) Ekkor Sy =Y, + -+ Yy az 0sszes bomlas szama 905
masodperc alatt, és a kérdés P(Sy > 1000). Mivel a bomlasok Poisson folyamat
szerint torténnek, az Y-k fiiggetlenek és Poisson eloszlasiak. (A paraméteriik
A= %5, ami egyuttal a varhato értékiik és a szorasnégyzetiik is, de ez végiil is
nem kell.) A CHT kozelités soran Sy-et normalis eloszlassal kozelitjiik, varhato
értéke és szorasnégyzete is 905 (ami persze fiiggetlen attol, hogy milyen N-et

valasztottunk). Vagyis

1000 — 905
V905

Az én tablazatomban ®(3.16) méar nincs is benne, de latszik, hogy nagyobb, mint
0.999, amibdl

P(Sy > 1000) =~ 1 — ® ( ) ~1— ®(3.16).

P(Sy > 1000) ~ 1 — ®(3.16) < 0.001 = 0.1%.



c.) Legyen K = 905, C' = 0.4748 és hasznaljuk az els6 pont-beli jeloléseket. A
Berry-Esseen tétel szerint az el6z6 pont elsd megolddsbeli CHT kozelités hibaja

K- 4748 - 2.414
hiba:'P(sngK)—cb( ”m)’< Co 04748 0

Vo )| = nod T /1000
~ 0.0363 = 3.63%.

Vagyis a hibabecslésiink nagysagrendekkel nagyobb, mint maga a CHT becslés.
Ett6l még persze a tényleges hiba lehet kicsi, de ez a Berry-Esseen tételbsl nem
deriil ki.

(Megjegyzés: Az elézd pont 2. megolddsbeli CHT kézelités hibdjdara is adha-
td Berry-FEsseen becslés, ehhez eqy Poisson eloszlasu Y -ra kellene kiszdamolni
E(|Y —EY]?)-t. Ez nem nehéz ha EX kicsi, de most nem csindlom meg.)

HF 3.2 Egy képzeletbeli varosban a kozvilagitas kiégett izzoit azonnal kicserélik. Az egyes
izz0k élettartama fiiggetlen és exponenciélis eloszlasi, 1 év varhato értékkel. A most
kovetkezd honapban a kozvilagitas izzoinak 6sszesen 905 évnyi iizemidét kell teljesiteni
(sok lampa van). Adjunk nagy eltérés becslést annak valoszintiségére, hogy a raktaron
lévs 1000 csereizzo egy honapra nem lesz elég.

(Segitség: a A\ paramétertd exponencidlis eloszldis Cramér féle ratafiigguénye
I(z) =Xz —In(Ax) =1 (hax >0).
A X\ paraméterd Poisson eloszlas Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =azln(x/N) —xz+ X (hax >0).)

1. megoldas: Nem tudjuk, hogy hany lampa van, és azt se, hogy melyik mennyi ideig
miikodik, de nem is érdekes. A 1ényeg, hogy 905 évnyi iizemidé alatt 1000-nél tobb izz6
égjen ki. Ehhez nyugodtan képzelhetjiik gy, hogy az ismeretlen szami lampa idében
egymas utan miikodik 6sszesen 905 évet, de tgy is, hogy egyetlen lampa miikodik 905
évig. Kérdés tehat annak a valdsziniisége, hogy egyetlen lampaban 905 év alatt 1000-
nél tobb izz6 ég ki. (Ehhez nagyon is kihaszndltuk az exponencidlis eloszlds orokifji
tulagdonsdgdt: mindegy, hogy eqy ujonnan bekapcsolt lampdban vadonatiy izzo van,
vagy az éppen most kikapesolt lampdbol szereljik dt a régit.)

Legyen n = 1000 és legyen X; az i-edik izz06 élettartama években. Ekkor X; ~ Fzp(1)
és az X;-k fliggetlenek. S, := Xj+- - -+ X,, az Ossz-élettartam, és a kérdés P(.S,, < 905).
Ezért bevezetjiikk az m := EX; =1, a :== —o0, b := % = 0.905 jeloléseket. Mivel
b < m, a Cramér tétel szerint

S, 905 S,
IP) < = IP) —n < _ = ]P) —n S 7nl(b)
(S, <905) ( = 1000) < - € (a, b]) Se ,

ahol I a A = 1 paraméterd exponencidlis eloszlas Cramér féle ratafiiggvénye, vagyis
I(b) = b—1In(b) — 1 ~ 0.00482033528.
lgy
P(S, < 905) g e 1000-0-00482033528 () 0081 = 0.81%.

(Vigydzat: ha I1(b) ~ 0.00482033528-at ddére modon I(b) ~ 0.005-re kerekitjik (ami
ranézésre 4% hiba), a végén 0.0081 helyett 0.0067 jon ki, ami 17% hiba.)

2. megoldas: Az ismeretlen szamia lampa mindegyikében fiiggetlen Poisson folya-
matok szerint égnek ki az izzok. Igy az adott lampa teljes iizemideje alatt kiégett
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izzok szama is Poisson eloszlasi, a tébbi lampatol fiiggetlen. Ezért az 6sszesen 905
évnyi lizemidd alatt kiégs izzok teljes szama is Poisson eloszléasi, és a varhato érté-
ke persze 905. Vagyis a kérdés P(Z > 1000), ahol Z ~ Po0i(905). Ehhez legyen N
tetszbleges pozitiv egész, mondjuk N =905, legyen ¢« = 1,2,..., N-re Y; ~ Poi (%5)
és Sy = Y1+ -+ Yy. Igy Sy ~ Poi(905) és P(Z > 1000) = P(Sy > 1000). Ezt
a Cramér tétellel becsiiljiik: legyen m = EY; = %, a = 1000/N és b = oco. Mivel
a > m, a Cramér tétel szerint

IP’(SN>1000)—IP’(N> N)—P(Né(a,b))ze ,

ahol I a A = &NE’ paraméteri Poisson eloszlds Cramér féle ratafiiggvénye, vagyis

1000 1000 1000 905 1000
NI(a) =N [ v In ( &fg ) -— W} = 1000 1“% — 95 ~ 4.82033528.
N

Orémmel latjuk, hogy ez fiiggetlen az N megvalasztasatol, és hogy a nagy eltérés
becslés

P(Sy > 1000) $ e 82933528 ~ 0.0081 = 0.81%

pontosan mint az els6 megoldasban.
4.HF: (Beadasi hatarids: 2018.11.29.)

HF 4.1 Egy béka fel-le ugral egy 4-foku 1épcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfelsé pedig az 4,
igy a béka 5 kiilonbo6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka idGegységenként ugrik
egyet (pontosan 10 méasodpercenként). Az el6zményektdl fiiggetleniil % valoszintiség-
gel ugrik egyet felfelé (kivéve, ha legalul van, mert akkor biztosan felfelé ugrik), %
valosziniiséggel pedig egyet lefelé (kivéve, ha legfeliil van, mert akkor biztosan lefelé
ugrik). Kezdetben a béka az 1-es szinten van. Legyen X, a béka helye n ugras utan.

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc allapotterét, Atmenetmatrixat és kezdeti eloszlas
vektorat!

c.) Mennyi a valoszintisége, hogy a béka rogton az elején a 101232 palyat jarja be?
(Ugy értve, hogy kezdetben az 1 szinten van, az els6 ugras utan a 0 szinten, aztan
megint a 1 szinten, stb.)

d.) Keressiik meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait! (Pontosabban: az étme-
netméatrixanak stacionarius eloszlasait.) Szabad kihasznélni, hogy X, sziiletési-
halalozasi folyamat.

e.) KozelitGleg mennyi a valoszintisége, hogy 120 ugras utéan a béka legfeliil lesz?

Miért?
f.) Mennyi lesz a béka helyének idGatlaga hosszt tavon? Miért?
Megoldas:

a.) Az allapottér S = {0, 1,2, 3,4}, az &tmenetmatrix

01000
203100
P=pPY =020 10
0020 5
00010

A kezdeti eloszlas vektor w(0) = (01000).
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HE 4.2

b.) A graf-reprezentacio:

1 1/3 1/3 1/3
0 1 2 3 4
2/3 2/3 2/3 1
C.) P(101232) = 7T1P10P01P12P23P32 =1 % .- % . % . % — %

d.) Diszkrét idejid sziiletési-halalozasi folyamatban minden i-re m P, ;11 = 741 Piy14.
Ebbdl esetiinkben o= 3; o =2 ”—2 = 2; B = 3; Ebbdl my = 1 valasztéssal
7= (8;12;6;3;1). Ezt lenormalva kajuk az (egyetlen) stacionarius eloszlast:

r=1Y=(% % % % )

e.) A Markov lanc periodikus d = 2 szerint: a kiindulasi helysre visszajutni csak
paros sok lépésben lehet. Ennek megfelelGen 1-bél indulva paratlan szamu lépés
utan csak paros helyen, paros sok lépés utan csak paratlan helyen lehet a béka.
Ezért P(Xi90 =4 Xo=1) = 0.

f.) A béka helye az f : S — R fiiggvény, ahol f(i) = i, vagyis vektor-formaban

0
1
f=12]. A Markov lanc véges allapottert és irreducibilis, ezért az ergodtétel
3
4

szerint f(X,,) idGatlaga hossza tavon 1 valoszintiséggel

1 :
lim ﬁZf(Xn)—wa—ieZSmf(Z)—ﬂf
8 0+12-1+6-2+3-3+1-4 37

30 T

Egy béka fel-le ugral egy 4-foku lépcsén, ahol a legalso szint a 0, a legfelss pedig az 4,
igy a béka 5 kiilonb6z6 helyen (vagyis szinten) lehet. A béka exponencialis eloszlast
véletlen ideig var 10 masodperc varhato értékkel, majd feldob egy dobokockat. Ha
az eredmény 5 vagy 6, akkor ugrik egyet felfelé, kivéve, ha mar legfeliil van (mert
akkor nem ugrik sehova). Ha a dobas eredménye 1, 2, 3 vagy 4, akkor lefelé ugrik
egyet, kivéve, ha mar legalul van (mert akkor nem ugrik sehova). Ez utan a béka
ugyanezt ismételgeti, az el6zményektsl fiiggetleniil. Kezdetben a béka az 1-es szinten
van. Legyen Y (¢) a béka helye ¢ id§ elteltével. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel az Y'(t) Markov lanc allapotterét, tartozkodasi id6 paraméter vektorat
és kezdeti eloszlas vektorat! (Vigydzat: a szélsd dllapotokban sem lehet helyben
ugrani, csak tovabb varni!)

Irjuk fel a beépitett diszkrét ideji Markov lanc atmenetmatrixat!
Irjuk fel az Y'(t) Markov lanc rata-matrixat és infinitezimalis generatorat!

Kozelitleg mennyi a valoszintisége, hogy a béka 1 masodperc elteltével a 2-es
szinten lesz?

f.) Keressiilk meg a Markov lanc stacionarius eloszlasait! Szabad kihasznélni, hogy
Y (t) sziiletési-halalozasi folyamat.

g.) Kozelit6leg mennyi a valoszintisége, hogy 20 perc elteltével a béka legfeliil lesz?
Miért?

h.) Mennyi lesz a béka helyének id6atlaga hossza tavon? Miért?

Megoldas:



a.)

Az allapottér S = {0,1,2,3,4}. A kt’)zbiilsc’i allapotokbol (1, 2, 3) az elugras
rataja 6, mivel a varhato tartozkodasi ids 1 5 perc. Legalul, a 0 allapotban viszont
csak ennek 2 3-a, mert nem elég, hogy csorog az 6ra, hanem még 5-0st vagy 6-ost is
kell dobm amlnek a valoszmusege 1 Ugyanigy legfeliil, a 4 allapotban az elugrasi
rata 6- = = 4. Vagyis a tartozkoda51 id6 paraméter vektor

A=(2 6 6 6 4).

A kezdeti eloszlas vektor w(0) = (01000).

0-bol csak 1-be lehet ugrani, 4-bél csak 3-ba. A tobbi allapotbol = valoszintiiséggel
ugrunk fel és % valoszintiséggel le. Igy a beépitett diszkrét 1deJu Markov lanc

Atmenetmatrixa

01000
20300
Q=10 20 5 0
0020
00010

A A rata-matrix f6atlojaban nincs semmi, a tobbi eleme \;; = \iQy. A G in-
finitezimalis generator ugyanez, csak a f6atloja ugy van kitéltve, hogy minden
sorosszeg 0 legyen, vagyis

Esetiinkben
* 2 0 0 0 -2 2 0 0 0
4 x 2 0 0 4 -6 2 0 0
é =10 4 x 2 0 G=10 4 -6 2 0
00 4 = 2 0 0 4 -6 2
00 0 4 =« 0 0 0 4 —4

Hat persze: a lefelé ugras rataja mindig 4, mert egy oOracsorgés és egy 1 és 4
kozotti dobés kell hozza (kivéve legalul); a felfelé ugras rataja pedig mindig 2,
mert egy Oracsorgés és egy 5-0s vagy 6-os dobas kell hozza (kivéve legfeliil).

A graf-reprezentacio:
2 2 2 2

0 1 2 3 4
4 4 4 4

t = & rovid id6, ezért a t ideji dtmenetmatrix P(¢) ~ P(0) + tP'(0) = I + tG.
Ezen beliil Pio(t) = 0+ thjg = % = %. Vagyis

(x (L) -2 x - 1)~

Folytonos ideji sziiletési-halalozasi folyamatban minden i-re m\; 41 = i1 Nit14-
Ebbdl esetiinkben ;—T = = ﬂ = = 2; Ebbél 7, = 1 vélasztassal 7 =

T,

(1658;4;2;1). Ezt lenormalva kaJuk az (egyetlen) stacionarius eloszlast:

Y 6 8 4 2 1
r=r=(% & # 7 W)
t = 20 hosszt id6. A Markov lanc véges allapottert, irreducibilis és folytonos
idej. Ezért a Markov lancok alaptétele szerint
1
P(X(t)=4]X(0)=1)~m = TR
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h.) A béka helye az f : S — R fiiggvény, ahol f(i) = i, vagyis vektor-formaban

0
1
f=121. A Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, ezért az ergodtétel
3
4

szerint f(X,,) idGatlaga hosszi tavon 1 valoszintiséggel

1 |
lim — ZO f(Xn) =Erf = ZS mif (i) = f
16-0+8-1+4-242-34+1-4 26
= = —~084
31 31
Bonusz: Mi koze egymashoz az el6z6 két feladat-beli két Markov lanc stacionarius eloszlasanak?
Megoldas: Az Y(t) folytonos idejii Markov lanc beépitett diszkrét ideji Markov
lanca éppen X, és ennek megfelelGen Q = PX). A stacionarius eloszlasok viszont
kiilénboznek, hiszen az Y egyes allapotokban tébb, mashol kevesebb id6t tolt. Az X
stacionarius eloszlasabol tgy kaphatjuk meg Y-ét, ha a 7TZ~(X) valoszintiségeket tjrasi-
lyozzuk a varhato tartézkodasi idGkkel:

) _,. 1o

1 7 Y

T

ahol ¢ normélé konstans. Valoban, a fenti eredményekbdl 7; := iﬁi(x) definicidval

i
(4 2 1 12 1/
30 30 30 30 30 )7

Y

ami 7¥)-nak szamszorosa.

5.HF: (Beadasi hatarids: 2018.12.06.)

HF 5.1 Két nagy elektromos ellenallasrol szeretnénk eldonteni, hogy melyik a nagyobb. Saj-
nos az ellenallast mérni csak hibaval terhelten tudjuk: a mitszeriink altal mutatott
érték egy valoszintiségi valtozo, aminek a varhato értéke a tényleges ellenallas, a szo6-
rasa pedig ismeretlen. Ezért aztan mindkét ellenéllason tobb mérést is végeztiink, és
a kovetkezG értékeket kaptuk (A/§2-ban).

A ellenallas | 758 | 772 | 745 | 765 | 764 | 747 | 764 | 751 | 765

B ellendllas | 753 | 764 | 758 | 764 | 772 | 767 | | |
Dontsiink 99%-o0s szinten arrol a hipotézisrél, hogy az A ellenallas legalabb akkora,
mint a B.

Segitség: Az A ellenallashoz tartozo adatsor atlaga 759, korrigalt tapasztalati szo-
rasnégyzete 87. A B ellendllashoz tartozo adatsor atlaga 763, korrigalt tapasztalati
szorasnégyzete 44.8.

Megoldas:

Kétmintas egyoldali t-probat végziink, a nullhipotézis HO: my > mp. A teszt-

statisztika
;= TaA— 2R nanp
a (nA—1)022+(nB—1)0*B2 na + TLB’
na+ng—2
ahol ny =9, ng =6, T4 = 759, Tp = 763, 0’ = 87, 03} = 44.8. Mindezt behelyette-
sitve
759 — 763 9.6
t= ~ —0.902.
\/(971)87+(671)44.8 946
9+6—2
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Ezt kell 6sszehasonlitani az nq + ng — 2 = 13 szabadsagi foku t-eloszlds 1 — e-
kvantilisével, ahol 1 — e = 99%, vagyis ¢ = 0.01. A tablazat szerint a kiiszobérték
K = 2.650.

Déntés: Mivel a probank egyoldali és a nullhipotézis szerint m, > mpg, a nullhipoté-
zist akkor kell elutasitanunk, ha az A adatsor atlaga sokkal kisebb, mint a B adatsor
atlaga, vagyis ha t egy tulsagosan nagy abszolutértékd negativ szam. Az elutasitéas
feltétele tehat t < —K, ami nem teljestil, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

HF 5.2 A  Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek — Sztochasztika” targybol az egyes hall-
gatok altal szerzett gyakjegy egy valoszintiségi valtozo, lehetséges értékei 1, 2, 3, 4, 5.
A hallgatokat két kategoriaba soroljuk: az I-es kategériaba azok tartoznak, akik a hazi
feladatok kevesebb, mint felét oldjak meg (vagyis kevesebb, mint 5 pontot szereznek
hézi feladatbol), a IT-es kategoridba pedig a tobbiek.

A 2017 Gszi félévi kurzus kivonatos eredményei megtalalhatok a 2018 Gszi félév web-
lapjan:
math.bme.hu/"mogy/oktatas/VillamosMSc_Sztoch/VillamosMSc_Sztoch_20180sz.html
Dontsiink 99%-os szinten arrdl a hipotézisrdl, hogy az I es és I1-es kategoria hallga-
toinak gyakjegye azonos eloszlasii.
Megoldas: Homogenitasvizsgalatot végziink, hiszen mintat vettiink az [-es katego-
ria hallgatoinak jegyeibdl és a Il-es kategoria hallgatoinak jegyeibdl is. Az egyes
kategoriakban a jegyek szdma tablazatba szedve:
jegy (i) | 1 [2] 3] 4| 5 | dsszesen

darabszam, I. kategoria (v;) || 21 [ 82210 | 2 || n =063

darabszam, II. kategoria (u;) || 1 | 1] 15|26 | 11 || m =54
Ez alapjan a teszt-statisztika a képletgyiijtemény szerint

223

SICET
2 n m

ahol r = 5 a lehetséges jegyek szdma. Ha mar az adatokat tgyis tablazatkezelGvel

vi _ni)?
szedtem tablazatba, ezt is a tablazatkezelGvel szamoltatom ki: az a; = %

jeloléssel, a fenti tablazathoz még harom sort hozzaadva egy kis képletezéssel az jon

ki, hogy
i | | 2 | 3 | 4 | 5 | sum
nu_i 21 8 22 10 2 63
mu_i 1 1 15 26 11 54
nu_i/n || 0.33333 [ 0.12698 | 0.34921 | 0.15873 | 0.03175 1
mu_i/m || 0.01852 | 0.01852 | 0.27778 | 0.48148 | 0.2037 1
a_i 0.0045 | 0.00131 | 0.00014 | 0.00289 | 0.00227 || 0.01112

Vagyis x> = nm > a1 = 63-54-0.01112 ~ 37.82
Az elfogadasi kiiszob a képletgytjtemény szerint az r — 1 = 4 szabadséagi fokt >

eloszlas 1 — ¢ kvantilise, ahol ¢ = 1 — 99% = 0.01. Az eloszlas-tablazat szerint a
kiiszob K = 13.277.

Doéntés: mivel y? > K, a hipotézist elvetjiik.
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