Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
1. ZH megoldasok

2017 6sz, 2017.10.19 18:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a to6bbi mind 9 pontot ér.

0. Irja ra a ZH-ra a gyakorlatvezetd nevét és, ha ez nem egyértelmt, a gyakorlat iddpontjdt
(meg persze a sajat nevét és Neptun-kodjat is). Lehetséges helyes megoldasok:

a.) (0 pont) Horvath Illés, paratlan heteken (péntek, IB145)

b.) (0 pont) Ko6i Taméas, paratlan heteken (péntek, QBF10)

c.) (0 pont) Patko Richard, paratlan heteken (péntek, IB147)

d.) (0 pont) Patko Richard, paros heteken (péntek, IB147)

1. Rozi néni a baratnGjével hetente atlag kétszer beszél telefonon, a testvérével pedig atlag
haromszor, teljesen véletlenszerii id6pontokban. Massal nem telefonal. A baratngjével egy
beszélgetés atlagosan egy ora, a tesvérével csak egy fél. A hivasok idGtartama egymastol
fiiggetlen, exponencialis eloszlasii.

a.) (1 pont) Rozi néni épp most vette fel a telefont. Mennyi a valosziniisége, hogy a
testvérével beszél?

b.) (3 pont) Rozi néni épp most vette fel a telefont. Varhatoan mennyi ideig fog beszélni?

c.) (5 pont) Rozi néni mar egy ordja telefonal. Mennyi a valoszintisége, hogy a testvérével

beszél?

Megoldas: Legyen A; az az esemény, hogy a baratnGjével beszél, A, pedig az, hogy a
testvérével. Legyen T a beszélgetés idGtartama éraban.

a.) Mivel hosszii tavon atlag 5-bél 3-szor beszél a testvérével, P(Ay) = 2.

b.) A szoveg szerint P(Ay) = 2, P(Ay) = 2, E(T|A;) = 1, E(T|Ay) = 3, tovabba {A;, Ay}
teljes eseményrendszer. Igy a teljes varhato érték tétel szerint
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c.) Ha X exponencidlis eloszlasi A paraméterrel, akkor EX = + és P(X > 1) = 1 —
Fx(1) =1— (1 —e ) = e Igy az A feltétel mellett 7' exponencialis eloszlast
A = 1 paraméterrel, tehat P(T" > 1]|A;) = e '. Ugyanigy, az A, feltétel mellett T'
exponenciélis eloszlasi A = 2 paraméterrel, tehat P(T > 1|Ay) = e 2. Ezek alapjan
a Bayes tétel szerint B := {T" > 1} jeloléssel
IP)(AQ)]P)(B|A2) %672 3
1

P(A,|B) = = = ~ 0.
(42]B) P(A)P(B|A;) + P(As)P(B|Ay) %e* +%e*2 2e + 3 0-389

2. Egy internetes kiszolgalohoz percenként atlagosan 10 kérés érkezik, Poisson folyamat sze-
rint. Minden kérés a tébbitdl fiiggetleniil %0 valoszintiséggel hibas.
a.) (3 pont) Mennyi a valosziniisége, hogy 10:00 és 10:02 kozott nem érkezik hibas kérés?

b.) (3 pont) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott pontosan 20 kérés érkezett (Osszesen),
mennyi a valoszintisége, hogy ezek egyike sem hibas?

c.) (3 pont) Feltéve, hogy 10:00 és 10:02 kozott legalabb 18 hibatlan kérés érkezett,
mennyi a valészintisége, hogy hibas viszont egy sem?
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Megoldas:

a.) Legyen X a 10:00 és 10:02 kozott érkezs hibas kérések szama. A hibas kérések folya-
mata az Osszes kérés Poisson-folyamatanak ritkitasa, igy maga is Poisson folyamat.
Mivel két perc alatt atlag két hibas kérés érkezik, EX = 2, vagyis X ~ Poi(2). Igy
P(X =0)=e 22 =2 0.135

0!
b.) Mivel a 20 kérés mindegyike a tobbitdl fiiggetleniil 1—10 valoszintiséggel hibés,

1\ 2
P(egyik sem hibés) = (1 — 1—0) ~ (0.122

(Alternativ megoldds: azon feltétel mellett, hogy dsszesen 20 kérés érkezett, a hibds
kérések szima binomidlis eloszldsi n = 20, p = + paraméterekkel, és
P =1

(o (ort) )~ () ) ()

c.) A hibas és a hibatlan kérések szama egymaéstol fiiggetlen, ezért a feltételes valoszintiség
megegyezik a feltétel nélkiili valoszintiséggel, amit az a.) pontban kiszédmoltunk: =2 ~
0.135

3. Az X és Y ﬁiggetlen negnegativ egész értékii valoszintiségi valtozok generatorfiiggvénye
2(z—1)

gx(z) =e = illetve gy(2) =e 3

1 pont) Mennyi P(X = 0)?
pont) Mennyi E(X +Y)?
3 pont) Mennyi Var(X + Y)?

(
(2
(
(3 pont) Mennyi P(X +Y = 10)?

1. megoldés: A generatorfiiggvényekbdl kiolvashatd, hogy X ~ Poi(3) és'Y ~ Poi(3).
Mivel fiiggetlenek, az Osszegiik is Poisson eloszlasi, a paraméterek pedig dsszeadddnak:
X +Y ~ Poi(l). Igy

1110
P(X +Y =10) = e 10 ~ 1.014- 107

2. megoldas: Mivel fiiggetlen val-viltozok Osszegének generatorfiiggvénye a generator-
fiiggvények szorzata, gxyv(2) = T EY — el A generatofiiggvény elemi tulajdon-

sdgaibol

) P(X =0) = gx(0) = e 3 ~ 0.717

D) EX+Y) =gy y(1)= e o =1

Var(X +Y) = gk 1y (1) + g5y (1) = (g (1) =1+1-1=1

) PX +Y =10) = g8 (0) = te" oo = et & 1.014 - 1077



4. (9 pont) Legyen N binomialis eloszlast valosziniségi valtozo n = 10, py = % paraméte-
rekkel. Legyen X, Xy, ... Xy Bernoulli eloszlasi, px = % paraméterrel. Adjuk meg az
Sy = . X, Gsszeg generatorfiiggvenyét (5 pont). Mi Sy eloszlasa? (4 pont)
Megoldas: gy (= 1 — p]l\[ :2 %, qx = 1 — px = % jelélésse'l N generatorfiiggvénye
gn(2) = (av +pn2)" = (5 + §2)', X; generatorfiiggvénye pedig gx(2) = qx + px2z =
% + %z Mivel Sy véletlen tagszami Osszeg, az G generatorfiiggvénye az N és az X;
generatorfiiggvényének kompozitidja:

gSN(Z) _gN(gX(Z)) = <§+§(§+§2’)) = <§+§Z) )
Ebbdl leolvashato, hogy Sy binomialis eloszlasi n = 10 és p = % paraméterekkel.

Alternativ megoldas: A binomialis eloszlas jelentésébdl latszik, hogy ha n = 10 kisérle-
tet végziink, amelyek mindegyike py = % valosziniiséggel félig sikeres, de még mindegyik-
nek teljesiteni kell egy tovabbi probat, ami csak px = % valoszintiséggel sikeres, akkor az

Osszesitett siker-valoszintiség p = pypx = % % = % Igy a teljes sikerrel jaro probalkozasok
szama binomidlis eloszlasti, n = 10 és p = % paraméterekkel.

5. (9 pont) Moricka hazafelé ugral. Minden méasodpercben az el6zményektdl fiiggetleniil

% valoszintiséggel egyet urgik elére, % valoszintiséggel helyben marad, % valoszintiséggel
viszont kett6t urgik hatra. Kezdetben Moricka egy ugrasnyira van hazulrol. Mi a valo-
szintisége, hogy valaha is hazaér?

Megoldas: (Ez volt a nehéz feladat; bocs.) Vegyiik észre, hogy a feladat ugyanaz, mint
a kovetkezd:

Egy fagyisnal minden gyerek kiszolgaldsa pontosan 1 percig tart. Ez alatt az 1 perc alatt

1 ., , 1 e . 1 ., , .
3 valoszintiséggel nem érkezik njabb gyerek a sorba, viszont 3 valoszintiséggel érkezik egy

1j gyerek, % valosziniiséggel pedig hdrom. (Igy az egy perc elteltével a sor hossza % valoszi-
ntiséggel 1-gyel csokken, % valoszintiséggel nem valtozik, % valoszintiséggel viszont kettGvel
ng.) Kezdetben a sorban egyetlen gyerek all, mégpedig Moéricka. Mi a valoszintisége, hogy

a sor valaha is lires lesz?

Ennek megoldasahoz: nevezziik nulladik generdcio-nak Morickat egymagat. Nevezziik
elsd generdcio-nak a Moricka kiszolgalédsa alatt érkezs gyerekeket. Nevezziik mdsodik
generdcid-nak az elsG generacio tagjainak kiszolgalasa alatt érkezé gyerekeket. Es igy
tovabb: nevezziik (n + 1)-edik generacionak az n-edik generécié tagjainak kiszolgalasa
alatt érkezd gyerekeket. Jeloljiik Z,,-nel az n-edik generaci6 méretét.

fgy Z, Galton-Watson elagazo folyamat Z, = 1-gyel. Ha X az egylépéses utodszam,
akkor

ko |o|1]2]3
PX=k|51510]3

Ennek varhato értéke m = EX = %, generatorfiiggvénye

1 1 14
g(z)—g—i-gz—l—gz :
A sor akkor lesz valaha is iires, ha a folyamat kihal, vagyis a kérdés a kihalas valoszinsége.
Mivel m > 1, a folyamat szuperkritikus, igy P(kihalds) < 1, és szamolni kell: meg kell
oldani a z = g(z) fixpont-egyenletet:

11 1,
= b r 1
z 3+3z+32 (1)



Ezt nullara rendezve
2 —2241=0,

ami harmadfoki, de szerencsére tudjuk, hogy a z = 1 mindig megoldas, vagyis ki lehet
emelni (z — 1)-et. Es valoban: 2% — 2241 = (z — 1)(2® + z — 1), vagyis az egyenlet
(z—=1)(2+2—-1)=0,

amibdl z = 1 vagy 22 + z — 1 = 0. Ez utébbi mar mésodfoki, gyokei z = %\/g Vagyis
a fixpont-egyenlet gyokei

—1-V5 _ L5

z1 = ) 22 9 )

_ 1
2 =3

Mivel a folyamat szuperkritiklus, a kihalas valoszintisége az egyetlen [0, 1)-beli gyok, ese-

tiinkben
—1
\/32 ~ 0.618

P(kihalas) = 2z, =

Alternativ megoldas, majdnem preciz, 8 pontért: Jeloljiik p-vel a keresett valo-
szintiséget. Vegyiik észre, hogy ha Moricka nem 1, hanem 3 ugrasnyira lenne hazulrol,
akkor a hazaérés valosziniisége p? lenne, hiszen elGszor el kellene jutnia 3-rol 2-re (ami
p valoszintiséggel sikeriil el6bb-utobb), aztan 2-r6l 1-re (ami megint csak p val-séggel si-
keriil), és végiil 1-r6l 0-ra. Hasznéaljunk teljes valoszintiség tételt az elsé ugras szerint:
Legyen A; az az esemény, hogy elsére el6re ugrik, A; az az esemény, hogy elsére helyben
marad, Az pedig az, hogy elsére hatra ugrik (kett6t). B pedig legyen az az esemény, hogy
el6bb-utobb hazaér. Igy Aj, As, Az teljes eseményrendszer, P(A;) = P(A,) = P(A43) = %,
P(B) = p, tovabba

P(B|A) =1 , P(B|A)=p , P(B|A;)=7p’,
A teljes valoszintiség tétel szerint
P(B) = P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|As) + P(A3)P(B|A3),

vagyis
_1+1 +13
p—3 327 327

Orommel latjuk, hogy ez ugyanaz az egyenlet, mint az el6z6 megoldasban (1). Gyokei

—1-+5 —1++/5
m=—5—, p=—7>— , p3=1L
2 2
Ebbél p; < 0, igy nem johet szoba. Hogy a maradék két gyok koziil melyik a tényle-
ges valoszintiség, azt érezhetjiik: mivel Moricka varhato értékben tavolodik otthonrol, a
hazaérés valoszintisége 1-nél kisebb. Igy

P(B) =p = ps = ~ 0.618
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