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2. ZH megoldésok
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Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a tobbi mind 9 pontot ér.

0. Irjara a ZH-ra a gyakorlatvezetd nevét és, ha ez nem egyértelmii, a gyakorlat idépontjdt (meg persze a
sajat nevét és Neptun-kodjat is). Lehetséges helyes megoldasok: a.) Horvath Tllés (paratlan heteken,
IB145) b.) Ko6i Tamas (paratlan heteken, QBF10) c.) Patké Richard paratlan heteken (IB147) d.)
Patko Richard paros heteken (IB147).

1. Jancsika tapasztalatai szerint egy kilenc pontos ZH-feladatra a hallgatoi atlagosan 5 pontot szoktak
szerezni, az egyes hallgatok altal elért pontszamok pedig fiiggetlenek. Adjunk nagy eltérés becslést
annak valdszintiségére, hogy a kovetkezd ilyen feladatra a 100 hallgatoja 6sszesen tobb, mint 680
pontot szerez.

Megoldas: Legyen n = 100 és legyen + = 1,2,...,n-re X; az i-edik hallgat6 pontszama. Legyen
S, = X1+ Xy + -+ 4+ X, a hallgatok osszpontszama. Mivel atlagosan 5 pontot szoktak elérni,
tudjuk, hogy ES,, = 5n = 500. A feladat szovege szerint az X;-k fiiggetlenek és persze korlatosak:
a; =0 < X; < b =9, igy a Hoeffding egyenl6tlenség alkalmazhato. Ehhez el6szor kiszamoljuk,
hogy

n n

D (bi—a;)’=> (9-0)°=n-81=8100.

i=1 i=1

gy a Hoeffding egyenlGtlenség t = 180 valasztassal azt adja, hogy

P(S, > 680) = P(S, > ES, +t) < exp (— 20 ) = exp (—2 : 1802) = ¢ %~ 0.00034
" e - Yo (b —a;)? 8100 ' '
(Megjegyzés: Erre a feladatra a Cramér nagy eltérés tétel nem alkalmazhatd, két okbdl sem. Eqyrészt
nincs okunk feltételezni, hogy az X;-k azonos eloszlasiak lennének. Madsrészt, még ha azok is lennének,
a feladat semmit nem mond az eloszlasukrol — til azon, hogy mennyi a minimum, mazimum €s dtlagos
pontszam. Igy a rdtafigguényt sem tudjuk kiszamolni.)

2. Moricka egy golyods tligyességi jatékot jatszik, ahol egy csapagygolyot
kell végigvezetni egy akadalypalyan. Az els6 pélyat gyakorolja, ahol
3 nehéz akadalyon kell atjutni. Moricka az elsG akadélyon i, a maso-
dikon %, a harmadikon % valoszintiséggel bukik el, az el6zményektsl
fiiggetleniil. Ilyenkor a golyo ,leesik”, és Moricka kezdheti az egé-
szet, elolr6l. Ellenkezd esetben tovabbjut a kiévetkezd akadélyhoz.
Ha véletleniil mindharom akadélyon sikeriil tiljutnia, akkor szintén
ujrakezdi a legelejérdl.
Jelolje X, azt, hogy n lépés utdn Moricka éppen hany akadalyon van
tal — igy X, lehetséges értékei 0,1, 2, 3.

Magical Intellect Ball

a.) Irjuk fel az X,, Markov lanc atmenetmatrixat. (2 pont)

b.) Hosszt tavon melyik allapotban lesz a Markov lanc legtobbszor, és a lépések mekkora hanyadat
tolti Moricka ezzel a leggyakoribb akadallyal? (5 pont)

c.) Hosszt tavon hanyadik akadalyon bukik el legtobbszor Moricka, és a bukasok mekkora hanyada
torténik ezen az akadalyon? (2 pont)

Megoldas:

a.) Az S =10,1,2,3} allapottérrel

1/4 3/4 0 0

1/3 0 2/3 0

/2 0 0 1/2
1 0 0 0

pP=



b.) Keressiik a 7 stacionérius eloszlast, amihez megoldjuk a (P—1I)T7T = 0 linearis egyenletrendszert:

—3/4 1/3 1/2 1]0
3/4 -1 0 0]0
0 2/3 -1 0]0
0 0 1/2 —1]0

Ennek megoldasa az ), m; normalasi feltételt is figyelembe véve

_ (4 3 2 1
T= (1_0 0 10 1_0) )

vagyis a Markov lanc a 0 allapotban van legtobbszor (hat persze), éspedig az ergodtétel értelmé-

ben hosszi tavon a lépések %—ében. (A lanc irreducibilis és aperiodikus, az ergodtételt az egyes

allapotok indikatorfiiggvényeire alkalmazhatjuk.)

c.) A lépések %—ében probalkozik Moricka az 1-es akadallyal, ezen beliill mindig i valoszintiséggel
bukik el, vagyis a lépések 1% . i = %O—ében éppen az l-es akadalyt bukja. Hasonl6an a 2-es
és 3-as akadalyt is a lépések 1—10—ében bukja, vagyis hosszti tAvon mindharom akadalyon
ugyanannyiszor, az 0sszes bukéas %-éban bukik.

. Egy egyszerii jelfeldolgozo eszkoz az egyes beérkezs jeleket fiiggetlen, exponencidlis eloszlasu véletlen

idok alatt dolgozza fel. A feldolgozasi id6 varhato értéke 1 mésodperc (vagyis & perc). Amig

egy bejove jel feldolgozasa zajlik, addig az esetlegesen beérkezé wjabb jeleket az eszkoz figyelmen
kiviil hagyja (vagyis nincs feldolgozasi sor). A beérkezd jelek Poisson folyamat szerint érkeznek,
percenként atlagosan 2. Az eszkoz igy kétféle allapotban lehet: ,szabad, passziv, jelre var”, illetve

Jfoglalt, feldolgozas folyamatban, nem figyel”.

Modellezziik az eszkoz allapotat folytonos idejii Markov lanccal. Az id6t mérjiik percben.

a.) Irjuk fel a Markov lanc infinitezimalis generatorat. Indokoljuk. (8 pont)

b.) Az eszkoz a miikodése elss pillanataban szabad. Kozelitéleg mennyi a valosziniisége, hogy tiz ora
elteltével éppen foglalt lesz? Miért? (4 pont)

c.) Az eszkoz teljesitmény-felvétele passziv dllapotban 1W, feldolgozés soran viszont 107W. Mennyi
az atlagos teljesitmény-felvétel hossza tavon? Miért? (2 pont)

Megoldas: Legyen az allapottér S = {0, 1}, ahol 0 jelentése ,szabad, passziv, jelre var”, és 1 jelentése
Lfoglalt, feldolgozas folyamatban, nem figyel”. (Megjegyzés: a kétdllapoti Markov linc neve ON-OFF
folyamat.) Legyen X(t) € S az eszkoz allapota t perc elteltével. Igy X (t) folytonos ideji, idében
homogén Markov lanc. 0-bdl 1-be akkor ugrik, ha érkezik egy jel, vagyis Aoy = 2 ratéval (mert
percenként atlag 2 jel jon). 1-b6l 0-ba akkor ugrik, ha az eszkoz végez a jel feldolgozasaval, vagyis
Ao = 60 rataval (mert a feldolgozési id6 varhato értéke o).

a.) A fenti szoveg alapjan az ugrasi ratak méatrixa

* 2
é_(60 *)

(Ennek a f6atlojaban nincs semmi.) Ebb6l a G infinitezimalis generatort gy kapjuk , hogy a
featlot ugy toltjiik ki, hogy minden sordsszeg nulla legyen:

-2 2
¢= (60 —60) '
b.) Az X, Markov lanc véges allapottert és irreducibilis. (Mivel folytonos ideji, periodikus nem

lehet.) A ¢t = 600 (perc) hosszu id6, igy a Markov lancok alaptétele szerint

P(X(t) =1]X(0) =0) = m,



ahol 7 az egyetlen stacionrius eloszlds. Ennek kereséséhez megoldjuk a G777 = 0 linearis

egyenletrendszert:
-2 60 |0
2 —60[0)"

= (5 1)

Ennek egyetlen (normalt) megoldasa

Igy a keresett valoszintiség
1
P(X(t) =1|X(0)=0)~m = 31 ~ 0.032

(Megjegyzés: a staciondrius eloszlds gy is megtaldlhatd, ha kihaszndljuk, hogy X (t) sziletési-
haldlozasi folyamat.))
c.) Az f(X(t)) teljesitmény idatlagat keressiik, ahol f(0) = 1 és f(1) = 10 (Watt-ban). Vektor-

110 . Mivel a Markov lanc véges allapotteri és irreducibilis, az ergodtétel szerint
f(X (1)) idsatlaga

FXO) = Bef = S mf(i) = nf = (2 1) (110) - ;1—(1) ~ 1.2 (Watt).
€S

jeloléssel f =

. Egy (esetleg) hamis dobokockan a 6-os valosziniisége valami ismeretlen p € (0;1), az Gsszes tobbi

szam valoszintisége pedig azonos, %. A kockaval 10-szer dobva mintat vettiink az eloszlasbol, és

azt kaptuk, hogy 5;6;4;3;4;6;3;1;6;3. Adjunk maximum likelihood becslést p értékére.

Megoldas: A diszkrét valoszintiségeloszlas p(x) = p, ha x = 6 és p(x) = %, haz=1,2,3,4,5. Igy
ha n = 10 és a minta x4, ..., z,, akkor a likelihood-fiiggvény

L(p) = Hp(xi),

L(p) = <1%p)7 P,

l(p)=TIn(1 —p) —7In5+ 31np.
A maximum likelihood becsléshez az I'(p) = 0 egyenletet megoldva
3
PmrL = 10
Tovabbi derivalassal (pl.) ellendrizhets, hogy ez tényleg globélis maximumbhelye [-nek.

esetiinkben

ennek logaritmusa

. Ha egy ember kitolt egy 1Q-tesztet, az eredmény normalis eloszlasi valoszintségi valtozd. Ennek
varhato értékét definicié szerint az illeté ember intelligencia-hdnyadosdinak nevezziik, szorasa pedig
3. Pistike kitoltott néhany fiiggetlen IQ-tesztet. Pontszamai: 97, 101, 96, 98. Dontsiink 90%-os
szinten arr6l a hipotézisrél, hogy Pistike intelligencia-hanyadosa 100.

Megoldas: Legyen z; az i-edik teszt eredménye (i = 1,...,n és n = 4). fgy x;,...,z, minta
az (m,o?) paraméterti normalis eloszlasbol, ahol o = 3, m pedig Pistike (szdmunkra ismeretlen)
intelligencia-hanyadosa. A m = pu nullhipotézisrél kell donteniink, ahol g = 100 a hipotetikus
varhato érték. Ehhez egymintéas kétoldali u-probat végziink: a teszt-statisztika

974+101+96498 100 4

T— 1 2
u=——vn 3 Vi 3 3

Mivel 1 — e = 90%-os szinten kell donteniink, ¢ = 0.1, és az elfogadasi kiiszob

K= (1 - g) — §1(0.95) ~ 1.6

(itt @ a standard normalis eloszlasfiiggvény).

Dontés: mivel |u| < K., a nullhipotézist elfogadjuk.



