Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek — Sztochasztika
1. p6tZH megoldésok
2017 6sz, 2017.12.12 10:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a tobbi mind 9 pontot ér.

0. Irja ra a ZH-ra a gyakorlatvezetd nevét és, ha ez nem egyértelmt, a gyakorlat iddpontjdt
(meg persze a sajat nevét és Neptun-kodjat is). Lehetséges helyes megoldasok:

Horvath Illés, paratlan heteken (péntek, TB145)

Koi Tamaés, paratlan heteken (péntek, QBF10)

Patko Richard, paratlan heteken (péntek, 1B147)

Patko Richard, paros heteken (péntek, IB147)

a.) (0 pont
b.) (0 pont
c.) (0 pont

)
)
)
)
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d.) (0 pont

1. A Mtegyetem hallgatoinak a 80%-a fia, 20%-a lany. A fitknak 20%-a hosszu haju, a
lanyoknak pedig 70%-a. Véletlenszertien kivalasztva egy hosszi haji miiegyetemistat,
mennyi a valésziniisége, hogy 6 lany?

Megoldas:
Jeloljiikk H-val azt az eseményt, hogy egy véletleniil valasztott hallgatd hossza haja, L-lel
azt, hogy lany, F-fel, hogy fit. A Bayes tétel miatt

P(L)P(H]|L) 1676

7
P(LIH) = P(L)P(H|L) + P(F)P(H|F) 2L +3Z 15 16.67%.

2. Egy 1000-oldalas kényvben 1500 sajtohuba van, véletlenszertien elszorva.

a.) (3 pont) Koriilbeliil mennyi annak a valoszintisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb 2
sajtohuba van?

b.) (3 pont) Koriilbeliil mennyi annak a valosziniisége, hogy a 13-adik oldalon legalabb
2, a 42-ediken pedig pontosan 2 sajtéhuba van?

c.) (3 pont) A sajtohubaknak kb. £-a vesszShiba (abban az értelemben, hogy minden
sajtohuba % valosziniiséggel vesszGhiba, a tobbitdl fliiggetleniil). Mennyi annak a valo-
szintisége, hogy a 13-adik oldalon legaldbb 2 vessz6hiba és pontosan 1 egyéb sajtohuba

van?

Megoldas: Az egyes oldalakra es§ sajtohubédk szidma Poisson eloszlassal kozelithetd,
mivel sok sajtohuba probalkozik egyméastol 1ényegében fiiggetleniil, hogy pont oda essen,
és ez mindegyiknek kicsi valoszintiséggel sikeriil. S6t, az egyes oldalakon 1év§ sajtohubak
szama jo kozelitéssel fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezek utan csak a varhato
értékiikre van sziikség, ami persze az adott oldalszdmra es§ hubak atlagos szama.

a.) Jelolje X13 a 13-adik oldalra es6 sajtohubak szamat. A fentiek alapjan ez jo kozeli-

téssel Poisson eloszlast A = % = 1.5 paraméterrel, vagyis
A 1.5)
P(Xyy = k)~ e — 150 g0,

k! k!
Emiatt

P(X;3>2)=1-P(X=0)-PX=1)~1-e'—e 1. 15044



b.) Legyen Xj5 a 42-edik oldalra es§ sajtohubak szama. A fentiek miatt X9 is Poi(1.5)
eloszlassal kozelithets és Xy3-t6l jo kozelitéssel fiiggetlen, vagyis
(1.5)2

o ~ 0.11.

]P)(Xlg > 2 és X42 = 2) =~ ]P)(Xlg > 2)]P>(X42 = 2) ~ (0.44 - 671'5

c.) S6ts6t, a vesszGhibak és az egyéb sajtohubdk szama jo kozelitéssel kiilon-kiilon is
Poisson eloszlasu és egymastol fiiggetlen, ugyanilyen megfontolasbol. Ezért ha Yis

a 13-adik oldalon 1év6 vessz6hibak szama, Z;3 pedig a 13-adik oldalon 1év6 egyéb

1 2
sajtohubak szama, akkor jo kozelitéssel Yi3 ~ Poi(%), Zh3 ~ Poi(li)gg(f) és ezek

. 1000
fiiggetlenek. Igy
P(Yis>26s Ziz=1)~ (1 —e*°(140.5)) (e' - 1) ~0.033.

. Az X valoszintiségi valtozo generatorfiiggvénye g(2) = c(z+22+21+ 22+ 284211 42134 219).
a.) (1 pont) Mennyi a ¢ konstans értéke?

b.) (4 pont) Mennyi X véarhato értéke?

c.) (4 pont) Mennyi a P(X = 8) valosziniiség?

Megoldas:
a.) g(1) =1 mindig, vagyis ¢ = 1.
b.) EX =¢/(1) = £(1+ 22 4+ 42° + 52* + 82" + 112'° + 13212 + 152™) |, = ¥ = 7.375.
Avagy: a g(z) = > oo, pr2" generatorfiiggvénybdl leolvashato az X eloszlésa:
k |1]2]4|5]8]|11|13]15
=P =k [5lslsl5ls]5]5]53

amibdl szintén kénnyen EX = H2HsoaStlIa3HD — 29 — 7375,

c.) P(X =8) = ]198 a 2% egyiitthatoja a g(z) = Y o, prz" sorfejtésben, vagyis esetiinkben
P(X =8) =1L

. Egy szabélyos dobokockaval addig dobalunk, amig ki nem jon egy hatos. Jelolje X az
addig dobott szamok dsszegét (az utolsonak dobott hatost nem beleértve). Szamoljuk ki

a.) (3 pont) X generatorfiiggvényét,
b.) (3 pont) X varhato értékét,
c.) (3 pont) X szorasat.

(Figyelem: Milyen a kockdval dobott szam eloszldsa, feltéve, hogy nem 6-0s?)

Megoldas:

Jeloljiik N-nel a dobasok szamét, az utolsé 6-ost nem beleértve, vagyis X ~ Geom(p = %)
(pesszimista). Igy N generatorfiiggvénye gy(z) = lf’qz = 6f5z (a szokdsos ¢ = 1 — p
jeloléssel).

A keresett Y egy véletlen tagszami dsszeg, éppen N taggal: X = Zf\il Y;, ahol Y7, Y5, ...
fiiggetlenek és azonos eloszlastak, mégpedig egyenletes eloszlasuak az {1,2,3,4,5} hal-
mazon. (Figyelem: az Y-k tényleg az {1,2,3,4,5} halmazon egyenletesek, és nem az
{1,2,3,4,5,6}-on, mert az Y; eloszlasa egy kockadobéas eredményének feltételes eloszlasa
azon feltétel mellett, hogy az eredmény nem 6-0s.)

Ezek szerint az Y;-k generatorfiiggvénye
2422+ B2+ B 1z—25
5 51—z’

gv(2) =

igy



a.)

b.)

c.)

a véletlen tagszamu Osszeg generatorfiiggvénye gx = g, o gy, vagyis

1 1

gx(2) = gn(gy(2)) = 6— (24 22+ 2% + 24 + 2) :6_2’—_26'

A varhato értéket szamolhatnank a generatorfiiggvény derivalasaval is, de elGadasrol
azt is tudjuk, hogy a véletlen tagszamu osszegre EX = ENEY;. Esetiinkben EN =
5 —1=5EY; = HHEES = 3 vagyis EX =53 = 15,

A szérast megintesak szamolhatnank a generatorfiiggvény derivaltjaibol, de elGadasrol
azt is tudjuk, hogy VarX = VarN(EY;)? + ENVarY;. Esetiinkben EN = 5, EY; = 3,

tovabba az eloszlastablézat szerint VarN = % = 30 és Vary; = 2= = 2, gy

2 12
VarX =30-3*+5-2 =280, DX = v/VarX = /280 ~ 16.73.

. Legyen Z; Galton-Watson elagaz6 folyamat, ahol az egylépéses utodszam-eloszlas gene-
ratorfiiggvénye g(z) = e~ 1. Mennyi a valoszintisége, hogy a folyamat elsbb-utébb kihal?

Megoldas: Az egylépéses utodszameloszlas varhato értéke m = ¢'(1) = 1, vagyis a
folyamat kritikus. Ezért a kihalas valoszintisége 1.



