Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek — Sztochasztika
2. potZH megoldasok
2017 65z, 2017.12.12 13:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a tobbi mind 9 pontot ér.

0. Irja ra a ZH-ra a gyakorlatvezetd nevét és, ha ez nem egyértelmt, a gyakorlat iddpontjdt
(meg persze a sajat nevét és Neptun-kodjat is). Lehetséges helyes megoldasok:

a.) (0 pont) Horvath Illés, paratlan heteken (péntek, IB145)

b.) (0 pont) Koi Tamas, paratlan heteken (péntek, QBF10)

c.) (0 pont) Patko Richard, paratlan heteken (péntek, IB147)

d.) (0 pont) Patko Richard, paros heteken (péntek, IB147)

1. Hasznalhato-e a Hoeffding-egyenl6tlenség, és hasznalhato-e a Cramér nagy eltérés tétel a
P(X1+Xo+- -+ X, < K) valoszintiség becslésére (triikkkozés nélkiil) az alabbi esetekben?
A wvdlaszokat indokoljuk!

a.) Az Xj-k fiiggetlen 1 paramétert exponencialisok.

b.) Az Xj-k fiiggetlen és azonos, de ismeretlen eloszlasuak, viszont P(2 < X < 5) =1,
tovabba ismert a varhato értékiik és a szorasuk.

c.) X} egyenletes a [0, 1] intervallumon, és az X;-k fiiggetlenek.

d.) X} egyenletes a [0, k] intervallumon, és az X;-k fiiggetlenek.

e.) Jancsi egy szabélyos érmét dobal. X}, legyen 1, ha a k-adik és a k + 1-edik dobas is
fej, egyébként pedig legyen 0.

Megoldas: A Hoeffding-egyenlétlenség akkor hasznalhato, ha az Xj-k fiiggetlenek, kor-
latosak és az 6sszeg varhato értéke ismert. A Cramér tétel akkor hasznalhato, ha az X;-k
fiiggetlenek, azonos eloszlasnak, és az eloszlasuk ismert (plusz egy enyhe technikai feltétel
a momentum-generalé fiiggvényrsl). Ennek alapjan

Hoeffding Cramér
a.) | NEM, mert nem korlatosak IGEN
b.) IGEN NEM, mert ismeretlen az eloszlas
c) IGEN IGEN
d.) IGEN NEM, mert nem azonos eloszlastak
e.) | NEM, mert nem fiiggetlenek NEM, mert nem fiiggetlenek

2. Egy kis telefonkozpontba érkezs, egyméast kovets hivasok kozott eltelt id6 mindig expo-
nencidlis eloszlasi 1 perc varhato értékkel, és fliggetlen az el6zményektsl. Adjunk nagy
eltérés becslést annak valoszintségére, hogy reggel 8 6ratol szamitva a 400-adik hivasra
legfeljebb 5 orat kell varni.

(Segitség: a X\ paramétertd exponencidlis eloszldis Cramér féle ratafiigguénye
I(z) =Xz —In(Ax) =1 (hax >0).
A X\ paraméterd Poisson eloszlds Cramér féle ratafiigguénye

I(z) =zln(x/N) —xz+ X (hax >0).)



1. Megoldas: Legyen n = 400 és Xi, Xo,..., X, fiiggetlen azonos 1 paraméterd ex-
ponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozok: azt jelentik, hogy az egyes hivasok kozott
mennyi id6 telik el (percben). Igy S, := X; +-- -+ X,, a 400-adik hivés ideje, és a kérdés
P(S,, < 300). Erre a Hoeffding-egyenlGtlenség nem alkalmazhatd, mert az X;-k nem kor-
latosak. Marad a Cramér tétel. Ehhez a kérdéses valosziniséget P(S, < 300) = P(22 €
(0,3]) = P(5= € (a,b]) alakba irjuk. Mivel EX; = m-re b < m, a Cramér tétel szerint (az
exponencialis eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A\ = 1-gyel)

P (ﬁ € (a, b]) < el — oA000(3) o 71507 1 9 84 1077,
n ~~

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy a hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az
1 perc alatt érkezé hivasok szama Poisson eloszlasi A = 1 varhato értékkel, és az egyes
percek fiiggetlenek. Igy ha n =300 és S, = X, +---+ X,, az 5 6ra alatt befutott hivasok
szdma, ahol X, ~ Poi(1), akkor a kérdés P(S, > 400). Mivel § > m = EX; =1, a
Cramér tétel szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 1-gyel)

n 4 _ J(4
P(S, > 400) = P (5— € [g’ oo)) Se B00-7(5) =150 2,84 . 1077,
n

3. Megoldas: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevessziik az 5 6ra alatt érkezd
osszes hivast: a 300 perc alatt érkez6 hivasok szama Poisson eloszlasu A = 300 varhato
értékkel. Igy alkalmazhatjuk a Cramér tételt az S, = X, egytagu dsszegre (n = 1), ahol
X, ~ Poi(300), és a kérdés P(S,, > 400). Mivel 400 > m = EX; = 300, a Cramér tétel
szerint (a Poisson eloszlas ratafiiggvényét hasznalva A = 300-zal)

Sn
P(S, > 400) =P (— € [400, oo)) < e MU0 o 71507 5 2841077,
n

. Jancsi és Juliska randit beszélt meg a Kokojszi utca és a Boborjan utca keresztezddéséhez.
Azt azonban nem beszélték meg, hogy a négy sarok koziil melyiken taldlkozzanak. Jancsi
pontban 11 6rakor érkezik az északnyugati sarokhoz, majd keresni kezdi Juliskiat. A négy
gyalogos-lampa percenként egyszer, egyszerre valt zoldre. Ilyenkor Jancsi i valoszintiség-
gel marad, ahol volt, i valoszintiséggel drajaras-iranyba megy at a zebran, % valoszinséggel
pedig orajarassal ellentétes iranyban. Ekdzben Juliska ordkat késik, igy Jancsi hosszasan
bolyong a négy sarok kozott. Jelolje X,, Jancsi helyét (vagyis hogy melyik sarkon all) n
perc elteltével.

a.) (2 pont) Adjuk meg az X,, Markov lanc allapotterét és atmenet-valoszintiség-méatrixat.

b.) (2 pont) Mennyi a valosziniisége, hogy Jancsi két perc elteltével ugyanott van, mint
a legelején?

c.) (3 pont) Egy ora elteltével megkozelitSleg mekkora valoszintiséggel talaljuk Jancsit a
délkeleti sarkon?

d.) (2 pont) A magas hazak arnyékot vetnek a délkeleti és a délnyugati sarokra, az észak-
keleti és az északnyugati sarok viszont napos. Hosszi tavon az id6 hany szazalékat
tolti Jancsi napon?

Megoldas:



a.) Az allapottér legyen S = 1,2, 3,4, és szamozzuk a sarkokat az észanyugatitol kezdve,
orajarasal ellentétes irdnyban. Igy az dtmenetmatrix

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/2 0

0 1/4 1/4 1/2
1/2 0 1/4 1/4

pP—

b.)
1/4
1/4 11 11 11 5
2, =(1/4 1/2 1/4 — L4
(Pu=(1/4 1/2 0 1/4) 0 11721712 T 16
1/2

amit persze ugy is el lehet mondani, hogy i -1 valséggel marad végig ahol volt, % .

1
valséggel elmegy oOrairanyba aztan visszajon % valséggel pedig forditva.

1
4

(=

v 1

c.) A Markov lanc irreducibilis, aperiodikus és véges allapottert, egy ora pedig hosszi
ids. Igy a Markov lancok alaptétele szerint kozelithetiink a stacionarius eloszlassal,
vagyis oldjuk meg a (P?T — )77 = 0 linedris egyenletrendszert. A transzponélas
nagyon fontos. Az egyenletrendszer matrixos alakban, az attekinthetGség kedvéért
néggyel végigszorozva:

-3 1 0 210
2 =3 1 010
0 2 -3 1]0
10 2 =30

Innentdsl

i.) Szabad megsejteni, hogy szimmetria-okbol a stacionérius eloszlas az egyenletes,
aztan leellendrizni, hogy a m = my = m3 = M4 = i tényleg kielégiti az egyenlet-
rendszert, vagy

ii.) szabad megoldani az egyenletrendszert.

Mindenképpen arra jutunk, hogy © = (i i i i) A feladat kérdésére a valasz
1

7T321.

d.) Legyen f:S — {0;1} a napon levés indikatorfiiggvénye, vagyis

1, hax =1 vagy x =4,
fz) =
0, ha nem.

A Markov lanc irreducibilis és véges allapottert, igy az ergodtétel szerint f(X,,) id6-
1

atlaga hosszii tavon ) . o7 f(i) = m + 14 = 3.
. Egy kisbolt parkolojaban 3 autonak van hely. A parkolohoz Poisson-folyamat szerint
érkeznek az autos vevok, atlagosan 5 percenként. Ha a parkolo tele van, akkor tovabb-
mennek, ha pedig van hely, akkor leparkolnak és bemennek a boltba, ahol exponencialis
eloszlasu véletlen idGt toltenek el, 5 perc varhatd értékkel, egymastol fliggetleniil. Va-
sarlas utan azonnal autoba iilnek és elhajtanak. Kezdetben a parkold iires. Jeldlje X,

(t > 0) a parkoloban 1évs autok szaméat ¢ perc elteltével.

a.) (2 pont) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov lanccal. Adjuk meg az allapotteret
és az infinitezimalis generatort. (Vigyazat: érdemes észnél lenni. Két bent 16vs vevs
egyike konnyebben elmegy, mint egy vev$ 6nmaga.)

b.) (2 pont) Szamoljuk ki X, stacionarius eloszlasat.

3



c.) (2 pont) Hossza id6 elteltével kozelitGleg mennyi a valoszintisége, hogy a parkolot
iresen talaljuk?

d.) (2 pont) Hosszt id6 atlagaban hany auté all a parkoléban?

e.) (1 pont) A potencialis autés vevék hany %-at vesziti el a bolt amiatt, hogy kicsi a
parkoloja?

Megoldas:

X, véges allapotteri sziiletési-haldlozasi folyamat. Az id6t percben mérjiik, igy a felfelé
ugras rataja (auto jon) mindig £, hacsak nem tele van a parkolo, a lefele ugras ratéja
(auté megy) pedig az i allapotbol i - %, i=0,1,2,3.

a.) Az allapottér S = {0; 1;2; 3}, a generator

~1/5 1/5 0 0
1/5 —-2/5 1/5 0
0 2/5 =3/5 1/5
0 0 3/5 -3/5

G:

b.) A sziiletési-halalozasi folyamat stacionarius eloszlasa a szomszédos allapotoknak olyan
relativ silyt ad, ami reciproka az egymasba vald atugrasok ratai aranyanak. Vagyis
mo:m =1:1,m :my=2:1,m:m3=23:1. Osszesitve mg : w1 : Ty : 3 =6:6:3: 1.
Az aranysort lenormélva

r=(8 & 3 1)
6 16 16 16/ "
Persze ugyanez jon ki, ha megoldjuk az GT 1T = 0 egyenletrendszert (a transzpona-
las nagyon fontos), vagyis azt, hogy (az atlathatosag kedvéért 5-tel végigszorozva)

-1 1 0 010
1 =2 2 00
0 1 -3 310
o 0 1 =30

c.) A Markov lanc folytonos idejii, irreducibilis és véges allapotterti, egy 6ra pedig hosszi
id6. Igy a Markov lancok alaptétele szerint hosszi id6 elteltével a kiindulasi allapottol
fiiggetleniil a staciondrius eloszldssal kozelitiink: P(X, = 0| Xy = 0) = mp = & =
37.5%.

d.) A Markov lanc irreducibilis és véges allapotterti. Igy az ergodtétel értelmében az
idGatlag a stacionérius eloszlés szerinti varhato érték, vagyis

6 6 3 1 15
=0 41— 42,2 43— =2~ 004,
ZS:“T O et 672 %6 3 16 167"

(Ha valaki mindenaron az allapottéren értelmezett valos értéki fiiggvényre akarja az
ergodtételt alkalmazni, tekintse az f: S — R, f(i) = i fiiggvényt.)

e.) A parkolo azid6 73 = 1—16—éban van tele, tehat az aut6soknak pontosan azt az %—ét azaz
6.25%-4at veszitjiik el, aki ezalatt jon. Méasképpen szamolva: percenként atlagosan
% autos jon arra, de a Markov lanc felfelé ugrasainak szama (vagyis a ténylegesen
leparkolé autok szama) 1d()'at1agban csak 7TOA01 + 7T1A12 + 7T2A23 = (7T0 —+ T+ 7T2) e

5
15 1 . p o 1
¢ * 5, vagyis az arra jaré autok gz-oda nem parkol le.



5. Mintét vettiink egy X normaélis eloszlasu valdsziniiségi valtozobol, melynek varhato értéke
wsmert: m = 1000, de szorésa ismeretlen. Azt kaptuk, hogy 997, 1002, 998, 1003, 996,
1001, 998, 1004, 1005. Adjunk maximum likelihood becslést az eloszlas szorasara.

Megoldas: n =9, m = 1000 ismert és a likelihood-fiiggvény

z,L'f'm)2

L(0) = [] fmota) = ] le_me_—( i
=1 i=1

amibdl a log-likelihood fiiggvény

l(c)=InL(0o) = Z {—ln\/ﬁ—lno— M] =c—nlno — LZ(L —m)?.

: 202 202
i=1

Ennek maximumaét keressiik, ehhez megoldjuk a () = 0 egyenletet:
0=—"4 1 zn:(x m)?
o o3 — ! ’

amibdl

1
p— _— e —— 2
OML o E (% m) )

i=1
éppen a (korrigalatlan) tapasztalati szoras. Esetiinkben

S (= m)? = (<3 + 2 4 (<2) + 30+ (—4)P 12 (<2) + 47 52 = 88,

i=1

amibdl

88

OMI = 6%313



