Fels6bb Matematika Villamosmérnokoknek - Sztochasztika
2. ZH potlasa — megoldasok
2018 65z, 2018.12.06 18:00
Munkaidé: 90 perc. A nulladik feladat 0 pontos, a t6bbi mind 9 pontot ér.

1. Legyen n = 300, legyenek X, X5, ..., X, fiiggetlen, [—1,1]-en egyenletes eloszlasa va-
loszintiségi valtozok, és legyen S, = X; + -+ + X,,. Ha a P(S,, > 30) valoszintiséget a
centralis hatareloszlas tétel segitségével becsiiljiik,

a.) Mennyit kapunk?
b.) Legfeljebb mennyit tévedhetiink a Berry-Esseen tétel szerint? (A tételbeli konstantst
vehetjiik C' = 0.4748-nak.)

Megoldas: m := EX; = 0, 0% = VarX; = E(X?) = ?dz = 3. (Ugyanezt

»l—t\w—‘
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kiolvashatjuk a hivatalos puskabol is.)

a.) ES, = nm = 0, VarS, = no? = 100, igy S,-t a CHT szerint normalis eloszlassal

kozelitve
30 —nm 30
P(S, ~l - — | =1—-DP[—=|=1—-d 1
(Sn > 30) () (%) 3) 1)
~1—0.9987 = 0.0013 ~ 0.13% (2)

(Itt ® a standard normalis eloszlasfiiggvény.)
b.) a Berry-Esseen tétel alkalmazasahoz ki kell szdmolnunk § := E (| X;|?)-t. Mivel X;
stirtiségfiiggvénye [—1,1]-en 3,
1 0 1 1

L g : s o [y 1
5—2/|x|d:p—2 /( x)dx+/:pdx =2 2/:pdx—4.

—1 0 0

Igy a Berry-Esseen tétel szerint a CHT kozelités hibajara

0.4748 - L - 0.474
hiba| < 05: 1 _ 304748

3 3 .

= 0.03561 ~ 3.6%

2. Egy vizsgan 120 hallgato jelenik meg, koziiliik 90 késziilt, 30 pedig nem. Aki késziilt, 90%
valoszintiséggel megy &t, aki viszont nem, az csak 30%-kal. Adjuk nagy eltérés becslést
annak valosziniiségére, hogy a hallgatok legaldbb fele megbukik.

(A p paraméterd Bernoulli eloszlds Cramér féle rdtafiigguénye

I(x):xln(lx ﬂ)ﬁn(“x) (ha0<z<1),)

—x p 1—p

Megoldas: Legyen n =120 és k =1,2,...,n-re X;, = 1, ha a k-adik hallgaté6 megbukik,
és Xy = 0, ha nem. Legyen S,, := X;+---+ X, a bukott hallgatok szama, igy P(S,, > 60)-
ra keresiink nagy eltérés becslést.

Mivel az Xj-k nem azonos eloszlasiuak (a késziiletlenek nagyobb valosziniiséggel buknak),
a Cramér tétel (kozvetleniil) nem alkalmazhato, igy a Hoeffding-egyenlGtlenséget fogjuk
alkalmazni. Ehhez minden k-ra a;, = 0, by = 1-gyel ap < X < by, valamint ES,, =
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90 - 0.1 +30-0.7 = 30, vagyis t = 30 valasztassal a Hoeffding-egyenlGtlenség azt adja,
hogy

2t? 302
P(Sh 2 60) = P(5, > BS.+1) < exp {_Zn (b — ak)2>} = e 12097 = ¢ & 3.06-1077.
k=1

. Legyen az X, diszkrét ideji Markov lanc graf-reprezentacioja a kovetkezs:

U3 12
zsl Tﬂz 1/2”2,3 N ﬂ//uz
13 g
3= _ 4
12

Adjuk meg kozelitGleg az alabbi valoszintiségeket. A valaszokat indokoljuk.

Xiooo =T Xg=6) =7
Xiooo =2 Xg=1) =7
Xioo0 = 2| Xo=6) =

X1000—7|X0_5)%7

) B
) B
c.) P( R
d.) B(

Megoldas: A Markov lanc NEM irreducibilis. Harom osztalya koziil kettd zart: a C :=

{1,2,3,4} osztaly periodusa 2, a Cy := {6, 7,8} osztaly pedig aperiodikus, mert pl. 6-bol
6-ba vissza lehet jutni 2 és 3 lépésben is. Igy

a.) P(Xjp00 = 7] Xo =6) = %, mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztaly-
ban. A Markov lanc ide megszoritva irreducibilis és aperiodikus, igy a Markov lancok
alaptétele szerint hosszu idG elteltével az eloszlas a stacionéariussal kozelithets. A Cy
irreducibilis komponensen a(z egyetlen) 7 stacionarius eloszlas szimmetria okbol az
egyenletes, igy P(Xig00 = 7| Xo =6) = 77 = %

b.) P(Xip00 = 2| Xo = 1) = 0, mert 1-b6l indulva érokre bent maradunk a Cy osztalyban,
ez viszont periodikus 2 periodussal, igy paros sok 1épésben csak 1-be és 3-ba juthatunk
el.

c.) P(Xi000 = 2| Xo = 6) = 0, mert 6-bol indulva 6rokre bent maradunk a Cy osztalyban,
vagyis 2-be nem lehet eljutni.

d.) P(Xi000 = 7| Xo =5) = , mert 5-bdl indulva % valoszintiséggel az els lépésben a

C osztalyba lépiink és ott is ragadunk, % valoszintiséggel viszont a Cs-be, és innen

kezdve az a.) pont szerinti % az esélyilink hosszi id6 alatt 7-be érkezni.

. A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van 6sszesen. A csatarok koziil esetleg néhany sériilt.
A csapat mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges,
akkor az Osszes egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta
sériil le. Egy sériilés atlagosan 1 honapig tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jelolje az egészséges csatarok szamat a ¢ idépontban X;. Az id6t mérjiik honapokban.

a.) Modellezziik X,-t folytonos idejii Markov-lanccal! Irjuk fel a generatort. Legyiink
észnél a ratakkal!

b.) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.
c.) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani? Miért?

d.) Atlagosan hany csatarral jatszanak? Miért?
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e.) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik meg annak a valoszint-
ségét, hogy a kovetkezd 10 napban ez végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3
honapnak).

Megoldas: Az allapottér S = {0, 1,2,3,4}. Ha 0 csatar egészséges, persze nincs sériilés.
Ha 1 egészséges (vagyis X; = 1), akkor az az egy % rataval sériil meg, vagyis g = %

Ha 2 csatar egészséges, akkor mindketts jatszik is, igy valamelyikik mar Aoy = 2 - % = %
rataval sériill meg. Ha 3 vagy 4 csatar egészséges, akkor is csak kettd jatszik, igy a sériilés

ratadja ugyanennyi: Azp = \y3 = %

Ha minden csatar egészséges, akkor persze egy se tud meggyogyulni. A pontosan 1 sériilt
(vagyis X; = 3), akkor azaz egy 1 rataval épiil fel, vagyis A3y = 1. Ha 2 sériilt, akkor
mindkettd labadozik, igy valamelyikik mér Aoz = 2 - 1 = 2 rataval épiil fel. Ugyanigy, ha
3 sériilt, akkor mindharom labadozik, ezért A\j5 = 3, és ha mind a 4 sériilt, akkor mind a
négy labadozik, igy \g; = 4.

Mivel egy valosziniiséggel egyszerre csak egy csatar tud megsériilni vagy felépiilni (a foly-
tonos Markov modell szerint), az Gsszes tobbi (nem szomszédos allapotok kozotti) ugrasi
rata 0.

a.) Igy az infinitezimalis generator

—4 4 0 0 0
1/3 —-10/3 3 0 0

G=|0 2/3 -83 2 0
0o 0 2/3 —-5/3 1
0 0 0 2/3 —2/3

(A foatlon kiviilre az ugrasi ratakat irjuk, a f6atloba meg annyit, hogy minden sor-
osszeg nulla legyen.)

b.) A 7 = (m,...,ms) stacionarius eloszlas kiszdmitasdhoz vagy megoldjuk a GT71 = 0
homogén linearis egyenletrendszert azzal a kiegészit6 feltétellel, hogy mg + - - - 4+ 14 =
1, vagy kihasznaljuk, hogy X, sziiletési-haldlozasi folyamat, amibdl szomszédos i, j

allapotokra ™ = 3. Mindkett6bol az jon ki, hogy
J 1]

_ o 1 12 54 162 243
T=c-(1 12 54 162 243) = (& 5 = =2 )

~ (0.002 0.025 0.114 0.343 0.515).

c.) A 0 allapotban eltoltott idonek a teljes id6hoz mért aranya nem egyéb, mint f(X;)
iddatlaga, ahol f : S — R a 0 allapot indikatora: oszlopvektor formajaban f =
(10000)T. Mivel a Markov lanc folytonos idejii, véges allapotterii és irreducibilis, az
ergodtétel szerint ez az idGatlag tart wf = my ~ 0.002-hez, vagyis a Falab FC hosszu
tavon az id6 kb. 2 ezrelékében jatszik csatar nélkiil.

d.) A jatszo csatdrok szamat az allapot fiiggvényében a g = (01222)7 fiiggvény adja meg.
Ennek iddatlaga hosszu tavon — ismét az ergodtétel miatt mg = m +2- (mo+m3+m4) =
1.97.

e.) A 4 allapotbol valo elugras rataja %, igy annak valoszintisége, hogy t = % ideig nem tor-

ténik ugras, pontosan annak valdsziniisége, hogy egy A = % paraméterii exponencialis
eloszlas t = %—nal nagyobb értéket vesz fel, vagyis 1 — F,\zg(é) =53 = e 5 ~ 0.80.

. Egy hegy tengerszint feletti magassagéra vagyunk kivancsiak, de csak hibaval terhelten
tudjuk megmérni: a mérési eredmény normélis eloszlasi valdszintiségi valtozo, melynek
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varhato értéke az (altalunk nem ismert) tényleges magassag, szorasa pedig 20 méter. Vég-
rehajtottunk 10 egymastol fiiggetlen mérést, és a kovetkezs szamokat kaptuk (méterben):
7009, 7023, 6999, 6994, 6978, 7014, 6989, 6997, 7009, 6993.

Dontsiink 95%-o0s szinten arrol a hipotézisrsl, hogy a hegy legalabb 7000 méter magas.

Megoldas: Egymintés egyoldali u-probat végziink X ~ N(m,20?) eloszlasti mintéval,
ahol = 7000 és a nullhipotézis m > u. Ehhez el6szor kiszamoljuk a z mintaatlagot,
ami z = 7000.5-nek adodik. Ebb6l z > p miatt rogton latszik, hogy a teszt-statisztika
pozitiv lesz. A hipotézis-beli egyenlGtlenség iranya olyan, hogy ez éppen hogy megerdsiti
a hipotézist (a ¢-t valami negativ kiiszobszammal kellene Gsszehasonlitani), igy tovabbi
szamolas nélkiil biztos, hogy a hipotézis elfogadjuk.



