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Munkaid®: 90 per. A nulladik feladat 0 pontos, a többi mind 9 pontot ér.

1. Egy kis telefonközpontba érkez®, egymást követ® hívások között eltelt id® mindig expo-

neniális eloszlású 1 per várható értékkel, és független az el®zményekt®l. Adjunk nagy

eltérés beslést annak valószín¶ségére, hogy reggel 8 órától számítva a 400-adik hívásra

kevesebb, mint 5 órát kell várni.

(Segítség: a λ paraméter¶ exponeniális eloszlás Cramér féle rátafüggvénye

I(x) = λx− ln(λx)− 1 (ha x > 0).

A λ paraméter¶ Poisson eloszlás Cramér féle rátafüggvénye

I(x) = x ln(x/λ)− x+ λ (ha x > 0).)

1. Megoldás: Legyen n = 400 és X1, X2, . . . , Xn független azonos 1 paraméter¶ ex-

poneniális eloszlású valószín¶ségi változók: azt jelentik, hogy az egyes hívások között

mennyi id® telik el (perben). Így Sn := X1 + · · ·+Xn a 400-adik hívás ideje, és a kérdés

P(Sn ≤ 300). Erre a Hoe�ding-egyenl®tlenség nem alkalmazható, mert az Xk-k nem kor-

látosak. Marad a Cramer tétel. Ehhez a kérdéses valószín¶séget P(Sn ≤ 300) = P(Sn

n
∈

(0, 3
4
]) = P(Sn

n
∈ (a, b]) alakba írjuk. Mivel EXk = m-re b < m, a Cramer tétel szerint (az

exponeniális eloszlás rátafüggvényét használva λ = 1-gyel)

P(
Sn

n
∈ (a, b]) / e−nI(b) = e−400I( 3

4
) ≈ e−15.07 ≈ 2.84 · 10−7.

2. Megoldás: Vegyük észre, hogy a hívások Poisson folyamat szerint érkeznek, ezért az

1 per alatt érkez® hívások száma Poisson eloszlású λ = 1 várható értékkel, és az egyes

perek függetlenek. Így ha n = 300 és Sn = X1+ · · ·+Xn az 5 óra alatt befutott hívások

száma, ahol Xk ∼ Poi(1), akkor a kérdés P(Sn ≥ 400). Mivel

4
3
> m = EXk = 1, a

Cramer tétel szerint (a Poisson eloszlás rátafüggvényét használva λ = 1-gyel)

P(Sn ≥ 400) = P(
Sn

n
∈ [

4

3
,∞)) / e−300·I( 4

3
) ≈ e−15.07 ≈ 2.84 · 10−7.

3. Megoldás: Pontosan ugyanezt kapjuk akkor is, ha egybevesszük az 5 óra alatt érkez®

összes hívást: a 300 per alatt érkez® hívások száma Poisson eloszlású λ = 300 várható

értékkel. Így alkalmazhatjuk a Cramer tételt az Sn = X1 egytagú összegre (n = 1), ahol
X1 ∼ Poi(300), és a kérdés P(Sn ≥ 400). Mivel 400 > m = EX1 = 300, a Cramer tétel

szerint (a Poisson eloszlás rátafüggvényét használva λ = 300-zal)

P(Sn ≥ 400) = P(
Sn

n
∈ [400,∞)) ≤ e−1·I(400) ≈ e−15.07 ≈ 2.84 · 10−7.

2. Bergengóia elektromos hálózatára tízezer fogyasztó kapsolódik. Közülük 9000-nek 32
amperes biztosítéka van, vagyis az általa felvett teljesítmény legfeljebb 32A × 230V =
7360W lehet. A maradék 1000 fogyasztónak 100 amperes biztosítéka van, így legfeljebb

100A × 230V = 23000W teljesítményt vehet fel. Bergengóiában a �súsid®� délután

2-kor van, ekkor mérik a legnagyobb fogyasztást. A bergengó elektromos m¶veknek az

egyes fogyasztók súsid®beli fogyasztásának eloszlásáról (a fenti korlátokon túl) fogalma
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sins, de azt tudják, hogy az egyes fogyasztók fogyasztásai függetlenek, és hogy az átlagos

összfogyasztás súsid®ben 3.2 ·107W . Mekkora kell legyen az elektromos hálózat K össz-

teljesítménye (Watt-ban), ha azt akarják, hogy a súsid®-beli össz-fogyasztás 1 − 10−8

valószín¶séggel K alatt maradjon?

Megoldás:

Legyen n = 10000 és a súsid®beli össz-fogyasztás Sn = X1+· · ·+X10000, aholX1, . . . , X10000

az egyes fogyasztók fogyasztásai Watt-ban. A Hoe�ding-egyenl®tlenség szerint minden

pozitív t-re

P(Sn > ESn + t) ≤ exp

(

− 2t2
∑n

i=1(bi − ai)2

)

,

ahol ESn = 3.2 · 107 a szöveg szerint, ai és bi pedig az i-edik fogyasztás alsó illetve fels®

korlátja: a konkrét esetben mindegyik ai = 0, a bi pedig a 9000 kisfogyasztóra 7360, az
1000 nagyfogyasztóra pedig 23000. Így a nevez®beli szumma

n
∑

i=1

(bi − ai)
2 = 9000 · (7360− 0)2 + 1000 · (23000− 0)2 = 1.0165264 · 1012.

A 10−8
-os biztonsághoz legyen tehát K = ESn + t, ahol

exp

(

− 2t2
∑n

i=1(bi − ai)2

)

= 10−8
(és nem pedig 1− 10−8

).

Ez utóbbit t-re megoldva

t =

√

−
∑n

i=1(bi − ai)2

2
ln(10−8) =

√
4 · 1.0165264 · 1012 · ln 10 ≈ 3.06 · 106,

vagyis K = 3.2 · 107 + 3.06 · 106 = 3.506 · 107 jó lesz.

3. Mórika egy golyós ügyességi játékot játszik, ahol egy sapágygo-

lyót kell végigvezetni egy akadálypályán. Az els® pályát gyakorolja,

ahol 3 nehéz akadályon kell átjutni. Mórika az els® akadályon

1
4
, a

másodikon

1
3
, a harmadikon

1
2
valószín¶séggel bukik el, az el®zmé-

nyekt®l függetlenül. Ilyenkor a golyó �leesik�, és Mórika kezdheti

az egészet el®lr®l. Ellenkez® esetben továbbjut a következ® akadály-

hoz. Ha véletlenül mindhárom akadályon sikerül túljutnia, akkor

szintén újrakezdi a legelejér®l.

Jelölje Xn azt, hogy n lépés után Mórika éppen hány akadályon

van túl � így Xn lehetséges értékei 0, 1, 2, 3.

Magial Intellet Ball

a.) Írjuk fel az Xn Markov lán átmenetmátrixát.

b.) Hosszú távon melyik állapotban lesz a Markov lán legtöbbször, és a lépések mekkora

hányadát tölti Mórika ezzel a leggyakoribb akadállyal?

.) Hosszú távon hanyadik akadályon bukik el legtöbböször Mórika, és a bukások mek-

kora hányada történik ezen az akadályon?

Megoldás:
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a.) Az S = {0, 1, 2, 3} állapottérrel

P =









1/4 3/4 0 0
1/3 0 2/3 0
1/2 0 0 1/2
1 0 0 0









.

b.) Keressük a π staionárius eloszlást, amihez megoldjuk a (P − I)TπT = 0 lineáris

egyenletrendszert:









−3/4 1/3 1/2 1
3/4 −1 0 0
0 2/3 −1 0
0 0 1/2 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0









.

Ennek megoldása az

∑

i∈S πi normálási feltételt is �gyelembe véve

π =
(

4
10

3
10

2
10

1
10

)

,

vagyis a Markov lán a 0 állapotban van legtöbbször (hát persze), éspedig az ergodtétel
értelmében hosszú távon a lépések

4
10
-ében. (A lán irreduibilis és aperiodikus, az

ergodtételt az egyes állapotok indikátorfüggvényeire alkalmazhtajuk.)

.) A lépések

4
10
-ében próbálkozik Mórika az 1-es akadályal, ezen belül mindig

1
4
val.séggel

bukik el, vagyis a lépések

4
10
· 1
4
= 1

10
-ében éppen az 1-es akadályt bukja. Hasonlóan a

2-es és 3-as akadályt is a lépések

1
10
-ében bukja, vagyis hosszú távon mindhárom

akadályon ugyanannyiszor, az összes bukás

1
3
-ában bukik.

4. Pistike az ablakból az uta forgalmát nézi. Személyautók és teherautók mennek arra,

mindkett® Poisson-folyamat szerint: személyautóból perenként átlagosan 3, teherautóból
perenként átlagosan 1. Pistike sak a teherautókat szereti. Jókedve 5-ös skálán változik

(1 és 5 között): ha teherautót lát, 1-gyel felfelé ugrik (hasak nem már el®tte is 5-ös volt),
ha pedig személyautót, akkor 1-gyel lefelé (hasak nem már el®tte is 1-es volt). Legyen

X(t) Pistike jókedve a t id®pillanatban, t ≥ 0.

a.) Modellezzük a rendszert folytonos idej¶ Markov lánal. Írjuk fel X(t) generátorát.
Indokoljuk.

b.) Határozzuk meg (X(t), t ≥ 0) staionárius eloszlását. (Szabad észrevenni, hogy X
véges állapotter¶ születési-halálozási folyamat.)

.) Pistike a nézel®dést teljes jókedvvel kezdte. Egy óra elteltével arra jár az apukája.

Közelít®leg mennyi annak a valószín¶sége, hogy Pistikét teljes rosszkedvben (vagyis

1-es állapotban) találja? Miért?

d.) Hosszú távon az id® hány százalékában lesz Pistikének 5-ös jókedve? Miért?

Megoldás:

a.) Az id®t mérjük perben. Az állapottér S = {1; 2; 3; 4; 5}. Ugrani sak szomszédos

állapotba lehet, éspedig felfelé 1 rátával (mert a teherautók 1 rátával jönnek), lefelé

pedig 3 rátával (mert a személyautók 3 rátával jönnek). Persze az 1-b®l sak felfelé,

az 5-b®l sak lefelé lehet ugrani. Így a generátor

A =













−1 1 0 0 0
3 −4 1 0 0
0 3 −4 1 0
0 0 3 −4 1
0 0 0 3 −3













.
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b.) A születési-halálozási folyamat staionárius eloszlása a szomszédos állapotoknak olyan

relatív súlyt ad, ami reiproka az egymásba való átugrások rátái arányának. Vagyis

π1 : π2 = 3 : 1, π2 : π3 = 3 : 1, π3 : π4 = 3 : 1, π4 : π5 = 3 : 1. Összesítve

π1 : π2 : π3 : π4 : π5 = 81 : 27 : 9 : 3 : 1. Az aránysort lenormálva

π =
(

81
121

27
121

9
121

3
121

1
121

)

.

Persze ugyanez jön ki, ha megoldjuk az ATπT = 0 egyenletrendszert (a transzponá-

lás nagyon fontos), vagyis azt, hogy













−1 3 0 0 0
1 −4 3 0 0
0 1 −4 3 0
0 0 1 −4 3
0 0 0 1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0
0
0
0
0













.

.) Egy óra hosszú id®. A Markov lán irreduibilis, véges állapotter¶ és folytonos idej¶,

ezért a Markov lánok alaptétele szerint a kiindulási állapottól függetlenül a staio-

nárius eloszlással közelíthetünk: P(X60 = 1 |X0 = 5) ≈ π1 =
81
121

≈ 69%.

d.) Az f : S → R meg�gyelhet® mennyiség id®átlagát keressük, ahol

f(i) =

{

1, ha i = 5

0, ha nem

,

avagy vektor-jelöléssel

f =













0
0
0
0
1













.

A Markov lán irreduibilis és véges állapotter¶, így az ergodtétel értelmében az

id®átlag hosszú távon

∑

i∈S πif(i) = πf = π5 =
1

121
≈ 0.8%.

5. Két nagy elektromos ellenállásról szeretnénk eldönteni, hogy melyik a nagyobb. Sajnos

az ellenállást mérni sak hibával terhelten tudjuk: a m¶szerünk által mutatott érték

egy valószín¶ségi változó, aminek a várható értéke a tényleges ellenállás, a szórása pedig

5MΩ. Ezért aztán mindkét ellenálláson több mérést is végeztünk, és a következ® értékeket

kaptuk (MΩ-ban).

A ellenállás 1209 1198 1200 1196 1213 1209 1202 1205 1208 1200

B ellenállás 1198 1202 1191 1198 1192 1201 1193 1193

Döntsünk 99%-os szinten arról a hipotézisr®l, hogy az A ellenállás legalább akkora, mint

a B.

(Segítség: az �A� adatsor átlaga 1204, a �B� adatsor átlaga pedig 1196.)

Megoldás:

Kétmintás egyoldali u-próbát végzünk:

• kétmintásat, mert két minta várható értékét kell összehasonlítanunk,

• egyoldalit, mert a hipotézis egy egyenl®tlenség,

• u-próbát, mert a szórások ismertek.
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Jelöljük az �A� adatsor hosszát n1-gyel, elemeit x1, . . . , xn1
-gyel, a mérés szórását σ1-gyel.

Hasonlóan a �B� adatsor hosszát jelöljük n2-vel, elemeit y1, . . . , yn2
-vel, a mérés szórását

σ2-vel. A nullhipotézis H0: mx ≥ my.

Ezekkel a jelölésekkel n1 = 10, x̄ = 1204, n2 = 8, ȳ = 1196, σ1 = σ2 = 5.

A teszt-statisztika

u =
x̄− ȳ

√

σ2

1

n1
+

σ2

2

n2

=
1204− 1196
√

52

10
+ 52

8

=
8

5
√

1
10

+ 1
8

≈ 3.37.

Ezt kell összehasonlítani a K = uε = Φ−1(1 − ε) küszöbértékkel, ahol ε = 0.01, mert a

hipotérzist 99%-os szinten vizsgáljuk. A táblázat szerint K = Φ−1(0.99) ≈ 2.33.

Döntés: Mivel a próbánk egyoldali és a nullhipotézis szerint mx ≥ my, a nullhipotézist

akkor kell elutasítanunk, ha az A adatsor átlaga sokkal kisebb, mint a B adatsor átlaga,

vagyis ha u egy túlságosan nagy abszolútérték¶ negatív szám. Az elutasítás feltétele tehát

u < −K, ami nem teljesül, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Természetesen az u és aK pontos értékének kiszámolása felesleges munka volt: elég annyi,

hogy x̄− ȳ > 0, ezért u > 0.
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