3.1

3.2

3.4

3.5

3.6

3.7

e 3.8

e 39

Valoszintiségszamitas 1. II. éves matematikus-hallgatoknak, illetve
Valoszintiségszamitas (B4) II. éves mérnok-fizikus hallgatéknak
2007/2008. Oszi félév, Szasz Domokos
3. feladatsor
Feltételes valoszintiiség, Bayes tétel stb.

Két urnaban piros és kék golyok vannak. Az elsé urnaban 5 piros és 4 kék, a méasodikban 7 piros és 3 kék golyo.

(a) Kihtzunk az els6 urnabol taldlomra egy golydt és attessziik a masodik urnaba. Ezutan a méasodik urnaboél hiizunk
taldlomra egyet és attessziik az els§ urnaba. Végiil harmadszor tjbol az els6 urnabol huzunk egy golyot. Mi a valo-
szintisége annak, hogy a harmadik alkalommal piros golyot huzunk?

(b) Egyszerre htizunk egy-egy golyot a két urnabol és kicseréljiik dket. Ezutan htizunk még egy golyot az els§ urnabol.
Mi a valoszintisége annak, hogy az utolsé hizéaskor piros golyot taldlunk?

n dobozba elhelyeziink N golyét tgy, hogy mind az n”¥ elhelyezés egyenléen valoszint. Feltéve, hogy egy adott dobozba
esik goly6, mennyi a valoszintisége annak, hogy K goly6 esik bele?

Egy kockaval addig dobunk, amig elgszor kapunk hatost. Feltéve, hogy a sziikséges dobasok szama paros, mennyi a
valészintisége annak, hogy kétszer kellett dobnunk?

Héarom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szamok kozott nincs két egyforma, mennyi a valoszintisége annak, hogy
legalabb az egyiken hatos van?

Tegyiik fel, hogy egy ketyere meghibasodasanak a valoszintisége a (¢,t + h) idSintervallumban azon feltevés mellett,
hogy mar ¢ ideig hibatlanul mitkodott a(t)h + o(h)-val egyenls, ahol limj,_.o h~to(h) = 0. Hatarozzuk meg annak a p(t)
valoszintiségét, hogy a ketyere legalabb t ideig hibatlanul miikoédik.

Két jatékos, Aladar és Béla a kiovetkezd jatékszabalyok alapjan jatszik: Aladar feldob egy kockat, azutan két érmét
annyiszor dob fel, ahéanyat a kockaval dobott. Ha e dobéasok soran legalabb egyszer két fejet dobott, akkor Béla fizet
Aladarnak egy petéakot, ellenkezs esetben Aladér fizet Bélanak egy petakot. Melyikiiknek el6nyos ez a jaték?

Az « kockadnak 4 piros és 2 fehér, mig a O kockdnak 2 piros és 4 fehér lapja van. Feldobunk egy érmét. Ha fej a
dobés eredménye, akkor a tovabbiakban az « kockat hasznaljuk, ha pedig iras akkor a (-t. Az igy kivalasztott kockéaval
egymasutan n-szer dobunk.

(a) Mi annak a valosziniisége, hogy a k-adik dobasnal az eredmény piros? (k=1,2,...,n)
(b) Feltéve, hogy mind az els§ k — 1 kockadobés eredménye piros, mi annak a valészintisége, hogy a k-adik dobas

eredménye is piros lesz? (k=1,2,...,n)

Jancsi és Juliska randevut beszélnek meg egy meghatéarozott idépontra, két utca keresztezddésénél. Elfelejtik viszont
megbeszélni, hogy a négy sarok koziil melyiknél varnak egymasra. Az ttkeresztez&dés nagyon forgalmas, nem lehet
atlatni egyik sarokrél a tobbire. Mindketté pontosan megérkezik valamelyik sarokra és ha a masik nincs ott, 2.5 percet
var a masikra, ezutan dtmegy a szomszédos sarkok valamelyikére, 1/2-1/2 valoszintiséggel. Ez tovabbi 0.5 percet vesz
igénybe. Ha a mésik nincs ott, ujbol 2.5 percet var, majd 1/2-1/2 valosziniiséggel kivalaszt egy szomszédos sarkot, ahova
atbattyog . ..stb. Feltessziik, hogy eredetileg mindketten 1/4-1/4 valoszintiséggel érkeznek barmelyik sarokra, egyméstol
fliggetleniil, és szintén egyméstol és miltbeli helycseréiktdl fiiggetleniil valtogatjak varakozasi helyiiket mindaddig, amig
nem taldlkoznak. Talalkozasnak szamit az is, ha helyzetiiket éppen valtva egyméssal szembe mennek az uttesten.

Jeldlje p,, annak a valdszintiségét, hogy az els6 3n percen beliil taldlkoznak. Hatarozzuk meg p,, értékét.

Jeldlje r,, annak a valoszintségét, hogy a talalkozas a 3n-edik percben kovetkezik be. Hatarozzuk meg az r,, valoszi-
niiséget.

(e) Bizonyitsuk be, hogy 1 annak a valoszintisége, hogy véges id6n beliil taldlkoznak.

Moricka és Pistike pingpongoznak. Minden jatszmét a tobbitsl fliggetlentiil Moricka p, Pistike pedig ¢ valoszintiséggel
nyer meg, ahol p > 0, ¢ > 0 és p+ g = 1. A jaték akkor ér véget, ha valaki két egymés utani jatszmat megnyer.

(a) Mi a valoszintisége, hogy Moricka nyeri az utolséd jatszméat?

(b) Mi a valdszintisége, hogy ugyanaz nyeri az els§ jatszmat, mint az utolsot?

(¢) Ha tudjuk, hogy az utolso jatszmat Moricka nyerte, mennyi a valészintisége, hogy az els6t is?
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Szindbadnak egyszer megadatott, hogy IV haremholgy koziil kivalassza a legszebbet, a kivetkezs jatékszabaly szerint: az
N haremholgy egyenként vonult el elStte, azok valamelyikét kellett kivalasztania. A mar elvonultak nem hivhatok vissza
és azokrol, akik még nem vonultak el semmit sem tudott. Feltételezziik, hogy a haremholgyeknek jol definialt szépség-
fokozatuk van: van egy legszebb, egy mésodik legszebb, egy harmadik legszebb, ... és végiil egy legkevésbé szép kozottiik.
Tovabba azt is feltételezziik, hogy véletlen sorrendben vonulnak el Szindbad el6tt: mind az N! lehetséges sorrendjiik
egyformén valdszin.

Szindbad a kovetkez§ stratégiat valasztotta: k holgyet hagyott elvonulni, majd ezutan kivalasztotta azt, amelyik szebb
volt az Osszes el6tte mar elvonultnal. Mi a valészintisége annak, hogy ezzel a mddszerrel valéban a legszebb haremholgyet
valasztotta? Hatarozzuk meg azt a k-t, amely mellett a fenti stratégia optimalis N > 1 hataresetben.

Vandorlasai kézben Odiisszeusz, egyszer egy harmas uteldgazashoz ért. Tudta, hogy az egyik at Athénbe, a masik Miiké-
nébe a harmadik pedig Spartaba vezet, de nem tudta, hogy melyik hova. Azt is tudta, hogy az athéniek atlagosan csak
minden harmadik alkalommal mondanak igazat, a miikénéiek minden masodik alkalommal hazudnak, a spartaiak viszont
becsiiletesek, sohasem hazudnak. Kockadobéssal dontotte el, hogy melyik utat véilassza, méghozza egyenld esélyt adva
mindharomnak. Ezutan ment, ment, mendegélt, mig egy varosba nem ért. Ott az els6 szembejévs embertsl megkérdezte,
mennyi kétszer ketts és azt a valaszt kapta, hogy négy. Mi a valoszintisége annak, hogy Odiisszeusz végiilis Athénbe
érkezett?

Magyarorszagon minden tizezredik lakos HIV fert6zott. A fert6zottség sziirésére AIDS tesztet hasznéalnak, ami sajnos
az esetek 1%-aban téved, vagyis az egészséges emberek tesztjeinek 1%-a pozitiv, illetve a fert6zott emberek tesztjeinek
1%-a negativ. Jancsi Bécsi tesztje sajnos pozitiv. Mi a valészintisége, hogy Jancsi Bécsi valoban fertézott?

A ketyere gyarban az A, B és C gépsorokon alli tjak els a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25%-at gyartjak,
a B gépsoron a ketyerék 35%-at, mig a C' gépsoron a 40%-at. Az A gépsoron el6allitott ketyerék 5%-a, a B gépsoron
eléallitottak 4%-a, a C' gépsoron elGallitottak 2%-a hibas. A gyarban gyartott ketyerék koziil véletlenszertien kivalasztunk
egyet, amelyrdl kidertiil, hogy hibas. Mi annak a valoszintisége, hogy ezt a ketyerét az A, B, ill. a C' gépsoron gyéartottak?

Szaz utas varakozik arra, hogy beszallhassanak egy szazfés repiilgépbe. A sor legelején allo utas elveszitette a beszallo-
kartyajat, igy egy egyenletesen valasztott helyre il le a gépen. A t6bbi utas egyenként szall fel, és ha egyikiik azt latja,
hogy a helyét elfoglalta mar valaki més, akkor a még szabad iilések koziil véletleniil valaszt egyet, és oda il le. Mekkora
annak a valdszintisége, hogy a sor végén allo utas oda fog iilni, ahova a beszallokartyaja szol?

Jelolje p, annak a valoszintiségét, hogy egy csaladban pontosan n gyerek van, n = 0,1,2,... és legyen p, := ap”,
n>1lre éspyg=1—ap(l+p+p>+p>+...), ahol p € (0,1) és a > 0 gy vannak megvalasztva, hogy ap < 1 — p.
Tegytik fel, hogy ha egy csaladban n gyerek van, azok nemenkénti eloszlasa egyenletes (a 2™ lehet&ség kozott). Mutassuk
meg, hogy minden k > l-re, annak a valészintisége, hogy egy csaladban pontosan k fitt van 2ap¥ /(2 — p)k+!

(A Négy Hazudos) Aladar, Béla, Cili és Domotor hazudosak: atlagosan az esetek 2/3-a4ban hazudnak mind a négyen,
egyméstol fliggetleniil, véletlenszertien.
Aladér azt allitja, hogy Béla tagadja. hogy Cili azt mondta, hogy Démotor

hazudott.

Mi a valoszintisége annak, hogy Domotor igazat mondott?
(Feltételezziik, hogy Aladar tudja, hogy mit mindott Béla, Béla tudja, hogy mit mindott Cili, Cili tudja, hogy mit
mindott Dométor. Tovabba, hogy Cili azt is el tudja donteni, hogy Démo6tor hazudott-e vagy sem.)

Egy vadész 30 méter tavolsagban felfedez egy rokat és rals. Ha a roka ezt tuléli, akkor 10 m/s sebeséggel probal menekiilni.
A vadasz 3 masodpercenként ujratolt és 16 a rokara, mindaddig, amig meg nem 6li, vagy (szerencsés esetben) a roka el
nem tiinik a latohataron. A vadasz talalati valoszintisége a tavolsag négyzetével forditottan aranyos, a kovetkezs képlet
szerint P (a vadész eltaldlja az  méter tavolsdgban levs rokit)= 67522 (z > 30). Ha a rokét taldlat éri, elpusztul. Mi
a valoszintisége annak, hogy a roka tuléli ezt a kellemetlen kalandot?

Pistike élete elsG valoszintiségszamitas-vizsgajan 1/2 valoszintiséggel megy at. Ha ezen megbukik, a kovetkezd vizsgara
mér kevesebbet tanul, ezen csak 1/3 a siker valoszintisége. Minél tobbszor bukik meg, annal kevesebbet tanul, igy & — 1
sikertelen vizsga utan mér csak 1/(k 4+ 1) a valoszintisége, hogy a k-adik vizsgaja sikeres. Am Pistike kitarto, és a
szabélyzat szerint akdrhényszor vizsgazhat. Mennyi a valoszintisége, hogy el6bb-utobb atmegy?

Adott egy (végtelen térfogat) urnank és végtelen sok N = {1,2,3,...} elemeivel szamozott golyonk. Az urna eredetileg
iires. Ejfél el6tt egy perccel fogjuk az 1,2, ..., 10 szama golyokat, behelyezziik Gket az urnaba, az urnat jol osszerazzuk,
majd véletlenszerten kihtizunk az urnabol egy golyot, amit elhajitunk. Ejfél eltt fal perccel fogjuk a 11,12, ..., 20 szami
golyokat, behelyezziik 6ket is az urnaba, az urnat jol osszerdzzuk, majd véletlenszertien kihtzunk az urnaboél egy golyot,
amit elhajitunk. ...... Ejfeél el6tt 2™ perccel fogjuk a 10n +1,10n 4 2,...,10(n + 1) szama golyokat, behelyezziik ket
is az urnaba, az urnat jol dsszeradzzuk, majd véletlenszertien kihtizunk az urnabol egy golyot, amit elhajitunk. Es ezt igy
folytatjuk éjfélig.

Bizonyitand6, hogy éjfélkor az urna 1 valdszintiséggel iires lesz.



