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4. feladatsor
Filiggetlenség

4.1 Haromszor dobunk fel egy pénzérmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobasok kozott fej és iras is eléfordul, B pedig
azt az eseményt, hogy legfeljebb 1 iras fordul els. Fiiggetlenek-e a fenti események egyméastol?

e 4.2 Kilencszer dobunk fel egy pénzérmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy a dobasok kozott legalabb két fej és legalabb két
iras is elfordul, B pedig azt az eseményt, hogy legfeljebb négy iras fordul el. Fiiggetlenek-e a fenti események egymastol?
Miért?

e 4.3 Vegyiink egy n {6s tarsasagot. Jeldlje A;; azt az eseményt, hogy az i-edik és j-edik ember egy napon sziiletett.

(a) Paronként fiiggetlen-e ez az (%) esemény?
(b) Teljesen fiiggetlen-e ez az (7)) esemény?
4.4 Egy n elemii halmazbol az A és B véletlen részhalmazokat egymastol fiiggetleniil egyenletes eloszlassal valasztjuk ki a
2™ lehetséges részhalmaz koziil.
(a) Mennyi a valészintsége, hogy A C B ?
(b) Mennyi a valoszintisége, hogy AN B = (7

4.5 Valasszunk taldlomra egy szamot az {1,2,3,...,n} halmazbol, egyenletes eloszlassal. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a
kivalasztott szam a p prim szammal oszthato.

(a) Mutassuk meg, hogy ha pi1,ps,...,pr primek és az n szam oszthatd pi,pa, ..., pr-val, akkor az A, , Ay, ..., Ap,
események (teljesen) fiiggetlenek.

(b) Jeldljik C),-el azt az eseményt, hogy a véletlenszertien kivalasztott szam n-hez relativ prim. Bizonyitsuk be, hogy

PC.)= ] (12)).

p prim,p|n

4.6 Legyen s € (1, 00) rogzitett és ((s) := Y.~ , n~* a Riemann féle dzeta-fliggvény. (A végtelen dsszeg s > 1-re konvergens!)
Tovabba legyen p, = pn(s) := n"%/((s). Legyen egy X € N véletlen szam eloszldsa P(X = n) = p,,. Ertelmezziik barmely
r prim szamra a kovetkezd eseményt:
E, :={ az X véletlen természetes szdm oszthatoé az r prim szammal }

(a) Bizonyitsuk be, hogy az {E,. : r prim } események teljesen fiiggetlenek.

(b) Adjunk valoszintiségszamitasi bizonyitast (és ezzel valoszintségszamitasi ’ertelmezést is) a hires

o= I (1-%)

r: r prim

Euler furmuldra.
(Az Euler formula standard levezetése és értelmezése megtalalhato barmely elemi bevezets szamelmeélet jegyzetben
vagy konyvben.)

4.7 (a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy két egymastol fliggetlentil kitoltott lottoszelvény kiiziil legalabb az egyik leg-
alabb két talalatos?

(b) Mennyi annak a valoszintisége, hogy ha 3 000 000 lottoszelvényt véletlenszertien és egymaéstol fiiggetleniil kitoltenek,
ezek kozott pontosan 6t darab Ottalalatos szelvény lesz?

4.8 (a) Hany (egymaéstol fiiggetlen) bridzsleosztasra van sziikség ahhoz, hogy annak a valoszinsége, hogy legalabb egyszer
mind a négy ész északnak jusson, legalabb 0,5 legyen?

(b) Hany (egymastol fiiggetlen) bridzsleosztasra van sziikség ahhoz, hogy annak a valoszinsége, hogy legalabb egyszer
mind a négy asz egy kézbe jusson, legalabb 0,5 legyen?

4.9 Egy tesztrendszert vizsganal minden didknak 20 kérdésre kell igennel vagy nemmel felelni. Tegytik fel, hogy egy vizsgazo
az egyes kérdésekre egymastol fliggetleniil p valoszintiséggel tudja a helyes valaszt, ¢ valoszintiséggel azt hiszi, hogy tudja
a helyes valaszt, de téved, r valoszintiséggel nem tudja a helyes vélaszt és ennek tudataban van (p+¢+r =1). Ha a
vizsgazd tudja, hogy egy kérdésre nem tudja a helyes vélaszt, akkor taldlomra ir igent vagy nemet %—% valoszintiséggel.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy a vizsgazo legalabb 19 kérdésre helyesen valaszol?
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Szamitsuk ki a P(A; o As o --- 0 A,) valoszintiséget, ha az A, Ao, ..., A, események fiiggetlenek és mindegyiknek a
valoszintisége p.

Egy orszagban az A, B, C és D varosok kozott a kovetkezs kozvetlen utak vannak: A «— B, A «— C,C < B, D < B,
D « C'. Egy téli éjszaka mind az 6t utszakaszon p valoszintiséggel képzidik hoakadaly, kolesondsen fiiggetleniil egyméastol.
Mi a valoszintsége annak, hogy masnap reggel mégis el lehet jutni A-bol D-be? Adjunk szamszerii eredményt p = 1/2-re.
Probaljuk megindokolni az utébbi valaszt az els§ kérdésre kapott formula hasznélata nélkiil is.

(Stefan Banach gyufasdoboz-problémaja)

e Egy szorakozott matematikus vesz két doboz gyufat. Mindkét doboz n szal gyufat tartalmaz. Egyik dobozt a bal-,
maésikat a jobb zsebébe teszi. Valahanyszor pipara akar gyujtani, véletlenszertien kiveszi az egyik dobozt és abbol
elhasznal egy szal gyufat. Egyik alkalommal azt veszi észre, hogy az elévett gyufdasdoboza mar {ires. Mi annak a
valoszintisége, hogy ekkor a masik dobozban pontosan k elhasznalatlan gyufaszal van még?

o A fenti kérdésre adott véilasz segitségével talaljunk egyszert kifejezést az alabbi Gsszegre:
i ok (271 - k) .
n
k=0

Egy n egymastol fliggetleniil miikods alkatrészbdl allo rendszert figyeliink meg egymas utani, azonos hosszusagu idéperi-
o6dusokban. Feltessziik, hogy minden egyes alkatrész miikodése vagy nem miikodése egy periddusban fiiggetlen attol, hogy
miik6dott-e vagy sem a tobbi periodusban. A rendszer miikodésében akkor van fennakadas, ha legalabb k alkatrész nem
miikédik. Mennyi annak a valészintisége, hogy ez elGszor az m-edik peribdusban kdvetkezik be, ha p annak a valészintisége
(minden alkatrészre), hogy egy alkatrész egy periodusban miikodjék?

4.A Legyenek az Ay, As, ..., A1go események fiiggetlenek és mindegyiknek a valoszintisége p. Mennyi a valoszintisége, hogy

samennyi koziiliik bekovetkezik”, az 3-mal oszthato?



