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Valoszintiségszamitas 1. II. éves matematikus-hallgatoknak, illetve
Valoszintiségszamitas (B4) I1. éves mérndk-fizikus hallgatéknak
2007 /2008. &szi félév, Szasz Domokos

5. feladatsor
diszkrét valdszintiségi valtozok
Bizonyitsuk be, hogy a Poisson eloszlasnal a k = | A]-hez tartoz6 valoszintiség a maximéalis. Ha A nem egész szam, akkor

csak ez az egy tag maximalis, ha azonban A egész, akkor p(A, A) = p(A — 1, A).

Egy szobanak négy ablaka van, ebbdl harom zarva van és egy nyitva. A szobaboél harom légy probal kirepiilni. Minden
mésodpercben, egyméstol fiiggetleniil nekirepiilnek valamelyik véletlenszertien kivalasztott ablaknak. Ha az ablak nyitva
van, kirepiilnek, ha pedig zarva, akkor egy méasodperc mulva tjboél préobélkoznak. Jellje T' azt a véletlen id&pontot,
amikor 2 ala csokken a szobaban levd legyek szama.

(a) Mennyi annak a valoszintsége, hogy n masodperc elteltével még legalabb két légy van a szobaban, azaz P(n < T)?

(b) Hatarozza meg ennek segitségével T eloszlasat.
Legyenek M, N,n nemnegativ egészek, tgy, hogy M < N és n < N. A hipergeometrikus eloszlast a kov. kifejezés
értelmezi: AN N

() Coi)

N )

(n)

Legyen n nemnegativ egész és p € [0, 1]. A binomoélis eloszlast a kov. kifejezés értelmezi:

hn (k) = k=0,1,2,...,n.

n

bp,n(k) == <k>p’“(1 —p)" 7k k=0,1,2,...,n.

Bizonyitsuk be, hogy ha rogzitett n és k mellett N — oo, M — oo gy, hogy % — p, akkor Ay, arn (k) — bpn (k).

Feltéve, hogy a balkezesek aranya atlagosan 1%, becsiiljilk meg annak a valoszintiségét, hogy 200 véletlenszertien kiva-
lasztott ember kozott legalabb négy balkezes van.

Egymas utén tizszer dobunk egy szabalyos érmével. Legyen X az egymés utani egyforma kimenetelekbdl 4ll6 sorozatok
szdma, vagyis pl. csupa fej esetén X = 1, a FFIIIIFIFF sorozatnal pedig X = 5. Hatarozzuk meg X eloszlasat.

Egy 400 oldalas konyvben 6sszesen 200 sajtohuba van (véletlenszertien elszorva). Mennyi a valoszintisége annak, hogy a
13. oldalon t&bb mint egy sajtohuba van?

Igazoljuk a kovetkezd formulat, és adjunk neki valoszintiségszamitasi értelmezést:

S () (6) 6 - () ()

Atlagosan hany mazsolanak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk elérni, hogy egy véletlenszerten valasztott siitiben
legalabb 0.99 valoszintiséggel legyen (legalabb egy szem) mazsola?

Tegyiik fel, hogy a vilagiir egy bizonyos tartomanyaban két fajta (A és B tipusa) csillag van. Az A tipust csillagok
szaménak eloszlasa \ paramétertd p(k; \), mig a B tipustiaké p paraméterd p(k; u) Poisson eloszlas. Az A-, ill. B tipusi
csillagok szama egymastol fiiggetlen. Bizonyitsuk be, hogy a vilagir e tartoméanyaban 1évd csillagok szama p(k; A + p)
Poisson eloszlast. Ertelmezziik és fogalmazzuk meg az allitast absztrakt terminusokban.

Egy utca autoforgalmét gy modellezziik, hogy

1. az idGskalat fix és oszthatatlan egy méasodpercnyi idSegységekre osztjuk,

2. feltessziik, hogy p € (0,1) annak a valoszintisége, hogy az egyes idgintervallumokban elhalad az utcan egy auto,

3. tovabba azt is feltessziik, hogy az egyes idGegységekben torténs események egymaéstol fliggetlenek.

Egy gyalogos akkor tud 4tmenni az utca tiloldalara, ha legalabb harom méasodpercig forgalommentes az utca. (Feltessziik,
hogy az utca belathato: a gyalogos el tudja donteni, hogy a kov. harom mésodpercben lesz-e forgalom.) Mennyi a valo-

szintisége annak, hogy az utcan atmenni 6hajté gyalogosnak 0, 1, 2, 3, 4 mésodpercig kell varnia athaladas elstt? (Ne
probéljanak dltaldnos képletet felirni — ez egyelére nehéz.)

Egy rossz hird légitarsasagnal minden évben 1/2 valoszintséggel eléfordul (legalabb egy) gépeltérités.

(a) Mi a valoszintisége, hogy jovore legalabb harom gépeltérités lesz?
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(b) Mi a valészintsége, hogy jovére legalabb harom gépeltérités lesz, feltéve, hogy legalabb egyszer el6 fog fordulni?

Egy pok altal rakott peték szama p(k;\) Poisson eloszlast. Az egyes peték egymastol fiiggetleniil p valoszintiséggel
fejlédnek ki (ill. ¢ = 1 — p valoszintséggel halnak el). Bizonyitsuk be, hogy a pok kifejlédott gyermekeinek szama p = pA
paraméterd Poisson eloszlasi. Ertelmezziik és fogalmazzuk meg absztrakt terminusokban az allitast.

Egy fan levé almak szama POI (\) Poisson-eloszlasia. Az egyes almék egyméastol fiiggetleniil p valoszintiséggel kukacosak.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a kukacos almak szama pu = pA paramétert Poisson-eloszlasu.

(b) Jeldlje X a kukacos és Y az ép almék szamat. Mutassa meg, hogy X és Y fliggetlen valoszintiségi valtozok.

Moricka, ha tarazni megy, minden lépésnél — az el6zményektdl fiiggetlentil — valamekkora (kicsi) valoszintséggel hasraesik
és megiiti a térdét, illetve valamekkora (kicsi) valoszintiséggel hanyatt esik és megiiti a konyokét. Egy 10 kilométeres turan
atlagosan 3-szor szokta megiitni a térdét és 2-szer a konyokét. Legfeljebb milyen hosszi tarara engedheti el az anyukaja,
ha azt akarja, hogy 2/3 valoszintiséggel térd- és konyokseériilés nélkiil jarja meg?

(a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy 1000 egymasuténi poker-leosztasban legalabb négyszer van fullunk?

(b) Szamoljuk ki a fenti valoszintiséget numerikusan a Poisson approximécio segitségével.

1000 megkiilonboztethets golyot helyeziink véletlenszertien 10000 dobozba. Mennyi annak a valészintisége, hogy az elsé
25 dobozba legaldbb 4 golyd essék?

Egy erds atlagos stirtisége: 16 fa 100 m?-enként. A fak torzse teljesen szabalyos, 20 cm atmérdsjt kor alapa henger. Egy
puskagolyot 16viink ki célzés nélkiil, az erdd szélétsl 120 m-re, kifelé az erd6bdl. Mennyi annak a valdszinidsége, hogy
eltaldlunk egy fatorzset?

(Tekintstink el attol az apréd zavar6 tényezétdl, hogy a fak alapkoreinek kozéppontjai min. 20 cm tévolsagban vannak.)

Legyenek p € (0,1), n € N és A = pn € (0, 00) rogzitve. Tovabba:
ay = b(k; p,n)/p(k; \). Bizonyitsuk be, hogy amint k = 0,1,2,... novekszik

(a) ay elszor novekszik, majd csokken és a maximalis értékét |\ 4 1]|-nal éri el.

(b) ay el6szor kisebb, mint 1, majd 1 felé ng, majd ujbol 1 ala csokken.

(Fakultativ: csak kedvtelésbdl csinéljék ... )

lim (Sup |b(k;p,n) — p(k; A)) =0,
k

amint p — 0, n — oo gy, hogy pn — A € (0, 0).

Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagokat:
> kb(ksp,n) =np, Y E*b(k;p,n) = n’p* + np(1 — p);
k=0 k=0
> kp(k;A) = A, D Ep(kiA) = A+
k=0 k=0

Bizonyitsuk be és értelmezziik a valoszintiségszamitas terminusaiban a kdvetkez6 azonossagokat:

M=

b(l;p,n1)b(k — I;p,n2) = b(k;p,n1 + n2),

I
o

M=

p(L;A)p(k — 15 A2) = p(k; p, A+ X2).

Il
=)

5.A Oldjuk meg most méar végre a 2.11-es (elcserélt kapalok) feladat ,Elszantabbaknak” sz6l6 részét! Vagyis: keressiik annak

a valoszintiségét, hogy pontosan k ember megy haza a sajat kalapjaval a fején, abban a hataresetben, amikor a kalapjukat
Osszekevers emberek n szama végtelenhez tart.



