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2007/2008. Oszi félév, Szasz Domokos

6. feladatsor
Diszkrét valdszintiségi valtozok II:
varhatoé érték, szorasnégyzet, fiiggetlenség stb.

Legyenek X, és X fiiggetlen, p(k; A1) ill. p(k; A2) Poisson eloszlasu valoszintségi valtozok.

(a) Bizonyitsuk be, hogy X7 + X5 eloszlasa p(k; A1 + A2) Poisson eloszlas.

(b) Bizonyitsuk be, hogy X1 + Xo ismeretében X, feltételes eloszldsa binomidlis, azaz:

n )\1 k )\2 n—k
P<X1_k|X1+X2_n)_<k> <)\1+)\2> <>\1+>\2> .

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k = 0,1,2,... geometriai eloszlast valoszintiségi valtozok.

(a) Szamitsuk ki a kovetkezs valoszintségeket:
PX=Y), PX>2Y), PX+Y<Z).

(b) Legyen U := min{X,Y} és V := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy U és V fiiggetlenek.

Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k = 0,1,2,... geometriai eloszlast valoszintiségi valtozok. Lassuk be
szamolds nélkil, hogy X +Y ismeretében X feltételes eloszldsa egyenletes, azaz:
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(a) Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer dobunk, ha iras, akkor még egyszer. Mennyi az Gsszes
fej-dobéasok szamanak varhato értéke?

(b) Ermével dobunk addig, amig elészor fordul els, hogy két egymas utani dobas eredménye azonos. Mennyi a sziikséges
dobasok szamanak varhato értéke?

Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bizonyos ajtot. Emberiink véletlenszertien probalkozik
a kulcsokkal, mindaddig, amig rd nem talal a megfelel§ kulcsra. Hatarozzuk meg a probalkozasok szaméanak varhato
értékét, ha

(a) a sikertelen kulcsokat nem zérja ki a tovabbi probélkozasok soran (visszatevéses huzéasok),

(b) a sikertelen kulcsokat kizarja a tovabbi probalkozasok soran (visszatevés nélkiili huzasok).
Két kockaval dobva, mennyi a dobott szamok maximumanak, illetve minimumanak varhato értéke?
Hatarozzuk meg az 6t6s lotto talalatok szaménak, varhato értékét egy taladlomra kitoltott szelvény esetén.
Szamitsuk ki az 6t6s lotto sorsolason kihuzott legnagyobb, illetve legkisebb szam varhato értékét.
Adjon példat olyan X diszkrét eloszlasu valoszintiségi valtozora, amelynek

(a) nem létezik a varhato értéke,
(b) létezik a varhato értéke, de nem létezik szorésa,

(c) létezik az E(X*) tn. k-adik momentuma, ha k = 1,2,...,p, de nem létezik, hak=p+1,p+2,... .

Utmutatas: Mely s-ekre konvergens a ((s) = Y oo n~° sor (ami a Riemann-féle ¢ fiiggvényt definidlja)? A kapott
eloszlasok momentumai is kifejezhetGek a (-fiiggvény segitségével.

Legyen X nem-negativ egész értékii valoszintiségi valtozo és tegyiik fel, hogy E(X) < oco. Bizonyitsuk be, hogy
E(X)=> P(X >i).
i=1

Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzs pi, illetve po valoszintiséggel ér el talalatot (p; < p2). Az tigyetlenebb
kezd, majd felvaltva l6nek. Aki el6szor talal, az nyer. Mennyi a valoszintisége annak, hogy az ligyesebb nyer? Mennyi a
jaték varhato idStartama, ha percenként egy 16vést végeznek?



6.12 Szamitsuk ki az (1 + X)~! valoszintiségi valtozd varhato értékét a kovetkezs esetekben:
(a) ha X b(k;p,n) binomialis eloszlast;
(b) ha X p(k;\) Poisson eloszlast.
©6.13 X nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo, mely egy ketyere miikodési idejét fejezi ki napokban mérve. Mennyi a
ketyere varhato élettartama, ha
(a) P(X >n)=1/n!
(b) P(X>n)=1/n7?

6.14 (a) Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozok, melyekre E(X) < oo és E(Y) < oo.
Bizonyitsuk be, hogy

E(min{X,Y}) = iP(X > DP(Y > ).

(b) Altalanositsuk az elébbi Gsszefiiggést tetszéleges k darab fiiggetlen, nemnegativ egész értékt X, Xo, ... X} valo-
szintliségi valtozora, melyekrdl felteszsziik, hogy véges a varhato értékiik:

P(X; > i).

oo
3 1

E(min{X1, X»,..., X3}) = Z

k
=1 j=

(¢) Az (a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy
Emax{X,Y}) =Y [1-P(X <i)P(Y <i)].
i=0

6.15 Legyen X nemnegativ egész értékd valdszintiségi valtozo, melynek véges a masodik momentuma
(E(X?) < 00). Fejezziik ki az S := Y ;- kP(X > k) mennyiséget E(X) és D?(X) segitségével.

6.16 Legyen X pozitiv értékd valoszintiségi valtozo. Bizonyitando, hogy (E(X))™! < E(X~1). (Megjegyzés: ez a Jensen
egyenlGtlenség legegyszertibb specialis esete.)



