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11. feladatsor
A normalis eloszlas (egy- és tobbdimenzids)

Memo:
Az egy dimenzidés normaélis eloszlds, N(m, o), siirliségfiiggvénye

1 2 2
@m,a(x) = WGXP ( —(x —m) /(20 ))

A paraméterek jelentése: m € R a vérhaté érték, o > 0 a szérasnégyzet. (Ellendrizzék!) A standard
valasztas: m =0, o = 1.
Pmo(@) =0 oo™ (z —m)),

ahol p(x) := @o.1(x). A (kumuldlt) eloszlasfiggvény:

Do (1) = / " o )y = B((x — m)/o),

— 00

ahol ® := ®; a standard normalis eloszlasfiiggvény. A standard normadlis strtiségfiiggvény és eloszlasfiigg-
vény szamszer értékei a mellékelt tablazatbol olvashatoéak ki.

Az n dimenziés normélis eloszlas: legyen m = (my,...,m,)T € R"™ n-dimenziés valés vektor és C =
(cl-,j):ljzl n X n méretll négyzetes, valds, szimmetrikus, pozitiv definit méatrix. Az n dimenziés nem elfajult
normalis eloszlds stirliségfliggvénye

_ 1

Pm,c(x) = v/ (2m)ndet C ~

A paraméterek jelentése: m a véarhaté érték vektor, C a kovariancia matrix. (Ellenérizzék!) Standard
paraméter valasztas: m =0, C =1

p(— (x — m)TCfl(x— m)/2).

Ym,c(x) = (det C)7/%p(C™/%(x — m)),

ahol ¢ := g1 a standard normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye.

Alapigazsagok:
(1) Egyiittesen normalis elozldsi valésziniiségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha korreldlatlanok.
(2) Tobb valészintiségi valtozé akkor és csak akkor egyiittesen normadlis eloszldsd, ha tetszéleges linedris
kombindciéi normélis eloszldsiak. A linedris kombindcidk (egyiittes) eloszldsdnak paramétereit (varhatd
érték, szérdsnégyzet, kovariancia) nyilvanval6 médon szdmoljuk.
(3) Egylittesen normadlis eloszlasu val6sziniiségi véltozdk feltételes eloszldsa, tetszéleges linedris kombindci-
Okkal megadott feltételek mellett, szintén normalis. De ezt 6ran nem bizonyitottuk ...

11.1 Legyen X N(0,1) (azaz: standard normélis) eloszldsu valészintliségi véltozé. Az aldbbi val6sziniiség-
parok koziil melyik a nagyobb?
(a) p1 = P(X| <0.7), p2 = P(X] > 0.7)
(b) 1 =P(=05< X < —0.1), ¢ =P(1 < X <2).

e11.2 Tudva, hogy ffooo exp(—x2/2)dxr = /27, szadmoljuk ki a kovetkezd integralt

/ exp(—ax? + bx + ¢)dx

— 00



ahol a valds és pozitiv, b és ¢ pedig tetszdleges valds (vagy komplex) konstansok.

11.3 Szamoljuk ki a normalis eloszlas alabb definialt “abszolit momentumait”:

Ay ::/ <p(y)|y\’“dy, k=1,2,3,....

— 00

Utmutatds: Paros k = 2l-re szamoljuk ki és hasznéljuk a kov. kifejezést:

”\y2/2dy
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Pératlan k = 21 + 1-re hajtsuk végre a z = y? valtozécserét az Aj-t definidlé integralban.

11.4 Ellenérizziik a kovetkezo két hatvanysorfejtés érvényességét és mutassuk ki, hogy konvergencia sugaruk
végtelen:

1 1 > (k —1)12k—1
d(zx) = - + e—xz/zz ( ) 22k,

o 1 1 1 23 1 b 1 7
(@) =3+ TToi3 Taas g3t )

e11.5 Legyen X nulla varhaté értékii és o szérdsi, normalis eloszlasi valdsziniliségi valtoz6. Bizonyitsuk be,
hogy tetszéleges = > 0 esetén fennallnak a kdvetkezd egyenlGtlenségek:

1 2,02 [0 o° 1 20 2\ 0
= (@207 (2 _ T = o (z%/20%) 2
e - < PX>=x < e .
V2T ($ $3) ( ) V2T x

Utmutatds: Differencialjuk az egyenl6tlenség-lanc mindhdrom tagjat és hasonlitsuk Ossze a derivaltakat.

¢11.6 Emberek egy bizonyos csoportjanak az atlagos testsiulya m kg, a testsilyok szorasa pedig 3 kg. m = 60
ill. m = 10 esetén hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy egy véletlenszertien kivélasztott ember
testsilya az atlagtél nem tér el 5 kg-nal tébbel, ha
(a) a testsily normélis eloszldsy;

(b) a testsily log-normalis eloszlast;

11.7 Legyen X valdszinfiségi valtozé N (0, 1) (azaz standard normalis) eloszldsi. Hatdrozzuk meg a kovetkezd
varhato értékeket és szérdsnégyzeteket:
(a) B(X cos(X)), B(X/(1+ X?)), E(sin(X));
(b) E(cos(X)), D?(cos(X)), D?(sin(X)).

11.8 Az X és Y valdszintiségi valtozok fliggetlenek és azonos N (0, 1) eloszlasiak. Definidljuk az U := X +Y
és V := X — Y valbszintliségi valtozokat. Fiiggetlenek lesznek-e egymastol U és V7

11.9 Legyen X N(0,1) eloszldsi valdsziniiségi véltozd és Y :=sign(1 — | X]) - X.
(a) Hatdrozzuk meg az Y valdszinliségi valtozo eloszlését.
(b) Z := X +Y eloszldsa normélis-e?

11.10 Legyenek X és Y fliggetlen és azonos N(0,1) eloszldsi valdsziniiségi valtozdk. Hatdrozzuk meg a
Z = XTHY/2(1 4 X2 4 y2)-8/2
val6szintiségi valtoz6 varhato értékét és szérasat.
11.11 Legyenek X és Y fiiggetlen N(0,1). illetve N(0,2) eloszldsi valdsziniiségi véltozdk és M egy vélet-

lenszertien kivalasztott pont az R? sikon, melynek koordinatai (X;Y). Hatdrozzuk meg a kovetkezd
események valdsziniiségét:



e11.12

11.13

11.14

11.15

11.16

11.17

11.18

e11.19

(a) M € {(z,y) € R?: || < 1,]y| < 2},

(b) M € {(x,y) eR?: 0 <z <2,|y| <2},

() M e{(r,y) eR?:0<2<2,0<y<4},

(d) M € {(z,y) eR?: x4+ y <0,|z| <1,y > -2},
(6) M € {(z,y) € R* 1 2 + (y*/4) < 1},

(f) M € {(z,y) e R? : 2% + (y2/4) < *}.

Egy foly6 feletti hid téglalap alaki, melynek koordinatai Descartes féle koordinata rendszerben eleget
tesznek a kovetkezd feltételeknek: |z| < 10, |y| < 100 (valamilyen hossz-egységekben). Tiizérségi
tdmadds esetén a lovedék beesésének (X;Y) pontja (ugyanabban a koordindta rendszerben), kétdimen-
zi6s normélis eloszlast, fiiggetlen komponensekkel és ox = 10, oy = 40 szérasokkal. Az (E(X); E(Y))
koordinataju pontot “célpont”-nak nevezziik. Hatdrozzuk meg annak a valdszintiségét, hogy a lovedék
eltaldlja a hidat, ha a célpont:

(a) (0,0), (b) (10,0),

Legyen (X;Y) kétdimenziés normaélis eloszldsi (0; 0) varhaté értékkel és (4

(c) (5,20).

0 2 kovarianciamatrixszal.
Hatdrozzuk meg annak az eseménynek a valészin(iségét, hogy az (X,Y) koordindtaju véletlen pont a
(0;3), (4;0), (1.8;5.4), (5.8;2.4) csuicsu téglalapba esik.

0 (1) kovarianciamaétrixszal.
Hatdrozzuk meg annak az eseménynek a valészinliségét, hogy az (X,Y") koordindtdjd véletlen pont az
ABC héromszogbe essék, a kovetkezd esetekben:

(a) A = (0;0), B = (1;1), C = (2;0).

(b) A=(0;2), B=(2;0), C = (2;2).

(c) A=(2;0), B=(1;1), C = (1;0).

Utmutatds: Hasznéljunk szimmetridkat!

Legyen (X;Y) kétdimenziés normélis eloszldsi (0; 0) varhaté értékkel és (1

Legyen (X;Y) kétdimenziés normadlis eloszldsi (0; 0) varhato értékkel és kovarianciamétrixszal.

1 0
0 1
Hatédrozzuk meg az (X;Y) Descartes-koordindtdji pont (R;©) poldrkoordindtdinak egyiittes eloszldsét.

Legyen (X Y) kétdimenziés normalis eloszldst (0; 0) varhaté értékkel és (3 2) kovarianciamétrixszal.

Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az (X;Y') koordindtdju véletlen pont beleesik az
a) {(z,y) € R :2 < /22 + y2 < 3} korgyfiriibe;

(a) {(z,9) y gy

(b) {(z,y) € R? : 2 < min(|z|, |y|) < max(|z]|, |y|) < 3} tartomanyba;

b) {(z,y) € R?: 2 < |z| + |y| < 3} tartoményba.

( Y y y

Az (X,Y) € R? valészinfiségi vektorvaltozé eloszldsa nemelfajult két dimenziés normalis eloszlds 0=
2

(0,0) vérhaté értékkel és (Um») kovariancia matrixszal (0;; € R, 012 = 02,1, 01,1 > 0, 022 > 0,
i.j=1 ‘

01,102,2 — 01,2021 > 0). Szdmitsuk ki a kdvetkezd valészinliségeket:
(a) Poo = P(X > O,Y > 0),
(b) po1 =P(X >0,Y <0);
(¢) pro =P(X <0,Y > 0);
(d) p1o =P(X <0,Y <0).

Legyenek X1, Xa,...,Xp,... figgetlen és azonos N(0,1) eloszldsi valészintiségi véltozok. Hatdrozzuk
meg k-nak azt a minimalis értékét, amelyre
P(max(|X1], [Xa,...,[Xk]) > 2) > 1/2.

Egy ember vonattal és tavolsagi autébusszal utazik a munkahelyére. Menetrend szerint a vonat 7:30-kor
érkezik, a busz pedig 7:37-kor indul. Az &tszallas két percet vesz igénybe. Am a vonat valédi érkezési
ideje mormdlis eloszldsu valészintiségi valtozd melynek varhaté értéke 7:30-kor van és szérdsa 4 perc.
Az autdbusz valédi indulasi ideje a vonat érkezésétdl fliiggetlen, szintén normalis eloszlasi valdszintiségi
valtozd, melynek varhaté értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 3 perc. Mennyi annak a valészintisége, hogy
emberiink a hét 6t munkanapja koziil legfeljebb egy alkalommal késse le a buszcsatlakozast?
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