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Valdszintiségszamitas
4. feladatsor
Fliggetlenség, geometriai valoszinliségek, stb.

Haromszor dobunk fel egy pénzérmét. Jelentse A azt az eseményt, hogy
a dobdsok kozott fej és irds is eléfordul, B pedig azt az eseményt, hogy

legfeljebb 1 iras fordul el6. Fiiggetlenek-e a fenti események egymastol?

Vélasszunk taldlomra egy szdmot az {1,2,3,...,n} halmazbdl, egyen-
letes eloszlassal. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a kivilasztott szam
a p prim szammal oszthato.

(a) Mutassuk meg, hogy ha p1,po,...,pr primek és az n szdm os-
zthaté pi,pe,..., pg-val, akkor az A, , A,,,..., Ay, események (telje-
sen) figgetlenek.

(b) Jeldljiik Cy,-el azt az eseményt, hogy a véletlenszeriien kivédlasztott

szam n-hez relativ prim. Bizonyitsuk be, hogy

P(C.) = ][] (1—1)

p prim,p|n P

Legyen s € (1, 00) rogzitett és (s) := > -2, n~° a Riemann féle dzeta-
fiiggvény. (A végtelen Osszeg s > 1-re konvergens!) Tovabbd legyen
Pn = pn(s) := n=%/((s). Legyen egy X € N véletlen szdm eloszldsa
P(X = n) = p,. Ertelmezzitk barmely r prim szdmra a kovetkezd

eseményt:
E, := { az X véletlen természetes szdm oszthat6 az r prim szimmal }

(a) Bizonyitsuk be, hogy az {E, : r prim } események teljesen fiigget-
lenek.

(b) Adjunk valésziniiségszamitasi bizonyitdst (és ezzel valGsziniiségszd-
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mitasi ’ertelmezést IS) a hires
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Euler furmuldra.
(Az Euler formula standard levezetése és értelmezése megtaldlhatd bar-

mely elemi bevezet$ szamelmélet jegyzetben vagy konyvben.)

(a) Mennyi annak a valésziniisége, hogy két egymadstdl fiiggetleniil ki-
toltott lottészelvény kuzul legalibb az egyik legalabb két taldlatos?

(b) Mennyi annak a valdsziniisége, hogy ha 3 000 000 lottészelvényt vé-
letlenszertien és egymastol fliggetleniil kitéltenek, ezek kézott pontosan

0t darab ottaladlatos szelvény lesz?

Egy tesztrendszeri vizsgdnal minden didknak 20 kérdésre kell igennel
vagy neminel felelni. Tegyuk fel, hogy egy vizsgazd az egyes kérdésekre
egymistol fliggetleniil p valészintliséggel tudja a helyes valaszt, q valo-
szintiséggel azt hiszi, hogy tudja a helyes valaszt, de téved, r valészinii-
séggel nem tudja a helyes vdlaszt és ennek tudatdban van (p+g+r = 1).
Ha a vizsgdzd tudja, hogy egy kérdésre nem tudja a helyes valaszt, akkor
taldlomra ir igent vagy nemet %—% valdsziniiséggel. Mennyi a valészinii-

sége annak, hogy a vizsgazé legalabb 19 kérdésre helyesen valaszol?

Szamitsuk ki a P(Aj0Ago---0A,) valésziniiséget, ha az Aj, Ag, ..., A,

események fiiggetlenek és mindegyiknek a valésziniisége p.

Egy orszdgban az A, B, C és D varosok kozott a kovetkezd kozvetlen
utak vannak: A <> B, A < C,C < B, D < B, D + C. Egy téli
éjszaka mind az Ot dtszakaszon p valdsziniiséggel képzodik héakadaly,
kolesonosen fluggetlentil egymastél. Mi a valdszinilisége annak, hogy
masnap reggel mégis el lehet jutni A-bél D-be? Adjunk szamszerii
eredményt p = 1/2-re. Prébéljuk megindokolni az utébbi vélaszt az

els6 kérdésre kapott formula hasznalata nélkil is.

(Stefan Banach gyufdsdoboz-probléméja)
(a) Egy szérakozott matematikus vesz két doboz gyufit. Mindkét doboz
n szal gyufat tartalmaz. Egyik dobozt a bal-, masikat a jobb zsebébe

teszi. Valahdnyszor pipara akar gyujtani, véletlenszeriien kiveszi az
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egyik dobozt és abbdl elhasznil egy szl gyufit. Egyik alkalommal azt
veszi észre, hogy az el6vett gyufisdoboza mar ures. Mi annak a va-
l6szintisége, hogy ekkor a mésik dobozban pontosan k elhasznilatlan
gyufaszil van még?

(b) A fenti kérdésre adott vilasz segitségével taldljunk egyszerii kife-

jezést az alabbi Osszegre:
n
k=0 n

Az A, B és C pontokat vilasszuk véletlenszeriien, egyenletes eloszlds-
sal és egymistdl fiiggetleniil egy kor keriiletén. Mennyi a valdszin{isége

annak, hogy az ABC hironszog hegyesszogii?

Egy ropit két, egymdstol fiiggetleniil és egyenletes eloszlissal kivalasz-
tott pontban eltorink.

(a) Mennyi a valésziniisége annak hogy az igy nyert hdrom darabbdl
haromszoget alkothatunk?

(b) Mennyi a valésziniisége annak hogy az igy nyert hdrom darabbédl
hegyesszogli hdromszoget alkothatunk? (Ez nehezebb!!!)

(c) Mennyi a val6sziniisége annak hogy az igy nyert harom darab min-

degyike révidebb mint az a € [I/3,1] rogzitett szam? (I a ropi hossza)

Harom egyenld hossz ropibdl véletlenszeriien letériink egy-egy darabot.
A torési pontokat egymdstél fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal va-
lasztjuk ki.

(a) Mennyi a valésziniisége annak hogy az igy nyert hirom darabbdl
hiromszoget alkothatunk?

(b) Mennyi a valdsziniisége annak hogy az igy nyert hdrom darabbdl

hegyesszogii haromszoget alkothatunk?

Harom {irhajé leszall a Marsra, egymastdl fuggetlenil, egyenletes elosz-
lassal valasztott pontokra. Két tirhajé akkor tud kdzvetlen radié kap-
csolatba 1épni egymassal, ha a Mars kézéppontjabdl indul6 helyzetvek-
toraik hegyesszoget zarnak be egymassal. Bizonyitsuk be, hogy annak a
valésziniisége, hogy a barmely két {irhajé kommunikalni tud egymassal

(sziikség esetén a harmadik tirhajé kozvetitésével) (w + 2)/(4n).



4.13 (a) Egy kor keriiletén vélasszunk n pontot egymdstdl fiiggetleniil és
egyenletes eloszlds szerint. A kertileten elhelyezked$ pontok egy kon-
vex sokszoget katiroznak meg. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy e
sokszog lefedje a kor kozéppontjat?
(b) Egy kor belsejében vilasszunk n pontot egymdstdl fiiggetlentil és
egyenletes eloszlds szerint. Mennyi annak a valdésziniisége, hogy a pon-

tok konvex burka lefedje a kor kozéppontjat?



