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Valdszintiségszamitas
5. feladatsor
Diszkrét aldszintiségi valtozok I:
Binomidlis-, Poisson-, geometriai eloszlas

Egy n egymastdl figgetleniil miikodo alkatrészbdl all6 renszert figyelink
meg egymds utdni, azonos hosszisigu idéperiédusokban. Feltessziik,
hogy minden egyes alkatrész miikodése vagy nem miikodése egy perio-
dusban fliggetlen attél, hogy miikédott-e vagy sem a tobbi periédusban.
A rendszer miitkodésében akkor van fennakadas, ha legalabb k alkatrész
nem miikédik. Mennyi annak a valésziniisége, hogy ez elGszor az m-
edik periédusban kovetkezik be, ha p annak a valdsziniisége (minden

alkatrészre), hogy egy alkatrész egy periédusban miikodjék?

Bizonyitsuk be, hogy a Poisson eloszldsndl a k = | A|-hez tartoz6 valé-
szinliség a maximalis. Ha A nem egész szam, akkor csak ez az egy tag

maxim4lis, ha azonban \ egész, akkor p(A, A) = p(A — 1, \).

Legyenek M, N,n nemnegativ egészek, ugy, hogy M < N ésn < N. A

hipergeometrikus eloszlist a kov. kifejezés értelmezi:
M\ (N—M
() Gk
()
n

Legyen n nemnegativ egész és p € [0,1]. A binomodlis eloszldst a kov.

hy (k) = k=0,1,2,...,n.

kifejezés értelmezi:

bp’n(k) = (Z)pk(l _p)n—k, k= 0,1,2,...,n.

Bizonyitsuk be, hogy ha rogzitett n és k mellett N — oo, M — oo ugy,
hogy % — p, akkor hy,mn(k) = bpn(k).
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(a) Hény (egymadstdl fliggetlen) bridge-leosztdsra van sziikség ahhoz,
hogy annak a valésziniisége, hogy legaldbb egyszer mind a négy asz
Eszaknak jusson, legalabb 0.5 legyen?

(b) Hény (egymdstdl fiiggetlen) bridge-leosztdsra van sziikség ahhoz,
hogy annak a valdsziniisége, hogy legaldbb egyszer mind a négy asz egy

kézbe jusson, legalabb 0.5 legyen?

Feltéve, hogy a balkezesek ardnya dtlagosan 1%, becsiiljiik meg annak
a valdszintiségét, hogy 200 véletlenszeriien kivalasztott ember kozott

legalabb négy balkezes van.

Egy 400 oldalas konyvben 0sszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszeriien
elszérva). Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a 13. oldalon t6bb mint

egy sajtéhuba van?

Atlagosan hiany mazsoldnak kell egy siitiben lennie, ha azt kivanjuk
elérni, hogy egy véletlenszeriien vilasztott siitiben legaldbb 0.99 valé-

sziniiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Tegyiik fel, hogy a vildglir egy bizonyos tartomanydban két fajta (A
és B tipusi) csillag van. Az A tipusi csillagok szdmdnak eloszldsa A
paraméterii p(k; A), mig a B tipustaké y paraméterii p(k;u) Poisson
eloszlds. Az A-, ill. B tipusu csillagok szdma egymastdl fiiggetlen.
Bizonyitsuk be, hogy a vildgiir e tartomanydban 1év6 csillagok szdma
p(k; X + p) Poisson eloszldst. Ertelmezzik és fogalmazzuk meg az

allitast absztrakt terminusokban.

Egy utca autéforgalmat dgy modellezziik, hogy

1. az id6éskdlat fix és oszthatatlan egy médsodpercnyi idéegységekre os-
ztjuk,

2. feltessziik, hogy p € (0,1) annak a val6szintisége, hogy az egyes id6-

intervallumokban elhalad az utcan egy auto,

3. tovabba azt is feltessziik, hogy az egyes idGegységekben torténd ese-

mények egymdstol fiiggetlenek.

Egy gyalogos akkor tud dtmenni az utca tiloldaldra, ha legaldbb hirom
mésodpercig forgalommentes az utca. (Feltessziik, hogy az utca beldt-

haté: a gyalogos el tudja donteni, hogy a kév. hiarom masodpercben
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lesz-e forgalom.) Mennyi a valészini{isége annak, hogy az utcdn dtmenni
6hajto gyalogosnak 0, 1, 2, 3, 4 masodpercig kell varnia dthaladas el6tt.

(Ne probaljanak dltaldnos képletet felirni — ez egyel6re nehéz.)

Egy pék altal rakott peték szdma p(k; A) Poisson eloszldsi. Az egyes
peték egymdstol fiiggetleniil p valdsziniiséggel fejlédnek ki (ill. g =
1 — p valé6szintiséggel halnak el). Bizonyitsuk be, hogy a pdk kifejlédott
gyermekeinek szama, y = p\ paraméterii Poisson eloszlasu. Ertelmezziik

és fogalmazzuk meg absztrakt terminusokban az allitast.

(a) Mennyi a valésziniisége annak, hogy 1000 egymdsuténi pdéker leosz-
tdsban legalibb négyszer van fullunk?
(b) Szamoljuk ki a fenti valészintiséget numerikusan a Poisson approxi-

macié segitségével.

1000 megkiilonboztetheté golyot helyeziink véletlenszertien 10000 do-
bozba. Mennyi annak a valésziniisége, hogy az elsé 25 dobozba legalabb

4 golyd essék?

Egy erdd 4tlagos stirfisége: 16 fa 100 m2-enként. A fik torzse teljesen
szabalyos, 20 cm atmérdju kor alapi henger. Egy puskagoly6t 1oviink
ki célzas nélkiil, az erdd szélétdl 120 m-re, kifelé az erd6bol. Mennyi
annak a valosziniisége, hogy eltalalunk egy fatorzset?

(Tekintsiink el att6l az apré zavard tényezbt6l, hogy a fik alapkoreinek

kozéppontjai min. 20 cm tdvolsdgban vannak.)

Legyenek p € (0,1), n € N és A = pn € (0,00) rogzitve. Tovabbd:
ar = b(k;p,n)/p(k;X). Bizonyitsuk be, hogy amint £ = 0,1,2,...
novekszik
(a) ay el8szor novekszik, majd csokken és a maximalis értékét |\ +1]-
nal éri el.
(b) ay, €ldszor kisebb, mint 1, majd 1 felé nd, majd qjbdl 1 ald csokken.

(Fakultativ: csak kedvtelésbol csindljék ... )

s sz

a konvergencia k-ban egyenletes, azaz
lim (sup |b(k; p,m) — p(k; )\)|> =0,
k

amint p — 0, n — oo ugy, hogy pn — A € (0,00).



5.16 Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossigokat:
n n
> kb(k;p,n) =np, Y k*b(k;p,n) = n’p’ + np(1 - p);
k=0 k=0
D kp(k;A) = A, D (ki A) =X+
k=0 k=0

5.17 Bizonyitsuk be és értelmezziik a valésziniliségszamitis terminusaiban a

kovetkezd azonossdgokat:

k
> " b(l;p,ma)b(k — I;p, ng) = b(ks; p,m1 + na),

=0

k
> p(l; M)p(k — 1 X2) = p(k;p, M+ Ao).
=0



