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Valdszintiségszamitas
6. feladatsor
Diszkrét aldszintiségi valtozok II:
varhaté érték, szorasnégyzet, stb.

Legyenek X7 és Xo fiiggetlen, p(k; A1) ill. p(k;A2) Poisson eloszldsi
valészintiségi véaltozdk.

(a) Bizonyitsuk be, hogy X1+ X eloszldsa p(k; A1 + A2) Posson eloszlés.
(b) Bizonyitsuk be, hogy X1 + Xo ismeretében X, feltételes eloszldsa

binomidlis, azaz:

P(X1:k|X1+X2:n): k AL+ Ao A1+ Ao '

Legyenek X, Y és Z fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k = 0,1,2,...

geometriai eloszlasi valészintiségi valtozok.

(a) Szamitsuk ki a kovetkezd valésziniiségeket:

P(X=Y), P(X>2), PX+Y<2Z).

(b) Legyen U := min{X,Y} és V := X — Y. Bizonyitsuk be, hogy U és
V fuggetlenek.

Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos g(k;p) = ¢*p, k = 0,1,2,... geome-
triai eloszlasu valészintiségi valtozdk. Lassuk be szdmolds nélkul, hogy
X +Y ismeretében X feltételes eloszldsa egyenletes, azaz:

1

P(X:k|X+Y=n)=—n+1,

k=0,1,...,n.
(a) Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még kétszer do-
bunk, ha iras, akkor még egyszer. Mennyi az Osszes fej-dobdsok szadma-

nak varhatd értéke?
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(b) Ermével dobunk addig, amig elészor fordul els, hogy két egymas
utdni dobds eredménye azonos. Mennyi a szukséges dobasok szaméanak

varhaté értéke?

Egy embernek n kulcsa van, amelyek koziil egyetlen egy nyit egy bi-
zonyos ajtot. Embertunk véletlenszertien prébéalkozik a kulcsokkal, min-
daddig, amig rd nem taldl a megfelelé kulcsra. Hatarozzuk meg a
probalkozasok szamanak varhaté értékét, ha

(a) a sikertelen kulcsokat nem zdrja ki a tovdbbi prébédlkozdsok sordn
(visszatevéses huzdsok),

(b) a sikertelen kulcsokat kizdrja a tovdbbi prébdlkozdsok sordn (vis-

szatevés nélkiili hizasok).

Két kockaval dobva, mennyi a dobott szdmok maximumadnak, illetve

minimumdnak varhaté értéke?

(a) Hatdrozzuk meg az 6t0s lotté taldlatok szdménak, vérhaté értékét
egy taldlomra kitoltott szelvény esetén.
(b) Szdmitsuk ki az 6tos lottd sorsoldson kihizott legnagyobb, illetve

legkisebb szam varhaté értékét.

Legyen X nem-negativ egész értékii valésziniiségi valtozo és tegyuk fel,
hogy E(X) < oo. Bizonyitsuk be, hogy

o

E(X)=) P(X >i).

=1

Ketten céllovésben versenyeznek, a két versenyzé pi, illetve py valdszi-
niiséggel ér el taldlatot (p; < p2). Az lgyetlenebb kezd, majd felvaltva
16nek. Aki el6szor taldl, az nyer. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy
az ugyesebb nyer? Mennyi a jaték varhaté idétartama, ha percenkémt

egy lovést végeznek?

Szamitsuk ki az (1 + X) ! valészintiségi véltozé vdrhaté értékét a
kovetkez6 esetekben:

(a) ha X b(k;p,n) binomidlis eloszlast;

(b) ha X p(k; \) Poisson eloszlas.
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(a) Legyenek X és Y fliggetlen, nemnegativ egész értékii valdsziniiségi
valtozok, melyekre E(X) < oo és E(Y) < oo. Bizonyitsuk be, hogy
o
Emin{X,Y}) =) P(X >i)P(Y > ).
i=1

(b) Altalanositsuk az el8bbi sszefiiggést tetszbleges k darab fiiggetlen,
nemnegativ egész értéklt X, Xo, ... Xy valdsziniiségi valtozora, me-

lyekrol felteszsziik, hogy véges a varhato értékiik:

oo k
E(min{Xl,Xg,...,Xk}):ZH (X; > ).
i: :

(c) Az (a) kérdés feltételei mellett bizonyitsuk be, hogy
o
E(max{X,Y}) =) [1-P(X <i)P(Y <i)].
=0

Hamis érmével dobunk, melynél a fej valdsziniisége p, az irdsé pedig
g = 1 —p. Jeloljik X-szel és Y-nal az els6, ill. a mdsodik tiszta
(fej vagy irds) sorozat hosszat. (Pl. ha dobdssorozatunk FFFIIF ...,
akkor X = 3, Y = 2; ha pedig dobassorozatunk IF'F1I ..., akkor X =1,
Y =2 ...) Hatédrozzuk meg a kovetkez8 mennyiségeket: E(X), E(Y),
E(X?), E(Y?), Var(X), Var(Y), Cov(XY).

Legyen X nemnegatiegész v értékii valdsziniiségi valtozd, melynek véges
a masodik momentuma

(E(X?) < o). Fejezziik ki az S := Y 50 kP(X > k) mennyiséget
E(X) és Var(X) segitségével.

Legyen X pozitiv értékii valdsziniiségi valtozo. Bizonyitandd, hogy
(E(X))™! < E(X7!). (Megjegyzés: ez a Jensen egyenlétlenség lege-

gyszeriibb sajitos esete.)



