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Valdszintiségszamitas
10. feladatsor
Egytittes eloszlasok, valosziniiségi valtozok
figgvényei I1.

Altaldnositsuk a fenticket (kilonos tekintettel a monotonsigra és a

limeszekre) n > 2 valésziniiségi véltozd egytittes eloszldsira.

Mutassunk példat olyan kétvéaltozés F(x,y) figgvényre, amely ren-
delkezik az eloszlasfiiggvények (b) és (c) tulajdonsigival, mindkét
véltozdjaban kiilon-kilon monoton nem-csokkend, de nem (erdsen)
monoton a fenti (a) értelemben. Miért nem lehet egy ilyen fiiggvény

egylttes eloszlasfiiggvény?
Egyuttes eloszlasfuggvény-e a kovetkezd két figgvény?

F(zr,y) = eXP(—e_(”y)), G(z,y) = exp(—e " —eY).

Legyenek F'(z) és G(y) egydimenziés valdszintiségi eloszlasfiiggvények

és a € [—1, 1] rogzitett. Bizonyitsuk be, hogy
H(z,y) = F(2)G(y) (1 + a(l - F(2))(1 - G(y)))
egyluttes eloszldsfiiggvény, amelynek margindlisai F'(x), illetve G(y).

Legyen (X,Y) az {(z,y) : 22 + y? < 1} egységkérben véletlenszertien

(egyenletes eloszldssal) vélasztott pont koordindta-pdrja. Hatdrozzuk

”_n

meg a peremeloszldsok siirliségfliggvényét.
Legyen az X és Y valGszintiségi valtozok egytittes eloszlasanak siiri-
ségfiggvénye:
hz.5) fz+zy+y) ha 0<z<1, 0<y<l,
z,yY) = i
Y 0 egyébként.

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat.
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Az X és Y val6sziniiségi viltozdk egytittes eloszlasdnak siiriiségfiigg-
vénye legyen h(z,y) = f(z)f(y) alakd, ahol f(z) egydimenziés siirii-
ségfiiggvény. Legyen U = max{X,Y} és V = min{X,Y }. Hatdrozzuk

meg U és V egylttes eloszlasfuggvényét és ennek sliriiségfiiggvényét.

(a) Legyen (X1, Xo,...,Xq) € R? (egyiittesen) normélis eloszldsi va-
l6szintiségi vektorvaltoz6. Bizonyitsuk be, hogy ha korreldlatlanok
(azaz paronkénti kovariancidjuk nulla), akkor (teljesen) fiiggetlenek is.
(Azaz: egytttes Gauss eloszlds + korreldlatlansig = fliggetlenség.)

(b) Legyenek X és Y fiiggetlen N(0.1) eloszldst val6sziniiségi vélto-
z6k. Bizonyitsuk be, hogy az U := (X +Y)/V/2és V := (X = Y)/V2

valészinliségi véltozok is fliggetlenek és N(0,1) eloszldstak.

Legyenek X, Y és Z fuggetlen valészintiségi viltozdk. Legyen X,
ill. Y eloszlasfuggvénye F(x), ill. G(z), és legyen P(Z = 1) = p =
1 —P(Z = 0). Hatdrozzuk meg a kovetkezd valdsziniiségi valtozok

eloszlasfiggvényeit:
T:=ZX+(1-2)Y, U=2ZX+(1-Z)max{X,Y},

Vi=2ZX+(1- Z)min{X,Y}.

Legyenek X, Y és Z fluggetlen, A paraméterii exponenciilis eloszlisi
valészinliségi valtozok.

(a) Hatdrozzuk meg az S :=Y — X és T := Z — Y valdsziniiségi vél-
tozok egytittes suriiségfliiggvényét.

(b) Hatdrozzuk meg az U := [X] és V := X — [X] valészintiségi vélto-

z0k egylittes eloszlasat.

Legyenek X és Y fuggetlen, CAU(0,1) eloszldsi valdsziniiségi valto-
z0k. Bizonyitsuk be, hogy Z := (X +Y)/(1 — XY) is CAU(0,1)
eloszlasu.

Utmutatds: Hasznéljuk a tan(a+S) = (tan a+tan 8)/(1—tan o tan j)

azonossagot.

Egy téglalap oldalainak hossza legyen 1 ill a. A két szemkozti 1 hosszi
oldalon egymadstol fiiggetleniil és egyenletes eloszldssal kijel6liink egy-
egy véletlen pontot. Jelolje X e pontok tavolsiagit. Meghatarozandd

X surtségfiiggvénye.
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(a) A [0,1] intervallumban egymdstél fiiggetleniil és egyenletes el-
oszlassal kijelolunk két véletlen pontot. Meghatarozandé tavolsaguk
eloszlas- és siirliségfiiggvénye.

(b) Egységnyi oldalhosszi négyzet belsejében egyméstdl fliggetleniil és
egyenletes eloszldssal kijeloliink két véletlen pontot. Meghatarozando

tavolsaguk eloszlas- és siirtiségfiiggvénye.

Meghatarozandé az X és Y véletlen vektorok altal definiglt parallelo-
gramma, teriiletének varhaté értéke a kovetkez6 harom esetben:

(a) X := OA, Y := OB, ahol A és B a sik egységkorének keriiletén
egymaistol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kijelolt véletlen pontok.
(b) X és Y egymastol fiiggetlen standard Gauss eloszldst kétdimenzids
vektorviltoz6. (Azaz az X1, X, Y1 és Y fiiggetlenek és N(0,1)
eloszlisuak.)

(c) X := OA, Y := OB, ahol A és B a tér egységgombjének felszinén

egymdstol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kijelolt véletlen pontok.

Legyen X = (X1, X2, X3) hiromdimenziés véletlen vektor, amelynek
komponensei fiiggetlen N(0,1) eloszldsuak. Definidljuk a kovetkezd

véltozokat:

Q:\/X%+X22+X§7 gi::Xi/Qa 1=1,2,3.

(a) Hatdrozzuk meg p siiriiségfliggvényét.
(b) Bizonyitsuk be, hogy o és a £= (&1, &2, &3) vektorvaltozo egyméstol
fliggetlenek, tovabba azt, hogy a E véletlen vektor egyenletes eloszlasi

az egységegomg felszinén.



