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Valdszintiségszamitas
11. feladatsor
A normalis eloszlas (egy- és tobbdimenzids)

Legyen X N(0,1) (azaz: standard normdlis) eloszldsi valésziniiségi
valtozd. Az aldbbi valdsziniiség-parok koziil melyik a nagyobb?

(a) p1 =P(|X]| <0.7), p2 =P(|X]|>0.7).

b) g1 =P(-05< X <-0.1), a=P(1 <X <2).

Tudva, hogy [* exp(—z?/2)dz = v/2m, szdmoljuk ki a kovetkezd

integralt
o0
/ exp(—az® + bz + c)dz
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ahol a valds és pozitiv, b és ¢ pedig tetsz6leges valés (vagy komplex)

konstansok.

Szamoljuk ki a normadlis eloszlds aldbb definidlt “abszolit momentu-
mait”:
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Utmutatds: Paros k = 2l-re szamoljuk ki és haszndljuk a kov. kife-
jezést:
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Pératlan k = 21 + 1-re hajtsuk végre a z = y? valtozécserét az Ap-t

definialé integralban.

Ellenérizziik a kovetkez6 két hatvanysorfejtés érvényességét és mutas-

suk ki, hogy konvergencia sugaruk végtelen:
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Legyen X nulla varhaté értékii és o szérdsi, normailis eloszlisu va-
16szintiségi valtozé. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges x > 0 esetén

fennallnak a kovetkez6 egyenlétlenségek:
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Utmutatds: Differencidljuk az egyenlétlenség-lanc mindhirom tagjat

¢és hasonlitsuk Ossze a derivaltakat.

Legyen X N(m,o) eloszlasu valésziniiségi véaltozo.

(a) Hatdrozzuk meg az Y := X? valdszinfiségi valtoz6 eloszldsanak
stirtiségfiggvényét, m = 0 esetben.

(b) Hatdrozzuk meg a Z := exp(X) valdsziniiségi valtozo siirtiségfiigg-
vényét tetszbleges m € R és o > 0 esetén. Szamoljuk ki E(Z)-t és
Var(Z)-t. (Megjegyzés: a (b) esetben az u.n. log-normélis eloszlasrol

van szo.)

Emberek egy bizonyos csoportjanak az atlagos testsilya m kg, a test-
sulyok szérasa pedig 3 kg. m = 60 ill. m = 10 esetén hatarozzuk meg
annak a valésziniiségét, hogy egy véletlenszeriien kivilasztott ember
testsilya az atlagtdl nem tér el 5 kg-nal tobbel, ha

(a) a testsuly normdlis eloszldsi;

(b) a testsily log-normadlis eloszlas;

Legyen X valésziniiségi valtoz6 N(0,1) (azaz standard normailis) el-
oszlasi. Hatarozzuk meg a kovetkezd varhato értékeket és szérdasnégy-
zeteket:

(a) BE(X cos(X)), E(X/(1+ X?)), E(sin(X));

(b) E(cos(X)), Var(cos(X)), Var(sin(X)).

Az X és Y valdsziniiségi véiltozok fliggetlenek és azonos N(0,1) el-
oszlastak. Definidljuk az U := X +Y és V := X — Y valdszintiségi

valtozdkat. Fuggetlenek lesznek-e egymastol U és V7

Legyen X N (0, 1) eloszldsu valésziniiségi valtozé és Y := sign(1—|X|)-
X.

(a) Hatdrozzuk meg az Y valészinliségi véltoz6 eloszldsat.

(b) Z := X +Y eloszldsa normélis-e?
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Legyenek X és Y fiiggetlen és azonos N(0,1) eloszldsi valdszintiségi

valtozék. Hatarozzuk meg a
7 .= 6(X2+Y2)/2(1 + X2 +1/-2)73/2
valdszintliségi valtozé varhatd értékét és szorasat.

Legyenek X és Y fliggetlen N(0,1). illetve N (0,2) eloszldsi valészinii-
ségi valtozdk és M egy véletlenszeriien kivalasztott pont az R? sikon,
melynek koordindtai (X;Y). Hatdrozzuk meg a kovetkezd események
valdszintiségét:
(a) M € {(z,y) € R? : |z| < L,]y| < 2},

( y) ER?:0<z <2,y <2},
() Me{(z,y) eR?:0<2<2,0<y< 4},
( y

(

(

~—

) ER? tz 4y <0,|z) <1,y > -2},
,y) € R? 12 + (y2/4) <1},
y) € R :a? + (y7/4) < 2}

Egy folyo feletti hid téglalap alaki, melynek koordinatdi Descartes féle
koordindta rendszerben eleget tesznek a kovetkezd feltételeknek: |z| <
10, |y] < 100 (valamilyen hossz-egységekben). T{izérségi tdmadés
esetén a l6vedék beesésének (X;Y') pontja (ugyanabban a koordindta
rendszerben), kétdimenziés normaélis eloszldsu, fiiggetlen komponen-
sekkel és ox = 10, oy = 40 szérdsokkal. Az (E(X);E(Y)) ko-
ordinatdju pontot “célpont”’-nak nevezziik. Hatdarozzuk meg annak
a valészinliségét, hogy a 16vedék eltalilja a hidat, ha a célpont:

(a) (0,0),  (b) (10,0),  (c) (5,20).

Legyen (X;Y') kétdimenziés normalis eloszldsi (0;0) varhaté értékkel
és ( 3 2 ) kovarianciamatrixszal. Hatarozzuk meg annak az ese-
ménynek a valdsziniiségét, hogy az (X,Y’) koordinitdju véletlen pont
a (0;3),(4;0),(1.8;5.4),(5.8;2.4) csucsu téglalapba esik.

Legyen (X;Y) kétdimenzids normadlis eloszlasu (0;0) varhat6 értékkel
és < 10 ) kovarianciamatrixszal. Hatarozzuk meg annak az ese-

01
mények a valdsziniiségét, hogy az (X,Y) koordindtdju véletlen pont

az ABC hiromszogbe essék, a kovetkezd esetekben:
(a) A=(0;0), B=(1;1), C =(20).
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(b) A=(0;2), B=(2;1), C =(2;2).

() A=(2;0), B=(1;1), C = (1;2).

Utmutatas: Hasznaljunk szimmetridkat!

Legyen (X;Y') kétdimenziés normdlis eloszlst (0;0) vérhaté értékkel
és ( (1) (1) > kovarianciamdtrixszal. Hatdrozzuk meg az (X;Y’) Des-
cartes-koordindtdju pont (R;©) poldrkoordindtdinak egyiittes eloszla-
sat.

Legyen (X;Y') kétdimenziés normadlis eloszlasu (0;0) véarhaté értékkel

0 4
niiségét, hogy az (X;Y") koordindtju véletlen pont beleesik az

(a) {(z,y) € R? : 2 < /22 + 92 < 3} korgyiiriibe;
(b) {(z,y) € R* : 2 < min(|z], |y|) < max(|z],|y|) < 3} tartoményba;
(c) {(z,y) € R? : 2 < |z| + |y| < 3} tartomanyba.

, 4 0 e [ -
és ( kovarianciamétrixszal. Hatarozzuk meg annak a valdszi-

Az (X,Y) € R? valészintiségi vektorvaltozé eloszlisa nemelfajult két

Z,j:l
kovariancia matrixszal (ai,j € R, g12 = 09,1, 01,1 > 0, 022 > 0,

- 2
dimenziés normdlis eloszlés § = (0,0) varhaté értékkel és (ai,j)

01,1022 — 01,2021 > 0). Szamitsuk ki a kévetkezd valészintiségeket:
(@) poo=P(X >0,Y >0); () po1=P(X >0,Y <0);

(¢) po=P(X <0,Y >0); (d) pio=P(X <0,Y <0).

Legyenek X1, Xs,...,X,,... fuggetlen és azonos N (0, 1) eloszldsi va-
l6szintiségi valtozdk. Hatdrozzuk meg k-nak azt a minimadlis értékét,
amelyre P(max(|X1|, |X2|a Tt |Xk|) > 2) > 1/2

Egy ember vonattal és tavolsigi autdbusszal utazik a munkahelyére.
Menetrend szerint a vonat 7:30-kor érkezik, a busz pedig 7:37-kor in-
dul. Az atszallds két percet vesz igénybe. Am a vonat valédi érkezési
ideje normdlis eloszldsu valdsziniiségi valtozd melynek varhatd értéke
7:30-kor van és szérdsa 4 perc. Az autébusz valddi indulisi ideje a
vonat érkezésétél fiiggetlen, szintén normalis eloszlasu valdsziniiségi
valtozd, melynek varhaté értéke 7:37-kor van, szérasa pedig 3 perc.
Mennyi annak a valésziniisége, hogy emberiink a hét 6t munkanapja

koziil legfeljebb egy alkalommal késse le a buszcsatlakozast?



