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A dolgozat szerkezete

Célunk a kvantumfizikai mérések statisztikai megkozelitésének — a téma méretéhez képest persze
csak véazlatos — attekintése. A f6 fogalmak bemutatdsa mellett a mérés segitségével megvaldsi-
tott becslések széréddsara vonatkozé alsé korlatok, ezen beliil a Cramér—Rao tipust, informaécios
matrixokra épiil6 hatdrok témakorét részletesebben taglaljuk. Ennek (egyik) alternativéjat, a hata-
rozatlansdgi relacidra épiil6 alsé becsléseket szintén érintjiik, de mélységeibe nem megyiink bele.

Felépitésiink a kovetkezs. El6szor a mérés kvantumfizikai modelljét mutatjuk be olyan mérté-
kig, amennyire a késtbbiekben azt — konkrét matematikai 1épéseknél, vagy azok értelmezésénél —
igényelni fogjuk.

Ezutdn az operdtor-formalizmus — f6leg végtelen dimenzids esetben fontos — egyes technikai rész-
leteit elemezziik. Ezek segitségével késtbbi eredményeink pontosabban és dltaldnosabban ragad-
hatéak meg.!

Kovetkezonek a klasszikus statisztika Cramér-Rao egyenl6tlenségének altaldnos és Fisher-informa-
ciés hatdrként ismert specidlis esetét fogalmazzuk meg. Egy sor kapcsolédo tételt és fogalmat
emlités szintjén szerepeltetiink, egyrészt osszehasonlitdsi alapot, mdsrészt motivaciét szolgéltatva
a kvantumos megfelel6khoz. Ezek kozos vondsa, hogy a statisztikai modellben, a mintdban vagy a
statisztika szerinti feltételes eloszldsban rejlé informacié mennyiségének viszonyait boncolgatjdk.?
Kiemelend6 az informdcids hatdr elérhet6ségét karakterizalo tétel, mely a kvantumos esetben igen
hasonlé forméban teljestil.

P

A negyedik fejezetet a klasszikus statisztika el6z6ekben felsorolt elemeinek kvantumos vélatozatai
alkotjak. Az egydimenziés esetben részletesen elemezziik a Fisher-informdaciés hatar mibenlétét és
elérhet8ségét, néhany kiegészité megjegyzést téve a tobbdimenzids esetrdl.

A zar6 szakasz a Fisher-informdcié altaldnositdsairdl szol. A tobbdimenzids eset kezelését igy az
eredeti és az altaldnositott véltozatokra egyidejiileg végezhetjiik. Kifejtjiik az altalanositdsok geo-
metriai jelentését, a Fisher-informdci6 és a kovariancia szoros kapcsolatat. Végiil bemutatjuk, hogy
az el6zbekben ismertetett technikdk felhaszndldsaval hogyan épithetd fel a klasszikus statisztika
Fisher-informdciés hatdrdnak egyik élesitése, a Bhattacharyya-hatdr megfelel6je kvantumdllapotok
csalddjainak esetére. A becslés ,lényegét” és a technikai részleteket tétellé és jeloléssé bontva jol
lathaté, hogy mind az elérhet6ségrol sz6l6 tétel, mind a Fisher-informécié kordbban definialt alta-

lanositdsai elenyész6 modositdsokkal hasznadlhatéak a Bhattacharyya-hatdr kapcsan is.

Els6sorban azok a tételek és allitdsok keriiltek bizonyitdsra, melyek a felépités alapvetd elemei;
a hivatkozott mtivekben nem, illetve csak nagyon véazlatosan szerepelnek; a tipikus technikdkat
szemléltetik. A nem igazoltak vagy ,kozismertek” eredményei, vagy a hivatkozott mti ad rdjuk
bizonyitds. A terjedelem szempontjain til az is emellett szdl, e teriileten a bizonyitdsoknal gyakran
maguk a definicik, fogalmak, konstrukciék ragadjak meg a probléma magjat. Ezekre végig nagy
hangsuly kertil.

A fiiggelék néhany olyan aprésagot tartalmaz, melyekkel nem akartuk megszakitani a f6 részeket,
de kimondott alakjukban — és nem irodalmi hivatkozdsként — akartunk utalni rdjuk. Ide keriilt a
jelolések jegyzéke is. Legutols6 elemiink az elengedhetetlen bibliografia.

1A f6 irdnyvonaltdl eltér a mésodik fejezet utolsé két, egymadsra épiil6 pontja. Ezek azért kertiltek mégis bele a
fejezetbe, mert a kommutator-operator egyrészt mind a Schrodinger-egyenletnél, mind a hatdrozatlansdgi relaciékkal
kapcsolatos — itt be nem mutatott — becsléseknél fontos szerepet jatszik, masrészt mert a kés6bbi Js formalizmussal
rokon konstrukcié.

*Magéra az informdcié-elméletre nem tériink ki.



1. Bevezetés

Els6ként a kvantumfizikai modellezés szamunkra fontos konstrukciéit, tulajdonsédgait és az ezekre
épiils valdszintiségi és statisztikai modellezés alapfogalmait mutatjuk be.

1.1. Kvantumadllapotok, mérés matematikai modellje

Egy fizikai rendszer lehetséges allapotait egy H (szepardbilis) Hilbert-tér 1 nyomd, pozitiv 6nad-
jungalt operatoraival jellemezziik, melyek halmazat G(H) jeloli. Ezt a rendszer statisztikus operd-
tordnak avagy — f6leg véges dimenzi6 esetén — sfirfiségmatrixdnak nevezziik.

A H tér vélasztdsa izomorfia szempontjdbdl csupan a dimenzié megaddsat jelenti. A rendszerrel
kapcsolatos konkrét eredmények viszont gyakran egy alkalmasan vélasztott Hilbert-tér reprezen-
tacioban fogalmazhatéak meg ,elegansan”!

A kvantumjelenségek sztochasztikus viselkedésének Hilbert-terek segitségével val6 leirdsa elsére
meglep6nek tlinhet — [KM98] tobb alapvetd kvantum-jelenség (koztiik az elhiresiilt Aspect-kisérlet)
részletes targyaldsat és értelmezését adja, kozben kiemelve azokat a motivumokat, melyek ter-
mészetes Otletként hivjdk életre a Hilbert-teres megkozelitést. Bar a kvantumelmélet ,filozéfiai”
értelmezése mindig is szdmos vita forrdsa volt és vélhetSleg még sokdig az is lesz, a formalizmus
mint eszkoz remekiil bevélt, a szdmszer(i kisérleti eredményekkel 9sszhangban van, igy ex post
érvek is szélnak a hasznadlata mellett.

Az oOnadjungdlt operdtorok spektralfelbontdsa alapjan minden S statisztikus operdtor felirhat6
S = O3 su|thn) (1| alakban, ahol s, € Ry, 3 s, = TrS = 1 és a 1, elemek teljes orto-
normdlt rendszert alkotnak H-ban. Ez alapjdn kitiintetett szereptiek a [¢) (¢)| alaku statisztikus
operatorok, azaz az egydimenzids projektorok: ezek adjdk S(H) extremadlis pontjait, halmazukra
az S(H) jeldléset vezetjik be. A megfeleld allapotokat tiszta, a tobbit kevert dllapotnak hivjuk.
Megjegyezziik, hogy tiszta dllapotndl a megfelel6 ¢ € H elemet allapotvektornak avagy — mivel
H gyakran fliggvénytér — allapotfiiggvénynek szokds nevezni. Ez egy fazisnak nevezett konstans
szorz6tol eltekintve egyértelmfi.

S(H) topolégiai hatdrdt azon elemei adjik, melyeknek van 0 sajatértéke. A topoldgiai hatdr

dimH > 2 esetén hatdrozottan b&vebb az extremadlis hatarndl. &(H) belsé pontjai a hil dllapo-
tok, melyek minden sajatértéke pozitiv, vagyis R(S) = H.

1.1. Definicié (OProM, PProM). Legyen (X, A) mérhet6 tér. Az M : A — SAg(H) leképezés
pozitiv operdtor értékii valdsziniiségi mérték (OProM), ha teljesiti a kovetkezdket:

- M(X) = 1y az identitds H-n;

~ WS M(A,) = M (U, An) minden megszamldlhaté sok, paronként diszjunkt mérhets hal-
mazbdl allé (A,) C A rendszerre. A pozitivitds miatt ekkor az Gsszeg ersen is konvergens.

Fizikai alkalmazasokban tipikus a p kanonikus koordindtdkkal paraméterezett tér Borel-halmazai feletti £3 terek
hasznélata, ahol a szimmetridk dbrdzolasai az alaptér szimmetridi dltal indukaltak. Ld. még a 4.7 utani részt.

-2_
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Haszndlatos még az éltalanositott avagy nem-ortogondlis eqységfelosztds elnevezés is.

Ennek specidlis esete a projektor értékil (valdszinfiségi) mérték (PProM) avagy (ortogondlis) eqységfelosz-
tds, amikor minden A € A halmaz mértéke H egy projektora. Ekkor diszjunkt halmazok mértéke
merdbleges projektorokat kell adjon, hogy Osszegiik ne haladja meg M (X) = 1y-t, kovetkezés-
képp M képe disztributiv részobjektuma B(H)-nak. A diszjunkt halmazok mértékére vonatkozé
ortogonalitds elegendd is ahhoz, hogy M értékkészlete P(H)-ba essen.

A tovabbiakban M tetsz6leges OProM, E pedig tetsz6leges PProM jelolésére fog szolgalni. E(A)
helyett gyakran Ej4)-t frunk.

A 2.8 megjegyzésben foglaltak szerint a vizsgdlt OProM-ok osztdlyat gyakran sztikiteni fogjuk.

Egy OProM-hoz definidlhatjuk f : (X, A) — (C,B(C)) mérhet6 fiiggvények I = [ f(z)M(dz) in-
tegrdljat, amely egy H-n hat6 operétor lesz, amennyiben értelmes. A konstrukciét akar kozelits
osszegek segitségével, akar a p(I) = [ f(z)p(M(dz)) (p € B(H)*) kikdtésrendszerrel felépithet-
jik — utébbi kapcsan lasd még a 2.3 tétel el6tti megjegyzést. Szokvanyos technikdval igazolhato,
hogy ha egy £>(X, A) — B(H) leképezés folytonos, linedris, egységtartd és pozitiv, akkor el6all
ilyen alakban.

1.2. Definicié. A rendszeren végzett X -beli értékil mérés alatt eqy M : A — SAg (H) OProM-ot értiink,
ahol (X, A) mérhet§ tér. A mérés megismételhetd avagy Neumann-féle, ha M projektor értékii. Egyszeril
mérésrdl akkor beszéliink, ha M projektor értékii és X véges halmaz.> Ha X véges, akkor feltehets, hogy
A = 2% ilyenkor ezt a kényelem kedvéért elvdrjuk.

A definiciéban szerepl6é mérhet6 tér a legtobb esetben egy lokdlisan kompakt T5-tér a Borel o-al-
gebraval. Ezen belill is leginkdbb R,R™, C,C" részhalmazai fordulnak el6é: egy ,valédi” mérés
eredményeként altaldban egy vagy tobb valés szdmot varunk.

Val6jdban egy mérés persze egy olyan ,valami”, amely a rendszer 4llapotatdl fliggben egy X -beli
értéket szolgdltat. A tapasztalatok szerint azonban a kimenetel még a rendszer allapotanak
(tetsz6legesen pontos) ismerete esetén is sztochasztikus jellegii: a mérés nem egy konkrét X -beli
elemet rendel az dllapothoz, hanem egy val6szintiség-eloszlast. Megkoveteljiik, hogy a hozzéren-
delés affin legyen, azaz allapotok keverése az eredménybeli eloszldsok keverését eredményezze. Ez
egyrészt megfelel a szemléletiinknek, mdsrészt 6sszhangban 4ll a kisérleti tapasztalatokkal.

1.3. Tétel (Gleason). Legyen S +— pug affin leképezés S(H)-bol az (X, A) mérhets tér valdsziniiségi
mértékeinek halmaziba. Ekkor eQyértelmfien létezik olyan M : A — SAg (H) OProM, amelyre

pus(A) =Tr SM(A) VAe A (VAe A).

A bizonyitds, mely az £P-£? dualitdsi tételek szokdsos technikdit alkalmazza, megtaldlhaté a
[Hol82] kényvben. O

Ezen tétel alapjan tudtuk tehdt a méréseket OProM formadjdban megadni. Annak val6szintiségére,
hogy az M OProM éltal megadott mérést elvégezve a S € G(H) dllapotban 1év6 rendszeren az
eredmény az A € A halmazba esik, a kdvetkezd jelolést vezetjiik be:

Py (A) £ Tr SM(A) .

?[Hol82] sz6hasznalatdban az egyszer(i mérés az, amit mi Neumann-félének hivunk.



4 Bevezetés

A val6s értékti Neumann-féle mérések esetén ezt tovdbb egyszertisithetjiik: legyen E : B(R) —
SAg (H) PProM. Ekkor a Q = [ zE(dz) képlet megad egy Q onadjungdlt operdtort H-n, amelynek
spektrdlmértéke E (és amely korldtos, haz E korldtos tart6ji, valamint ekkor az integrdl erésen
konvergens). Ekkor az R feletti Tr SE(-) val6szintiségi mérték varhat6 értéke Tr SQ (ha legaldbb
az egyik létezik).

1.4. Definicié. A fenti () operdtor az E Neumann-féle méréshez tartozo obszervdbilis avagy dinamikai
vdltozo. ) mérése alatt ilyenkor az £ mérést értjiik.

Amennyiben M nem PProM ugyan, de el6dll egy stirtin definidlt () szimmetrikus operdtor spekt-
ralmértékeként, @) és M kapcsolata analég médon irhaté le, 1d. az A.1 tételt. Ezért az obszervabilis
fogalmaban ezen eseteket is megengedjiik, ekkor @) mérése persze M -et jelenti.

1.5. Definicié. Két PProM felcserélhetd, ha értékkészletiik barmely két eleme felcserélhets. Onadjun-
gdlt, vagy lényegében 6nadjungalt operdtorok felcserélhetéek, ha spektrdlmértékeik azok. Ismert,
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hogy ez ekvivalens azzal, hogy el6allnak egyetlen (lényegében) nadjungalt operator (valés) fligg-
vényeként.

1.1.1. Felcserélheto dllapotok; keverés és szuperpozicio

Vélasszuk ki G(H) két tiszta dllapotdt, legyenek ezek Sy = [¢) (| és S, = |¢) (p|. Tekintstink
most tigy rdjuk, mint mérési eljdrasokhoz kimeneteli eloszldsokat rendel objektumokra. A klasszi-
kus valészintiségszamitas és statisztika esetében egyértelmii lenne két ilyen operdcidhoz taldlni egy
harmadikat, ami ,féliton van a kettd kozétt”: a két allapot affin keveréke (1,1) sulyokkal. Ez
természetesen most is rendelkezésiinkre 4ll: Sy, + 35, € G(H) és barmely méréshez az eredeti
kimeneteli eloszlasok keverékét rendeli. De nevezhetiink koztes dllapotnak olyan tiszta allapotot
is, melynek allapotvektora egyenld stlyd kombindciéja a ¢ és ¢ vektoroknak: %. Ezt -
és a mds sulyokkal hasonléan kapott tovabbi vektorokhoz tartozé tiszta allapotokat — a két dllapot
szuperpozicidjinak nevezziik.> A szuperponadlt allapoton végzett mérés kimenetelének eloszlasa jel-
lemz&en nincs semmilyen kozvetlen kapcsolatban a kiindulé dllapotok mérésébél szarmazdakkal.
A szuperpozici6 egy jellegzetes tulajdonsaga, hogy kommutativ stiriségi operatorokbdl is olyat
nyerhetiink altala, mely az eredetiekkel nem felcserélhett — kovetkezd megjegyzésiink alapjan a

szuperpozici6 jellegzetes ,kitut” a klasszikus valészin{iség-szamitds teriiletérsl.*

1.6. Megjegyzés. Ha csak egyidejtileg diagonalizalhat6 allapotokra és PProM-okra szoritkozunk,
akkor gyakorlatilag a klasszikus statisztikat kapjuk vissza:> az 4llapotok dsszessége a bazisvektorok
megszdmlalhaté halmazanak valészin(iségi mértékei, a mérések pedig e halmaz felett értelmezett
fiiggvények. Mivel az egyszerre diagonalizdlhatésag a kommutativitdssal ekvivalens, a klasszi-
kus valdszintiségszadmitdsra és statisztikdra a kvantumos véltozatok tdrgyaldsdndl gyakran mint a

kommutativ esetre hivatkozunk.

3Vegyiik észre, hogy itt igenis van szerepe a két dllapotvektor fazisanak.

*Nincs is olyan , gyakorlati médszer” amellyel két el6allithaté dllapot szuperponaltjat dltaldnosan el tudnank éllitani.
A keverés megval6sithat6 dgy, hogy p; eséllyel az S; dllapott rendszert hozzuk létre. Szuperpondlt tiszta allapotok
inkdbb dgy ,jonnek létre”, hogy H-ban olyan bézist vélasztunk — példdul a mérés obszervabilisének sajitbazisat —
amelyben a vizsgaland6 allapot-operdtor nem diagondlis. A kevert dllapot objektiv fogalom, a szuperpozicié inkabb
terminus technicus kategéridba esik. Példdul az Aspect-kisérlet ([ADR82a], [ADR82b]) eredményeit paradoxnak érzd
klasszikus megkozelités és a kvantummechanikai magyaradzat kozti kiilonbséget j6l meg lehet fogalmazni gy, hogy az
els6 kevert 4llapotot keres ott, ahol valéjaban szuperpoziciérdl van szoé.

°Legalabbis a diszkrét esetet. o-véges mértéktér feletti abszolut folytonos eloszléscsalddoknal a lépcsésfiiggvénnyel
valé approximdlhat6sdg miatt OProM-ok segitségével ennél tdgabb osztdlyok kozt is létesithetnénk megfeleltetést, am
illusztrédlas céljara a diszkrét eset egyébként is szemléletesebb, ezért e technikai kérdéskort inkabb elkeriiljiik.
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1.1.2. Osszetett rendszerek

A tobb részbdl 6sszedll6 rendszerek leirdsa a megfelelé Hilbert-terek tenzorszorzatdra épiil. Mivel
a késobb fontos szerepet jatszé teljes pozitivitdsra vonatkozé kritériumokat épp ennek alapjan fo-
gadjuk majd el, réviden 6sszefoglaljuk, hogyan adédik maga a tenzorszorzat. Nyilvdn nem lehet
,bebizonyitani”, hogy csakis ez lehet a megfelel6 konstrukcid, de latni fogjuk, hogy meglehet6sen
természetes és egyszerti kritériumok automatikusan ehhez vezetnek. Az attekinthetéség kedvéért
ennek targyaldsandl csak kétrészes rendszerekkel foglalkozunk.

Tekintstink két kvantumrendszert, melyeket a H;, Ho Hilbert-terek segitségével irunk le. Az ezek-
hez tartozé allapotokbdl és mérésekbdl kiindulva szeretnénk a két elem egytitteseként ad6dé rend-
szer lehetséges éllapotait és méréseit felépiteni.

Kiemeljiik, hogy ehelytitt a direkt szorzat jelével — a mérhets terek kivételével — minden esetben a
megfeleld halmazok ,struktira nélkiili” direkt szorzatat jeloljiitk majd.

A kovetkez6 dbra fliggtleges nyilai nagyjabol osszefoglaljdk, hogy milyen leképezéséket szeret-
nénk megadni. Elvarjuk azt is, hogy mindegyik injekci6 legyen: az Osszetett rendszer ne jelentsen
informdcié-veszteséget részeinek Osszességéhez képest. Mivel kezdetben csak az 6néllé rendszerek
modelljével rendelkeziink, a fels6 sorban mindeniitt a megfelel6 rendszerek ,fiiggetlen” objektu-
maibdl képzett parok szerepelnek.

f)ﬁxl (Hl) X1 SUIXQ (Hl) H1 X Ha é(Hl) X é(Hz) keverés G(Hl), 6(7‘[2)
My (dzy), Ma(dzz) Y1), [2) [91) (1], [2) (2| affinitas 51,52
MY (H) H S(H) Keverés S(H)
M(dzidxs) 1) ) (] affinitds S

Az éllapotok halmazédn a klasszikus keveréssel kompatibilis megfeleltetést varunk: az egyik kom-
ponens allapotat rogzitve, a masikét néhdny lehet6ség koziil véletlenszertien vélasztva az egész
rendszer a lehetséges kozos allapotok keverése legyen. Vagyis ¢g mindkét koordindtdban affin.
Tiszta éllapotok pdrjdnak képeként tiszta dllapotot varunk: ha a fiiggetlen részek nem tartalmaz-
nak klasszikus véletlen elemet — nem dllithatéak el nemtrividlis keveréssel —, akkor az egész se
tartalmazzon. Az dallapotok bilinedris bedgyazdsa igy atjdtszhaté a tiszta allapotok képterének
egységkoreinek bilinedris leképezésére. Mdr csak a fazis tart minket vissza attdl, hogy vz -t jelle-
mezhessiik — elébb lassuk a méréseket.

Egy PProM megaddsa ekvivalens egy ortonormaélt bdzis elemeihez tartozé tiszta dllapotok és a meg-
felels kimenetelek megadasaval. fgy ts a PProM-ok tekintetében megadja ¢, -et is és PProM-pér-
hoz PProM-ot rendel. Amint az dllapotokat, Ggy a méréseket is valaszthatjuk véletlenszertien, ami
szintén a kimeneteli eloszldsok klasszikus keverését eredményezi — ezt szintén szeretnénk kompo-
nensenként megorizni, igy ¢,, affin volta adédik. Most mar a PProM-ok halmazanak affin burka
felett s és ¢, ,konzisztensek”.

Kovetkezd elvarasunk +,, valamiféle folytonossdga az OProM-okon értelmezett eloszlasbeli konver-
gencidra nézve — melyet esziink dgdban sincs precizen definidlni. Amit e konvergencia-fogalomtél
célszerli elvarnunk, az az, hogy az extremalis mérésekbsl Choquet-integralként megkapjuk az
Osszes mérést, ugyanis minden extremdlis mérés PProM. Igy az affinitds és folytonossig igy a
teljes ¢, -et meghatarozza.

Most madr egyetlen banatunk, hogy tp leképezést egyelére csupdn a fazistdl eltekintve tudunk
megadni.® Két vélasztasunk van. Az egyik, hogy a fazisnak — és igy a szuperpoziciénak — nincs
fizikai tartalma, tehdt tgy irjuk els, ahogy akarjuk. A maésik az, hogy van, ez esetben a szuperpo-
ziciét is konzisztensen kell transzformdlnunk. Utébbi lényegében azt jelenti, hogy a fazist egyetlen
Hy x Ha-beli paron megadva az egész direkt szorzaton elbirtuk és igy kapunk egy linedris tg
bedgyazast. El6bbi azt, hogy semmi sem gétol minket linedris ¢z valasztdsdban.

SMar ez is nagy elérelépés ahhoz képest, hogy kezdetben akar barmiféle 1 1étét is megkérdsjelezhettiik volna, hiszen
a mogottes Hilbert-tér nem olyan konktét objektum, hogy barmit kozvetleniil el6irhatnank H1, Ha és H kapcsolatdrol.
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Osszefoglalva: eljutottunk egy (véltozénként) lineéris tzr-ig, a tobbi bedgyazéas pedig ezzel kon-
zisztens és bel6le meghatdrozhato.

Az informécié megtrz6dését tigy megfogalmazva, hogy amiknek a képe nem sziikségszertien azo-
nos a linearitds alapjdn, azoké ne is legyen az, .z képének Hilbert-tér burkat azonositjuk a H; @ H»
tenzorszorzattal. Azon elvérds, hogy az Osszetett rendszer lefrdsdba ne kertiljon semmi, ami nem
a két részbdl szarmazik, értelmezhetd tigy, hogy H pontosan ez a tenzorszorzat legyen.
Tekintsiik dt, mit hoztunk létre. g (S1,52) = S1 ® Sz azt az dllapotot irja le, amikor a két rend-
szer egymastdl fiiggetleniil a megfelels allapotokban van. Hasonléan (M; @ My)(A; x Ay) =
Mq(A1) ® My(As) az az ,esemény”’, hogy a komponensenként fiiggetleniil végzett M, mérések
eredménye rendre A;-be esik. A komponensenként fiiggetleniil végzett mérés fogalma persze
megkérddjelezhetd, ha az eredeti dllapot nem a két rész fiiggetlenségét irja le, vagyis nem S; ® So
alakd. Ha azonban igen, akkor szerencsésen

PG (A) X Ag) = PYI (A1) - PG (4y) ,

ftiggetlen rendszereken végzett fiiggetlen mérések fliggetlen kimenetelt ereményeznek. Ezt remél-
tiik is. Most maér johet a...

1.7. Definicié. Legyenek adottak az &(H;) (i € I) allapothalmazokkal leirt részrendszerek. Ek-

kor az egész rendszer jellemzéséhez a 'H £ &), H; tenzorszorzat-teret hasznéljuk. Az egyes részek
1) (5| tiszta dllapotaihoz tartoz6 Sy = |¢) (¢| ([¢) = ®;[i)) szorzatallapotot szepardbilis avagy
szepardlt tiszta dllapotnak hivjuk, minden maés tiszta dllapot csatolt avagy dsszekapcsolddott. Egy kevert

7z

allapot akkor szeparélt, ha el6all szepardlt tiszta szorzatdllapotok keverékeként, egyébként csatolt.”

A részrendszerekre kiilon-kiilon haté M;(dx;) mérések egylittese M (d"x) £ ), M;(dx;). Ezen
,szorzat alaki” M-et az S = ), S; szorzatallapotban elvégezve a kimeneteli eloszldsban az egyes
komponensekre vonatkoz6 koordinatdk fliggetlenek és a Pé\f  margindlis eloszldst kovetik — réviden:

1.1.3. A Schridinger-egyenlet

Egy kvantum-rendszer allapota id6ben véltozik, legaldbbis valtozhat. Az id6 hatdsat 4ltaldban az

ihg; ) = H [v)

Schrodinger-egyenlettel irjuk le, ahol [¢) a rendszer allapot-fliggvénye egy tiszta dllapotban, H
pedig a Hamilton-operator, avagy energia-operator.® Egy fizikai rendszer Hamilton-operatoranak
megadésdhoz elssorban fizikusokra hagyatkozhatunk.” Ennek megvélasztdsa kiilonbozd elvek
és szabalyok betartdsaval torténik, a rendszer formalis megaddsanak taldn legfontosabb eleme a
Hamilton-operétor felirdsa més ,elemibb” jellemz&k obszervabiliseinek fiiggvényeként.'? Fontos
elv, hogy H mindenképpen val6s, ezen beliil szigortian pozitiv spektrumd.

"Vegyiik észre, hogy nem azok a szeparalt kevert 4llapotok, melyek ®;S; alaktak. Késébb utalunk ennek okéra.

Ez mdr egy specidlis alak arra az esetre, amikor az 4llapotot valamilyen £3(D x (t1,t2)) (t1,t2 € R) fiiggvénytér
elemeként repezentaljuk és az id6 operatora a ¢ fiiggetlen valtozéval valé szorzds operatora. Altaldban az id6é T és az
energia H operdtordnak ellentettje kozt a kanonikus felcserélési reldcié — valamely formdjanak — teljestilését irjuk el6.
Annak részletes értelmezéséhez, hogy az id6 is csak egy obszervabilis a sok koziil, tobb okbdl is csak a kvantumelmélet
fizikai irodalménak - 1d. a kovetkez6 labjegyzetet — tanulmanyozdsat javasolhatjuk az olvasénak.

Egyrészt, hosszadalmas és szinte minden egyenletet, tételt, sz6t, amihez kapcsolédik az id6 fogalma, csak roppant
koriiltekintéssel lehetne tigy kimondani, hogy az valéban korrekt legyen. Masrészt az értelmezés maga sem minden-
ben egységes a tudomdnyteriilet mtivel6i kozt. Harmadrészt e sorok iréja sem annyira tdjékozott e témakorben, hogy
ismertetésére vallalkozzon.

A szamtalan idevdgé mt koziil [Mar71] és [FLS70] kiilonosen emlitésre mélté és magyar nyelvi. [Hol82] példai
agyszintén értékesek.

YAz |, elemibb” itt gyakran gy is értelmezhet6, hogy ezen operatorokat a konkrét Hilbert-térthez kapcsoléodo
szimmetria-tulajdonsagaik lényegében egyértelmfien meghatdrozzdk. Ld. a 4.7 definicié utdni részt.
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E dolgozatban az energia operdtordnak képletét — még ha esetleg hivatkozds nélkiil is — mindig
mas mfiivek példai, eredményei alapjan , készen kapjuk” a rendszer leirdsaval.

A Schrodinger egyenletet a megoldasaval helyettesitve, a ¢ id6pontbeli allapotfiiggvény |[)-vel
jelolve

) = e H/ ),

illetve a megfeleld sfir(iség-operatorra

S, = 67it-H/FLSO€it-H/h ) (11)
Mivel a klasszikus keverést az idofejlédéssel is felcserélhetének tekintjiik, ez utébbi képlet az af-
finitds miatt kevert allapotokra is fennall. Az allapot differencidl-egyenletét megkapjuk, ha tiszta

allapotokban alkalmazzuk szorzat differencidldsi szabdlyat, majd az eredményt a linearitds segitsé-
gével kiterjesztjiik az dsszes dllapotra:'!

ih$S =[H,S]. (1.2)

Egy Osszetett rendszer H Hamilton-operétora szepardlt avagy kélcsonhatds-mentes, ha eléall (- - ®
1,1 ® H; ® 1,41 ® ---) alakban. Ha nem ilyen alakd, akkor a Schrodinger-egyenlet megolddsa
legfeljebb metszheti a szeparalt dllapotok alkotta alteret G(7H)-ban, de nem érintheti — a rendszer
gyakorlatilag soha nincs szeparalt dllapotban.'”> A Hamilton-operétor fizikai értelmezése dsszhang-
ban van a szeparaltsdg fenti definicijdval, ami viszont a szepardlt allapotok elsére meglepSnek
tlin6 definicidjat tdmasztja ald: lazdn fogalmazva ezek alkotjdk a szepardlt Hamilton-operdtorok
,természetes” invaridns allapot-osztalyat.

1.1.4. Mérés realizdcidja

1.8. Dilatéci6s tétel (Naimark). Legyen M : A — SAg(H) OProM. Ekkor létezik olyan H szepa-
rabilis Hilbert-tér, amelynek H zirt altere, tovdbbd T-vel jelilve ebben H projektorit taldlhatd olyan

E: A— SAg(H) PProM, amelyre

M(A)=T-EA)-TT (VA€ A).

1.9. Kovetkezmény (Realizdciés tétel). A H Hilbert-tér feletti M méréshez taldlhato olyan Ho Hilbert-
tér és abban egy tiszta dllapotot leird Sy € S(Hy) statisztikus operdtor, valamint egy Hy feletti E Neumann-
féle mérés, amelyre

Py (A) =Pl 5 (4) (VA€ A).
A bizonyitdsokhoz 1d. [Hol82, 65-68. 0.] O

Azaz minden mérés elvégezhet6 tigy, hogy a vizsgdlt rendszerhez csatolunk egy alkalmas, tiszta
allapotban 1év6 rendszert, majd az egész rendszeren végrehajtunk egy Neumann-féle mérést. Ennek
az a jelent6sége, hogy a Neumann-féle méréseket szoktdk ,fizikailag megvaldsithaténak” tekinteni,
valamint azokkal konnyebb szdmolni. Az el6bbi tulajdonsdg okdn az ilyen (Ho, So,II) hdrmasokat
az M mérés realizdcijanak, megvaldsitdsdnak nevezziik.

A (2.15) képlettel definidlt D5 szuperoperdtorra tehat LS = S o DgH, tobbek kozt innen ered érdeklddésiink D
irdnt.

2Pontosabban: ez igy csak hii dllapotokra igaz — ha R(S) véletleniil része egy olyan H -invarins altérnek, melyen H
maér a fenti alakd, akkor a szepardbilitds fennmaradhat.
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Egy rogzitett stirtiségi operdtorral valé tenzorszorzas teljesen pozitiv, nyomtarté linedris leképezés.
Az 5.2 szakaszban foglaltak szerint ezt kvantum-randomizaciéként, 1j véletlen elem bevondsaként
értelmezziik. A realizdciés tétel szerint minden mérés osszerakhaté a kvantum-randomizacié és a
Neumann-féle mérés épitéelemeibol.

1.1.5. Siirfiségfiigguény

Sok esetben egy M : 'H ~» X méréshez tartozé egységosztasnak létezik stiriségfiiggvénye — valami-
lyen, szdmunkra vonz6 X feletti o-véges A\ mértékre nézve —, azaz alkalmas m(z) : X — SAg (H)
mérhet6 leképezésre

M(A) = (SV m(z)A(dz) (AecA).
A
Ekkor a mérési eredmény eloszldsa is abszoltt folytonos A-ra nézve és sfirtiségfiiggvénye
fau(x) =TrSm(x) . (1.3)
Ha az M = @ M, tenzorszorzat alakii mérés komponensei rendre abszolidt folytonosak a A;
mértékekre nézve m;(z;) stirtiségfiiggvénnyel, akkor M < X = X \; és stirliségfiiggvénye

A kovetkez6 Radon-Nikodym tipusti — ennek megfeleléen sztenderd médon beldthaté — allitds a
stirtiségfliggvény létezését biztositja, ha M nem ,tdl nagy”:

1.10. Allitds. Amennyiben az (X, A) mérhet§ téren {M(A)|A € A} additiv operdtor-értékii halmazfiigg-
vény, amelyet

[(IM(A) )| < X(A) 2] [l (W, peH, A€ A),

azaz
M (A < A(A) (A€ A)
értelemben domindl a X\ skaldrmérték, akkor (\-mm. eqyértelmiien) létezik olyan m(x) operdtor értékii
figguvény, hogy
{Ylm(A)|p) = /A {@lm(z)|p) AMdz) (W, peH, A€ A),
vagyis
M(A) = ‘W)/ m(z)Ada (AcA). O
A

Ha M : A — SAg(H), vagyis az értékkészlet pozitiv, akkor a feltételt elég M (A) >0 = A(A) >0
formédban megkovetelni, az integral er6sen is konvergens és m(xz) > 0. OProM esetében persze ez
a helyzet.

Amennyiben a spektrum diszkrét, akkor A-t a spektrumra koncentralt szdmlalémértéknek valasztva
M < X nyilvén teljesiil. Folytonos spektrumnadl a gyakorlati alkalmazasok tilnyomé tébbségében
a Lebesgue-mérték megfelelé dominans mérték. Igy nem vesztiink sokat azzal, ha sziikség esetén
M(dz) = m(x)A(dz) alakot feltételeziink.

1.11. Allités. Az Ei(dz1) = ei(z1)M(dzy) és Ex(das) = ea(x2)A(dxy) PProM-ok pontosan akkor
felcserélhetbek, ha Ay x Ag-mm. (x1,x2) esetén ey és ep azok. [
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1.2. Allapot a mérés utan. Kvantum-, miiszerek”

Egy kvantumrendszeren végzett fizikai mérés eredménye nem kizarélag a mért eredmény — egyben
valamilyen, jellemz&en sztochasztikus és a mért eredménnyel esetleg Osszeftiggésben 1év6 véltozas
is végbemegy magaban a mért rendszerben. Egy mérés teljes leirdsa magdba kell hét foglalja
az = kimenetel S kiindulé-dllapothoz rendelt eloszldsa mellett a rendszer 4j allapotét is, ha a
kezdeti dllapot S és a mért érték x. M-mel fogunk jeldlni egy olyan leképezést, amely a kezdeti
allapotokhoz a fenti adatokat rendeli. [BNGJ03]'® elnevezését kivetve ezen leképezéseket — ha
kifejezetten meg akarjuk ket kiilonboztetni més, a végso allapot leirdsat nem tartalmazé mérésektol
— kvantum-miiszereknek hivjuk. A kvantummechanika posztuldlt szabdlyai szerint egy ilyen leképezés

nem lehet tetsz&leges, eleget kell tegyen bizonyos feltételeknek, melyekre mindjart kitériink.

Fontos megemlitentink, hogy a ,mérés eredménye” megfogalmazads még annyira sem egyértelmd,
mint amennyire annak latszik. A mérést valamilyen kolcsénhatdsként szeretnénk elképzelni a meg-
figyelés targyét képezd kvantum-rendszer, valamint a mér6berendezést és a kisérletez6t is magaba
foglal6 kiilvildg kozott. A mérés utdn a kisérletezd birtokdban 1év6 informdcié minden bizonnyal
csak toredékét fejezi ki mindannak a valtozasnak, melyet a kolcsonhatds a kiilvildgban okozott.
A vildg mérés utani allapota és a kisérletez6 szdmadra errdl elérhet6 adat kozti kiilonbséggel nem
kell tor6dniink mindaddig, amig csak a mérés leolvasott eredményének statisztikai tulajdonsadgait
vizsgéljuk; a mérés utdni adllapotndl viszont fontos, hogy pontosan mit vesziink bele a feltételbe.
Ezért kiemeljilk, hogy a mérés kimenetele alatt mindig a kisérletez6 szdmadra rendelkezésre &ll6
eredményt értjiik, a mérés utdni dllapotnal pedig csakis ezen informéciét vonjuk bele a feltételbe.'*

Tekintstink most egy M mérést, melynek = kimenetelei az (X, .A) mérhets tér elemeibdl kertil-
hetnek ki. Jelolje tovabbra is P4!(dz) a kimenetel eloszlasat, ha a kezdeti dllapot S és opq(z;5)
a végso allapotot, ha a kezdeti dllapot S és az eredmény x. Legyen tovdbba Y egy obszervébilis
és A € A kimenetelek egy mérheté halmaza. Képzeljiik el, hogy az M mérés végrehajtasa utdn
kizarélag annyit jegyziink fel, hogy az eredmény A-beli lett-e, majd a rendszeren elvégezziik az Y
altal lefrt mérést. A végs6 eredmény legyen az Y mérés eredménye, ha = € A-t jegyeztiink fel és
0 egyébként. Ezen mérés varhato értéke

/ATr(aM(x;S)Y)Pé\/‘(dx) .

Latni fogjuk, hogy S, A,Y fliggvényeként tekintve a fenti kifejezés egyértelmtien meg is hatarozza
M-et. Mivel a kezdeti édllapotban alkalmazott klasszikus keverés a kimeneteli eloszlds azonos
keverését eredményezi, S — (...) affin, kovetkezésképp felirhaté S — Tr(SMy(Y)) alakban,
ahol M4 (Y) minden Y € SA(H) obszervabilis és A € A esetén egyértelmtien definidlt (esetleg
nem-korldtos) 6nadjungélt operdtor H-n. Ezen M4 (Y) o-additiv kell legyen A-ban, pozitiv és
linedris Y -ban és normalizalt abban az értelemben, hogy My(1) = 1.

S6t, a pozitivitds helyett teljes pozitivitdst koveteliink meg az Y +— M 4(Y) leképezéstSl. Ugy is
fogalmazhatunk, hogy M/.; egy H feletti teljesen pozitiv szuperoperator értéki mérték.

Bpontosabban az 4ltaluk hivatkozott két cikk

Lényegében valamilyen feltételes eloszldsra gondolunk azzal a kiegészitéssel, hogy egy kvantumallapotokon értel-
mezett valdszintiségi eloszlas helyett mindig a megfelel6 keveréssel kapott egyetlen allapotot (ha gy tetszik, a feltételes
vérhato értéket) tekintjiik. Fontos azonban, hogy nem valamilyen egyiittes eloszldsb6l szdrmaztatjuk a feltételes allapotot,
hanem minden egyes X = z feltételhez , kozvetlentil” adjuk meg azt.

15Ezek koziil csak a pozitivitds nem adédik kozvetleniil a formaélis felirdsbdl — lényegében ez fejezi ki, hogy barmit
jegyziink is fel a mérés eredményérsl, a mérés utdni allapotot is G(H) eleme.
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SAg (H) C SA(H) azzal a feltétellel is kijelolhets, hogy VS € &(H) : TrS(-) > 0. Nemnega-
tiv Y obszervébilisre a fenti integrdl értéke nyilvdnvaléan nemnegativ lesz, azaz VS € &(H) :
Tr SM4(Y) >0, M4(Y) € SAg(H). Azaz a kvantum-mfiszer pozitivitdsa annyit tesz, hogy a
rendszeren értelmezett pozitiv obszervabilisek pozitivak maradnak akkor is, ha a rendszeren vér-
gehajtjuk az M mérést. A pozitiv obszervabiliseket tekintve ,elsédlegesnek”, a fenti feltételhez
hasonlé

SeB(H) & {TrS=1 A VY € SAg(H): TrSY >0}

jellemzését adhatjuk a stirtiség-operatoroknak. Ebben a megkozelitésben a pozitivitds azt fejezi
ki szdmunkra, hogy a mérés fizikailag értelmes dllapotbdl indulva fizikailag értelmes dallapotot
eredményez.

Eddig az M mfiszert ugy tekintettiik, hogy az a H Hilbert-térrel leirt rendszeren hat. Megtehet-
nénk azonban, hogy vesziink egy madsik, teljesen tetszéleges rendszert — melyhez a K Hilbert-tér
tartozik — és a mérés hatdsat az egész rendszeren tekintjiik, melyet H ® K segitségével frunk le. Ha
a két részrendszer  fiiggetlen” — az egész rendszer valamilyen S ® S szorzatallapotban van —, akkor
elvarjuk, hogy M a mdsodik komponenst valtozatlanul hagyja és az els6n tigy hasson, ahogy eddig
is tette, miel6tt IC széba kertilt volna. Mindebbe természetesen beleértjiik, hogy a végs6 allapot
is szorzatallapot marad. Mivel a szorzatdllapotokon el6irtuk M hatdsat, a linearitds segitségével
tetsz6leges allapotban is egyértelmfien kiszdmithatd. M-t8l elvarjuk, hogy az egész rendszerre
ily médon kiterjesztett véltozata is pozitiv legyen, ami — iménti masodik értelmezésiink szerint —
annyit jelent, hogy ha a mérés targyat képez6 rendszer esetleg csatolt dllapotban van egy masik
rendszerrel, akkor is teljesiiljon, hogy a teljes rendszer barmely fizikailag értelmes allapotdhoz és
a mérés barmely lehetséges (mr((A;S) > 0) eredményéhez a végso6 éllapot is fizikailag értelmes
legyen.

Az intuitiv értelmezés mellett megadjuk a teljes pozitivitds preciz definicidjat is:

1.12. Definicié. Az H Hilbert-tér obszervabilisein a M4 (Y) leképezéssel adott mfiiszer teljesen
pozitiv, ha tetsz6leges K Hilbert-térre a M Y ®2) £ Mu(Y)® Z (Z € SA(K)) képlettel és a
linearitési feltétellel definidlt M miiszer is pozitiv.'©

Egy mérés matematikai leirdsat tehdt egyardnt megadhatjuk a P, o parral — amely a mérési ered-
mény eloszldsat és a mérés utédni dllapotot veszi alapul —, vagy az M4 (Y) operatorokkal. Azért
fogjuk a mdsodik mddszert preferdlni — bar itt az addititivitast, affinitdst, linearitdst és pozitivitast
vizsgélni kell, mig a mdsik megkdozelitésben automatikusan adédnak —, mert a teljes pozitivitast
csak M4 (Y) segitségével tudjuk megragadni.

1.13. Allitds. Az A — M4(Y) (A€ A Y €SA(H)) leképezés egyértelmilen meghatirozza a P (dx)
eloszldst és a opq(;S) (S € &(H)) mérés utini dllapotot.

Az [Oza85] éltal kozolt bizonyitds gondolatmenetét tekintjiik 4t. El6szor az M méréshez tartozo
OProM-ot hatdrozzuk meg: ez nem mds, mint

M(A) = M[A](l) .
Ezek utdn a mérési eredmény eloszlédsa
P3'(A) = Tr SM(A) = Tr SM (1) .

Ha a kezdeti allapot S és ehhez A € A pozitiv valészintiségti (Tr SM4)(1) > 0), akkor A-beli
mérési eredményt feltéve a mérés utdni allapot az aldbbi egyenletrendszer o(A; S) megoldésa:

16 A teljes pozitivitds kapcsan lasd még az A.1.2 fiiggeléket.
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Tr SM4(Y)
: _ Y .
Troam(4;8)Y TS Moy (1) (Y € B(H))
Végiil a mérés utdni dllapotokat a kovetkezd tulajdonsag hatdrozza meg (PZ!-mm. egyértelmtien):
Tr SMg(Y) = Trom(4;9)Y = / Trom(z; S) - PY(dx) (Y € B(H), Ac A).
A
Formalisan:
Tr SMg(Y)
T ;S)Y = —————— YeB .

A felirt egyenletek (lényegében) egyértelm(i megoldhatdsdgat nem részletezziik. [J

1.14. Definicié. Egy kvantum-mf{iszer Kraus-reprezentdcidja alatt — ha létezik —

Mg (Y) = Z W7 (2)Y W(z)A(dz) (1.4)

alaku felirdst értiink, ahol A > o-véges mérték X felett'”, az 6sszeg megszamlalhato tagi és W;
X — B(H) mérheto fliggvények olyan csalddja, melyre

Z/X Wi(x)Wi(z)A(dx) =1.

Ebben az esetben

s = S T @SWs@)
M > Te[SWy(2) W) (2)] ©

P(dx)) = > Tr [SW;(x)W; ()] A(dx) .
J

Végtelen dimenzids Hilbert-terek esetében nem-korlitos kvantum-miiszereket is megengedhetiink, azaz
eltekinthettink M 4(Y') végességétsl. Ekkor persze W;(x) sem lesz feltétleniil korldtos és a mérés
utdni allapot esetleg nem definidlt tetsz6leges = eredményhez, csak pozitiv mértékti A halmazok-
hoz.!®

[BNGJO03] — nem bizonyitott és nem hivatkozott — megjegyzése szerint a teljes pozitivitast kikotve
minden kvantum-mfiszer felirhaté Kraus-reprezentdcié formdjaban.

1.15. Definicié. A QQ = ) zEp, spektrilfelbontdst egyszer(i obszervabilishez tartozé egyszeril
kvantum-miiszer az, amelynél a mérési eredmény eloszldsa P(X =) = TrSE}, és om(z;5) =
(ESEy)/ Tr(E)S). Ugy is fogalmazhatunk, hogy a mfiszerre teljesiil a Neumann-féle projekcids
posztuldtum.

1.16. Megjegyzés. Neumann-féle miiszer esetén konnyen el6dllithatunk megfeleld Kraus-reprezenticiot. Le-
gyen \ a spektrumra koncentrdlt szamldlomérték, az egyetlen W; pedig W (z) = xspq () « El)-

[Oza85] 4ltaldnositia a mérésekre kimondott realizdcids tételt (1.9). Eszerint tetszdleges teljesen
pozitiv kvantum-mftiszer megvaldsithat6 tigy, hogy valamilyen kiegészit6 rendszert (tenzorszorzat)
adott ideig kolcsonhatdsba hozunk vele (Schrédinger-egyenlet szerinti id6fejl6dés), majd az egész
rendszerre egy egyszer(i kvantum-mfiszert hattatunk.

7bétran feltehetjiik, hogy val6szintiségi mérték
BEmellett az Osszegek, integralok értelmezése is tobb figyelmet igényel, ha egyes elemek nem feltétlentil korldtosak.
Ezekre a problémdkra most nem tériink ki.
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Miként obszervébilisekre, tigy kvantum-mfiszerekre is definidlhatjuk a finomitds és elmosés (co-
arsening) fogalmat, valamint a szorzatrendszereken végzett méréseket. Ezen feliil médunk van
a kvantum-mftszereket kompondlni is, hiszen rendelkezésiinkre all a mérés utdni allapot lefrasa.
A kompozicié kimenetelei a két eredménytér direkt szorzataként adédnak, a mérés utani allapot
felirdsa pedig csak papirt és tintat igényel... S6t, olyan Osszetett mérést is definidlhatunk, ahol a
madsodszorra hasznélt mtiszert az els6 mérési eredmény (mérhetd) fliggvényeként hatarozzuk meg.

Az elmoséast konkrétan felirjuk, egy formula megaddsa végett. Legyen M : 'H ~» (X, A) kvantum-
mfiszer és M’ ennek elmosdsa, azaz M’ : H ~ (Y, B) alkalmas T : (X, A) — (), B) leképezésre
alljon el6 /\/l{ p(+) = Mp—1p)(+) (B € B) alakban. (Azaz a mérés = eredménye helyett csak a
T(x) statisztikat olvassuk le.) Ekkor a mérés utdni dllapotokra

oreltiS) = | Ly P SR ) (15)

2

ahol ma(dx|t; S) a maq(da; S) eloszlasbdl szamitott, T szerinti feltételes eloszlds stirtiségfiiggvénye.

Egy Osszetett rendszer egy komponensén haté mtiszer természetes médon kiterjeszthet az egész
rendszerre hatéva. Az ellenkez irdny érdekesebb: az Osszetett rendszert méré miiszer mikor va-
l6sithaté meg tigy, hogy csak a részrendszereken kiilon-kiilon, szeparaltan hat6é miiszereket hasz-
nélunk. Ezt a kérdést formadlisan tobbféleképpen is megfogalmazhatjuk.

1.17. Definicié. Szeparilhato egy mfiiszer, ha a Kraus-reprezentacio felirhat6 tigy, hogy minden egyes
W;(z) tenzorszorzat alaku.

s

1.18. Definicié. Multilokdlis egy mfiszer, ha el6éllithaté a kovetkez6 médon:
— vesziink olyan méréseket, melyek mindegyike csak egy-egy részrendszeren hat;

— ezeket kompondljuk, megengedve, hogy akar a mfiszer, akdr a mérend6 komponens valasz-
tdsa fliggjon a kordbbi mérések eredményeitél (egy-egy rendszert tobbszor is megmérhetiink);

- az igy kapott mfiszer helyett annak egy elmosott valtozatdra tériink &t.

[BDF T99] tétele szerint minden multilokalis miiszer szepardlhat, de nem minden szeparalhat6
miiszer multilokdlis. Azaz sajndlatos médon a multilokalitds inkdbb fizikai és a szeparalhat6sag
inkdbb matematikai indittatdst fogalma nem esik egybe.!”

1.3. Klasszikus vs. kvantum-statisztika. M{iiszerek kompatibilitdsa

Az &llapot, mérés és miiszer fogalmanak birtokdban attekinthetjiik, hogyan alakul a statisztikai
kovetkeztetés alapmodellje, ha a klasszikus esetrsl a kvantumosra tériink at. Erdemes kiemelni azt
az egyszer(ibb esetet, amikor a mtiszer valds értékii és eleget tesz a projekcids posztuldtumnak.

9 Az itt multilokélisnak, illetve szeparédlhaténak nevezett mtiszerekre sokan a szeparélhato, illetve nem-csatolt (unen-
tangled) jelz6ket hasznaljak. Ez tovdbb b&viti azon fogalmak korét, melyek kozt kérdéses, mi mivel esik egybe...
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klasszikus kvantum Neumann-féle mérés

{Qu(-) |V € ©} eloszldscsaldd {Sy|Y¥ € O} éllapot-csaldd {Sy|Y € ©} allapot-csalad
a Z mérhet téren S(H)-ban S(H)-ban

T:Z — (X, A) statisztika M :H ~ (X, A) miszer E: A — SA(H)PProM,

Q = [zE(dz) obszervébilis

a mérési eredmény eloszldsa: M (A) = M4(1y) jeloléssel PJ(A) = Tr (SyE4)
VAe A PM(A) = Tr (SyM(A))
Py(A) = QyoT'(4)

feltételes eloszlas,”® ha T € A:  mérés utdni allapot, ha ' € A: mérés utdni dllapot, ha T" € A:

Qu(-|T € A), om(A;9), A 9) — E4)S9 Ep 4
melyet Vf: Z - R : melyet VY € B(H) : oB(A0) = e
[ FxadQu Tr Sy Ma(Y)
dQ = —"—"—"—— TroY = ———
Jz£4Q I x2dQu 7 Tr SyMa (1)
szab meg (A = T~(A)). ad meg.

Egy fontos eltérést ragadhatunk meg a klasszikus és kvantum-statisztika kozott, mely tobb késébbi
fogalomndl — pl. teljesség, elégségesség — is megjelenik.

Tekintstink egy {Py} paraméterezett (klasszikus) eloszldscsalddot, melyen a T' és U statisztikakat
tudjuk vizsgdlni. T megmérése utdn nyeriink egy 7' € A jellegli informéciot (példaul T' = t).
Ha emellett U-t is haszndlni akarjuk a statisztikai kovetkeztetéshez, ezt akar gy is megtehetjiik,
hogy tekintjiik a {Py(- |T' € A)} feltételes eloszldscsalddot és U ezen csalddhoz tartozé eloszldsaibol
alkotjuk meg a kovetkeztetés modelljét az U 4ltal szolgdaltatott informécié — és a T' € A ismeret —
felhaszndldsara.?! Semmi sem kényszerit azonban, hogy igy tegyiink: ekvivalens modellt kapunk,
ha (T,U) egyittes eloszldsat elemezziik az eredeti csalddban, vagy akar az U € B-hez tartozo
feltételes eloszldscsalddban vizsgéljuk T viselkedését. Ertelmezésiink szerint tehat csak kényelmi
— a szamitdsokat egyszertibbé tevd — szerepe lehet annak, hogy a két mérést milyen sorrendben
végezziik el egymads utdn, kovetkezésképp gy is tekinthetjiik, hogy ,egyszerre” keriil rdjuk sor.

Kvantumos modellben a fentiek megfelel6jében egy {Sy} C &(H) allapot-csaldd és M : H ~~
X, N : H ~ Y miiszer-par szerepel. Az M mérés elvégzését elhatdrozva egy X feletti Py
klasszikus statisztikai modellt kapunk a mérési eredényre, valamint x € A esetében egy oa((A;7)
posterior dllapotcsalddot. Ha ezek utdn alkalmazni akarjuk az A" miszert is a rendszerre, azt csakis
a posterior dllapotra tehetjitk meg. Természetesen vizsgédlhatjuk a két kimenet alkotta (z,y) € X' x)Y
par eloszldsdnak alakuldsét ¥ fliiggvényében, de ez nem feltétleniil — s6t, tipikusan nem — lesz azonos
azzal, melyet a két mérés sorrendjének megforditdsaval kapnank. Ilyen esetben aligha van értelme
arrél beszélni, hogy a két mennyiséget megmérve milyen eredményt kapunk.

1.19. Definicié (kompatibilitds). Az M) miiszereket kompatibilisnck — avagy gyakran: egytitt/egyszerre
alkalmazhaténak — nevezziik, ha a kompoziciéjukként ad6dé mfiszer fliggetlen a sorrendtsl. Az
M; méréseket kompatibilisek, ha mint OProM-ok felcserélhettek.

2 Qy-nullmértékti T~ (A) esetén mindenféle nehézségek meriilnek fel — nem akarunk nullaval osztani —, ekkor a
feltételes eloszlds reguldris valtozatdra van sziikségiink, amely lényegében egyértelm(i, de nem éppen kénnyen kezelhet6.
Ezt most kihagyjuk.

21Pgld4ul ismeretlen eltolds- és skélaparaméterti N (u, o®) normalis csaladbél szarmazé (X;)7; i.i.d. minta alapjan p
intervallumbecsléséhez T'-t érdemes a korrigélt tapasztalati szérdsnégyzetnek valasztani, mert ekkor a feltételes eloszla-
sok csalddjéban (X, (X;— X)7,) fiiggetlenek, tovabba csak X ~ N(u,T/n) eloszlésa fiigg p-t6l. Az U = X statisztika
viselkedése tehat jéval egyszertibb a feltételes modellben.
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1.20. Megjegyzés. Neumann-féle mtiszerek pontosan akkor kompatibilisek mint mtiszerek, ha kom-
patibilisek mint mérések.
(i)

Miiszerekre a kompatibilitdsnak nyilvan sziikséges feltétele, hogy az M ()] szuperoperdtor értékii

mértékek felcserélhettek legyenek.

A felcserélési relacidk — melyekrél a 4.2.2 pontban lesz még sz6 — eszerint az egytitt-nem-mérhet&ség
szélsGséges esetét jelentik. Ennek megfeleléen a hatdrozatlansagi reldciok értelmezésénél gyakran
hasznalt ,az allapotban a két mennyiséget megmérve, ha az egyik pontosan mérhetd, akkor a
maésik er6sen szorédik” megfogalmazds legaldbbis problémds. A helyes megfogalmazds azokat
a szordsokat kapcsolja 0ssze, melyek akkor adédndnak, ha a mérések valamelyikét elvégeznénk.
Statisztikai értelemben arrél van sz6, hogy ha a rendszer sok példdnyat tudjuk ebben az allapotban
preparélni, és mindkét kérdéses mennyiséget a sokasdg viszonylag nagy hdnyaddn elvégezziik,
akkor az egyik és a masik mérés széréddsa a megfelels reldcié szerint fog viselkedni.

A (2.13) képletben adunk meg egy olyan hatdrozatlansagi reldciét, amely egyetlen, tobbdimenziés
értékli mérés margindlisaira is alkalmazhaté.



2. Az operdtor-formalizmus

2.1. Nyomoperitorok és Hilbert-Schmidt operdtorok

Tekintstink a H Hilbert-teret és abban egy rogzitett {e;} ortonormadlt bazist. Legyen X olyan
korlatos operator, amely ebben diagonalis, azaz

X = "zjlej) (ej] -
i

A sajatértékek x; sorozata tulajdonsdgainak megfeleltethetjiik az X operator tulajdonsagait. Pl

1X1[ = sup fl;1l
J

X pontosan akkor 6nadjungalt (pozitiv), ha minden z; valés (nemnegativ) stb.

Ennek 6romére érdemes lehet definidlni a nevezetes sorozatosztilyok operator-megfelel6it. A korla-
tos sorozatok ¢ terének a sup-normaéval a korldtos diagondlis operdtorok felelnek meg az operator-
normdval. A véges tart6ju sorozatok a véges rangu diagondlis operdtoroknak felelnek meg. Teljessé
tétele — a nullsorozatok tere — a kompakt diagondlis operatoroknak felel meg.

Az I} és [2 terek normdi a kovetkez6 norméakhoz vezetnek:

. A
X1 =) lzy| = Tr| x| (itt |X] = VXX =32 a5 - [es) (es])

J
2 .
1X1l = /5 i = VIEXX .

Az érdekes témakor persze a megfelel6 operatorterek megkeresése tigy, hogy nem csak egyidejtileg
diagonalizalhat6 operdtorokkal foglalkozunk — azaz a nemkommutativ eset.

A véges rangt operatorok §(H) terébdl fogunk kiindulni, azt téve teljessé a megfelel6 normdkra
nézve. Operdtor-normadval vett lezdrtja a kompakt operdtorok halmaza, mellyel most nem foglalko-
zunk tobbet. Pusztdn annyit jegyziink meg, hogy minden kompakt 6nadjungélt operdtornak létezik
X =Wy ;Tj|ej) (e;| spektralfelbontdsa, ahol {e;} sajatvektorok alkotta ortonormalt bazisa H-nak.
Lassuk most az [} megfelelsjét!

Tetszbleges X onadjungdlt operdtorra definidlhatjuk annak |X| = [ |\ E(d)) abszolutértékét a
spektralmérték segitségével. Korlatos X -re legyen

1X| = VX*X ;

itt X*X pozitiv 6nadjungélt, igy a spektrdlmérték szerinti integrallal barmely folytonos fiiggvénye
egy joldefinialt onadjungalt operétor, mely jelen esetben pozitiv is. Minthogy |X|*|X| = |X|* =
X*X, tetszbleges ¢ € H-ra

[1x1¢] = 1Xvl -

Tekintve, hogy ¢nadjungélt 7' € F(H) esetén |T'| € F(H), legyen
17y = Tx |77 -

Ekkor tetszleges T', X véges rangt operdtorokra

Te TX[ < [T, - [1X]] -

- 15 -
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Ugyanis |T'| véges rangi 6nadjungdlt, igy valaszthat6 sajatvektoraibdl e; ortonormadlt bazis. Ezzel
ITejll = (17T 5| = (e;] 1TV e;), igy hat

TeTX| = |32, (X7e; | Te)| < IX7) - 5, ITe | = 1X) - T, -

Ha most X-et a T' véges rangu operdtor T' = . |¢;) (1;| reprezentdcidjdhoz a {¢;,¢;} &ltal
generdlt véges dimenzids altér E projektordnak vdlasztjuk, akkor TE =T és || E| =1, azaz

Te T < [T, -

Ez arra utal, hogy a nyom értelmezésének természetes tartomdnya §(#) lezdrdsa a || - ||; normara
nézve. A bizonyitds mell6zésével citdljuk a megfelel eredményt.

2.1. Tétel. A ||T||, = Tr|T'| képlet normdt definidl §(H)-n, melyet ezen normdra teljessé téve a kapott
T'(H) Banach-tér elemeire — melyeket nyomoperdtoroknak nevezziik — fenndll ||T||, = Tr|T| < co. A nyom
egyértelmil folytonos kiterjesztését T*(H)-ra az aldbbi képlet adja:

TrT = Z <€j‘T€j> ’

J

ahol {e;} tetszbleges ortonormdlt bdzis, melynek vdlasztdsa nem befolydsolja a kifejezés értékét.

Minthogy §(H)-n nyilvdn ||-|| < ||-||;, az utébbi normdra valé lezdrds sztikebb, azaz minden
nyomoperator kompakt. Kovetkezésképp minden 6nadjungalt nyomoperatornak van

T= (")Zj tj - lej) (e

spektrélfelbontdsa, ahol az dsszeg még a || - ||, norma szerint is konvergens, hiszen |||e;) (e;l||, = 1
és Zj tj| =Tr|T| < oco. Végul Tr T = Ej ti.

Legyen

Ty =Y tiley) (ejl , To =Y —tjlej) (el

t;>0 t; <0

ezzel T =T, —T_, |T| =Ty + T_, kovetkezésképp

IT], = T Ty + T = [T, + 7], -

Minden véges nyomu pozitiv operdtor nyomoperator, tehéat spektralfelbontdsa || - ||, szerint is kon-
vergens; tovdbbd abban minden ¢; sajatérték nemnegativ. Specidlisan minden stir{iség-operator
eloall

=D 5ilvi) (Wl (5520, X8 =1, sl =1)
alakban.

Tudjuk, hogy az [! folytonos linedris funkciondljainak tere c¢. A kivetkezd tétel ennek nemkommu-
tativ megfelelje. (A B(H) Banach teret az operdtor normaval tekintjiik.)
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2.2. Tétel. Ha T nyomoperitor és X korldtos, akkor TX és X'T egyardnt nyomoperdtorok, valamint
T =TT, TTX=TXT,
Te TX] < [T, - [1X] - (2.1)
Birmely X € B(H) esetén a
T (H)—C, T—TrTX
képlet folytonos linedris leképezést ad T*(H)-n, melynek normdja éppen || X||. Végiil: minden T*(H)-n

hatd folytonos linedris leképezés ilyen alakii.

A bizonyitast 1d. [Hol82, 77-79. o.]. O

Erdemes megjegyezni, hogy e tétel értelmében kommutétor nyoma mindig 0 - latni fogjuk, hogy
ez a kommutator késtbbi, kiterjesztett értelmezéseinél is igaz marad.

Tehat [T*(H)]* = B(H). Az 6nadjungalt operdtorok megfelel6 valés Banach-tereit R indexszel
jelolve [Tk (H)]" = Br(H) is igaz. S6t, a képlet dltal adott leképezés pontosan akkor pozitiv, ha X
az. Kovetkezésképp

TtTX <Tr TY (T €T(H), T>0; X,Y € B(H), X <Y). (2.2)

Felirhatunk egy hasznos 0sszefiiggést. Legyen f korldtos, mérhet6 (valos) fiiggvény, X onadjungalt
operdtor E(dz) spektrdlmértékkel, S = 3. s;|1);) (1;| stirtiségi operétor, Ps(dz) = Tr SE(dz).
Ekkor

[ H@Pstn) = s 5(x), 23)
ugyanis S spekrélfelbontdsa szerint kifejtve a Tr SE(dz) nyomot Tr SE(A) = 3, s; (5| E(A)|¢;),
igy

/ f@)Ps(dz) =Y s, / @) B(dz)|hs) = 3 si (51 f(X) ;) = Tr SF(X),

J

az integralds és az Osszegzés sorrendje f korlatossdga miatt volt felcserélhetd. Ebben az esetben
tehdt a Tr ST = [ f(z) Tt SE(dx) eléirassal definidlt I = [ f(z)E(dz) integral egyszertien f(X).

Térjiink most 4t az [ tér nemkommutativ megfeleljére. Vezessiik be §(H)-n a kovetkez6 belss
szorzast és normat:

(1| To) = T 4Ty, ||T)ly = VIY T*T .

2.3. Tétel. Az F(H) tér teljessé tétele a fenti normdra a T*('H) Hilbert-tér. Ennek elemei — az tin. Hilbert—
Schmidt operitorok — azon T korldtos operdtorok, melyekre T T*T = 3, | Te;||* < oo valamely (bdrmely)
H-beli {e;} ortonormdlt bdzisra. Tetszbleges T1,T> € T*(H) operdtorokra T1-T> nyomoperdtor és (T1|1T2) =
Tr T7Ty. Teljesiil tovdbbd a Cauchy-egyenldtlenség nemkommutativ vdltozata:

1Ty - Tolly < | Tilly - 1725 -

Egy korldtos és eqy Hilbert—Schmidt operdtor bdrmilyen sorrendben vett szorzata ismét Hilbert—Schmidt
operitor, amelyre

[T Xy = [IXTlly < 1X[- [T -
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Az eddig felsorolt operator-osztilyok a kovetkez médon viszonyulnak egymdshoz:
S(H) € T(H) C T*(H) C (kompakt operdtorok) .
Ehhez elegendd, hogy §(H)-ban |-, > |||, > ||| teljesiil, ami pedig magétol értet6dd.

Minden 6nadjungdlt Hilbert-Schmidt operdtor is el6all T'= . ¢;|e;) (e;| alakban, amely alaknal

2
IT[ly = /325 1t5]" < oo

Ebbd&l mar latvanyosan
2
TeT*T = Tr |T|? = t2.<( t~):TT2,
T =Y < (56) = )

bar ez egyébként levezethetd az egész T*(H)-ra, hiszen §(H)-ban teljestil, igy annak | - ||,-Cauchy
sorozatainak limeszeire atvihetd.

2.2. Kvantumillapothoz rendelt £* terek

A fontos obszervébilisek nagy részét — persze csak ha H végtelen dimenziés — nemkorlatos opera-
torok reprezentdljak. Ez temérdek komoly technikai probléma forrdsa a nemkommutativ esetben.
Obszervdébilisek 0sszeaddsa példaul igen nehezen értelmezhetd, ha azok nem korldtos operatorok-
hoz tartoznak (kiilénosen ha az értelmezési tartomdnyok metszete nem stirti). Az itt megadott
megkozelités nagyban megnoveli mozgdasteriinket nem-korldtos obszervabilisek haszndlatdnal. Ez
egyrészt az els6 és mdsodik momentumok megaddsandl lesz hasznunkra, valamint a Hilbert-tér
struktira alapjan a Riesz-reprezentacié és a Cauchy-egyennl6tlenség hasznalatara is médunk nyi-
lik.

Bevezetjiik a véges masodik momentumu valészintiségi valtozok Hilbert-terének nemkommutativ
megfelel6jét. Ez — a véges szordsi valdszintiségi valtozok teréhez hasonldéan — hasznos eszkdznek
bizonyul a kvantumvaldszintiség elméletében is. Tobbek kozt az dsszeadds is konnyen megvaldsit-
hat6 lesz ezek korében.

Legyen S rogzitett stirtiségoperator és X,Y korldtos operdtorok H-n. Legyen

XoY =3(XY+YX).
Vezessiik be a kovetkez6 pre-Hilbert szorzast a korlatos 6dnadjungalt operatorok terén:

(Y|X)g 2 TrS(Y o X) =ReTr SY X (X,Y € Br(H)), (2.4)
mellyel (X|X)g =TrSX2.

Br(H) teljessé tétele a (- | - ) g-re nézve valds Hilbert-tér, melyet £2 (S) jeldl. Ennek elemei 4ltaldban
a kovetkezd médon reprezentdlhatéak H nemkorldtos operatoraiként.

Az X szimmetrikus operdtor négyzetesen Osszegezhetd (integralhatd) az S = ) . s;[v;) (¢
stiriségi operdtorra nézve, ha }_;s; HX%-H; < oo (beleértve, hogy s; # 0 esetén ¢; € D(X)).
Két ilyen operdtort ekvivalensnek neveziink, ha minden s; # 0-ra X1v; = X2v;. Az X,Y négyze-
tesen Osszegezhet6 operdtorokra legyen

(VIX)s 2385 5 [ (VeI Xusy) + (Xub5 Yy | = R (X V)
J J

(A sorozat a Cauchy-egyenl6tlenség miatt konvergens.) Ez korldtos X,Y esetén megegyezik a

kordbban definidlt Tr S(Y o X) képlettel, hiszen épp annak kifejtését adja meg a {1;} bazis szerint.
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2.4. Tétel. £2(S) elemei természetes mddon azonosithatdak a négyzetesen dsszegezhetd operitorok ekvi-
valencia-osztdlyaival, melyek halmazdt az el6bb megadott skaldris szorzdssal ldtjuk el. Konkrétan: min-
den Br(H)-beli {X,} Cauchy-sorozathoz taldlhato olyan X néQyzetesen dsszegezhets operdtor, melyre
lim, (X,, — X|X,, — X) = 0 és minden X négyzetesen integrdlhato operdtor el§ is dll igy.

A bizonyitds a pre-Hilbert terek teljessé tételének szokdsos médszerét kovetve semmilyen kiilonle-
ges Otletet nem igényel. O

A Hilbert-Schmidt operatorok fogalmanak ismeretében masképp is definidlhatjuk a négyzetesen
Osszegezhetbeket. Tekintsiik a

VS =D Vilis) (vl
\/§H2 =+TrS = 1. Ekkor
R(VS) = {v e H|v = 2, Vijeus, 5,lel < oo} .

operétort, mely nyilvdn T*(H)-beli,

2.5. Allitds. Legyen az X szimmetrikus operdtorra 1; € D(X), ha s; > 0. Igy pontosan akkor négyzetesen
Osszegezhetl, ha X kiterjed R(\/g) -re 1igy, hogy X+/S Hilbert-Schmidt tipusii. Tovdbbd ha még Y is
ilyen, akkor

(VIX)g = Ted [(YVS) (XVS) + (XVS)' (Y VS)| = RTe(vV5)" (X VS) .

Amennyiben X négyzetesen Osszegezhetd, a kiterjesztést megadja az aldbbi képlet:

X (Zj Vsjcs '%‘) = Z@Cj - X1, (35 lesl® < o0)

ahol a definidlé sor a négyzetes Osszegezhetdség miatt konvergens. Az X+/S operator Hilbert—
Schmidt tfpust, hiszen

T(xVE) (xV8) = 3 ||xvsu| (55,5 10031 < o0)

A tételben felirt képlet konnyen ellendrizhets. Az elsd résznél a mésik irdny igazoldsa trividlis. [

Megadunk egy hasznosabb formuldt a bels6 szorzdsra. Mivel minden Hilbert-Schmidt operator
nyomoperator is, a kovetkezd kifejezés nyomoperatort ad H-n:

XoS=4[(XV8) V5+vS- (xVs)] .
Kihasznélva a nyom ismert — és mdr igazolt — tulajdonségait nyerjiik, hogy
Y|X)g=Tr(X o S5)Y (Y € Br(H), X € £2(9)) . (2.5)

A nemkommutativ eset fontos sajatossdga egy tovabbi, ferdén szimmetrikus forma £2(S)-ben,
mely az operatorok kommutatordhoz kapcsolédik. Lassuk, hogyan vezethetjiik ezt be és milyen
tulajdonséagai lesznek.

Amennyiben X,Y (korlatos) énadjungéltak, tgy i[Y, X] is az. Ezaltal az
[V |X]g 2 iTrS[Y, X] = 23 Tr SXY
Osszefiiggés valos bilineéris format definidl Bg(H)-n. Ez kiterjeszthets £3(S)-re is:

Y| X]g = 2Imzsj<x¢j|ywj> =2ImTr(XVS)" (YVS) .

J
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Ha X € £2(9), akkor nyomoperétort ad az aldbbi kifejezés:
[X,S] £ (XVS) - VS —VS-(XVS)".

Korlatos Y esetén ez a jelolés felhasznalhat6 az [Y|- linedris funkciondl lefrasdhoz:

]s’%m(n)

YV |X]g=iTr[X,S]-Y (X € £4(S5),Y € Br(H)) . (2.6)

A TrVS(XV9)*Y = Tr(XVS)*(YVS) ésa Tr(XVS)VSY = Tr(VSY)(XVS) = Tr(YVS)*(XVS)
osszefiiggéseket batran kihaszndlhatjuk, mert Y, /S korlstosak. Ezekkel pedig [X|Y]s azon alak-
javé alakul a jobb oldal, mellyel azt £3(S) felett definidltuk. [

A forma ferdén szimmetrikus, azaz

Y]X]s = —[X|Y]s (X.Y € £2(5))
[X]X]g =0 (X € £2(5))

A skaldris szorzasra az S-kommutator segitségével adott képletbe Y = I-t helyettesitve
[I|X]g=0 (X € £8(9)) . (2.7)

Haszndlni fogjuk még £2(S) komplexifikdltjzt. Minden X € B(H) egyértelmtien 4ll el6 X =
X1 +iXy alakban, ahol X;, X, onadjungdlt — ehhez X; = %(X +X*), Xo = %(X — X*) lesz jo.
Legyen most

Y|X)g=TrSY*oX)=Tr(SoY) - X* (X,Y € B(H)) .

Ez 6nadjungdlt esetben visszaadja a kordbbi definiciét. Emellett konnyen ellen6rizhetéen fenndll rd
(X]X)g = (X1]1X1)g + (X2|X2)g (X = X1 +iXy; X1, X0 € Br(H)) .

Jelolje az igy megadott skaléris szorzattal pre-Hilbert térré tett B(H) teljessé tételét £2(S). Ennek

minden X eleme egyértelmtien &ll el6 X = X; + iX, alakban tgy, hogy Xi,Xs € £3(5) és
érvényben marad az (X|X)g = (X1|X1)g+(X2|X2)g képlet. Azaz £2(S) az £3(S) komplexifikaltja:

£2(9) = L2(S) D iLk(S) .

Az £2(S)-beli [-|-]g ferde szorzés kiterjed £%(S)-re; ez korlatos esetben a kovetkezd képlettel
szamolhatjuk ki:

(Y|X)g=iTr S[Y*, X] =i Tx[X, S]Y* (X,Y € B(H)) .
Tovabbi két hasznos komplex értékti pre-Hilbert szorzast emeliink ki B(H)-n:

Y|X)& £ TrSxy*

(Y|X)g £ TrSY*X
Jelolje a teljessé tétellel kapott megfelels Hilbert-tereket £3(S).! B(H)-n az eddig definialt pre-
Hilbert szorzatokra (Y'|X)g = 3[(Y|X)f + (V[X)g], tehdt (X|X)§ < 2(X|X)g, kovetkezésképp
£2(9) C £3(S5). Nem adédnak hat értelmezési gondok a kovetkezd dsszefiiggéseknél:

(X,Y € B(H)) .

(VIX)g £ 1(Y]X)g = (Y[X)5

XY € £2(9)) .
(Y[X)g =i((YX)g — (VX)) (X,Y € £4(9))
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2.6. Allitds. A (-|-)g &5 [-|-]g formdk kapcsolatit a kdvetkezd — ekvivalens — egyenlétlenségek jellemzik:
() (X[X)g > 3[X[X]g (X € £4(9)),
(i) (X]X)g > —3[X|X]g (X € £4(9)),
(iii) (X1[X1)g + (X2[X2)g = [X1[Xo]g (X1, X2 € £§(9))
(iv) (X11X1)g - (Xa|Xa)g > 41X Xal} (X1,X € £4(5)) .
Az elsb kett6 kovetkezik abbdl, hogy
(X[X)g+ 3[X|X]g = (X]|X)5 >0 (X € £2(9)) -

Ekvivalensek, hiszen (X |X)§ = (X*|X*)g minden X € B(H) esetén. Legyen X € £2(S), igy
X = X1 +iXs (X1,Xs € £2(9)). Felhasznélva a tétel el6tt (- |-)g-ra adott képletet és [-|-]g
ferdén szimmetrikus voltat:

0 < (X[|X)g = (X1]X1)g + (X2]|X2)g — [X1]Xo]s -

Eszerint (i) és (iii) valéban ekvivalensek. (iii)-ban X; helyére ¢tX;-et irva — ahol ¢ valés paraméter
— és egy oldalra rendezve a kapott masodfokt egyenl6tlenség diszkrimindnsa < 0, ami épp (iv)
atirdsa. (iv)=>(iii) nyilvdnvals. [

Az 4llitas (i) és (ii) Osszefiiggéseit felhasznélva barmely Xi,..., X, € £3(S)-re

[(X51X0)s] = £5 [[X51Xk]s]

ahol a baloldalon egy szimmetrikus n x n-es valés maétrix all, jobboldalt egy ferdén szimmetrikus
valés matrix :l:%—szerese, igy mint onadjungélt n x n-es matrixok hasonlithatéak ossze.

Kimondjuk a (iv) 0sszefiiggés komplex valtozatat is:

(X11X1)g (X2|X2)g = L[X1|Xals]” (X1, X2 € £2(9)) .

Az iménti (iii) pont alapjdn
(XI‘X1)5'+(X2|X2)S 2%[X1|X2]5’ (Xl,XQ 6,22(5)) .
Ismét ¢ X -et irva X; helyére és a diszkrimindnst vizsgdlva

(X11X1)g - (X2]|X2)g > § (R[X1|Xa]g) (X1, X2 € £2(9)) .

Most A = [X|Xo]g - |[X 1| X2] Srl vélasztds utdn X;-et AX; -re cserélve az igazolandé formuldhoz
jutunk.

A (2.8) és (2.13) képletek azt mutatjdk, hogy az imént lényegében a tobbdimenziés Fisher-
informdciés hatar hatdrozatlansagi reldciés megfelelgjét/megfeleldit kaptuk meg. A rovidesen
definidland6 ® és az 5.2 szakasz Jg jelolésmddjanak ismeretében ez a kapcsolat szembedtlSbb
lesz.
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2.3. Véges mdsodik momentumu mérések. Hatdrozatlansdgi reldcié

A val6szinfiségszamitdsban a mértékhez tartozé £2 tér elemei a véges masodik momentumt —
véges szOrasu — valészintiségi valtozok. Nemkommutativ esetben £2(S) elemei és a véges masodik
momentumd valds értéki mérések kozt vonhaté ilyen parhuzam.

Legyen el6szor X az S éllapothoz véges médsodik momentumu obszervébilis, melyet egy stirtin
definidlt operétor reprezentdl. Ekkor X € £2(S), hiszen az alébbi integral értéke véges:

S sl = Y [ a?tsiaran) ) = [#*Ps(aa) .
i i U
Az els6 atalakitdsndl a stirtin definidlt operdtorokra vonatkozo spektralfelbontds tételét (A.1) hasz-

naltuk, az atrendezés pedig a pozitivitds miatt volt jogos. Igy a kompakt nyomoperdtorok terérsl
val6 folytonos kiterjesztés adja a kovetkezbket:

Es(X) = (11X)4

X € £2(9)) .
D2(X) = (X — Bs(X) |X — Es(X)) (X € £45))
Korldtos X -re persze az egyszer(ibb
Eg(X)=TrSX
9 (X S %R(H))

Di(X) = Tr S(X — Es(X))
képletekkel is szamolhatunk.

Legyenek X, X, véges mdsodik momentumu obszervébilisek S-hez. Alkalmazzuk az el6z6 fejezet
utolsé éllitdsat az X; — Eg(X;) valtozokra. Figyelembe véve, hogy [I|X;], = 0, a hatdrozatlansagi
reldcié egy alakjat kapjuk:

D3(X1) - D3(X2) > J[X1]Xa]5 - (2.8)

Legyen most M tetsz8leges OProM R felett, amelyre [ 2?Ps(dz) < co. Definidlni fogjuk az
2(s
Xy = “ )/xM(d:U)

tigy, hogy az £2(S)-ben konvergdljon és az M mérés vérhat6 értékére fenndlljanak a kovetkezok:

Es(M) = (1|Xum)g , (2.9)
D3(M) > (Xpr —Eg(M) | Xy —Eg(M) ) - (2.10)
El6szor korlétos tart6ju 1épestsfiiggvényekre definidljuk az [ f(z)M(dz) integralt, értelemszertien

> fi-M ({z|f(x) = f;} ) értékkel. Aztan fedezziik fel, hogy erre | [ f(:v)M(dx)]2 < [ f2(z)M(dz)
teljestil (az Osszehasonlitds a pozitiv operdtorok rendezése szerint értends). Mindkét oldalra alkal-
mazva a Tr S(-) — pozitiv! — funkciondlt nyerjiik, hogy

([ s@man]| [ s@nan) < [ Pepsa) . @11)

Ezért az integrélds a szokott médon kiterjeszthets az £3(Ps) térre és eredménye egy £2(5)-beli
operétor lesz, melyre (2.11) tovébbra is érvényben marad.

Ha komplex értékii fiiggvényekkel is foglalkozunk, azaz attériink a £2(Pg) térre, az azon val6
integralast a (- |- )jS[ mértékek barmelyike szerinti konvergencidval értelmezhetjiilk, az eredmény
igy persze a megfele16 £%(S) egy operétora lesz. Nyilvan mindkét esetben kiterjesztését kapjuk
az £2(Pg) — £2(S mtegralasnak A (2.11) egyenlet az aldbbira véltozik komplex esetben:

([ s@nas)| [ s@nan) < [17@[ Psta) . 2.12)

Ennyi mindent mar érdemes tételben kimondani:
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2.7. Tétel Legyen f walds vagy komplex értékii, Pg szerint négyzetesen integrdlhatd fiigguény. Ha az

[ f(z)M(dx) operdtort az [ f,(x)M(dz) operdtorok £%(S) illetve £3 (S) térbeli limeszeként értelmezziik
- ahol fn m f egyszerti fuggvenyek tetszdleges sorozata —, akkor a definicid értelmes. Tovdbba teljesiilnek
S
a kovetkezok:
(/ f(x)M(d) ‘/f(x)M(dx))S < /fQ(x)Ps(dq:) (f € £3(Ps)),
+
([ s@maa)| [ saprao); < [17@P Pstan) (F € & (Py)).

E tétel alapjan igazolhatjuk a (2.9) és (2.10) képleteket. Megjegyezziik, hogy ha M PProM, akkor
utébbiban is egyenlség 4ll fenn.

Nyilvan elég a megjegyzéshez annyit beldtni, hogy (X |Xar)g = [2?Ps(dx). Lassuk hét ennek
igazoldsat.

Legyen ™ : R — R, #™ — idg egyszer(i fiiggvények sorozata, 7™ 2 ¥, 2! )XB“” és

Ez(PS)

s (8551, 55 ) -

= liTILn Z 55
j
A kovetkez6 sorbeli és ezen kifejezés kozott akkor van madr a limeszen beliil egyenloség, ha az
s; 70, - all) £ 0 esetekben (M(B{") ;| M(B™)b;) = o - [M(B{")u;|" al. Ha M
PProM, akkor egyszertien M (B,(v”))M (Bf:;)) = OpmM? (B,(C")) , ami béven elég.

2 2
L<lim) sy ('rl(cn)) HM(BI(:))%
J k
A pozitivitds miatt felcserélhetjiik a két 6sszegzést.

ﬂlmz( N)) : <¢j’M(B'(€n))ZS‘%>li?zk:@”))zTrSM?(Bé”)).
J

Ha M PProM, akkor minden mérheté B-re M?(B) = M(B), igy éppen lim,, f(ff("))zfﬁ SM(dz) =
[22SM(dz) szerepel a képletsor végén. Igy a megjegyzésnek megfeleléen

(Xar|Xar)s = [ aus(da)

<...

Dok xkn M(Bkn))wj

Mindezt formadlisan szdmolva attekinthetSbben kiszdmolhatjuk (bdr a szdmolds menetét kicsit meg
kell véltoztatni, mert Tr SM?(dz) nem mérték, igy a megfelels dsszeg az el6bbieknél nem egy
integral kozelité osszege volt). M PProM voltat az M(dz)M(dy) = 0., M (dx) &talakitdsndl hasz-
néljuk ki, a kiilonb6z6 Osszegzési operdcidk a pozitivitds miatt cserélhetbek fel:

(X |XM)S = Tr(XM\/g)*(XM\/g) = Z <XM\/§1ZJJ' ‘XM\/§¢1>
=3 sy (M) | (J udi(dn)) ) = 3 s;(us | [ ay - M (d2)M(dy) o)
=3 sy | J P M) ;) = 525 Te([ 22 M(dw) ) (3])

= [l Mde) = [T 010z = [a?Rodn)
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2.8. Megjegyzés. A tétel szamunkra legfontosabb {iizenete — kiegészitve a fiiggelék A.1 tételé-
vel — az, hogy mindazon M (dz) valés értékli, véges masodik momentumu mérések, amelyek
nem 4llnak elé egy obszervabilis spektrdlmértékeként, batran helyettesithetéek az identitds sze-
rintiik valé X integraltja mint obszervébilis mérésével. Ugyanis annak M (dz) spektralmértékére
Eg(M) = Tr SXy = Eg(M), tovabba DZ(M) = (X|X)g < DZ(M). S6t, ez minden véges mdso-
dik momentumd (valés) fliggvényiikre is igaz. Mivel mi alapvetéen minél hatdsosabb torzitatlan
becsléseket keresiink, M helyett mindig M -t preferédljuk.

Ennek megfeleléen a jovében minden olyan esetben, ahol ez kényelmesebbé teszi a szdmoldst,
az obszervébilisekkel reprezentdlhaté mérésekre szoritkozunk. A DZ(M) = (X |Xn)g képlet
hasznélata minden esetben ezen egyszer{isités alkalmazéasdra utal.”

A (2.10) képlet és a 2.6 allitds alapjan kapjuk a hatdrozatlansdgi reldcié igen altaldnos valtozatat:
D§(M) - D§(Mz) > §[Xor, [Xan]* (2.13)

mely tetsz6leges véges mdsodik momentumu M; és My mérésekre fenndll. Az (2.8) formuléval el-

lentétben olyankor is alkalmazhat6, amikor M;(dz1) és Ma(dzy) valamely M (dx;dzs) margindlis
fo2 . 23

mérései.

A Cramér—Rao tipusti becslések mellett a hatdrozatlansagi reldcié kiilonféle alakjai a leggyakrabban
haszndlt alsé becslések mérések szoéréddsdra. Elénytik, hogy nem paraméteresek, igy nyilvdn nem
igénylik a varhaté érték paraméterfiiggésének ismeretét. [Hol82, VI] viszonylag &ltaldnos példai
szerint olyan helyzetekben, amikor mindkét becslés hasznalata széba johet, altaldban a Cramér—
Rao tipusti erésebb.

2.4. Négyzetesen Osszegezhetd operdtorok madtrix-reprezentdcidja

£? terek elemei természetes médon megfeleltethetéek végtelen matrixoknak. Elészor — az egy-
szerliség kedvéért — tételezziik fel, hogy az S allapot hti. Az S = 3. s;|¢)) (¢)| jeloléssel az

Ejj, = 19} (x| métrix-egységek ortogondlis bazist adnak az £2(S), £3(S) terekben, tovabb4
(Ejk’ij; =55 (Ejk|E]k)§ = Sk, (Ejk‘Ejk)S = %(Sj + Sk) .
Mondjuk l4ssuk ezt be £2(S)-re. Ha X € £%(S), akkor a (2.5) egyenlet szerint

(k| X)g = 5(55 + sx) (0| X |vx) -

Specidlisan (Ejx|Eji)g = 0j;0kk . A teljesség pedig annak kovetkezménye, hogy (E;x|X)g =
0 (Vj,k) esetén Xvp, =0 (Vk) és igy £%(5)-ben X =0.

gy hat barmely X négyzetesen Gsszegezhetd operdtor megadhaté

X = S By = 3 () (gl Xl () (X € £2(5)) @14
gk J. k
alakban, ahol
FE|X
Tik = (Y| X |¢k) = m

2Ahhoz, hogy ezt az érvelést a kovariancia dltalanos eseteire is érvényesnek tekinthessiik, azt kellene kimondanunk,
hogy M az M randomizéltja. Ez — esetleg néhdny technikai feltételhez kdtve — minden bizonnyal igaz, de ezzel a
kérdéssel nem fogunk foglalkozni.

3Vegyflk észre, hogy a hatdr csak akkor érdekes, ha a két mérés nem kompatibilis, vagyis a mérés nem a marginali-

sainak szorzata.
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Ezzel a korlatos onadjungalt operdtorok matrix-reprezentacidjdnak (Holevo §I1.1.13) kiterjesztését
kaptuk.

Térjiink most 4t £3%(S) vizsgélatdra. A (2.14) el6éllitds persze helyes lenne X € £2(9) esetén is,
csakhogy j # k-ra Ej; ¢ £2(S), valamint az z;;, elemek &ltaldban komplex szdmok. Legyen ezért

Cik = 3(Eji + Ejy,) = 5(Eji + Ekj) Sik = 3(Ejx — Ey;) -
{Cj|j <k} U{Sjk|j < k} mér ortogondlis bazist ad £%(S)-ben és
2(5) 2(9)
X = & Zozjijk + “ Zﬁjksj‘k (X S £I%§(S)) ,
i<k j<k

persze oji, Bk € R.

Legyen most S tetszbleges stirtiségi operdtor. Vezessiik be a Jo = {j|s; =0}, J1 = {j|s; # 0}
felosztast az indexhalmazon. Ekkor S a kovetkezd diagondlis blokkmétrix alakra hozhato:

S1 0

Tekintsiik el6szor az £2(S) teret. Mivel (EJ;C|E]/1€);r =0 ha j € Jy, az £2(S) ortogondlis ba-
zisa {Eji|j€Jo,k€JyUdi}. Ezért az £3(5) egy tetszOleges eleme az aldbbi blokkmatrixszal
reprezentalhato:

X — [XnXlo} (X € £2(9)),

ahol X x-ba a (wj\XWk)g (j e J5k €J K) maétrixelemek tartoznak. A csillagozott rész
tetsz6leges, igy akér nulldnak is vélaszthat6, hiszen az £2(S)-t definidlé ekvivalencia épp eze-
ket nem veszi figyelembe. £2 (S) elemeit hasonléan,

X = {Xn*} (X € £2(5))

alakban reprezentalhatjuk. £%(S) matrixreprezentaciéjanal (Ej|Ejz)g = 0 pontosan j, k € Jo-ra
all fenn, igy a bazis {Ej;|(j,k) &€ Jo x Jo}, a reprezentacié pedig:

X X
X — [ ..... .1.1.5.....1.0_} (X € £2(8), X}1 = X1, X§p = Xo1) .

Kiilonosen egyszerti képet kapunk, ha S = |¢1) (1] tiszta 4llapot. Ekkor
L11 ZL12 -
£2(8) = {X — [* ........ ] > lwal* < oo} :
k

A matrix érdektelen részét nullava téve X = |¢) (¢| (v € H), vagyis £2 (S) természetes médon
izomorf H*-gal. Ugyanigy

$11§
L) =X =%z« | Y |opl* < oo
L J

elemei lényegében a [¢) (1| (¢ € H) matrixok, ez £2 (S) és H kozt létesit izomorfiat. Végiil,
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,82(5) =< X = 3721 . Z |$1j|2 + |5L'j1|2 <0,
o 7
elemei lényegében X = 1) (¥] + [@) (1] (@9 € H) alakuak. £2(S) elemei ezen feliil még
szimmetrikusak is, tehat X = |¢1) (¥ + [¢) (1| (¢ € H) alakra hozhatéak.

2.5. Allapot kommutdtor-operdtora

A 2.6 allitds szerint a [-|-]g forma folytonos £2(S)-en. Ezért reprezentalhat6
YX]g = (Y [DsX)g (2.15)

alakban, ahol © £ Dy € B(£2(S)) (komplex) linedris operator, melyet az S allapot kommutétor-
operatordnak neveziink. Minthogy [-|-]|g ferdén szimmetrikus, ® is az, vagyis ©* = —©. A 2.6
allitas allitas egyenlStlenségeit most igen roviden is felirhatjuk:

14+ %’D > 0, ennek kovetkeztében
SA(L2(S))
(1+19*)=(1+D)(1-4D) > 0.
SA(£2(S))
Mivel az £2(S) térre megszoritva a (-|-)g és [-|-]g formdk valésak, ez invaridns altere D -nek.

Arra megszoritva ® tehdt (valds) linedris operator, melyre 1 + %@2 > 0. A (2.7) egyenl6ség értel-
mében

DI=0.

Szeretnénk pontosabban megismerni ® hatdsat. El6szor is vegyiik észre, hogy korldtos X és YV
esetén (2.15)-bdl (2.5) és (2.6) felhasznélasaval

iTY[X, S]Y* = Tr (9X) 0 S) Y™ .
Eszerint Z = DX a kovetkez6 egyenlet megolddsa £%(S)-ben:*
ZoS=i[X,5].

Ezt az egyenletet a nemrég bemutatott matrix-reprezentacié segitségével oldjuk meg. Mindkét
oldalt (v;|- |¢) szendviccsé transzformalva

$(sj + sk) (W51 Z k) = (s — ;) (05| X [¥k) , amibdl Z maétrixelemei:
‘ - 2i<8k — Sj) )
(V| Z|vw) = W<¢]‘X‘wk> :

D hatédsdra az egyes xj; matrixelemek 2i(sj, — s;)(sj, + s;) ' -szeresre véltoznak:
N 2i(sp — s5) ‘
o)) = | A=y
Igy hat {E;1} a D sajatvektoraibdl 4116 bazis £2(S)-ben és barmely (j61 approximalhaté) f : C — C
fuggvényre

F@)Gond) = [ 7 (P2 )]

Sk + 55

*Ha Z és Z' egyarant megoldds, akkor (Z — Z') o S = 0 alapjan £*(S)-ben Z — Z' = 0.
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Konkrétan a kovetkezé fligvények esetében érdekel ez minket:

(14 30) (Tl = || 22 mjk]] ,

(1= 59) (el = [ 22 w]

(1+19%) ([zi]) = 2838}:)2 wjkﬂ ,

hiszen ezek kapcsolédnak a hatdrozatlansagi reldciok alapjdul szolgélé 2.6 allitdshoz.

A fenti képletek alapjan nyilvanval6 példdul a kovetkezo:

2.9. Allitds. Az S dllapot pontosan akkor hii, ha az 13D, 1+1D? operitorok legalidbb egyike nem-elfajuld;
ez esetben pedig eqyikiik sem az és

(1=50)" = (1+19) " (1% 49) .



3. Cramér-Rao egyenldtlenség a klasszikus statisztikdban

3.1. [Elégségesség, teljesség, exponencidlis csaldd

A Klasszikus statisztika egy fontos, sok optimalitési és , kényelmi” tulajdonsdggal rendelkez6 oszta-
lyat alkotjdk az exponencidlis csalddok. E jellemz&k koziil emeliink ki néhdnyat, miel6tt bevezetnénk
a fogalom kvantumos megfelel6jét. A definialt fogalmaknal a jelolések az (X, A, P = {Py|¥ € O})
statisztikai mezére vonatkoznak.!

3.1. Definici6 (elégségesség). F C B elégséges o-algebra, ha a Py(X € A|F) feltételes eloszldsoknak
létezik V-tol fiiggetlen viltozata. A T statisztika elégséges, ha az dltala generdlt o-algebra az.

Ez gyakorlatilag azt fejezi ki, hogy a 9 paramétertdl az A feletti Py eloszlas csak annyiban fiigg,
amennyire JF-re vett megszoritdsa fiigg t6le: az eloszldsok kozott nincs ,, F-nél finomabb” eltérés.
A T statisztikdra nézvést ez annyit jelent, hogy eloszldsa minden olyan informaéciét tartalmaz J-rél,
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amit Py tartalmaz. A kovetkezd tétel viszonylag mechanikusan igazolhato:

3.2. Tétel. Domindlt statisztikai mezdn ekvivalensek az aldbbiak:

— F elégséges.

— A P-vel ekvivalens?

F -mérhet6 viltozata.

p valdszintiségi mértékre vonatkozo stirtiségfiigguények mindegyikének van

7”7

— Tetszbleges \ domindlo mértékre nézve a stirtiségfiigguény (A-mm. x-re érvényesen) felirhato fy(z) =
h(x) - go(x) alakban 1igy, hogy gy F-mérhets. [

Az elégségesség és a hatdsossdg kapcsolatdrdl tobbek kozt a kovetkez6t tudjuk:

3.3. Tétel (Blackwell-Rao). Amennyiben T elégséges statisztika 9-ra és V a paraméter (1) fiiggvényé-
nek torzitatlan becslése, 1igy létezik T-nek olyan U fiiggvénye, mely szintén torzitatlan 9-ra és variancidja
nem magasabb. Specidlisan, ha létezik hatdsos becslés, akkor az az elégséges statisztika fiigguényének is
vdlaszthato. I

3.4. Definicié. Minimalis elégséges o-algebra alatt persze az elégséges o-algebrdk kozt tartalma-
zédsra minimadlis elemet értiink. Minimdlis elégséges statisztika az a 7', amelynek minden elégséges
statisztika finomitdsa, azaz barmely 7" elégséges statisztikdra T' = f(T”) teljesiil alkalmas f fiigg-
vénnyel.

Sajnos a fenti értelemben nem feltétleniil 1étezik minimadlis elégséges o -algebra. Valdjdban az elégsé-
ges o-algebrék helyett — azok mértékelméleti értelemben vett — P-teljessé tételét’ célszer(i tekinteni
és azok kozt keresni meg a legsztikebbet.* Ez mar mindig létezik és egyértelmdi.

1Az 4llitasok, tételek bizonyitasai megtaldlhatéak példaul a [Leh97] és [Zac71] konyvekben.

%jellemzsen: P elemeibdl kikevert

*azt a legsztikebb o -algebrat, amely a kiinduldsul vett o -algebra mellett tartalmazza minden P -nullmértéki halmaz
minden részhalmazat is

*A problémaét az okozza, hogy az elégségesség — a fenti tételben megadott mdsodik tulajdonsdg alapjén — nem fel-
tétleniil 6roklédik o -algebrak metszetére sem. Ha a stirtiségfiiggvénynek egyik valtozata F;-mérhetd, masik valtozata
F>-mérhetd, attél még nem feltétleniil 1étezik F1 NF>-mérhetd valtozata is, erre konnyti példat taldlni. Mértékelméletileg
teljes o-algebrdnal ha a stirliségfiiggvény egy véltozata mérhet, akkor mind az, igy a probléma nem meriil fel.

- 28 —
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7”1z

3.5. Allitds. Ha eqy domindlt eloszldscsalddban (a stirfiségfiigguénynek van olyan vdltozata, hogy)

fo()
fo(y)

T(x)="T(y) = nem fiigg v-tol,

akkor T minimadlis elégséges statisztika.

3.6. Definicié (teljesség). A T statisztika (korlatosan) teljes, ha minden ¢(T') (korldtos) valds értékii
fiigguényére teljesiil:

Ey(¢(T) =0 (¥ € 0) — S(T) = 0.

Egy minimadlis elégséges statisztika a legtomorebb olyan informdcid, amely még mindent tartalmaz
¥-r6l, ami a statisztikai mezd segitségével megtudhats. Ezért érdekes a kovetkezs:”

3.7. Tétel. Ha T korldtosan teljes, elégséges statisztika, akkor minimdlis elégséges. [

3.8. Definicié (exponencidlis eloszldscsaldd). Ha egy © C RP halmaz elemeivel paraméterezett,

P

domindlt eloszldscsalddban a stirtiségfiiggvény el6all

h:X - Rg, h#0

v:0 — Rk

T:X—RF

6:0—-R

alakban - ahol még T' egyértelmtisége kedvéért kikotjik, hogy 1,71(1),...,7(?) linedrisan fig-

fo(@) = h(@) - exp {2(9) T (@) + BW) }

getlen fiiggvények® — akkor k-paraméteres exponencidlis csalddnak nevezziik.

A csalad természetes paraméterezésii, ha k = p és y(¥) = 9. A h(z), T(x) parhoz tartozé természe-
tes paramétertér azon ¥ € R* pontok halmaza, melyekre az [, h(z) - exp {¢'T(z)} A(dz) integral
konvergens: ezekre lehet a (1) normalizaciés tényez&t gy megvalasztani, hogy valdszintiség-
eloszlast kapjunk. Teljes exponencidlis csaldd egy természetes paraméterezésti exponencidlis csaldd a
természetes paramétertérrel, amelynek belseje rdaddsul nemiires.

3.9. Allitds. Exponencidlis csalddban a definicid jeloléseivel T minimdlis elégséges statisztika. [
3.10. Allitds. A természetes paramétertér konvex és az affin burkdban relativ nyilt. [

3.11. Tétel. Exponencidlis csalddban ha ~(©)-nak van bels6 pontja, akkor a T statisztika teljes. [

*Valéjaban a teljesség fogalma széndékosan tigy definidltatott, hogy ha T teljes és #(T") elégséges T -re, akkor T is
elégséges legyen ¢-re. A teljességen keresztiil sokszor kénnyebb ellenérizni az elégséges statisztika minimadlis voltét,
ezért érdemes 6ndll6 tulajdonsdgként bevezetni.

SPersze ha fy(z) eldéll ilyen alakban tigy, hogy a fiiggetlenségi feltétel nem teljesiil, akkor taldlhaté olyan alak is,
amellyel mdr igen. Ezért a fliggetlenségt6l néha eltekinthetiink, ha csak megadni akarjuk az eloszldsokat, de T' révidesen
kimondasra keriil6 tulajdonsagait nem kell haszndlnunk.
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3.2. Cramér-Rao-tétel, Fisher-féle informdciés hatdr

A kovetkezSkben a o) szerinti derivalast (), a ¥ szerinti logaritmikus derivaldst (-),y als6
indexszel jeloljiik.

3.12. Cramér—Rao-tétel, dltaldnos alak. Legyen X € X minta a © C RP nyilt paramétertartomdny
eleme dltal megadott eloszldsbol. Legyen tovdbbd adott eqy w : X x © — R! rizikdfiiggvény’ (,score-
fiigguény”), a becsiilends g : © — RF fiigevény és a T : X — RF torzitatlan becslés. Vezessiik be
a

B(9) = Ly (w(X;9)) , B(9) R ;

G(9) = covy (T, w(X;9)), G(¥) € RF*L;
jeloléseket. Tegyiik fel, hogy B(9) invertilhatd. Ekkor

Ly(T) = GW) - BW)™ - G)" .

Xo(T — GB 'w) >0
XyT — GB'¥y(w) B7'GT — covy (T,w) B"'GT — GB™* covy (T, w) >0
Y¥yT+GB 'BB7'G" -GB'GT -GB7'GT >0

¥y7T>GB7'GT O

Mint a bizonyitds hossza is sejteti, a tétel jelent6ségét nem nehézsége adja, hanem hogy megfelel6en
vélasztott w fliggvénnyel — még ha ez meglepének is ttinhet — meglehetsen j6 becslést nyerhetiink
beldle.

3.13. Definicié. Legyen a statisztikai mez6 a fentieknek megfelel5, A domindlé mérték az elosz-
lascsalddhoz, = — fy(x) a ¥ paraméterhez tartozé eloszlas stirtiségfiiggvénye A-ra nézve. Te-
gylik fel, hogy a ¥ — fy(z) likelihood-fiiggvény A-mm. z-re differencidlhats, - fy(z) £ fro(x).
Ekkor Py-mm. x-re értelmes a loglikelihood-fliggvény derivaltja — a likelihood score-fiiggvény —,
Lpg(x) £ % log fy(x). Az X minta Fisher-informdcids mdtrixa

-
109) = Ix(9) 2 By ([L(@)] o())
amennyiben ez a varhat6 érték véges.

3.14. Definicié. Egy statisztikai mez&re akkor mondjuk, hogy eleget tesz a gyenge regularitési fel-
tételeknek (roviden (R)-nek), ha:

(i) U+ /fo(z) folytonosan differecidlhaté A\-mm. z-re;
(i) I(¥) véges, pozitiv definit és folytonos ¥-ban.
3.15. Tétel. Ha eqy statisztikai mezére teljesiilnek a gyenge regularitdsi feltételek, T : X — R¥ torzitatlan

becslése g(9)-nak és 9 — Ey(||T H2) lokdlisan korldtos, akkor g(19) folytonosan differencidlhatd ) szerint és
a g(9)= [y T(x)fo(x)N(dx) egyenlbségbe ,be lehet derivdlni”, azaz

_d _ ) (2N = @)
(@) = s (T(X) 5 [ T@)fo@aa) = [ T@)Z

7 A magyar elnevezés nem igazan szerencsés — w nem valamiféle kockdzatot szamszerisit, inkdbb egy technikai eszkoz
a becslésekhez.

fo(@)Mda) = By (T(X) - Ly(X)) . O
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3.16. Tétel (Lehmann). Természetes paraméterezésii exponencidlis csalddban tetszdleges rendii bederivilha-
tdsdg teljesiil. Nem természetes paraméterezés esetén ~ (1)) szerint lehet tetszdleges rendben bederivdlni, igy
v szerint annyira lehet, amennyire () folytonosan differencidlhats. [

Teljestiljon a statisztikai mez&re (R), tovdbbd legyen T'(X) lokdlisan korldtos szérdsu, torzitatlan
becslése g(v)-nak — ekkor g(v) folytonosan differencidlhaté A\-mm. z-re — és vdlasszuk a riziké-

figgvényt a w(z,9) = [ly(z)] " keéplet szerint8 Ekkor — alkalmazva az el6z6 tételt a T', valamint
az azonosan 1 statisztikdkra:
G(T?) = Eﬁ(T : l/ﬁ) =9p és
Ey(w)' =Ey(1-1;) = LEy(1) =0, , utébbibol
T
B(¥) =¥y (w(X,9)) = Eﬁ([l/ﬁ(l‘)] l/ﬁ(iﬁ)) — Ey(w) Eg(w) " =1(9).

3.17. Kovetkezmény (Fisher-féle informdciés hatdr). Mindezt beirva a Cramér-Rao tétel dltalanos
alakjaba azt kapjuk, hogy (R) fenndlldsa esetén ¢(v)) barmely 7' lokdlisan korldtos szérdsu, torzi-
tatlan becslésére Xy(T) > gy - 1(9) 7" - g/g. Ez a Fisher-informdcids hatdr.

ZT

3.18. Megjegyzés. Amennyiben az I(9) = Ey(ljl;y) vdrhato érték képletébe is be lehet derivalni,

akkor a Fisher-informdcié megkaphaté Eﬁ(—(l/g);;) alakban is. A jy(z) £ —(l/ﬁ(x))/T9 val6szintiségi
valtoz6 a megfigyelhetd Fisher-informdcio.

3.19. Tétel (egyenléség az informdciés hatdrndl). Tegyiik fel, hogy © C RP nyilt, dsszefiiggd tarto-
mdny, tk gy = p (Vz? € G)) , valamint a g vdrhato értékii T statisztikdra a Cramér-Rao egyenlétlenség éles
w(x,d) = ly(x) esetén:

Lo(T) = go - 1(9) " - gy (weo).

Ekkor az eloszldscsaldd k paraméterti exponencidlis és T a kitevGben szerepl( statisztika, valamint (1) és
B(9) folytonosan differencidlhato fiigguények és k- = p.

Az eqyenldség tovdbbi ekvivalens feltétele — a reqularitdsi kikdtések mellett —, hogy a likelihood-score minden
rogzitett x-re g(v) affin fiiggvénye. O

$Igy az | és p dimenziék megegyeznek.



4. Kvantum Fisher-informadcio

Ebben a szakaszban a klasszikus statisztika Fisher-informdciés hatdranak megfelel6 kvantumos
becsléshez jutunk el, ami intuitivan az allapotcsaldd egy eleménél a paraméterre nyerhetd informa-
cié mennyiségére vonatkozo korlatot jelent.

A teljesség és elégségesség fogalma azt ragadja meg, hogy egy kivdlasztott mérés illetve mfiszer
milyen mértékben 6rzi meg az dllapotban rejlé informadciét, illetve azt hogyan osztja szét a mérési
eredmény eloszldsa és a posterior dllapot kozott. E megkozelitésben tematikusan kozel allnak a
Fisher-informdci6é témakoréhez. A klasszikus és kvantumos fogalmak kozti kapcsolat értelmezésé-
ben hasznos lehet 1.3 tablazata.

Az exponencidlis eloszlascsalddok rovid targyaldsa — fizika modellekben val6 gyakori megjelenésiik
mellett — azért is érdekes szdmunkra, mert az informécids hatdr elérhetésége specidlis exponencidlis
csalddokhoz kotddik.

4.1. Kvantum teljesség és elégségesség

E szakaszban S jelentsen egy {Sy € 6(H)|J € ©} paraméterezett allapot-csaladot, M és M pedig
egy H ~ (X, A) miiszert/mérést. A o) paraméterhez tartozé kimeneteli eloszldst illetve mérés
utdni dllapotot jelolje Py(dz) és o(V|x).

4.1. Definicié. Az M kvantum-mfiszer teljes az S paraméterezett csalddra nézve, ha minden ¥ €
O-ra és Pg(dz)-mm. z-re a o(x;9) mérés utani allapot nem fiigg -t6l. Globdlisan teljes,' ha minden
paraméterezett dllapot-csalddra teljes.

4.2. Definici6 (elégségesség mérésekre). Legyen M’ = MoT~! az M mérés elmosasa. Ez klassziku-
san elégséges M -re az S csalddban, ha az M lehetséges kimeneteli eloszldsaibdl alkotott {Pg{ 19)( )}

statisztikai mez6ben T' elégséges statisztika az ismeretlen eloszldsra,> azaz ha Pévg 9) % Pé‘zf *)( -)
esetén PS{V([ﬁ)( ) # Pg@*).

4.3. Definicié. Az S és {S), € 6(K)|0 € ©} parametrikus csalddok kdvetkeztetés szempontjibdl ek-
vivalensek, ha ugyanazokat a ,klasszikus” parametrikus eloszldscsalddokat adhatjdk ki mérések
kimenetére, azaz minden M : H ~» X méréshez létezik N : K ~» X mérés, amelyre

M _ pN
Py, =Py (Vo € ©)
és viszont.

4.4. Definici6 (elégségesség miiszerekre). Az S paraméterezett csalddban az M mfiszerre nézve
(kvantum értelemben) elégséges annak a T': (X, A) — (X', A') statisztikdval képzett M’ elmosasa, ha

(i) A megfelels M'(-) = /\/l’( .)(1) OProM altal definidlt mérés klasszikusan elégséges M -re.

(ii) Barmely z € X esetén a {onm(z;0)} és az (1.5) képlet dltal adott {oa¢(T'(x)|Y)} posterior
csaladok kovetkeztetés szempontjabdl ekvivalensek.

1,,Comp1etely exhaustive” — a ,teljesen teljes” forditast igyekeztem keriilni
Persze ©-ra akkor és csak akkor lesz elégséges, ha a Pg(ﬂg)( -) eloszldsok mind kilénbozbek.

- 32 —
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E két feltétel annak formdlis megfogalmazdsa, hogy egyrészt az = mérési eredmény T'(x) sta-
tisztikdjanak eloszldsa nem kevésbé alkalmas a paraméter vizsgdlatdra, mint maga x, mdsrészt a
mérés utdni dllapot pontosan ugyanazon informdciékat tartalmazza akdr x, akdr 7'(z) a feltételként
hasznalt kimenetel.?

Néhany tovabbi kapcsolédé fogalom definicidjat, valamint jelentésiik — vagy arra vonatkozé sejtés
- megfogalmazdsat adja [BNGJO03].

4.2. Exponencidlis és transzformaciés kvantum-modellek

4.2.1. Exponencidlis csalddok

4.5. Definici6. Exponencidlis kvantum-modell alatt olyan S = {Sy[9 € ©} (O C RP) éllapotcsaladot
értiink, amelynek elemei
6:0—-R
v:0 — CF
Sy =ePD exp{l T 5 Sy e 1 1y 4.1
9 p{QZTV r} OXP{QZk’Y } Sy € S(H) (4.1)
Ty,...,T : H — 'H operatorok
alakuak.* A B(9) fiiggvényta Tr Sy = 1 feltétel hatdrozza meg. Harom — paronként nem-diszjunkt
— specidlis tipus kiilon kiemeliink. Mindhdrom esetben Tj, € SA(H), emellett az els6 esetben
felcserélhetSek és az els kettSben nyomoperatorok:”

Sy = e’ exp {T o+ >, 0T, T} (mechanikai), 4.2)
Sy = P exp {% > ﬁrTr} Sy exp {% > ﬁTTT} (szimmetrikus), 4.3)
Sy = exp {—%i > ﬂrTr} So exp {%1 > ﬁrTr} (unitér). (4.4)

A természetes paraméterezés, természetes paramétertér és teljes csaldd a klasszikus véltozat analé-
gidjara definidlhato.

A mechanikai tipushok tartozik a statisztikus kvantummechanika teriiletén szamos modellben
egyenstlyként megjelens e’#/Tre?” (9 = — =) Gibbs-dllapot, ahol H a rendszer Hamilton-
operdtora, k a Boltzmann-dllandé és T a kdrnyezet abszolut hémérséklete.®

A szimmetrikus esetet kényelmes kezelhet6sége miatt célszerti kiemelni, példdul a kvantum score
szamitdsanal. Amennyiben Sy, T7,...,T; mind felcserélhetéek, a mechanikus tipust kapjuk vissza.

Az unitér tipus egyben transzformdciés modell is, jellemzdire ezek targyaldsanal tériink ki.

Sajnédlatos médon egy kvantum-exponencidlis csalddra alkalmazott mérés kimenetelének eloszldsa
altalaban nem eredményez exponencidlis csalddot. Olyan szimmetrikus tipusu teljes exponencidlis
csalddra azonban, ahol minden 7; felcserélhets, vagyis 3X € SA(H) Fty,...,t, : R —-R: T, =
t-(X), ezen X mint obszervabilis mérése teljes exponencidlis csalddot eredményez.

*Vegyiik észre, hogy a mérési eloszlds ,veszithet informdci6t” a T'-re torténd attéréskor, de ezek — a klasszikus
statisztika elégségességi fogalma szerint — feleslegesek ¢ vizsgalatdhoz.

*Nem muszdj ragaszkodnunk ahhoz, hogy a képlet kézepén a paraméterezett csalad Sy eleme szerepeljen, sét, akar
attdl is eltekinthetnénk, hogy nyomoperator legyen. Viszont nyilvanval6, hogy a b&vebb definiciéval is ugyanazokat a
csalddokat kaphatnank meg, igy az egésznek nincs jelentGsége.

’[BNGJ03] az unitér esetben is megkoveteli a korldtossdgot. Mivel a gyakorlati példak jelent6s részénél (1d. pl. [Hol82])
lényegében 6nadjungdlt operdtorokra van sziikség és a definicié ezekkel is értelmes, e megkotést elhagyjuk.

®A Gibbs-dllapotot gyakran ismert hémérséklet és a Hamilton-operatort ¥A-val additivan transzformdlé kiils6
er6tér/erbhatds mellett vizsgaljdk, ahol [H, A] =0, igy exp{—(H + 9A)/(kT)} / Tr(...) alakd mechanikus exponenci-
alis csaladot kapunk. A hémérséklet valtozasat és tobb ismeretlen hatdst megengedve k > 1 esetek is el6kertilhetnek.
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4.2.2. Transzformdcids modellek

Tegyiik fel, hogy a G transzforméciécsoport’ hatdsa mind a paramétertéren, mind az M mérés
kimeneteli terén értelmezett.

4.6. Definicié. Az (S,0,G, M) rendszert (paraméteres) kvantum transzformdcids modellnek nevezziik,
ha G tranzitivan hat © elemein, valamint a kimeneteli eloszlés , konzisztensen” transzforméalodik
a paraméter transzformdcidjaval, vagyis

Tr SyM(A) = Tr S,yM(g ' A) (AcAgeq). (4.5)

Ekkor a kimeneteli eloszldsok P csalddja ©-val és G-vel egyiitt klasszikus transzformdciés modellt
alkot.?

Ha egy transzformdciés modellben a kiilonb6z6 paraméterek kiilonbozé allapotokat reprezental-
nak, akkor G hatdsa © felett egyben az S-beli dllapotokon is megad egy csoporthatast. Fizikai
szemopontbdl azok az igazdn érdekes esetek, amikor a kapcsolat a mdsik irdnybdl indul: adott
a Gg csoport hatdsa az Osszes édllapoton és a vizsgalt S allapotcsaldd egy S allapot orbitja Gg
vagy annak egy részcsoportja szerint. Szokdsunkhoz hiven megkoveteljiikk a keveréssel valé fel-
cserélhet6séget, vagyis Ge : 6(H) — S(H) linedris. Ez maga utdn vonja, hogy tiszta dllapot
képe tiszta allapot, hiszen a tiszta allapotok alkotjdk & extremadlis hatdrdt és a linearitds miatt
nem-extremélis allapot képe és Gsképe szintén nem az. Igy G'¢ megszorithat6 a tiszta allapotok
halmazdra és a megszoritds mar egyértelmtien meghatdrozza a teljes hatdst. Nem tul erds folyto-
nossagi feltételek mellett a tiszta dllapotokon hat6, az 6sszes allapot halmazara linedrisan kiterjed6
transzformdcié-csoport visszavezethetd az allapotvektorok halmazan — vagyis kiterjesztve H-n —
hat6 unitér transzformdcié-csoportra. Ezzel a kovetkez6 fogalomhoz jutunk:

4.7. Definicié. s A G csoport H feletti projektiv unitér dbrizoldsa olyan U : G — U(H) leképezés,
amely fazistdl eltekintve mtivelettart6, azaz

Ugh = w(g, h) - UyUy, (9,h € G: Jw(g,h) €C, |w|=1) .
Unitér dbrizolds esetén w = 1. Legyen adott a G : X — X transzformdcié-csoport projektiv unitér
abrdzoldsa és a G : © — O hatdst definidljuk dbrdzoldsbdl természetesen ad6do G : S(H) — S(H)
visszahuzasaként:

Sg9 = U; SyUy .

Az M :'H ~ X mérést ilyen esetben akkor nevezziik kovaridnsnak avagy ekvivaridnsnak, ha felcse-
rélhet6 G-vel:

M(g~'A) = U M(A)U, (9geG, Ac A).
Miiszerek esetében ezen feliil még a transzformdlt dllapotban elvégzett mérés transzformalt kime-

neteli feltételhez tartoz6 poszterior eloszldsdnak ekvivariancidjat természetes megkovetelni. Kom-
paktabb jelolésrendszeriinkkel M -14)(Y) = U; M4 (Y)U, (A€ A, Y € SA(H)).

A feltételek részletezése nélkiil megemlitjiik, hogy egy ekvivaridns mérés altaldban megadhat6 az
alabbi, a csoport y invaridns mértékéhez kapcsolédé alakban:

M(A) = / UpRUgn(dg) (z0 € X, 3Ry € SA(H): YA€ A).
g:9~xo€

7A hatas folytonossagat, s6t, gyakran magasabbrendti differencialhatésagat is ki szoktuk kotni. Igy G altaldban
Lie-csoport.
SA definici6 nem is fejez ki ennél tobbet...
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Kiilonosen érdekesek a két modellcsaldd kozos elemei, az exponencidlis transzformdcids kvantum-
modellek — ekkor mind a regularitdshoz, mind a klasszikus transzformdciés modellekhez kapcso-
16d6 eredmények relevansak. A szimmetrikus tipusban — és persze a felsorolt tipusokon kiviil is
— taldlhatéak olyanok, melyek az exponencidlis paraméterezéshez valamelyest kapcsol6dé csoport-
hatdssal transzformdciés modellé tehet6ek; mi fizikai jelent6ségiik folytdn az unitér exponencidlis
transzformdaciés modellekre tériink ki.

A teljesség és a pontossag igénye nélkiil — azaz vazlatosan és hidnyosan — bemutatjuk, honnan ered
e kiemelkedd szerep. A kivdncsi olvas6 rendelkezésére 4ll az elméleti fizika irodalma... A témakor

statisztikai megkozelitésii, emellett a a szimmetridk és mérések kapcsolatdra nagy hangsulyt fektets
targyaldsat adja [Hol82].

A modern fizikai elméletek a tér(id6) I' szimmetriacsoportjanak — mely egy Lie-csoport — mega-
daséval indulnak. A klasszikus mechanika esetében ez a Galilei-csoport, a relativitdselméletben a
Lorentz-csoport. A fizikai mennyiségek egyik legalapvet6bb tulajdonsdga, hogy hogyan transzfor-
malédnak a szimmetria-csoport hatdsara, példdul az x irdnyt helykoordinatdtél — barmi legyen
is az — elvérjuk, hogy invaridns legyen az y irdnyd mer&leges elmozduldsokra és kovaridns az x
iranytiakkal. Egy objektum allapotat (p;,¢;)/_, kanonikus koordinatak adjak meg, e koordinatazas
pedig a rogzitett szabadsagfokon tul az altal definidlt — persze nem egyértelmtien —, hogy ele-
get kell tegyen a rendszerhez tartozé szimplektikus forma — a Poisson zaréjel — segitségével el6irt
kanonikus felcserélési reldci6knak. Minden tovébbi fizikai mennyiség felirhat6 ezen (p,q) fliggvé-
nyeként. Kiemelend6 a H(p, q) Hamilton-fliggvény, mely az éllapot energidjat rendeli a kanonikus
koordinatdkhoz: az energia-megmaraddsnak H és a Poisson-zardjel segitségével felirt differencialis
valtozata alakul majd 4t a kvantumrendszer id6fejlédésének Schrodinger-egyenletévé.

27 o

A tér kvantumelmélete a fenti konstrukciét gy folytatja, hogy egy H Hilbert tér (P;,Q;) stirtin
definidlt onadjungdalt operdtorait mint obszervdbiliseket felelteti meg a kanonikus mennyiségek
mérésének, melyekre a kanonikus felcserélési reldciok teljestilését irja el6, melyek Weyl-féle alakja
a kovetkezp:’
exp {isQy } exp {itP;} = exp {id;x st} exp {isP; } exp {itQx}

exp {isPy} e {itP;} = exp {isP; } exp {it Py} (s,t €R)

exp {isQr} e {itQ;} = exp {isQ; } exp {itQr} .
Tovébba a T' csoport egy olyan projektiv unitér dbrazoldsat irja el6 a H Hilbert-téren, melynél a
P; és Q; obszervabilisek mérések eredménye az allapotok transzformdciéira a p; és ¢; kanonikus
koordindtdk szimmetria-tulajdonsédgait reprezentdlja. A tovabbi f(p,¢) mennyiségeknek megfelel$
obszervébilisek a P; és Q; operdtorokbdl alkotandéak meg kiilonféle szabdlyok szerint.!” A rend-
szer minden egyes R kanonikus koordindtdjdhoz tartozik I' egy G egyparaméteres részcsoportja,
amely az egységelem koriil elsérendben csak azt a koordinatadt médositja. Tekintve az Sy tiszta 4l-
lapot G-orbitjat egy egyparaméteres, unitér tipusti exponencidlis transzformaciés modellt kapunk,
amely — legaldbbis Sy koriil —az ,, R fizikai mennyiség értéke ismeretlen” probléma megfelel6je, ami
szemmel ldthatéan nem idegen a mérés és becslés témakorétsl. Egyetlen valds szammal jellemzett
fizikai mennyiségekre a konstrukcié lényegében ugyanigy mtikodik.
Sok gyakorlati példdnél az egyparaméteres részcsoport globdlisan is csak egy koordinatéra hat.!!
Tovébba felcserélhetd obszervébilissel jellemzett mennyiségek esetén a generdlt tobbparaméteres
részcsoport szerinti orbit hasonlé médon — szerencsés esetben globdlisan — megfeleltethet6 az is-
meretlen tobbdimenziés fizikai jellemz6 esetének.'?

A Heisenberg-féle véltozatban [P;, Q;] = il és minden mas kommutétor 0. Ez szigortian véve teljesithetetlen, csak
[Pi,Q:] € i1 lehetséges. Az értelmezési tartomanyokra mindenféle kikotéseket kellene megszabnunk, mig a Weyl-féle
alakndl ett6]l mentestiliink. A Weyl-féle reldcié emellett er6sebb a Heisenberg-félénél akkor is, ha a kommutator stirtin
definialt.

0A felépités f6 problémaja persze az, hogy az értelmezési tartomany sfirti, a megfelel§ operator pedig lényegében
onadjungalt maradjon.

"PL. a Galilei-csoport esetében a szokdsos hely-impulzus paraméterezéssel ez barmely hely- vagy impulzus-
koordinatéra teljestil.

2Nem tiszta allapot orbitjandl az intuitiv megfeleltetés az orbit és az egyetlen ismeretlen koordindta esete kozott
alapvet6en ellenkez6 irdnyu: a tiszta allapotok analégidja alapjan ezt a csalddot kapcsoljuk az ismeretlen mennyiség
fogalmahoz.
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Még annyit emlitiink meg minden aldtdmasztds nélkiil, hogy a G egyparaméteres részcsoport
unitér dbrdzolandl'® az infinitezimdlis generdtor a megfelel§ mennyiség kanonikus konjugéltjanak
obszervabilise.

Mivel a felcserélési reldcid véges dimenzi6s téren nem reprezentalhatd, a fentiekkel — szigortian véve
— persze csak azon esetekben tdmaszthatjuk ald érdeklédésiinket az exponencidlis transzformadcids
modellek irdnydban, amikor a Hilbert-tér végtelen dimenziés. Viszont az irodalomjegyzék t6bb
eleme is ad részletesen kidolgozott, véges dimenzids példakat.

4.3. Paraméterek becslése méréssel

Legyen {Sy|d € ©CR"} édllapotok egy paraméterezett csalddja, M (d"9) pedig — ahol persze
d"9 = ddy---dv, — O-beli értékli mérés.'* Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy a madso-
dik momentumok végesek:

/ 92Py(d"D) < oo (v9€0), (4.6)
©

ahol Py(B) £ Pé‘g (B) = TrSyM (B) az M mérés eredményének Sy édllapothoz tartozé eloszldsa.
A mérés torzitatlan becslése a ¥ paraméternek, ha

/ D Py(d™) = 0, (j=1,...,n; V9 €0), 4.7)
©
vagyis — lazdn fogalmazva — a mérés eredménye és a paraméter valodi értéke kozti eltérés, a mérési
hiba, nem-szisztematikus. Haszndlni fogjuk még a fenti feltétel differencidlis valtozatat:
a/ﬂpﬂ(dné): e (j.k=1,...,n; V9 € ©)
819]@ o J i ) ’ s 10y ’
avagy formélisan:
~ OP, R
/ ﬁj—ﬂ(dnﬁ): ik (jk=1,...,n; V9 € O). (4.8)
o "0V

Az utobbi alakot fogjuk gyakrabban haszndlni, a pontos értelmezést (é€s hogy milyen feltételek mel-
lett ekvivalens az els6vel) kés6bbre halasztjuk. Azt, hogy a (4.6), (4.7) és (4.8) feltételek teljestilnek
valamely ¥ € © pontban, az M mérés J-beli lokilis torzitatlansiginak nevezziik.

4.4. Cramér-Rao tétel egydimenziés dllapotcsalddra

Tegytik fel, hogy az S = {Sy} egyparaméteres dllapotcsaldd eleget tesz a kovetkezé regularitdsi
feltételeknek:

(i) S:0 — TL(H) differencidlhat6 leképezés.
Jeloljiik a &Sy derivaltat Syg-val. Ekkor a 2.2 tétel szerint
4E)X)=Tr LSy X 2Tr )X (X € B(H)) . (4.9)
Tegyiik még fel, hogy

Blsmert, hogy (R,+) minden projektiv unitér dbrazoldsa pusztdn a fazis valtoztatdsaval unitérré tehets, amely mo-
dositds persze nem modositjia az obszervabilisekre és allapot-operatorokra gyakorolt hatést. Igy feltehetjiik, hogy az
dbrazolds G-re megszoritva unitér.

“Persze megeshet, hogy supp Py Z ©: ilyenkor a mérés eredménye véletleniil kiléghat a paraméterhalmazbél. ,Elég
szép” © (mondjuk konvex tartomany) esetén ez dltaldban elkertilhetd, kiilonosen lokalis vizsgalédasokndl. Mi elsésorban
ezekre fogunk szoritkozni, igy inkdbb kizédrjuk a kilégast. A lényeget nem befolydsolja, a jelolések és szamoldsok pedig
attekinthetSbbek ezaltal.
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(ii) A korldtos X operdtorokra a (4.9) képlet szerint hat6 linedris funkciondl Vi € © esetén foly-
tonosan kiterjeszthets az £2(Sy) térre, azaz Ic € R :

| Tr Sy X[ < ¢ Tr Sy X2 (VX € Br(H)) .

A Riesz-reprezentaci6 alapjan talalhat6' Sy € £3(Sy), amelyre Tr LGy X = (Syo]X) 4 ha X €
Br(H). Ezt dtirva a (2.5) képlet szerint és kihaszndlva, hogy a {Tr(-)X|X € Br(H)} funkciondlok
szeparaljak a T'(H) Banach-teret,

S/g =Syo S//ﬂ = %(5195//19 + S//gSﬂ) . (4.10)
4.8. Definicié. A (4.10) dsszefiiggésnek eleget tevd Sy € £3(Sy) operétort az S éllapotcsalad Sy

pontbeli szimmetrikus logaritmikus derivdltjdnak, avagy kvantum score-operdtordnak nevezziik. Ennek
egy egyszer(i, de gyakran hasznosnak bizonyulé tulajdonsdga a kovetkezs:

(1]Sy9) g = Eo(Sps) = 45Ea(1) = 0. (4.11)
A kovetkez6 allitasban igazoljuk a score-operdtorra vonatkozé legfontosabb Osszefiiggést:
GEs(Xar) = 45 (XnrlD)y = (Xar|Spw), (X € £2(9)) . (4.12)

Emellett a képlet érvényességéhez sziikséges — nem tul erés — simasdgi feltételeket is megadjuk.

Rogzitstink most egy M : H ~» R véges varhato érték{i mérést.

Azon tudl, hogy véges vérhat6 értéket feltételeziink réla, kossiik ki, hogy - (Eg(M)) képletébe be
lehet derivélni, azaz

d
e zPy(dz) = /m TrSpyM(dzx), (4.13)

......

korlatos el&jeles mérték.

4.9. Allitds. Az S dllapotcsaldd feleljen meg a fenti (i) és (ii) feltételeknek, valamint az M mérés a o
pontban tegyen eleget a (4.13) dsszefiiggésnek. Ekkor

2
Dy (M) Dﬁ(S//ﬁ) > |:£0E19(M):| . (4.14)

A (4.9) képlet és Sy definicidja szerint

Ezt szeretnénk véges mdsodik momentumt M : H ~» (X, A) mérésekre kiterjeszteni. X helyére
az M(A) (A € A) operétort helyettesitve

Tr S/ng(A) = (M(A) |S//,9)19 .

Legyen most

£2(S
Xy = o )/J:M(dx)

Mégpedig £2(Sy) elemeként egyértelmiien, azaz az operdtor R(Sy) elemein — hii dllapot esetén az egész H téren
— egyértelmtien definidlt. Nem h dllapotra el6irhatjuk, hogy R(Ss) ortogondlis komplementerén azonosan 0 legyen,
igy mar egyértelmf.
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Az integral olyan kozelité dsszegek £2(S)-beli limesze, melyek tagjaiban alkalmazhat6 Tr .Sy M (A)
képlete és az (- [S)) , funkciondl e térben folytonos, igy az integralds és a skaldris szorzas felcse-
rélhetd és

(X]\4|S//19)79 = /:L' (M(dl’) |S//19)79 = /:L' Tr S/gM(dI) .
A bederivalhatésagi feltétel szerint
(Xar[Syo) ) = G5 Bo(M) = 5 (Xar 1)y -
Felirva a (2.10) képletet
Dj(M) > (Xp — Eg(M) | Xy —Eg(M)),,
A Cauchy-egyenl6tlenség és (4.11) alapjan
(X = Eo(M) | Xar —Eg (M), - (Syo[Spo)y = (Xar — Ea(M) [Syw); = (Xne|Spa),

amely az el6z6 két Osszeftiggéssel kiegészitve épp a bizonyitand¢ allitast adja. O

4.10. Kovetkezmény. Amennyiben az el6bbi dllitdsban az M mérés ¥-ban lokdlisan torzitatlan becslés a
paraméterre, 1igy

D3(M) > D3(Sys) " . (4.15)
SGt, ehhez elegendd az aldbbi — a bizonyitds alapjdn a lokdlis torzitatlansdgbol kdvetkez0 — tulajdonsdg is:
(Spo| Xnr), =1 (4.16)

t16

4.11. Definicié. A kovetkezményben megjelens Io(9) = D3(S)y) mennyiséget'® az S csalddhoz

tartoz6 kvantum Fisher-informdcionak nevezziik.

A kovetkezdkben édltaldban nem a bederivdlhatésdgot fogjuk ellendrizni, inkdbb a (4.16) képlet-
tel vagy ahhoz hasonléakkal dolgozunk. Mindemellett megadjuk (4.13) egy elégséges feltételét,
melynek segitségével a torzitatlansdgbol a lokdlis torzitatlansdgra kovetkeztethetiink.

4.12. Allitds. Az S egyparaméteres dllapotcsaldd tegyen eleget a 4.9 dllitds (i) feltételének a 9 értékek egy
nyilt intervallumdn és itt legyen Sy egyenletesen majordlhatd <y (H)-ban, azaz alkalmas T € T (H)
pozititv nyomoperdtorra =T < 5;9 < T'. Az M mérés legyen még akkor is abszoliit integralhatd, ha az
dllapot helyére T-t irjuk, azaz [ 9| TrTM(dVY) < oo. Ekkor (4.13) az intervallum minden 9 elemére
fennll.

Jelolie a TrTM(-) mértéket v(-). A Lagrange-féle kozépérték-tételt az S/y-ra adott univerzélis
majoralassal dsszevetve
Pyao(A) —Py(4) ‘

Ag < sup TrSuyM(A) <TrTM(A) =v(A) (Ae A=B(9)).

9. 9FAY

fgy | LPy(A)| < v(A), az [ ng/ngﬁ integral pedig joldefinidlt és konvergens, hiszen a feltételben
szerepld konvergens integrdl majordlja. Tetsz6leges ¢ korlat alatt

. . d . . d . .
¥ Ppy(dv) = Tr — Y M(dY) = — Y Py(dv) ,
/|v§|§c 2(49) dv Jigi<e @)= 19]<c o(d5)
hiszen az operécidk felcserélése a korldtossdg miatt nem okoz gondot. A nagy értékeken pedig

Alﬁ[/ 1§P19+A19(d1§)—/h @Pﬁ(dﬁ)}—/A B Py (dv) g/A 9] v(dd) .

d[>c [9]>c¢ [9]>c¢ d>c

A jobb oldal egy konvergens integrdl maradéktagja, azaz a bal oldal ¢ — oc esetén ¥-ban egyen-
letesen konvergal 0-hoz, ami igazolja az allitast. [J

A ¢ als6 indexet csak akkor fogjuk kitenni, ha hidnya értelemzavaré lenne.
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4.4.1. A Fisher-informdcid alapvetd tulajdonsdgai

Tegytiik most fel, hogy az M mérés abszolut folytonos: M(dz) = m(x)A\(dx). Ekkor a mérés
kimenetele is abszolut folytonos fy(x) = Tr Sym(x) stirtiségfiiggvénnyel, a log-likelihood fliggvény

ly(x) = log Tr(ng(x)) ,
derivéltja

Ly(x) = fy ' () Tr (S - m(z)) = f; ()  Te((SeSy + SpsSe) - m(z))
= fy ' (z) Re Tr(Sy Sy - m(x)) .

A (4.11) képletet most a stirtiségfiiggvény haszndlataval is beldthatjuk:

0=Ey(lp( Re/ fo(@) fy " (z) Tr(S9 Sy - m(z))A(dz) = Re Tr [5195//19/ m(z dx)]
0=ReTr 5195//191 =Tr 5195//19 . (4.17)

Differencidlva az iménti egyenl&séget és feltéve, hogy az integrédlba be lehet derivalni, némi szamolas
utan

I(9) = = Tr Sy Sy = Eo (S)sw)
adédik. Az egydimenzids klasszikus eset j(1) = Iy megfigyelhet Fisher-informécidjanak analé-

gidjara J (V) £ S)n9p9 a (Fisher-) informdcids obszervdbilis, amelyre tehat
I(9) = Ey(J(9)) .
A Fisher-informadci6 fiiggetlen mintdkon teljesiils additivitdsdnak az
Sy=5" sV e.. o9
allapotcsaldd Fisher-informdcidjdnak képlete felel meg, amely val6ban

Igs (9 Z I (0

Specidlisan ha a modell n azonosan preparalt fiiggetlen rendszerbdl 4ll, akkor

IS®n(’19) =n- 15(19) .

4.13. Definicié. Az M méréshez tartozo6 klasszikus (vdrhato) Fisher-informdcid a kimenetel eloszlasa-
nak Fisher-informdcidja, azaz

i(9; M) = 1(9; {PM}) =Ey(Ij9(2)?)
/ £74( ReTr(SﬁS//ﬂ m(z ))r)\(dx). (4.18)

Az i(9¥; M) klasszikus Fisher-informacié tehdt az M mérés = kimeneteléhez tartozo likelihood-
score mérésének variancidja avagy — ha akarjuk — négyzetének varhato értéke. A korabban definialt
kvantum Fisher-informadcié pedig a kvantum-score obszervabilis variancidja és (4.11) szerint egyben
négyzetének varhato értéke.

A mérés éltal elérhet6 klasszikus Fisher-informdci6 és a kvantum Fisher-informacié viszonyét [BC94]
tétele adja:
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4.14. Tétel (Braunstein—Caves informdciés hatdr). Az S = {Sy} differencidlhato és a bederivilhatdsigi
feltételnek eleget tevd egyparaméteres dllapotcsalddban az M (dx) = m(z)A(dz) abszoliit folytonos mérés
klasszikus Fisher-informdcidja nem lehet t6bb a kvantum Fisher-informdciondl:

i(9; M) < Io(9) . (4.19)

Legyen X} = {z|fy(z) >0}, X = {x|fo(z) =0}, Ax) = m(x)/25,y5)%, B = m(x)"/25}/>.
Ekkor persze fy(z) = Tr B*B.

= [ f7'@ [Re Te(8,5) - m(2)] Ada) <.

A z=Tr(...) komplex szamra alkalmazhatjuk a Re(z2) < |z|*> egyenl6tlenséget.
2

< . fit(@) ‘Tr(ngS/ﬂg . m(z))‘
+

A(dx) =...

Hasznéljuk ki a szorzat nyomanak ciklikus invariancidjat, valamint hogy 6nadjungéltak szorzatdnak
adjungéltja a forditott sorrendti szorzat: Sy *m(z)/2 = (m(z)!/25,/%)".

T / (Tx Smn(x))il ‘ ‘Tr[(m(gc)l/QSé/Q)*(m(x)1/25//ﬂsé/2)] ’2 e <
X4

Az els§ tényezs (Tr B*B)_l, a mésodik (Tr B*A)Q. A Hilbert-Schmidt szorzat Cauchy-
egyenl6tlensége szerint ezt majordlja Tr A*A.

L < / Tr(m(.%’)S//gS§S//19))\(d$) <Tr |:S//198195//19/ m(;v))\(dm)]
Xy x
=T 8pSE, = Ig¥). O
Igy a ¥ egydimenziés paramétert torzitatlanul becslé mérés szérédasara az aldbbi hatdrokat adhat-
juk:
Dj (M) > i(9; M)~ i(9; M) < 1(9)
D3 (M) > I(9)"

Az els6 a klasszikus Fisher-informdciés hatdr, a mdsodik a Braunstein-Caves hatdr, az als6 pedig a
kvantum Fisher-informéciés hatér,'” melyre immadr két bizonyitdsunk is van.

Térjiink most rd az elérhet6ség feltételére.

Ahhoz, hogy a bizonyitds mindhdrom lépésénél egyenl6ség teljestiljon, az aldbbiaknak kell fenn-

allniuk:
(1) Im Tr (A(z)*B(xz)) =0 (VM) ;
(if) a(2)A(z) + f(x)B(x) = 0 (vMa 3a(z), B(x) € C, a(x)B(z) #0) ;
(i) /X Tr(A(2)* A(e)) A(dz) = 0.

Amennyiben egy r(x) valds fliggvényre A(x) = r(x)B(
nyosan valds és persze (ii) is teljesiil. Rdadasul Tr A(zx)
halmazon, 6sszefoglalva i(¢; M) = I(19).

z) (persze A\-mm.), Uigy az (i) nyom bizo-
*A(z) = r(z)%fy(z) integrdlja nulla az Xy
Az ellenkez6 irdnyhoz tegytiik fel, hogy a hdrom Osszefiiggés valéban teljestil. Az X halmazon
B(z) nem lehet 0, hiszen Tr B(x)*B(x) = fy(z) # 0, ezért itt (ii)-ben a(z) # 0 és A(x) = %B(m),
dm (i) miatt az egytitthaté csak valds lehet. X, elemein A(x) a (iii) feltétel miatt eleve csak
A-nullmértékben térhet el 0-t6l.

Azaz az egyenl6ség ekvivalens feltétele:

YAz egyébként alapmtinek szamité [Hel76] konyvre utalva néha Helstrom-féle informdciés hatdr néven szerepel.
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5’119/25’//,9771(30)1/2 = 7“(917)5119/2m(36)1/2 (VNz, r: X > R). (4.20)

Ha az Sjy kvantum score operdtornak nem-egyértelmiiség esetén mindig azt a valtozatat va-
lasztjuk, amelynek képtere Hg = R(S) része, akkor ez a feltétel azt fejezi ki, hogy minden
M(A) = [, m(z)\(dx) operétor spektralmértéke felcserélhet S,y spektrdlmértékével. Amennyi-
ben S,y spektruma egyszeres (ekkor Sy magja legfeljebb egydimenzids), akkor ez azt jelenti, hogy
az M -hez tartozé oszervébilis kifejezhet6 S/ fliggvényeként. J6 kozelitéssel azt mondhatjuk hat,
hogy ha S hti, akkor a Braunstein—Caves hatdrt csak a kvantum score fiiggvényének mérése érheti
el. Globdlisan eleve csak akkor lehet elérhetd a hatdr, ha minden S/ spektrdlmértéke felcserél-
het6. Bizonyos regularitdsi feltételek fenndlldsa esetére [BNGJ03] pontosan karakterizélja a globalis
elérhet6séget:

4.15. Tétel (Braunstein—Caves hatdr globdlis elérhet6sége.). Teqyiik fel, hogy az S = {Sy} egypa-
raméteres dllapotcsaldd minden eleme hii, a kvantum score a paraméter sima fiigguénye és legaldbb egy
U paraméterre egyszeres spektrumii. Legyen tovdbbd az M mérés olyan, hogy minden ) paraméterre
i(9; M) = I1(19). Ekkor létezik olyan X obszervdbilis is, melynek mérése szintén globdlisan eléri a Braunstein—
Caves hatdrt, az dllapotcsaldd pedig

Sy = ?Dexp {1F3(X)} Spexp {2 Fy(X)} , (4.21)

ahol az F' : © x R — R walds fiiggvényre Sy = Fy(X) — Tr SpFyy(X), B pedig a nyom logaritmusdt
normalizdlja.

Megforditva, amennyiben a modell valamely X obszervdbilisra és F fiigguényre ilyen alakii, akkor X mérése
egyenletesen eléri a Braunstein—Caves hatdrt.

Legyen Sy egyszeres spektrumu 9y-ban. M minden finomitasa is eléri az informacios hatart,'® igy
feltehet6, hogy M értékkészletében S (1)g) minden egyes sajataltere projektoranak valamely kons-
tansszorosa szerepel.19 A kvantum score minden mds paraméter-értéknél is felcserélhet M -mel,
vagyis felcserélhetd S)-val. Kovetkezésképp létezik olyan X obszervébilis, melyre S;y = fo(X)
teljesiil az egész © felett. Legyen Fy(X) = f;o J9(X)dv és Sy = S(Jg). Az Sjy = SyoSyy Osszefiig-
gést? tekinthetjiik Sy és S(90) ismeretében §,-ra vonatkozé differencil-egyenletnek. A simasagi
feltételek miatt a megoldds egyértelmti, a megadott képlet pedig helyes megoldast szolgaltat.

A megforditdshoz ugyanezeket kell forditott irinyban meggondolni. O

4.16. Tétel (Kvantum Fisher-informadciés hatdr globdlis elérhet6sége.). Tegyiik fel, hogy teljesiilnek
az el0z0 tétel pozitivitdsi és reqularitdsi feltételei, valamint az M mérés kimenetelének t statisztikdja torzi-
tatlan becslése a ) paraméternek és a D?(t) > Io(9)~" hatdr egyenléségre teljesiil. Ekkor az dllapotcsaldd

valamely T obszervibilisre

Sy = exp{B(V)} exp {%19T} Sp exp {%0T}

alakii, azaz szimmetrikus tipusii exponencidlis. Tovdbbd a T obszervdbilis dltal megadott mérés ekvivalens
az M mérés t szerinti elmosdsdval.

8 A finomitott mérésbél az eredeti visszanyerhetd azaltal, hogy a kimenetel eloszldsdra alkalmazunk egy elmosast. Itt
tehdt azt haszndltuk ki, hogy a klasszikus Fisher-informdcié elmosdassal nem né&het, lasd 5.3 tétel.

¥[BNGJ03] javaslata az, hogy finomitsuk a mérést ilyenné. Valéjaban ha M eredetileg nem ilyen, akkor finomithaté dgy
is, hogy a finomitott valtozat mar nem legyen S, -vel felcserélhets, vagyis ne legyen optimdlis }-ban — ez ellentmondds:
M Dbiztosan felveszi Sy minden sajitaltér-projektordnak valamely nemnulla konstansszorosat.

2Nem ezzel definidltuk a kvantum score operatort, de hii llapotra ez az egyenlet ekvivalens az eredeti definiciéval.
Legfeljebb végtelen dimenzids esetben figyelni kell az értelmezési tartomdanyokra.
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Az M’ = M ot~! elmosds tovébbra is globélisan eléri az I -hatért is, igy feltehetjiik, hogy maga
M a torzitatlan becslés. Az Ip-hatdr er6sebb 1évén a Braunstein—-Caves hatdrndl, ez utébbi is
globdlisan egyenl6ségre teljestiil, vagyis a csaldd (4.21) alakd és az el6z6 tétel bizonyitdsdnak meg-
felel6en a torzitatlan becslés eléall az X = ) S xE,) obszervébilis fliggvényeként. X kimenetelének
stiriségfiiggvénye a spektrum szdmldlomértékére nézve c(v)exp { Fy(z) - Tr SoEl,) }. Ezen elosz-
lason a klasszikus Cramér-Rao egyenl6tlenség éles, vagyis — esetleges, csak x-t6l vagy csak ¥-t6l
fuggd tagok kivételével — Fy(x) = 9 - . Ezt behelyettesitve a csaldd igért alakjdhoz jutunk. O

4.17. Megjegyzés. Mivel tobbdimenziés paraméter esetén a Fisher-informéciés matrix mint kvadra-
tikus alak a paramétertér iveihez tartozé megszoritasokbdl egyértelmiien rekonstrudlhato, tovabba
az Onadjungalt matrixok rendezése épp az egydimenziés alterekre valé megszoritdsok rendezé-
sére épiil, a Braunstein—Caves hatdr tobbdimenziés esetben is érvényes és az egyenlség feltétele
is lényegét tekintve azonos annyi médositdssal, hogy minden egyes S/ -nek felcserélhetSnek kell
lennie M (A)-val. Ezért ha a Braunstein—-Caves hatar tobbdimenziés véltozata egyenl8ségre teljestil,
akkor a modell el64ll (4.21) alakban.

Szintén az {vekrdl val6 felépitésb6l adodik, hogy a Braunstein—Caves hatar tobb dimenziéban is éles
abban az értelemben, hogy az 6sszes mérésekhez tartozé i(v; M) matrixok legkisebb fels6 burkoldja
I(¥), hiszen egy dimenzi6 esetén lokalisan elérhetd (4.20) segitségével.

Szintén lényeges 1j 6tlet nélkiil igazolhat6 (l1asd [BNGJ03]), hogy a tébbdimenziés Braunstein—Caves-
hatdr a megfelel6 regularitasi feltételek mellett pontosan akkor érhet6 el globdlisan, ha valamely X
obszervabilisre és I': R x © — R fliggvényre Sy;(V) = Fjpy;(X;0) és

Sy = ) exp {3F(X;9)} Soexp {3 F(X;9)} .

Tovabba az Ig-hatédr globdlis elérhet6sége pontosan azon szimmetrikus tipust exponencidlis csala-
dokra &ll, ahol minden T, felcserélhet és pontosan azon obszervabilisekre, melyeknek minden 7
fuggvénye. [
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Ebben a szakaszban a Fisher-informdci6 és vele egyiitt a variancia fogalmanak &ltaldnositdsait ke-
ressiik. Ehhez el6szor is tisztdznunk kell, milyen céllal tessziik ezt, igy megfogalmazhatjuk, milyen
elvardsaink lesznek az alternativak irdnt. Egyrészt az analdgia miatt, mdsrészt az eredmények
kés6bbi felhaszndldsa okdn a klasszikus esettel foglalkozunk majd el6szor.

Kvantumrendszereken értelmezett mérések, miiszerek esetében a célunk egy paraméterezett alla-
potcsalddban az dllapot ismeretlen paraméterének, avagy a paraméter fiiggvényének, esetleg az
allapot funkcionaljanak, funkciondljainak, akdr magéanak az allapotnak minél pontosabb becslése.
Vizsgal6ddsainkkal most hatdrozottan a véges dimenzids esetre és lokdlisan torzitatlan mérésekre
szoritkoznuk, az els6rendii derivéltakra a folytonossagi és bederivalhat6sagi feltételeket kikotve,
magasabbrendi derivaltakkal pedig nem foglalkozunk. Ekkor a fenti esetek mindegyike visszave-
zethetd a paraméter becslésére.

Az sszes (X ={1,...,n}, A =2%) feletti valészin(iség-eloszlds szimplexét P,, &(C")-t roviden
S, jeloli majd. El6bbi elemeire Q = (qi,...,¢,), utébbiéira S = [s;;] tipust jeloléseket alkalma-
zunk.

5.1. Csencov unicitdsi tétele a kommutativ esetre

A kovariancia segitségével a mérés pontossdgat, pontosabban pontatlansdgat jellemezziik, a Fisher-
informéciéval pedig elméleti korlatot adunk az elérhet6 maximaélis pontossagra.

A ¥ paraméter mérésénél elérhetd pontossdgot tgy is tekinthetjiik, hogy mennyire kiilonboztethetd
meg Py a kozeli ¢ elemekhez tartoz6 eloszlasoktol. Ebben a megkozelitésben természetes Gtletnek
tlinik a © halmaz olyan Riemann-sokasdg struktirajit keresni, melynél a geodetikus tdvolsdg a
két végponthoz tartozo eloszlds statisztikai megkiilonboztethet6ségét méri, az érint6vektor hossza
pedig az irdnymenti lokélis megkiilonboztethetéséget.!

Fisher példdja remekiil szemlélteti a két elv kapcsolatat. Az z; = 21/¢; szferikus reprezentdci6-
ban © = {z e R" Riemann-struktirdjaval a z(¢) egyparaméteres
csalddban az érint6 normanégyzete

{z19]219) Z 2l 7 = Zi((zz’)/ﬁaﬁ log Zi)2 = ZZ i(0) (s 1ngi(?9))2 =1(9),

épp a Fisher-informécié; a d(Q, R) geodetikus tavolsag:

d(Q, R) = 2 arccos ZZ \ qir;

pedig monoton transzformdcié erejéig a Hellinger tavolsdggal ekvivalens, mégpedig

dr(Q. R) 2 \/S, (V@i — vi)? = 2sin(2d(Q. R)) -

Megforditva a gondolatmenetet, statisztikailag relevans d(P, Q) Riemann-metrika definidldsaval a
Fisher-informdciéval rokon mennyiséget kaphatunk az érintévektorok normanégyzete képében, az
informéaciés matrixot pedig az érint6tér skaldrszorzasdnak Gram-madtrixa helyettesitheti. Csencov
([Cen82]) nyomén megadjuk elészor a metrika elvért tulajdonségait, majd a megfelelé metrikak
karakterizacidjat.> A konyv a kategérielmélet fogalmaival ragadja meg a kérdéskort: valdszintiségi

'Barmit takarjon is az (irdnymenti) megkiilonboztethetéség fogalma.
%A hivatkozott m{iben nem szerepel végességi megkotés, a tétel anélkiil is igaz.

— 43 —
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eloszlascsaladok mint objektumok kozott a Markov mag morfizusok altal adott kategéridval dolgo-
zik.

5.1. Definicié (Markov mag; elmosottabb, részletesebb, egyenértékii eloszldsok). Markov mag egy
Z: P, — P, affin leképezés® avagy (oszlop-)sztochasztikus mdtrix.* Mivel egy ilyen leképezés ,Ossze-
mossa” az eloszlasban rejlé informécidkat, R = =@ ,kevésbé informativ”, mint (). Ez alapjan az
R = {Ry} C P, paraméterezett csalddot Q = {Qy} C P,,-nél elmosddottabbnak és Q-t R-nél
részletesebbnek® tekintjiik, ha — azonos a paraméterhalmaz és — teljesiil a kovetkezd:

Ry =ZQy (32 € Aff(Pp, Pn) : V) .
Egyenértékiiek, ha kolcsonosen részletesebbek egymdsandl. Ez utdbbit jeloljiik is:

A Ry = ZQy

R ~ PN = JZ € Aff(P, Pp). = € AE(P,, Pn) : V) .
Q Qﬁ :\:/Rﬁ ( ( ) ( ) )

Egyszerti, de szemléletes példa Markov magra két elemi esemény Osszemosdsa (= majdnem
permutdcié-matrix, csak egy oszlopdt megismételjiik), valamint az informaécié teljes megsemmi-
sitése (= oszlopai azonosak).

A megkiilonboztethetdségi metrikatdl joggal varjuk el, hogy elmosdsra csokkenjen, azaz invaridns,
s6t, monoton legyen a kovetkez értelemben:

7z

5.2. Definicié. Az azonos dimenziéju édllapotok pdrjain — vagyis a kételemii allapotcsalddokon —
értelmezett f flggvény invaridns, ha (Q1,Q2) ~ (R1, R2) = f(Q1,Q2) = f(R1, R2). Monoton, ha
még

f(EQ1,EQ2) < f(Q1,Q2) (P; € Py Ri € P, E € Al (Pr P)) (5.1)

Az informdcié-elméletben gyakran taldlkozhatunk monoton fiiggvényekkel. Példdul a diszkrét eset-
ben a

H(P,Q) =) pi(logpi —logq;)

modon definidlt relativ entrépia és a nemrég emlitett Hellinger-tavolsag is kozéjiik tartozik.

A P, valdszinfiségi szimplexek mindegyikén definidlt Riemann-metrika akkor monoton, illetve
invaridns, ha geodetikus tavolsagfiiggvénye az.

5.3. Tétel (Csencov). Konstans szorzotdl eltekintve egyetlen monoton Riemann-metrika létezik a véges alap-
halmazii (nem-elfajulo) valdszinfiségi eloszldsokon, mégpedig a szferikus reprezenticiobdl adddo. Lényegében
a Fisher-informdcio az egyetlen monoton metrika, amely el6dll Riemann-struktiira geodetikus tdvolsdgfiigg-
vényeként. [

3A linearitasi kikotést most is a keverésre val6 invarianca elvardsa adja.
*Azaz: minden oszlopa valészintiségi vektor.
°nem feltétleniil ezek az elterjedt elnevezések...
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5.2. Kvantumadllapotok monoton Riemann-metrikdi
Csencov és Morozova késébbi [MC89] cikke a kvantumallapotok esetével foglalkozik. Az objektu-
mok értelemszertien az éllapotcsalddok. Morfizmusként ismét affin leképezéseket fogadunk el —
amit persze linedrisan kiterjesztiink a nem 1 nyomu madtrixokra is —, az oszlop-sztochasztikus tu-
lajdonsdg megfelelGje egyrészrél a nyomtartds, masrészrdl a pozitivitds. Az 1.2 szakaszban elmon-
dottak alapjan a teljes pozitivitdst is elvarjuk. Igy éllapotcsalddok kozti sztochasztikus leképezés
alatt a megfelel6 SA(-) operdtorterek kozti nyomtartd, teljesen pozitiv linedris leképezést értiink.

6, — 6, sztochasztikus leképezésre egy igen egyszer(i példa a kovetkez6. Blokkositsuk az S
matrixot és tegyiik nulldvd a kapott blokkmaétrix 4tlén kiviili blokkjait. Ez tobb lépésben megoldhat6
ugy is, hogy mindig csak 2 x 2-es blokkmatrixok kilégé elemeit hagyjuk el, elég tehdt a

leképezés teljes pozitivitdsat igazolni, ami egyszerti az A.3 allitds ellenérzésével.

A pusztén diagonalis matrixok kozt haté = : Diag(s) — Diag(Zs) Markov-mag szintén teljesen
pozitiv. Kombindlva az el6z6vel: hagyjuk el az S minden &4tlén kiviili elemét, majd alkalmazzuk
rd az atlora megszoritott = Markov-magot. Az igy megadott T= leképezés kiterjesztése =-nak,
amit a diagondlis dllapotok klasszikus eloszldsoknak valé megfeleltetésével tigy értelmezhetiink,
hogy minden klasszikus Markov-mag kiterjeszthet6 kvantum-sztochasztikus leképezéssé.

Allapotcsalédok kozt az el6zbvel szinte azonos médon definidlhatjuk a megfelel6 reldcidkat, csu-
pdn a Markov mag helyére kell sztochasztikus leképezést irni. Erre épitve értelmezziik alla-
potpdrokon értelmezett valds fliggvények invariancidjat és monotonitdsat, valamint az invaridns
Riemann-metrika fogalmat. Utébbinak tehat a kovetkez6t kell minden S € &5 hi allapotra és
T :B(C") — B(C")[- - -] sztochasztikus leképezésre teljesitenie:

<T(A) ‘T(A)}TT(S)Q < (A\A)ng (S €6y, AcSA(C), Tr A= 0) , (5.2)
rovidebb alakban
T*J;%S)T <Jg', (5.3)

ahol a Jg : B(C") — B(C") szuperoperatort ugy definidljuk, hogy a B(C") Hilbert-Schmidt
skaldrszorzatét kisse Ossze az érintstérként srokolttel, mégpedig a (A|B), = Tr AB = (A|J SB>ng
képlet szerint.®

7 oz

Informdcids metrika alatt mindig a hti allapotcsaldadok (5.2) — avagy (5.3) — értelemben monoton
Riemann-metrikdjat fogjuk érteni.

Az idézett cikk részlegesen karakterizdlta az invaridns metrikdkat, a kovetkezé médon:

5.4. Tétel (Csencov, Morozova). Tekintsiink egy, a hii kvantumdllapotok csalddjain definidlt g invaridns
Riemann-metrikdt. Legyen S = Diag(si,...,s,) diagonalizdlt kvantum-dllapot’” és A = [a;;] € TsS, =
SA(C")|py— tetszbleges. Ekkor

(AlA) gy = Co D st AL +2 3 eolsis) 14i 17 (5:4)
i i<j

ahol Cy pozitiv konstans, a cq(x,y) fligguény pedig szimmtrikus és reciprok homogén: c(Az,\y) =
Ailc(xﬂg)'

®Ez utébbi dsszefiiggést (JsB| Tog = (B|, alakra irva lényegében egy szuperoperator definicidjahoz jutunk. Js még
els fog keriilni részletesebben, most f6leg azért irtuk fel a monotonités ezen jellemzését is, hogy minden egy helyiitt
legyen.

7azaz S (valamelyik, és persze ortogonormalt) sajatbazisdban reprezentalunk
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Nem bizonyitottak azonban elégséges feltételt a Riemann-metrika monotonitdsdra. Miel6tt tovabb-
lépnénk, vizsgdljuk meg kozelebbrdl az (5.4) el6éllitdst. Szoritkozzunk pusztdn egyidejtileg dia-
gonalizalhat6 allapotcsalddokra, igy részkategériaként éppen a klasszikus valészintiségi eloszlasok
kategorigjat kapjuk, ha a métrixokat azonositjuk az tljukkal a csaldd kozos diagonalizaci6janal.®

Ezért a Riemann-struktira megszoritdsa a klasszikus unicitdsi tétel miatt egyértelm.

5.5. Kovetkezmény. Ha S € &?, A € TgS? C SA(C™), Tr A =0 és [S, A] = 0 —ez utébbi ekvivalens
azzal, hogy egytitt diagonalizdlhatéak —, akkor

(AlA)pg, = Cy - Tr S71A%.
Ez alapjan az érint6teret felbonthatjuk

156, = TSGTCI D ngg

alakban, ahol T56¢ 2 {A|[A,S] =0} és TsG3 £ (Ts6¢)L ennek ortogondlis kiegészits altere
a Hilbert-Schmidt bels¢ szorzatra nézve. A polarizaciés azonossag TsGSf, elemein egyértelmiien
meghatdrozza a (- |-), skaldrszorzdst — mely tehat csak Cy-tdl fligg —és a ¢4(z,y) fliggvény csupan
a nem-felcserélheté komponensnél szamit, amint azt a képlet is mutatja.

A karakterizacios tételhez még sziikségiink van egy tovabbi fogalomra.

5.6. Definicié. Az f : Rgy — Rg fliggvény operdtor-monoton, ha tetszéleges 0 < X <Y 0Onadjungalt
operatorokra 0 < f(X) < f(Y) is teljestil. Ismert, hogy minden ilyen fiiggvény analitikus, valamint
az operator-monotonitds ekvivalens az operator-konkavitdssal.”

Legyenek Lg és Rg az S-sel balrdl illetve jobbrdl valé szorzds operdtorai: Lg(A) = SA, Rg(A) =
AS.

5.7. Tétel. Legyen f olyan operdtor-monoton fiigguény, amelyre még f(t) =tf(t™1) teljesiil minden t > 0
szdmra. Ekkor a

Js £ f(LsRg")Rs (5.5)

/7 oz

szuperoperdtor segitségével a hil dllapotokban definidlt
(A|B)y,, = Tr(ATS(B)) (5.6)

Riemann-metrika monoton.

Operétor-monoton fliggvény analitikus, igy az érint6tér megadott skaldris szorzdsa S sima fligg-
vénye. Az f(t) = tf(t™!) feltétel biztositja, hogy énadjungalt B-re J5'(B) is 6nadjungdlt, igy a
skaldrszorzat valés. Hi, azaz invertalhat6'? S esetén Jg is invertdlhaté és pozitiv definit, a metrika
tehat nem-elfajul6. Mar csak a monotonitast kell belatnunk.

[Pet86] allitdsa alapjan tetszéleges f operdtor-monoton filiggvényre, £ és F' pozitiv definit métri-
xokra, T sztochasztikus leképezésre és annak a Hilbert-Schmidt szorzat szerinti T* adjungaltjara

teljestil
TR (LR R T < Rl f (Lo Rep( o)) Ry (5.7)
amibe £ = I' = S-et helyettesitve TJsT* < Jr(g), amivel ekvivalens a monotonitas:
T*J;}S)T <J'. O (5.8)

8A = + T= megfeleltetés mutatja, hogy minden klasszikus morfizmust megkapunk megszoritdsként, mast pedig
nyilvan nem kaphatunk.

Operétor-monoton fliggvényekrsl részletesebben [HP82] ir.

10Ne feledjtik, hogy véges dimenziéban vagyunk — végtelen dimenziéban egy stirfiségi operator sziikségképpen nem
invertalhatd, pontosabban inverze nem korlatos.
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Erdemes a Jg operator hatdsat megadni. Jelolje x a maétrixok elemenkénti szorzas mtiveletét.'!
Az operédtorok matrixait S sajatbazisa szerint fejtsiik ki — azaz S = Diag(si,...,s,) = Diags — és
legyen e € R" a csupa 1 vektor. Ekkor Rg(B) = B« (se'), Lg(B) = B* (es') és f(LsRg)(B) =
Bx [[ f(2 )Z jﬂ . A Jg operétor tehat argumentumaénak (i,j) indexti elemét s; - f (Z—Z) -vel szorozza

meg. Az F;j £ |4) (4] matrix-bézisban:
Zsz < J) “bijEij,
S = Zz SiEz'i = Diags
Tr(Ads(B ZS] ( > aibji € A=3%7,  aij By = [ag] (5.9)

B =3, ;bijEij = [bij]
Tr(AT5\(B)) = Z (1 g

* Ay .
sifsp)

Az el6z6 két tétel utdn természetes kérdés, hogy mi az (5.4), (5.5) és (5.6) képletek kapcsolata. (5.9)
alapjan ez:
1 1
cz,y) = ————, t) = ———,
T e AR 08
Néhény példa az f(t) =tf(t™"') feltételnek megfelel§ operator-monoton fiiggvényekre:

142 z—12Vx r—1\%2 2 1+z  220F1/2 ).
logz’ logz 1+ 2’ logz ) 1+’ 2 7 14 a2

C=f(1)=c(1,1) (t,z,y e Ry). (5.10)

0<ac<

N[

5.8. Tétel. A hii dllapotok csalddjainak minden monoton Riemann-metrikdja el6dll az 5.7 tétel dltal adott
alakban.

A Csencov—-Morozova-tétel szerinti el6allitdsbol fejezziik ki f(t)-t az (5.10) képlettel, igy f(t) =
tf (t71). A [Pet96] 4ltal kozolt'? médszert kovetve igazoljuk, hogy f operator-monoton.

Kivélasztunk egy konkrét T : &y, — Spym sztochasztikus leképezést:13
{XliA} 1{X1+X2 A+A*]
T. |52 e 2| AT Az AT A

A" X, A+ A" X1+ X,
s . 1[5 PSSP . .y .
A T-monotonitds feltétele az S = 3| g stirliségmatrixra TJr(s)T* < J5 adédik, a Hilbert—
102
Schmidt szorzatra nézve onadjungalt szuperoperatorok rendezésével értve. Az X = {XX }
operétorral <X ’J . ’X > szendvicset készitve az el6irt reldciébol

Mivel Jg szorzdsoperdtor, diagondlis blokkmadtrixokon a hatdsa szétesik és a fenti reldciénak blok-

konként teljesiilnie kell. Az S = 1(5; +55) jeloléssel T(S) = [SS} és

Tr (X -Jg(X)) > 3T (X - Js, (X)) + 5 Tr (X - Js, (X)) (VX),
vagyis S +— Jg konkdv leképezés a stirtiségmadtrixokon. Ez a linearitds miatt nyilvan kiterjed
minden pozitiv 6nadjungdlt matrixra is. Amennyiben Y pozitiv definit, a ¥ = [ Y I} maétrixhoz

tartozé Jy leképezés hatdsat szét tudjuk bontani az egyes blokkokra, hiszen az Y -nal valé jobbroél

Persze operétorokra ez csak akkor értelmes, ha el6re rogzitiink egy bazist, amelyben a matrixokat reprezentaljuk.

121d. még [Pet98]

BEz a kimeneteli halmaz egy permutdciéjanak megfelel6 sztochasztikus leképezés és az identitds atlaga, igy nyilvan
teljesen pozitiv.
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szorzds csak a fels6 két blokkon nem lesz identikus — hanem Ry -, mig Ly a fels6 sorra Ly
moédon hat és az alsén identikus. Ezek szerint

JyA ‘RyyvB

Ha X egyszertien az = vektor dltal kifeszitett altér projektora, akkor eszerint minden rogzitett x-re
Y—Tr X*f(Y)X =2"f(V)z

is konkdv, vagyis f operdtor-konkéav, igy operdtor-monoton is egyben. [

5.9. Kovetkezmény (Monoton metrikdk karakterizaciéja). Az (5.4) képlet akkor és csakis akkor ha-
taroz meg monoton Riemann-metrikdt, ha az (5.10) alapjin megadott f fiigguény operdtor-monoton és
f(t) =tf(t™"). Emellett minden monoton Riemann-metrika szdrmaztathatd ily modon.

5.10. Definicié (Fisher-illesztett metrika). A Jg operdtor f fliggvényében monoton novekvo, igy
fre gt és f (-] *)14, mMonoton csdkkend, a kapott metrikdk dsszehasonlitdsa pedig a megfe-
lel6 operator-monoton fiiggvények forditott 0sszehasonlitdsdval egyenértékii. Persze egy Riemann-
metrika konstansszorosa ,lényegében” ugyanazt a geometridt jelenti a sokasdgon, az ¢sszehason-
litast valamilyen normalizadlds mellett értelmes végezni. A metrika linedrisan homogén fiiggvénye
f-nek, igy ezzel egyben f-et is norméljuk. A legtermészetesebbnek t(in6 megoldds a T5&, altéren
megszabni a feltételt, példaul C, = 1 el6irdsaval, melynek f(1) =1 avagy

(AlA)p,, = Trs~1 A% ([4,5] =0) (5.11)
felel meg. Az ilyen tulajdonsagt metrikdkat Fisher-illesztettnek nevezziik, a tovdbbiakban ezekkel

foglalkozunk.

5.11. Megjegyzés. Mint azt [KA80] igazolja, az f(1) =1, f(t) = tf(t™') feltételeknek eleget tev
operator-monoton fiiggvények kozt van minimalis és maximadlis, mégpedig

i) = 17 raslt) = 1
5.12. Példa. Legyen most f(t) = fmax(t) = 13*. Ebben az esetben c(z,y) = ny,
JSB:ZSiJ;Sj ‘bijE;=BoS, azaz
Tr AJgB = (ZZB)S és
(A|35M(B) g =Tr A(Jg'(B) o S) =Tr AB. (5.12)

Igy tehat visszakapjuk a kovariancia és a Fisher-informacié szokdsos alakjat. Ez alapjan

(i) A kvantum Fisher-informéacié monoton informéciés metrikét ad.

(ii) Az Osszes klasszikusan Fisher-illesztett informéaciés metrikdk koziil a legkisebb tartozik hozza.

Ennek értelmezését a kovetkezd szakaszban adjuk majd meg.
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5.3. Dualitds kovariancia és Fisher-informdcié kozott

Az el6z6 fejezetben az &), sokasdg érint6terén, azaz SA(C") ‘Tr:O -n definidltunk informdciés metri-
kat. Az (5.6) képlet persze nemnulla nyomu mdtrixra is értelmes és az (S|S), = Tr S ~1 képletnek
megfelelGen terjeszti ki a metrikat az egész SA(C™)-re. A Jg altal SA(C")-en megadott informéacids
metrika ezen kiterjesztését (- |[-); g jeloli majd.

Ezen a téren kordbban mdar megadtunk egy mdsik skaldrszorzdst, mégpedig az obszervabilisek
kovariancidjahoz kapcsolédéan (X|Y)g = TrS(X oY) alakban — nevezziik ezt ezt kovariancia-
metrikdnak. A Cramér-Rao egyenl6tlenség és bizonyitdsa ezekkel a fogalmakkal kiilondsen at-
tekinthet6 alakot 6lt, ha Jg-t a Fisher-informacidhoz vélasztjuk. Tekintstink egy, az Sy = S hti
allapoton Sjy irdnyban dthalad6 Sy egyparaméteres dllapotcsalddot. A ¢ ismeretlen paraméter
0-ban lokélisan torzitatlan becsléseit vizsgéljuk, X a méréshez tartozé obszervabilis. Igy

Tr XS/ﬁ =1 ’
mert a Tr X Sy = ¥ + o()) képletbe be lehet derivalni. Mdsrészt (5.12) alapjan
TrX Sy = (X|I5"(Sw) g -
A Cauchy-egyenl6tlenség szerint
_ _ _ 2
(X125 (T5" (50) 1957 (S0)) 2 (X [T () 5 -

mindezt dsszeolvasva

1
(X[X)g = (I (S) [ I5" ()

Az egyenlség feltétele a Cauchy-egyenltlenségben X = A\J 51(5/19) (A € R~ {0}), vagyis lénye-
gében csak a kvantum score-operdtor mérése hatdsos.

Az egész levezetés kulcsa az, ahogy a lokdlis torzitatlansdghoz kapcsolédé Tr(-)(-) = (-|-),
skaldrszorzdst a J5' szuperoperdtor segitségével (- |-)g skaldrszorzattd alakitottuk, mely — a mérés
varhaté értéke 0 1évén — a varianciat fejezi ki az S dllapotban. Amennyiben mds informdciés tenzort
hasznédlunk, a Cauchy-egyenl6tlenséget is mdas skaldris szorzattal tudjuk felirni. Ez alapozza meg
a kovetkez6 definiciot:

5.13. Definicié. Altaldnositott kovariancia-tenzornak neveziink egy SA (C")x SA(C") — R skalarszor-
zast, ha valamely, az 5.7 tétel dltal adott Jg szuperoperatorral

alakia. Az S C &; paraméterezett — a paraméter nyugodtan lehet tobbdimenziés — allapotcsa-
lad Sy pontbeli I5(0) dltaldnositott Fisher-informdcids mitrixa pedig a megfelel (-|-);; 4 infor-
maécids tenzor TsS < TgG; altérre vett megszoritdsdnak visszahtizdsa a paraméterezés linedris
érintdleképezése mentén az RP = TyO térre. Konkrétan

(139);; = (550 |o5:50), =T [(55:59) - 95" (55, 59)] (5.14)
TTIJ (19)7- = <%SI9+SCT}%S’0+$T>I(J’19)

=T | (4 So1ar) - 95" (4 Sosar) | (reRP, zeR). (5.15)

(J,9)

Egydimenzids paraméterre a kvantum-score altaldnos megfelelGje J 51(8/19) e

A tobbdimenziés paraméter esetére sz6l6 kvantum-score definicijét és a hasznalt jeloléseket lésd a Bhattacharyya-
hatarnal. El6legezziink meg annyit, hogy az egyes parcidlis derivaltakhoz tartozé parcidlis score-operdtorok egytittese.



50 A kvantum Fisher-informécids hatar altalanositdsai

Az informécids tenzor T*J ,I,%S)T <J 51 monotonitdsat ekvivalens médon 4tirhatjuk a kovariancia-
tenzor monotonitasi tulajdonsagéava (T : B(C") — B(C") sztochasztikus leképezés):

TJsT" < Iy,
azaz

(T ()| T*(X)) 5.6y < XXy a108)) (S €67, X € SA(C)) .

Ennek tartalma, hogy kvantum-sztochasztikus leképezés soran a transzformalt dllapotban a transz-
formélt obszervéabilis kovariancia-métrixa legalabb annyi, mintha csak a mérési eredményt transz-
formélnank és annak szamitandnk ki a kovariancia-matrixat. Vagyis ,az dllapot sztochasztikus képe
nem lehet informativabb, mint az eredeti allapot”. Megtehettiik volna, hogy ebb6l a monotonitasi
fogalombol indulva épitjiik fel a kovariancia- és informdcids tenzorok karakterizaciojat.

Természetesen a kovariancia-metrika egytitt n6 az 5.7 tételben szereplé f operdtor-monoton fligg-
vénnyel, azaz fni, adja a legkisebb és fmnax a legnagyobb kovariancia-véltozatot.

Ertelmezhetnénk ezt dgy is, hogy a Fisher-informacié eredeti véltozata adja a legélesebb hatért
— de ekkor figyelmen kiviil hagynank, hogy az informdciés hatdrok rendre kiilénb6z6 variancia-
fogalmakhoz adnak becslést. Pontosabbnak latszik az a megfogalmazds, hogy minden informa-
ciés metrika koziil a kvantum Fisher-informdcié értékeli legkevesebbre a minta nem-klasszikus
informdcié-tartalmat: amennyiben egy allapotcsaldddal egyenld informécié-tartalmu klasszikus csa-
ladot kerestink, a Fisher-informdci6 szinten tartdsa mellett kapjuk a legkevesebb klasszikus Fisher-

Py

informdci6ju csalddot mint a metrika 4ltal egyenl6en informativnak mind&sitettet.

Ezzel 6sszefiiggésben: a variancia szokdsos értelmezése ad minden monoton széréddsi metrika
koziil legnagyobb stlyt a nem-klasszikus sztochasztikus elemeknek.

A Fisher-informdcié Jg formalizmussal torténd megaddsa egyben azt az egyébként sem megold-
hatatlan feladatot is megkonnyiti, hogy felirjuk egy paraméterezett csaldd Sy kvantum score-
operétorét, illetve a Fisher-informdaciés matrixot. Ha Sy =}, si[ts) (¢4], akkor az Sy = J gl(S/ﬂ)
métrix elemei a {[¢;)} bazisban kifejtve Sy = >_,; s9(i;) Ei; jeloléssel a kovetkezdk:

5/9(i5)

Slpoti) =2

_ Si
Io(V) = Zsi 1(5/219(1‘,1')) + QZ (54 +78j)2 'S/Qﬂ(i,j) :
i i<j

5.14. Példa. Erdekes az minimélis f-hez tartozé metrika és informécié megaddsa is: ez az, amelyik
a legtobbre értékeli a minta kvantumos informdciétartalmat a klasszikus informdciétartalomhoz
képest.'> Legyen hat f(t) = 1%, c(x,y) = ¥ Ekkor S sajatbazisaban kifejtve

2xy
S;S5
Js(B)].. =2—"2— . b,
[ S( )]1_7 5i+5j J
5;S5
(AIB)y 5,6 = Tr AJs(B) =) 2ﬁ;az‘jsz ;
iy v
1 S; + 85
B)]. = by,
[JS ( )]z] 28i5j J
(AIB) 5.9 =TrATGH(B) = §(s;" +57") - aijbji = Tr S (Ao B) .
ihj

5Es a megfelel6 szérédasi metrika biinteti legkevésbé a nem-klasszikus véletlen elemeket...
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5.4. A Bhattacharyya-hatar

A Kklasszikus statisztikdban magasabbrend(i bederivdlhatésédgi feltételek és a lokdlis torzitatlansag
magasabbrendi derivédltakra val6 érvényessége esetén a Bhattacharyya-fele becsléssel dltaldban a
Fisher-informdciés hatédrnal pontosabb becslés adhat6 a statisztika variancigjdra.'®

El6szor a kommutativ esetre vonatkozé eredményt ismertetjiik, majd a sziikséges jeloléseket vezet-
jik be, végiil ezek segitségével megfogalmazzuk a kvantumos véltozatot.

5.4.1. Bhattacharyya-hatdr klasszikus eloszldscsalddokra.

Tekintsiink egy A-ra abszolut folytonos P = {Py|d € ©} (O C RP) eloszlascsalddot, melyben a
stirtiségfliggvény P-mm. x-re sokszor folytonosan differecidlhato.

Legyen 0; = 8%1-’ ab= (b,....,0°)T € NP vektorhoz pedig 9° = 8{’1832---8319. Végiil az

ai,...,a; oszlopok alkotta A € NP*! matrixhoz a 94 sorvektor alljon a kovetkezd formdlis derivalds-
operdtorokbol: 94 = [0%,...,0%]. Példaul 9'» = grad,,, hiszen ekkor a sorvektor i-edik eleme

egyszertien 0;. A 0”4 rendti (parcialis) derivdldsra vezessiik be a (+)/40 jelolést.

A Bhattacharyya-féle score-fiiggvény (legyen a neve A-score) képlete ekkor a kovetkez6:

8Af79(3}
fo(z)

A A ) ’ 1 aq aj T
wA(a:,ﬁ):f//Zﬁ(x):[ ] =5 [a folx),...,d fﬁ(m)} cR!. (5.16)

Tegytik fel, hogy

(i) Az A-score A\-mm. z-re létezik és folytonos /-ban.
(i) Az Eg(1) A(d

/f/Aﬂ(x)A(dw)é/ 6Af,9(x))\(dx):8A/ For(da) = 0. (5.17)
X X A X

x) = 1 varhat6 érték képletébe A-szor be lehet derivalni, vagyis

(iii) Az aldbbi métrix véges és nem-elfajuld:
Ba(¥) £ Ly (wa(@,9)) = Eg (£, 9f/u0) - (5.18)

ami persze maga utdn vonja, hogy A oszlopai kiilonbozek.

(iv) A T: X — RF statisztika minden ¥-ra véges szérdsu, a g(¥) £ Ey(T) fiuggvény A-differenci-
dlhat6 és definidlé egyenletébe A-szor be lehet derivalni:

g0 2 00 /X T(a)fole)\(da) = /X T(2) o (@)\(da) = By (T(x) - f,0(x))
= covy (T, wa (")) .
Itt persze g,y : © — Rk

5.15. Tétel (A rendii Bhattacharyya-hatdr). Az iménti feltételek mellett a T statisztika szordsa alulrol
becsiilhetd az A-(Bhattacharyya-)hatdrral:

Lo(T) > g;,9B(0) ' g/.9 - (5.19)

16Bar a tobbrendbeli lokalis torzitatlansdg a kvantum-statisztikdban igen erés — a mérési eloszlds allapotfiiggésének
linearitdsa folytdn akar teljesithetetlen — feltétel, remélhetSleg nem csak teljesen elvont elméleti konstrukciékndl hasz-
nalhaté az eredmény. Mivel a klasszikus eset része a kvantumosnak, legaldbbis léteznek olyan esetek, amikor a hatér
hasznélhato.

Emellett a most hasznédland¢, ardnylag kompakt jelolésméd — mivel specidlis esetként a Fisher-informaciés hatar is
adoédik — a tobbdimenziés Fisher-informécionél is hasznunkra lehet.



52 A kvantum Fisher-informécids hatar altalanositdsai

Alkalmazhatjuk a 3.12 éltaldnos Cramér-Rao tételt. [J

5.16. Megjegyzés. Az (R) feltételek fenndlldsa esetén A = 1, vélasztassal a tétel kikotései teljestilnek
és fy,0 = fy9 = Ly, vagyis a Fisher-informdcids hatart kapjuk.

Hogy mindezt nem a Cramér—Rao-tétel egyszerii kdvetkezményének, hanem 6néllé tételnek nevez-

s

tiikk el, annak oka f6leg a kovetkez6 allitadsban rejlik.

5.17. Allitds. Haaz A = [ Ay Ay | blokkmitrix eleget tesz a tétel feltevéseinek, akkor az A-hatdr legaldbb
akkora alsé becslést ad, mint az A;-hatdr. Példdul ha az A mdtrix els0 néhdny oszlopa az identitds, akkor
az A-hatdr ersebb a Fisher-informdcids hatdrndl, vagy legaldbbis azonos vele.

Végezziik el a megfelel6 blokkositdst minden haszndlt métrixra és vektorra, valamint Yy helyére
frjunk G(_)-t és az indexben szerepls A;-k helyére frjunk i-t. Igy

wy (Y, x . Bui: By covy (wy,w covy (w , W
waz) = | OB o (Gra], mam | = o (wrwn) covo(w, wa)
we (Y, ) : Bo, §B22 covy (wg,wl) covy (wg,wg)
Azt kell belatnunk, hogy G4,B,'G} > G,B;'G] . Legyen By, = By; — B3B3, By és
1 —By,By) By
C e , B/ e ERPPRN ,
|
1 - By,

igy G,B~'G] = G,CTB'~'CG}, ugyanis némi szdmoldssal B~! = CTB'~!C. Ugyancsak
konnyen ellen6rizhets, hogy

GaCT = |G, — G,B;, By, §GQ} .
Mindezek alapjan

GAB,ZlGI\ - GlelGlT = (Gl - G232_21321)B1_11.2 (G1T - B1232_21G2T) :
A jobb oldal MBy;',M " alaku, ezért pozitiv szemidefinit, ha Bj;.» pozitiv definit — ennek igazo-
lasaval tehat az allitast is igazoljuk.
Legyen [ )}f] normalis eloszldsi B variancidval. Ekkor az Y --» X linedris regresszié reziduadlis

variancidja Bii.2, mds megfogalmazasban X(X|Y) = Bij1.o. Mivel B pozitiv definit, By is az.
a

5.18. Megjegyzés. A Bhattacharyya-hatdrnal az élesség feltétele, hogy P exponencidlis csaldd és T
a kitevében szerepl¢ statisztika legfeljebb A fokt polinomja, azaz minden 94 -nél magasabbrend
derivéaltja 0. Lokalis vizsgdléddsoknal torzitatlansdg helyett A rendben simulé varhaté érték is elég
— a regularitdsi feltételek mellett —, az élesség karakterizdciGja viszont csak globdlisan mtikodik.!”

5.19. Megjegyzés. Az A-hatdr aszimptotikusan teljesen elveszti elényét a Fisher-informdciéval

szemben,!® ugyanis a magasabbrendti derivéltak 4ltal nyert néveld tényez6k

S—

aranyosan magasabb

77

hatvanyaival ardnyosan csokkennek n elemf fliggetlen minta esetén.

Tlletve a nyilt halmazon el6irt azonossag szinonimdajaként értett lokalitds elég, de mi a lokélis sz6t egyetlen kivélaszott
pontbeli értékek és derivaltak vizsgalatara tartjuk fenn, igy ezt , kisebb halmazon globalisnak” kell nevezziik.

BEz nem is nagyon lehetne masképp, hiszen ,elég szép” eloszlascsalddokra az aszimptotikus Fisher-informdciés hatér
elérhetd.
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5.4.2. A tenzorszorzat jeldlésmdidja

Miel6tt tovdbblépnénk, célszerti rogziteni, milyen médon reprezentdljuk a tenzorszorzatot, igy
ugyanis attekinthet6bben beszélhetiink majd réla. Mivel minden, amire a tenzorszorzat konst-
rukcidjat alkalmazni fogjuk, matrix vagy matrix formdjdban megadhaté objektum — oszlopvektor,
sorvektor, operator — lesz, a mfiveletet elég matrixokra megadni. A maétrix-reprezentacié persze
sziikségessé teszi, hogy minden széba keriil6 vektortéren elére rogzitsiink valamilyen (megszam-
lalhato, jol-)rendezett bazist és ahhoz kés6bb ragaszkodjunk. A K test mindig R, C valamelyike.

Az A ® B tenzorszorzatot tigy kapjuk, hogy az A vektor minden egyes a eleme helyére aB-t irva
blokkmatrixot készitiink belsle.!” Annak tekintetében, hogy ez megfelel a tenzorszorzat definicié-
janak, 1d. [Pet00].

Példdul ha a K test elemeit o, a V Hilbert-tér elemeit [J szimbolizélja, akkor K2*? @ ) grafikus
megjelenitése

(2:)e0=H5HE.

Jelolje e; minden esetben azt az oszlopvektort, melynek i-edik eleme 1, minden mds eleme 0, E;;
pedig azt a matrixot, melynek (i, j) eleme 1, a tobbi nulla — azaz E;; = ¢;e] = e; ® e]. Gyakran
haszndljuk még az 1, ® Try leképezést, amely a A € R¥*! @ Lin(H) egyes blokkjainak nyomaibél
képez K*¥*!-beli matrixot.

Véltozénként linedris és folytonos mfiveletek tenzorszorzatat az elemi tenzorokon tgy definidluk,
hogy az eredmény a komponensenként végzett miiveletek eredményeib6l képzett elemi tenzor
legyen. Ezutédn linedrisan és folytonosan kiterjesztjiik ket a teljes értelmezési tartomdanyra.

Az egyszerliség kedvéért valds esetben az adjungdldst transzpondldsnak nevezziik majd és igy is
jeloljiik.

A figyelmes olvasé felfedezheti, hogy gyakran a (-)" adjungalds (transzponélds) helyett val6jaban
a (+)" @ 1pinn miveletet kell alkalmaznunk, de ezt mar nem irjuk ki. Az egyértelm{iség kedvéért
leszogezziik, hogy a tenzorszorzatra alkalmazott (-)* (vagy ()" jeldlés mindig (-)" ® 1 jelslé-
sére szolgdl. Azaz, matrixokban gondolkodva: a blokkok szerkezetét transzpondljuk, a blokkokat
komplex esetben elemenként komplex konjugdljuk, de a blokkokon beliil az elemek helyzetét nem
valtoztatjuk meg. Ez a mfivelet dltaldban nem azonos tenzorszorzat-térhez tartozé ,természetes”
adjungélds/transzpondlds hozzarendeléssel,”’ de azt nem is fogjuk haszndlni.

Amennyiben a tenzorszorzat-tér mdsodik komponensében négyzetes madtrixok vagy operdtorok
allnak, a szorzattér elemeinek szorzdsa alatt azt értjiikk, hogy a blokkszerkezetekre elvégezziik a
matrixszorzast gy, hogy az ily médon Osszeszorzasra keriilé blokkokat a rajtuk értelmezett ,,-”
szorzdassal szorozzuk Ossze, vagyis - 2 x® -, ha ,, x” jeloli a métrixszorzést.

oooo
oog _ oooog

-00ogg = 5.20
000 g@gn ogooog ( )

“Ez annak felel meg, hogy a megfelel§ vektorterek baziselemeibl készitett formalis tenzorszorzatok (A prioritdsaval)
lexikografikusan rendezett bazisdban fejtjiik ki a tenzorszorzatot.

WAz (-)*®* és az elemenkénti komplex konjugalds kompoziciGja lenne, avagy komplex matrixokra is hasznalva a
transzponalast: (-)*®" = (.)"®*.
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Tovabba KF*m = KF*™ @ K elemével tigy szorozzuk meg K™*! @V elemét, hogy a matrixszorzds
szabdlyai szerint 6sszeszorzando elemeken a (K, V) — V szorzdssal szorozzuk Ossze.

Végiil: ha valami egyszertien egy K feletti V Hilbert-tér eleme, de nekiink kéttényez8s skaldrszorzat
alakjaban van rd sziikségiink, akkor K ® V elemeként kezeljiik.

Fontos, hogy minden mfivelet, amit igy létrehoztunk, a megfelel¢ tényezdkben szerepld, elemi
tenzor alaku elemeken (A = a ® v) tényezénként elvégezhetd ,természetes” miivelet folytonos
linedris lezdrdsa. Ezért minden folytonossag, linearitds és asszociativitds, aminek egyaltalan értelme
van, teljesiil.

5.4.3. Obszervibilis tobbdimenzids méréshez

Ezek utdn az M : H ~~ R* (minden dllapotban) véges sz6rasti méréshez tartozé obszervabilis:

A2 (142
e

Xy 2 [ zoM(d) Zel®X cR* @ £2(9)
RF k

(8)| , ahol
(S)

3

AR

X; 2 T; M(dkaz) ,
RE

Amennyiben a margindlis mérések kompatibilisek és M ezek egyiittes mérése, vagyis M;(dx;) =
M(...,R,dz;,R,...)-re M(d*z) =[], M;(dx;) — erre vezessiik be a teljesen hazi M = X M; jel-
léset —, akkor

X, = /RMZ-(dmi) € £2(5) .
A mérési eredmény kimeneteli eloszldsa az S € G(H) éllapothoz természetesen tovdbbra is
PY (dz) = Tt SM(d*x),
az el6bb emlitett specidlis esetben pedig
P§< M; (d¥z) = Hz Tr SM;(dx;) .
Végiil a varhat6 érték képletei:

Eg(M) = (1; @ Tr)(X,,S5) Zez Tr(X;S)

5.4.4. Skaldrszorzat tenzordltja

Még egy, kifejezetten technikai és jelolés-roviditd céli fogalmat vezetiink be.

5.20. Definici6. Legyen adott a (H,(-|-)) Hilbert-tér a K tér felett. Ennek tenzorédltja alatt —
legaldbbis e dolgozat keretein beliil — azt a ((-||-)) bilinedris leképezést értjiik, amely az A €
K™k eH, A € K™!@H parhoz azt az ((A||B)) € KF*!-t rendeli, melyet az A* és B blokkmatrixok
osszeszorzdsaval kapunk, ha az egyes blokkokat a (- | -) skalaris szorzdssal szorozzuk dssze.?! Azaz

{AIB) = ((+*x )@ (-|))(AB) e K™ (Ae K™ @H, Be K™ @™H),
OoO|| 0ooOy — (88
((BBEBII5BEEN (....)

21E]s6 latasra ugyanennyire lenne kényelmes, ha A-t nem transzpondlndnk a szorzas el6tt, hanem rogton K™ ele-
meként adnank meg, hogy tudjunk matrix-szorozni. A {6 érv a hasznalt valtozat mellett az, hogy igy ((A||4)) mindig
értelmes és a tényez6k felcserélése az eredmény adjungaldsit eredményezi, azaz formailag a skaldrszorzatra jobban
hasonlit6 objektumot kapunk. Emellett ,filozéfidjdban” az egyes blokkokban 1év6 V-beli elemeknél is az adjungalas-
nak/transzpondldsnak felel meg az, hogy (- |-) els6 argumentumadba keriilnek, errél szl a Dirac-féle jelclésmaod.
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ahol ,, x” a KFxm x Kmx! _ KEXU m4trixszorzds. 2223 Specidlisan ha A =a®u és B = b® v, akkor
((A]|B)) = (a* x b) ® (u|v), ami egyszerlien az a*b matrix megszorozva az (u|v) skaldrral.

A konstrukci6 két alapvett jellemz6je a pozitivitds és — specidlis esetben — a reprezentdlhatésag.
5.21. Allitds. ((A||A)) pozitiv szemidefinit.

Azt kell beldtnunk, hogy A € K™** @V, s € KF*! esetén s*((A||A))s > 0.

Vizsgéljuk meg kozelebbrsl s*((A||-t mint K™*! ® V — KF*! © ) — K funkcionélt. Ez Riesz-
reprezentalhat6 alkalmas a € K™*! @ V elemre ((a|| alakban. Szemléltetve k =2, m = 3 esetére:
(ee)HEE = ooo. Az ||4))s objektumnak nyilvan megfeleltethetd ugyanazon a-val ||a)) €
K™l @V, igy s*((A]|A))s = (ala) > 0. O

A {6 1épés formdlisan még kompaktabban felirhat: a = s*((A|| = (Ls; ® 1y)(4) € K® V. Ennél
mar csak az rovidebb, ha a végtelen sok bevezetett jelolésbeli konvenciét és természetes azonositast
kihasznédlva annyit irunk, hogy s*((4||A))s = (As|As) > 0. Az el6z6 két szamoldsi mod akdr
példaképp szolgdlhat arra, hogy ilyesféle roviditések hogyan értelmezhet6ek.

5.22. Allitds. Amennyiben a fenti felirdsndl k = m = 1, tovdbbd adott eqy A : K @ H — K'*! folytonos
linedris leképezés, akkor eqyértelmiien létezik olyan L € K'*! @ H elem, hogy A = ((L||-)).

Vegyiik észre, hogy ez egy trivialitds (csak pont erre a megfogalmazdsra lesz sziikségiink). Annyirdl
van sz6, hogy a A = . ef ® A; koordinatdkra bontdsndl minden egyes A; : ef’H — ¢;K, vagyis
H — K linedris leképezést reprezentdlunk a megfelel6 L;-vel, majd az L = ) .ef ® L; képlet
szerint Osszerakjuk. [

A legfontosabb tulajdonsdg azonban a Cauchy-egyenl6tlenség tenzordlt véltozata:

5.23. Allitds. Legyen ((-||-)) a V feletti {-|-) tenzordltja és legyenck A € K™* @V, Bc K™ @V a
tenzordlt skaldrszorzat szerint dsszeszorozhatd elemek, valamint ((B||B)) nem-elfajuld. Ekkor az énadjungalt
mdtrixok rendezése értelemben

((Al14)) = (AlIB)(BIIB)) " (BI|A)) . (5.21)

Azt kell beldtnunk, hogy tetszdleges s € KF*! vektorra
s7({Al|4))s > s" (A B)((B]|B) " (BI|A))s (AeK™ @V, BEK™'®V).
A pozitivitds bizonyitdsaval analog médon a = As € K™*! vélasztassal elég azt igazolnunk, hogy

((alla)) > ((al|B)){(B||B))~ <<BH )
O
12))

)
SEHEREEH EEDERRE:
0B g D g
Sl EREEHEEEED
Ez mér két K-beli szdm. Ha a helyébe barmely blokkjat irva az allitas teljesiil, akkor magara a-ra is
fenndll, hiszen a komponensekre vonatkozé egyenl6tlenségek Gsszege épp az eredeti reldciét adja.
Feltehejiik tehat, hogy a € V:

(ala) = ((al|B)(BIIB)) " (Bl|a)) (acV,BeK™ V).

(aeK™1 @V, BEK™! V).

ooo

2 (.*x ) az els6 argumentum adjungaltjabdl (transzponaltjabol) és a masodik argumentumbdl képzett szorzatmatrixot
eredményez6 mtivelet.

BPélddul ha k =1 és m = 1, akkor egyszertien K* és V tenzorszorzatdnak skaldrszorzat-miiveletét kapjuk, hiszen
K" felett a skaldrszorzat épp (-* x -).
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Amennyiben a bal oldal 0, gy a = 0 és a jobb oldal is 0 és kész vagyunk. Bétran feltehetjiik hat,
hogy |la|| # 0. Szorozzunk balrdl ((b||u))-val, jobbrél pedig ((u||b))-vel. Ez meg6rzi a rendezést,
hiszen e két métrix egymads adjungéltja.

{ala) (Blla))({al|B)) = ((Blla)){(al [ B)(BI|B) " ((Blla))({al|B)) (a €V, BeK™ ! ®V).

Ha a C £ ((B||a){(a||B)) - (a|a) ™" pozitiv szemidefinit mdtrix nem nagyobb, mint D 2 ((B||BY),
akkor C' > CD7!C és készen vagyunk. Mér elég annyit beldtnunk, hogy

{ala) (BI|B)) = (Blla){(al|B)) -
A szokasos triikkel ezt berakhatjuk ¢*(...)t kozé és visszajatszhatjuk egy b € V-ra felirt
{ala) (b|b) > (bla) (a[b)

egyenl6tlenségre. Ez épp a nem-tenzoralt Cauchy-egyenl6tlenség. O

5.4.5. A kvantum A-hatdr

Tekintsiink egy S = {Sy[¢ € ©} (O C R¥) 4llapotcsalddot. Tegyiik fel, hogy a ¥ — Sy leképezés
sokszor differencidlhat6, A € NP*! legyen olyan, mint a klasszikus esetben. A V Hilbert-tér —
ez vagy RF, vagy egy operatortér lesz — 9-t6l sokszor differencidlhatéan fiiggd v elemének 9v
derivéltja alatt azt az R'*! ® V-beli elemet értiik, melynek komponensei rendre a 9% v € H értékek.
Jelolésben

GAUéZje;r(@@ajv eRX gy (veV, AeN =RP @R A=3"a;®e]). (5.22)

Most is haszndlni fogjuk a v, £ 94y jelolést. Az abrdkat a k =2, [ = 3 esethez készitjiik.

Tegytik fel a kovetkezket:

(i) Az S : © — T(H) leképezés A rendben folytonosan differencidlhato, vagyis S,y € Th(H)
létezik és folytonos ¥-ban.

(i) Az Ey(1y) =1 vérhat6 értékbe A rendben be lehet derivdlni, vagyis
Tr )9 = 0(1) = 015 .

(iii) A korlatos X operatorokon értelmezett X — (11, ® Tr) XS, € R'*! leképezés folytonosan
kiterjeszthet6 az £3(Sy) térre, azaz Ic € R:

[(L1x ® Tr)XS),9]]° < ¢ Tr Sy X2 (X € B(H)) .

Legyen S),5 € R™! ® £3(Sy) ezen funkcional Riesz-reprezentacija a ((-]|-)) g, tenzordlt
skaldris szorzatra nézve. A reprezentaci6 definidl6 egyenlete a kovetkezd.

(11 ® Tr) XS0 = (L1 @ Tr) (3(S9 X + XSy) - S)0) (X € £4(9)) (5.23)
(ese)=(1®Tr)[0- 00O
Ezt a Hilbert-Schmidt skaldris szorzat tenzoréltja segitségével lerovidithetjiik:
(X]1000)5 = (X100 (xegi(s) G2
(iv) Az aldbbi matrix véges és nem-elfajuld.
Ba(9) = (Lix1 @ Tr)(S)), 9S9S,0) = ((Sya0][Spa0))

(i

(v) Az M(d*z) : H ~ R* mérés minden Synbh-ban véges szérdsu, varhaté értékére pedig teljesiil
az A rendi bederivélhat6sag. Jelolje a varhato értéket g(v), ekkor a bederivalhat6ségi feltétel:

g/Ag = aAg<19) = BA ((1I<:><l [ Tr)(XMSﬁ>) Z (1k [ Tr)(XMS/Aﬂ) .

):(1@%)[@ -0 - DDD} =((poollooo)),

(s20)=0%2) =0'aem)[B-0] =@1em[5 ooo]
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5.24. Tétel (kvantum A-hatdr). A fenti feltételek teljesiilése esetén

Xo(M) > g, yBa(®) g/ - (5.25)

Az (v) feltétel szerint g/,9 = <<XM’ |S/19>>2, ami (5.24) alapjan ((XM| |S//A19))19. Masrészt nyilvan
Xo(M) = (Xml||Xn))y. Ezért a tétel allitdsa épp egy tenzorédlt Cauchy-egyenl6tlenség:

(Xarl1X00)y = ((Xar] [S700)) o (Span|[S1a0))y ((Spas||Xar)), - O

5.25. Megjegyzés. Az (5.24) képletb6l konnyen kiolvashatd, hogy S,y = (1ix ® JEI)S/M. Ez
egyrészt azt jelenti, hogy magasabbrendii A-hatdrok megaddsdndl nem jelentésen nehezebb feladat,
mint az alacsonyabb rendfiek esete, hiszen egyetlen J ;1 szuperoperdtort kell megadnunk, amelyet
aztdn minden egyes S//ajﬁ parcidlis derivéltra alkalmazunk. Masrészt azt, hogy magasabbrendii
regularitds esetén a kovariancia és Fisher-informadcié dltalanositdsaihoz természetes médon tudjuk
definidlni a megfelelé A-hatért, csak Jg képletét kell a megfelel6 metrikdk szerint valasztani.

5.26. Megjegyzés. Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy a paramétert igyeksziink becsiilni.
Nyilvan az A-hatar két oldala kozé is kozbeékelhetjiik a megfelel Braunstein—Caves tipusd hatart
a kvantum- A-hatdr és a mérés kimeneteli eloszldsanak klasszikus A-hatara kozt, amely a globdlis
elérhet8ség karakterizacidjandl segithet. A Braunstein—-Caves hatar globdlis elérhet6ségének bizo-
nyitdsa szinte véltoztatds nélkiil &temelhet, hiszen a regularitdsi feltételek miatt a derivadlasokat itt
is végezhetjiik akar az allapotra, akdr a kimenetel stirtiségfiiggvényére.

A Bhattacharyya-hatdr klasszikus globdlis elérhet6ségi feltételével egytitt azt a feltételt kapjuk, hogy
a csaladd exponencidlis, mégpedig a szimmetrikus tipus aldbbi altaldnositdsa:

Sy = eﬂ(ﬂ) exp {%/YT(X)G’T(ﬁ)} So exp {%%‘(X)ar(ﬂ)} ’

ahol a felcserélhetd 7). operdtorokat rogton egyetlen operdtor valés fiiggvényeiként irtuk fel, az
a,(9¥) fuggvények pedig mind olyan polinomjai ¢ koordinatdinak, melyek A-derivéltja konstans.
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A.1. Technikai kiegészitések
Megadunk néhdny fogalmat, tulajdonsagot és tételt, melyekre a f6 részben hivatkoztunk.

A.1.1. Spektriltétel szimmetrikus operditorokra

o

A.1. Tétel. Stiriin értelmezett, szimmetrikus X operdtornak létezik spektralmértéke, vagyis olyan M (dz)
— nem feltétleniil ortogondlis — egységfelosztds, amelyre

(i) D(X) C {v e H| [2*(¥|M(dz)[¢) < oo} ,
(i) WX ) = [ atolar(do)v) (¢ € D(X))
(i) X012 = [ Mol (¢ € D(X)) .

Tovdbbd amennyiben X maximdlis szimmetrikus, akkor az (i) pontban egyenldség is irhato és 1igy M
egyértelmii. Ha pedig X (lényegében) nadjungdlt, akkor M PProM és viszont. X pontosan akkor korldtos,
ha M korldtos tartdjii.

Az az £2(R,) feletti P, operator, mely a fiiggetlen véltozéval szorozza a fiiggvénytér elemeit, példa
14, hogy M egy szimmetrikus operétor esetén sem feltétleniil PProM. Az £2(a,b) felett hasonléan
definidlt onadjugdlt operdtor pedig arra példa, a spektrum lehet akdr egy teljes intervallum is
anélkiil, hogy az oprerator egyetlen sajatvektorral rendelkezne.

A.1.2. Teljesen pozitiv szuperoperdtorok

A.2. Definicié. A T : B(H) — B(K) pozitiv linedris leképezés teljesen pozitiv, ha barmely £ Hilbert-
térre és B € SAg (L) elemre az A ® B — T(A) ® B leképezés pozitiv.

A3. Allitds. A T : B(H) — B(K) lineéris leképezés pontosan akkor teljesen pozitiv, ha

> a;T(bjbi)a; > 0 (nEN, a; €K, B €H) . (A1)
i=1 j=1

Tovabbd ha T teljesen pozitiv, akkor teljesiti a Schwarz-egyenl6tlenséget:

T(A*A) > T(A")T(A).

A4. Példa. Az A — A* leképezés pozitiv B(H)-n, de nem teljesen pozitiv: £ = H esetén a
tenzorszorzatra vald kiterjesztésnél A* ® A — A ® A* képe 6nmaga ellentettje.

A teljes pozitivitds és a pozitivitds kozti eltérés a fenti példan is lathaté médon az, hogy a nem-
onadjungalt matrixokon felvett értékeket, a ,nem &tlés elemekre” gyakorolt hatést is korldtozza.
Némi fantdzidval azt mondhatjuk, hogy a kvantum-sztochasztikus leképezéseknél a pozitivitds a
teljes pozitivitas ,klasszikus” megfelel6je lenne, ezért is nem elégsziink meg vele.
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A.2. Jelolések és konvenciok

Mivel az irodalomban messze nem egységesen hasznalatosak a kiilonféle szimboélumok, felsorolom,
hogy a dolgozatban mely jelolésekhez igyekeztem tartani magamat.

- £ definidl6 egyenletet, értékaddast, avagy — egyéb % alaku jelekkel egyiitt — a definici6 szerint,
illetve abbdl kozvetleniil ad6dé reldciét jelol.

- Z egy allitas tobbtag képletként torténd felirdsandl az atalakitdsok, nyilvdnvalé vagy mar

igazolt relaciok koziil emeli ki a lényeget jelent6t, amennyiben ez varhatdan javitja az atte-
kinthet6séget.

— (@) jeloli egy Hilbert-térben a skaldris szorzdst, |¢)) a ¢ € H elemet és (¢| a H — C,
Y — (@) linedris funkciondlt, igy Vz € C : z- (¢| = (Z-¢|. A (¢|X|¢) ,szendvics” a
(| X)) = (X" ¢|y) értéket jeloli.

— A 'H Hilbert-tér operator-osztélyai:
B(H), Br(H) — Korldtos, korlatos dnadungdlt operadtorok.
§(H) — Véges rangtiak.

B(H) — Projektorok. Ezek az dnadjungdlt operatorok szokdsos rendezésével (ortomoduldris
o-) hélét alkotnak, mely természetes médon izomorf a megfelel$ zart alterek tartalma-
zas szerint rendezett hdléjaval. A nemkommutativ valésziniségszamitasban &ltaldban
projektorhdl6 adja az eseményalgebra megfelel6jét — mindez a Neumann-féle mérések
elméletével van szoros kapcsolatban, hiszen egy esemény lényegében egy 0-1 értékti
valészintiségi valtozé avagy mérés.

Projektor alatt ortogonalis projekciét értiink, azaz P = P? = P* tulajdonsédgt operatort.

SA(H), SAg (H) — Onadjungaltak, pozitiv énadjungaltak. Nem feltétleniil koveteljiik meg,
hogy korlatosak legyenek, s6t, esetleg a 1ényegében 6nadjungdlt operdtorokat is megen-
gedjiik.

S(H) - 1 nyomu pozitiv operatorok, avagy statisztikus/stirtiségi operatorok. &(H) ezen
beliil a tiszta dllapotokat reprezentdld, azaz |1) (¢| (||1/1||2 = 1) alaku elemek halmaza.
G°(H) a topologikus hatdr, G*(H) a hti dllapotok halmaza.

THH), (TL(H)), T2(H) (F2(H)) - (Onadjungalt) nyomoperatorok / Hilbert-Schmidt opera-
torok.
U(H) — Unitér operatorok.

£2(9), £4(S) — Az S kvantumallapotra nézve négyzetesen dsszegezhetd (szimmetrikus) ope-
ratorok tere. Ezt mindig a megfelel Hilbert-tér topoldgiaval tekintjiik. Definidlhatnank
altalanos £P(S) tereket is és ezek kozt megfogalmazhatndnk a megfelel6 dualitdsokat,
de statisztikai szempontbdl a négyzetesen 0sszegezhetéeknek van jelentds szerepe.

Mindezek felett a kovetkez6 topoldgiakat definidljuk:

(u) — egyenletes, avagy uniform topolégia: A = Wlim,, A4, ha lim, |4, — A| = 0;

(s) — er6s, pontonkénti limesz topolégia: A = ®lim A, ha Vz € H : lim, ||A,z — Az| = 0;
(w) — gyenge topolégia: A = ™lim A,, ha Va,y € H : lim (z|A, — Aly) = 0.

Az 6nadjungélt operédtorokra szoritkozva az A, /Ny gyenge konvergencidhoz a polarizé-

cids képlet szerint elegend6 Vz € H : (z|A, — Alx) = 0, igy pozitiv operdtorokra ekvivalens

az A)/* CENYYE konvergencidval. Tovdbba onadjungdalt operdtorok monoton sorozatdra a

gyenge és er6s konvergencia azonos.
Mis jelolés hidnydban B(H)-t az er6s topoldgiaval elldtva tekintjiik (pl. integralok, 6sszegek
konvergenciajanal).
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— Mérések, miiszerek

H ~ (X, A) — olyan mérés vagy kvantum-miiszer, mely a H Hilbert-tér stirtiségoperatorain
értelmezett és a mért érték X -beli. (Azaz egy (X, A) feletti val6szintiségi mérték értékii,
S(H)-n értelmezett affin leképezés hizédik a jelolés mogott.)

MY(H) - Az M : H ~ X mérések halmaza.

PM(A) — Azon esemény valészintisége, hogy az S édllapotban elvégzett M mérés eredménye
az A mérhet6 halmazba esik.

Es(M), Es(X) — Az S allapotban az M mérés illetve az X obszervabilis varhat6 értéke. A
szérasnégyzet DZ(M) illetve DZ(X). A kovariancia-matrix X(M).

D(X) illetve R(X) jeloli az X operdtor értelmezési tartomanydt illetve képterét.

AoB2 $(AB + BA) az A és B 6nadjungdlt operédtorok Jordan-szorzata.

L, és R, az a-val balrdl illetve jobbrdl torténd szorzds miivelete.

- A ,megszdmldlhatéan sok” megfogalmazdsba a véges szamossagokat is beleértjiik.
— A C jelolés nincs haszndlatban, e pontban a megtiszteld figyelmet koszonom meg.
— VYV(.) jelentése: , \-mm. (-) esetén”.

- z=Rez+i-Imz.

- £2(+) (£4(+)) az argumentumban szerepld mértékre nézve négyzetesen integralhaté komp-
lex (valds) értékii fiiggvények tere (kivéve persze, ha az argumentum egy stir(iség-operdtor,
1d. fent).

- [zjx] az zji elemek alkotta matrix.

= (= F50) 6 (o = Fylos() = Ay

— 0,1 (vagy 0.(y)) a Dirac-féle delta (fliggvény), azaz az argumentumok egyez&ségének indika-
tora — értéke 1, ha a két argumentum azonos, egyébként 0.

- Az (M, g) Riemann-sokasdg z eleméhez tartozé érintdtér 7, M, ennek metrikus tenzora
(+|)7,, vagy roviden (-|[-),.
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