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1. Folytonos eloszlasok

1.1. Ismétlés kalkulusbol

Vilasszunk egy olyan f(z) figgvényt, melyre az aldbbi két feltétel teljesiil:

e f(z) > 0 minden x -re
. Tf(:z:) dr =1

Az els6 feltétel miatt beszélhetiink az f(x) fiiggvény alatti és az x tengely feletti 7 tartomdnyr6l. A masodik
feltétel miatt a T tartomdny teriilete 1-gyel egyenld. Kalkulusbdl jol ismerjiik az  f(z) teriilet-fiiggvénye-ként
ad6do primitiv fiiggvényét:

F(z) = / f(a) do

aminek derivaltjaként — minden olyan x helyen, ahol az f fiiggvény folytonos —az f(x) -et kapjuk vissza:

A derivalt — mint tudjuk — kiilonbségek hatarértéke: a < x < b fenndlldsa mellett a — x, b — =z esetén:

F(b) — F(a)

= L )

Ezt a tény hétkoznapi nyelven ugy lehet mondani, hogy @ < z < b fenndlldsa mellett = -hez kozeli a és b

esetén:
F(b) — F(a)

)

vagy atdrendezéssel:

A primitiv fiiggvény jol ismert tulajdonsaga, hogy segitségével egy hatdrozott integral értékét egyszertien kiilonbség-
ként kaphatjuk meg:

b
/f(:c) dx = F(b) — F(a)

Ez a jol ismert Newton-Leibniz formula. Hangstlyozzuk, hogy a Newton-Leibniz formuldban a és b nem kell hogy
kozel legyenek egymashoz.

1.2. Folytonos valészintiségi valtozok

Az élet szinte mindenhol produkal olyan val6szinliségi valtozokat, melyek lehetséges értékei kiilon-kiilon nulla valé-
szinliségtliek, de ennek ellenére a lehetséges értékek egyiittesen egy intervallumot tesznek ki. Mivel az intervallumok
tobb mint megszdmldlhatéan végtelen sok elemet tartalmaznak, az ilyen valdszinliségi védltozok nem tekinthetSek
diszkréteknek. Példak:

e X = ahdmérséklet (mondjuk Celsius fokokban mérve) egy adott helyen éjfélkor



e X = amennyi id6t reggelente varnom kell a villamosra

e X = egy véletlenszerlien védlasztott ember testmagassaga

e X = egy véletlenszerlien védlasztott ember testsilya

e X = atényleges dramerdsség egy dramkorben egy adott pontban

Ezekre a valdszintiségi valtozokra teljesiil, hogy minden lehetséges értékiiket nulla val6szintiséggel veszik fel. Ha egy
valdszinfiségi valtoz6 lehetséges értékei egy intervallumot tesznek ki, és a valdszinliségi valtozé minden lehetséges
értékét nulla valészintséggel veszi fel, akkor a valészintiségi valtozét folytonosnak mondjuk.

Emlékeztetiink rd, hogy — a fentiekkel ellentétben — egy diszkrét valdszintiségi valtozé a lehetséges értékeit pozitiv
val6szintiséggel veszi fel.

1.3. Eloszlasfiiggvény és siirtiségfiiggvény

Egy X valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvényének nevezziik azt az F fliggvényt, melynek egy z helyen vett
értékét (vagyis az F'(x) -szel jelolt szamot) igy definidljuk:

Fz) =P(X < z)

Az eloszlasfiiggvények egy = pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdsziniiségi valtozé milyen valészinti-

séggel vesz fel az x valds szdmndl kisebb vagy egyenld értéket. Folytonos valdszinliségi véltozé esetén minden x
érték valoszintisége 0 -val egyenld, ezért a definiciéban "kisebb vagy egyenld" helyett "kisebb" is irhato:

F(z) = P(X < )

Megjegyezzik, hogy ha X diszkrét valdszintiségi valtozd, akkor minden pozitiv valésziniiségli = lehetséges érték
esetén a P( X < x) val6szinliség nagyobb a P( X < z) valdszintiségnél éppen annyival, amennyi a
valészintisége:

P(X <z)-P(X <z)=P(X =1x)

Konnyi latni, hogy teljesiilnek az aldbbiak:

Egy diszkrét valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének jellemzsi:
1. monoton névekvd
2. ha z tarta (—oo) -hez, akkor F'(z) tarta 0 -hoz
3. ha x tarta (4o00) -hez, akkor F'(x) tartaz 1 -hez

4. az eloszlasfiiggvény grafikonja vizszintes vonalakbdl és ugrdsokbdl all: az ugrdsok azokndl az =z értékek-
nél vannak, melyeket a val6szintiségi valtoz6 pozitiv valdszintiséggel vesz fel. Egy ilyen x helyen az ugrés
nagysaga pedig megegyezik az x érték valdszintiségével.

Igaz a kovetkezd éllitas: Ha egy F(x) fiiggvény rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, akkor lehet olyan diszkrét
valosziniiségi vdltozot definidlni, melynek eloszldsfiiggvénye ez a fiiggvény.

Egy folytonos valészintiségi valtozé eloszlasfiiggvényének jellemzdi:
1. monoton névekvd

2. ha x tarta (—oo) -hez, akkor F'(z) tarta O -hoz



3. ha z tarta (+o00) -hez, akkor F(x) tartaz 1 -hez
4. mindenhol folytonos

Igaz a kovetkezd dllitds: Ha egy F(x) fiiggvény rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, akkor lehet olyan folytonos
valosziniiségi vdltozot definidlni, melynek eloszldsfiiggvénye ez a fiiggvény.

Vegyiik észre, hogy a diszkrét és a folytonos esetek az 1-3. pontokban megegyeznek, és csak a 4. pontban térnek el.

A jobboldali eloszlasfiiggvény is definidlhat6 a
Tx) =P(X > )

képlettel. A jobboldali eloszlasfiiggvény tulajdonsagait itt nem soroljuk fel. A tulajdonsdgok kigondoldsa az Olvasé
dolga lesz a gyakorl6 feladatok kozott.

A konyvnek ebben a részében a folytonos esetre fékuszdlunk. Az F'(x) fiiggvény derivaltjat jelsljik f(x) -szel:

Fl(z) = f(x)

Az f(z) fliiggvény neve: siiriiségfiiggvény.

A stiriségfiiggvény jellemz6i:

1. f(z) >0 minden z -re
(o]
2. [ flx)yde =1
— 00
Igaz a kovetkezd dllitds: Ha egy f(x) fiiggvény rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, akkor lehet olyan valdszinii-
ségi vdltozot definidlni, melynek stiriiségfiiggvénye ez a fiiggvény.

Nyilvanvalé tény, hogy ha egy sirliségfiiggvény egy intervallumban mindenhol pozitiv, akkor ebben az intervallumban
az eloszlasfiiggvény szigorian monoton névekszik.

Tekintsiink most az z pont koriil egy pici intervallumot, ami lehet példdul az [z;z + Az| intervallum, ahol Ax
egy pici pozitiv szam. Az elGbbieket az a« = x, b = x + Ax szereposztas mellett alkalmazva azt kapjuk, hogy

z+Ax
P(méXSx—kAx)z/ f(t)dt

A jobboldalon 4ll6 integrélt f(z)Aux -szel kozelithetjiik, ezért

Pz < X <z+Az) = f(x)Az
vagyis
P(r < X < zx+Az)

El6fordlhat, hogy az [z;x + Axz] intervallum helyett kényelmesebb az = pont koriili |21, z9] intervallummal
dolgozni. Ilyenkor

Plz; < X < z9)

T2 — T1

flz) =
ahol [z1,x2] egy picike intervallum z koriil.

1. Megjegyzés: JOl jegyezziik meg: a siriiségfiiggvény értéke egy x helyen azt mutatja, hogy az « koriili pici
intervallumot véve, a pici intervallum valosziniisége koriilbeliil hanyszorosa a pici intervallum hosszdnak.

.

2. Megjegyzés: Hangsiilyozzuk, hogy a siirtiségfiiggvény f(x) -szel jelolt értéke semminek sem a valdsziniisége.
Ennek a ténynek az elfogadasat és megjegyzését segitheti, ha észbentartjuk: a siriségfiiggvény értéke lehet 1 -nél
nagyobb is, dmde semilyen valésziniiség értéke sem lehet 1 -nél nagyobb. Mint néhdny sorral feljebb mar emlitettiik,

2

a stirliségfiiggvény értéke egy arany kozelit6 értékét jelenti.



1.4. Intervallum valészintisége

Tetszbleges [a, b] intervallum esetén az intervallumba esés
P(a < X <)
val6szinilisége az F'(x) -nek az [a,b] intervallumon vett megvaltozdsdval adhaté meg:
P(a < X <b) = F(b)—F(a)

Az F(x) megviltozdsa pedig — a Newton-Leibniz szabdly szerint — az f(z) -nek az [a,b] intervallumon vett
hatdrozott integraljaval egyenls:

P(a < X <b)= Fb)—Fla) = / (@) dz

Mivel most csak folytonos valGsziniiségi véltoz6krdl beszéliink, ha a zdrt [a,b] intervallum helyett a nyilt (a,b)
intervallumot tekintettiik volna, ugyanezt az értéket kaptuk volna:

b
P(a < X <b) = F(@0)—F(a) = / f(z) dzx

1.5. Median

Adott folytonos valdszintiségi valtoz6 vagy eloszlds esetén az

egyenlet megolddsa olyan = szdmot ad, ami gy osztja ketté a szimegyenest, hogy a t6le balra 1évé rész és és a tdle

jobbra 1évd rész is pontosan % valdszintiség:

P((—o0;2)) =P((z;+00)) = 5
Ilyenkor az x szdmot mediannak nevezziik.
Nyilvanval6, hogy olyan eloszlasnak, mely szimmetrikus valamilyen pontra, a szimmetriapont a medidnja.

Megjegyzés. Bar gyakorlati jelentGsége nincs, megemlitjiik, hogy ha z1 és x5 olyan szdmok, hogy a ( —oo ; 1 )

ésaz (wy; +oo ) intervallumok mindegyikének i a valészintisége, akkor az [ z; ; x5 | intervallum minden

2
pontja median.

1.6. Kvantilis, kvartilis és percentilis

Adott folytonos valdsziniiségi valtozé vagy eloszlds és 0 és 1 kozotti akdrmilyen p esetén az



egyenlet megolddsa olyan = szdmot ad, ami ugy osztja ketté a szdmegyenest, hogy a téle balra 1év6 rész valdszintisége
p , és a t8le jobbra 1év{ rész valdszindsége (1 — p) :

P((-oc0;z)) =p P((xz;+400)) = 1-p

Ilyenkor az = szdmot a p értékhez tartozo kvantilisnek, vagy rovidebben mondva p -kvantilisnek nevezziik.
Azt a fuggvényt, amia 0 és 1 kozotti p szamokhoz hozzarendeli a p-kvantilis értékét, kvantilis fiiggvénynek
nevezhetjiik.

Nyilvanvalod, hogy a p -kvantilis értéke megegyezik az eloszldsfiiggvény inverzének a p helyen vett értékével:
p -kvantilis = F~'(p)
Tehat a kvantilis fiiggvény megegyezik az eloszldsfiiggvény inverzével.

Az alabbi dbran az

=
5

2
I

2 (0 < z < 1) siirségfiiggvényi

X 0 0,1 0,2 03
az eloszlas
festékkel
szemléltetve
Flx) 0 0,01 0,04 |009
p-kvantilis 0 0,1 0,2 0,3
az eloszlds
festékkel
szemléltetve
p 0 0,01 0,04 0,09 0,16 0,25 0,36 0,49 0,64 0,81 1
1. ébra. Eloszldsfiifggvény és kvantilis fiiggvény — egymds inverzei
p-kvantilis 0 0,32 0,45 0,55 0,63 0,71 |0,77 |0,84 |0,89 (0,95 |1
az eloszlas
festékkel
szemléltetve
P 0 0,1
x 0 0,32
az eloszlas
festékkel
szemléltetve
F(x) 0 0,1

2. ébra. Eloszldsfiifggvény és kvantilis fiiggvény — egymds inverzei (mds szdmokkal)



A sz6banforg6 eloszldsra a kvantilis fiiggvény képletét igy adhatjuk meg: F~'(p) = /p (0 < p < 1).

Vegyiik észre, hogy tetsz6leges eloszldsra p = 0.5 esetén a p-kvantilis éppen a medidan. A 0.25 -kvantilis neve:
also kvartilis, a 0.75 -kvantilis neve: fels6 kvartilis. (Figyelem: a kvantilis és kvartilis szavak csak egyetlen betliben
kiilonboznek. Ne keverjiik oket 6ssze!) Az dbran szemléltetett eloszlasra

e az also kvartilis v/0.25 = 0.5,
e amedian /0.5 ~ 0.71,
e afelsd kvartilis v/0.75 ~ 0.87 .

Azok, akik tortek helyett szazalékokban szeretnek gondolkodni, a p -kvantilis helyett a megfelel6 szdzalék értéket és
percentilist mondhatnak. Példaul:

e 0.1 -kvantilis helyett 10 szdzalékos percentilist,
e 0.9 -kvantilis helyett 90 szdzalékos percentilist,
e 0.99 -kvantilis helyett 99 szdzalékos percentilist

lehet mondani.
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2. Folytonos eloszlasok szemléltetése festékkel, pontfelh6vel

2.1. Szemléltetés festékkel (tomeggel)

A folytonos val6szintiségi valtozékat modellezd folytonos eloszldsok fogalmanak megértése nem konnyti. Sok ember-
nek nehézséget okoz. Remélhetdleg segit, hogy az aldbbiakban a folytonos eloszldsokat tomegeloszlasok, festékel-
oszlasok segitégével szemléltetjiik.

A tomegslirtiség fogalma fizikdbdl ismert. Igaz, leginkdbb a (3-dimenzids) térben vett siirliség fogalmat szoktuk meg,

de a feliileti és a vonal menti siiriségrdl is hallhattunk, taldn tanultunk is. Ha nem, akkor "jobb most, mint soha".

Ha egy val6sziniiségszamitdsi probléma kapcsan egy (1-dimenzids) folytonos valészintiségi valtozé siirlségfiiggvé-
nyével van dolgunk, kdonnyen elképzelhetjiik azt a tomegeloszlast a szdmegyenesen, aminek a vonal (itt a vonal a

szamegyenes) menti stirliségét a szébanforgd stiriségfiiggvény irja le: minden =z -re teljesiil, hogy az = helyen a
tomegsirtiség f(z) . llyen tomegeloszlast az aldbbiak szerint el§ is dllithaunk egy "dthenger" segitségével.

Rajzoljuk le az f(x) stirlségfiiggvény grafikonjit az (x,y) sikon. A grafikon alatti teriilet 1 -gyel egyenld. Kérjiink
meg egy szépen dolgozo festd mestert, hogy a grafikon alatti tartomdnyon egyenletesen kenjen el egységnyi 6ssz-
tomegi festéket. A jo fest6 ezt tokéletesen megcsindlja. Az egyenletesség itt azt jelenti, hogy a tartomdny minden
részhalmazéra annyi festék keriil, mint amekkora a részhalmaz teriilete. Es akkor most j6jjon az dthenger, és a tarto-
manyra kent festéket az y tengellyel parhuzamos préseléssel nyomja az = tengelyre! Jobb lenne taldn gy mondani,
hogy nyomja az x tengelybe! A préselés eredményeként a szdmegyenesen (az z -tengelyen) egy tomegeloszlast
kapunk, ami festékbdl késziilt, és igy a szin drnyalat jelzi, hogy hol sfirlibb, hol ritkdbb a festék. Nyilvanvalé (tessék

o

meggondolni!), hogy a szdmegyenes minden x pontjdban a vonalmenti tomegstrtiség éppen f(x) .

Természetesen mindezt csak gondolatban lehet megcsindlni, hiszen a valésdgban nem lehet a 0 vastagsigu egyenesre
(egyenesbe) tomeget préselni. De a fantdzidnk — remélhetSleg — elbirja a leirtakat.

Ha valaki ennek a gyerekes tdlaldsnak az egzakt hatterét szeretné tudni, akkor ime: amikor a konyv kovetkezé részében
a tobbdimenziés eloszldsokrdl fogunk tanulni, akkor egzakt médon is beldthatjuk, hogy egy f(x) siirliségfiiggvény
grafikonja alatti siktartomdnyon vett egyenletes eloszlds vetiilete az x -tengelyen olyan folytonos eloszlst ad, aminek
stiriségfiiggvénye f(x) .

/-\ Sirlségfuggvény grafikonja

A grafikon alatt egységnyi festéket
kentink szét egyenletesen

— A festéket a szamegyenesre nyomtuk

3. dbra. Folytonos eloszlds a szdmegyenesen — szemléltetés festékkel

Vegyiik észre, hogy
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zo 2z

e egy intervallum valészintisége megfelel az intervallumon 1év6 tomeg mennyiségének,

e a medidn megfelel annak a pontnak, amire igaz az, hogy t6le jobbra is és balra is % mennyiségli tbmeg van.

A viérhat6 érték, a masodik momentum, a variancia fogalmat egyeldre még csak diszkrét eloszldsokra vettiik, folyto-

z 2

nosakra majd csak késébb tanuljuk, de elérebocsatjuk, hogy a folytonos esetre is igaz, hogy

e a varhat6 érték megfelel a tomegeloszlas stlypontjanak,

e egy c pontra vonatkozé masodik momentum megfelel a tomegeloszlds ¢ pontra vonatkozo tehetetlenségi
nyomatékanak,

e a variancia pedig megfelel a tomegeloszlasnak a silypontra vonatkozé tehetetlenségi nyomatékanak.

2.1.1. Festék a megvastagitott szamegyenesen

A konnyebb szemléltethetSség kedvéért a 0 vastagsagu szamegyenest érdemes kicsit "megvastagitani”, azaz az
egyenes helyett egy keskeny savot venni, és savon elképzelni a festéket uigy, hogy

2.

e a savon beliil minden fiiggbleges szakasz mentén a (sikbeli) stirliség alland6 legyen, tehat

2

e a (sikbeli) sirliség csak =z -tdl fiiggjon ugy, hogy

e 1 -irdnyban az adott f(z) fiiggvény szerint valtozzon, vagyis

o

e minden (z,y) pontban a festék (sikbeli) stirisége f(x) -szel legyen egyenld.

Ennél a szemléltetésnél a megvastagitott szdmegyenes vastagsdganak, a sav szélességének nincs jelentdsége. Ha a
sav keskeny, akkor jobban hasonlit, jobban emlékeztet a 0 vastagsagu igazi szdmegyenesre. De ha a sdvot nagyon
keskenyre vessziik, akkor a szétkent festék safirtisége, szindrnyalata nem latszik tdl j6l. Iz1€s dolga, hogy milyen széles
savot vesziink a 0 vastagsdgu igazi szamegyenes helyett. E konyv szerzdje szerint valahol fél és egy centiméter kozott

van a legjobb szélesség.

/-\ Striiségfuggvény grafikonja

A grafikon alatt egységnyi festéket
kentlnk szét egyenletesen

A festéket a szamegyenesre nyomtuk

A szamegyenest kicsit megvastagitottuk

I A szamegyenest tovabb vastagitottuk

4. abra. Folytonos eloszlds a szdmegyenesen — szemléltetés a megvastagitott sdvon festékkel
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2.2. Szemléltetés pontfelhovel

2.2.1. Pontfelhé a szamegyenesen

Orvendetes és fontos tény, hogy egy folytonos valdsziniiségi valtozé eloszldsat szemléltetd tomeg- vagy festékeloszldst
a valdsziniliségi valtozdra végzett kisérleti eredményekbdl lehet kozeliteni. Eléggé kézenfekvd otlet a kovetkezd: sok
kisérletet végziink a valdszintiségi valtozora, és a szimegyenesen a kisérleti eredményeknek megfelel pontokba apré

7

korongokat rajzolunk, illetve rajzoltatunk a szamit6géppel. Természetesen a korongocskak ott lesznek stiribben, ahol

a valdszintiségi valtozo stirtiségfiiggvényének értéke nagyobb, és ott lesznek ritkdbban, ahol a stirliségfiiggvény értéke
kisebb.

Azonban ezzel az egyszeri mddszerrel gondok 1épnek fel:

1. Ha kevés kisérletet végziink, és igy kevés korongocskat rakunk ki, akkor nem igazan lehet megmondani, hogy a

korongocskak, hol helyezkednek el siirtibben, és hol ritkdbban.

2. Ha sok korongot tesziink a szdmegyenesre, akkor a korongok atfedik egymadst, egybe olvadnak és a koron-
gocskdkbol egy semmitmondd megvastagodott szimegyenest kapunk. A szdmegyenes szinte mindenhol olyan
vastag lesz, mint a korongocskdk dtmérdje, €s megint nem lehet 14tni, hogy a korongocskdk, hol helyezkednek
el stirtibben, €s hol ritkabban.

2.2.2. Pontfelhd egy keskeny savban

A korongok édtfedésének gondja drasztikusan lecsokken, szinte meg is szlinik, ha a korongokat nem a szdmegyenesre
rakjuk, hanem egy keskeny sdvba, melyet a szdmegyenes folott vesziink fel. Ha a szdmegyenes a papiron, vagy a
képernydn vizszintes, akkor a kisérleti eredmények adjdk a korongok kdzepének a vizszintes koordinatait, a fliggbleges
koordinatdkat pedig az alabbi két lehet&ség valamelyike szerint vessziik fel:

e ha mondjuk 1000 kisérleti eredményiink van, akkor
az elsé korong kozéppontjanak fiiggbleges koordinatija a sav szélességének Tloo -ed része,

. . v g o N P ) L 2 ,
a masodik korong kozéppontjdnak fliggbleges koordindtdja a sdv sz€lességének 1555 -ed része,

a harmadik korong kozéppontjanak fiiggbleges koordindtdja a sdv szélességének ﬁ -ed része,
és gy tovabb,

az ezredik korong kézéppontjanak fiiggdleges koordinatdja a sav szélességének 1990

1000 -ed része,

vagy

e minden korong fiigg6leges koordinatajat ugy éllitjuk eld, hogy a sav szélességét beszorozzuk egy ( 0 és 1
kozott egyenletes eloszlast kovets), mindentdl fiiggetlen RND véletlen szimmmal.

A két lehet6ség mindegyike ugyanazt a szép és latvanyos eredményt adja:

2

e a sdvban keletkezd pontfelhd siirlisége ranézésre jol érzékelhetd, jol értelmezhetd,

2

o fiiggbleges irdnyban a siiriség mindenhol 4llandd, ezért nem is kell a fiigg6leges irdnnyal tor6dni,

e a val6jdban kétdimenzids dbrat ugy értelmezhetjiik, mintha egydimenzids dbra lenne, mintha a 0 vastagsigu
szdmegyenes csak éppen megvastagodott volna,

7 o 2

e vizszintes irdnyban a pontfelhé siirlisége tokéletesen koveti a valdszinliségi valtozo elméleti stirliségfiiggvényét.
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Ha kisérletek szamat elég nagyra noveljiik, a korongocskak atmérdjét pedig elég kicsire csokkentjiik, és hunyoritott
szemmel néziink a pontfelhdre, akkor a pontfelh$ annak a folytonos festékeloszlasnak a benyomdsat adja, melyet a
"Festék a megvastagitott szdmegyenesen" cimd alpontban készitettiink:

Pontfelhd 100 kisérletbdl

Pontfelhd 500 kisérletbdl

Pontfelhé 1000 kisérletbdl

Pontfelhé 5000 kisérletbdl

Eloszlas festékkel szemléltetve

5. ébra. Pontfelhd és festék a megvastagitott szdmegyenesen

s o2

2.2.3. Pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt

Tovabbrais az X, X5, X3, ..., X1000 kisérleti eredmények adjak a korongok kozepeinek a vizszintes koordinatdit,
de a fiiggbleges koordinatakatt az aldbbi két lehet6ség valamelyike szerint vessziik fel:

e az elsd korong kozéppontjanak fiiggbleges koordindtdja f(X7) - ﬁ , vagyis a sliriségfiiggény értéke az X,
helyen szorozva g5 -del,

a mdsodik korong kdzéppontjdnak fiigg6leges koordindtdja f(Xs) - ﬁ , vagyis a slirliségfiiggény értéke

az X helyen szorozva m;-del,

a harmadik korong kézéppontjdnak fiigg6leges koordindtdja f(X3) - ﬁ, vagyis a strtiségfiiggény értéke
az X3 helyen szorozva 505 -del,

és igy tovabb,

az ezredik korong kozéppontjdnak fiiggbleges koordindtdja f(X1000) - % , vagyis a strtiségfliggény érté-

1000
ke az Xjppo helyen szorozva {ggg -del,

tehat a korongok kozéppontjainak koordinatai:
X1, f(X1) 1
b 1000

14



(Xzaf(Xz)' 10200>

(. 1060 055 )

1000
<X1000, f(X1000) - 1000 )

vagy

e mindent ugyanigy csindlunk, mint az el6bb, de a fiiggbleges koordindtakat tgy éllitjuk eld, hogy a stirtiségfiig-
gény értékét beszorozzuk egy (0 és 1 kozott egyenletes eloszlast kovetd), mindentdl fiiggetlen RND véletlen
szammmal, tehét a korongok kozéppontjainak koordinatai:

(X1, f(X1)- RNDy )
(X2, f(X2)- RNDy )
(X3, f(X3)- RND3)

( X1000, f(X1000) - RND1goo )

27z

Ha kisérletek szamat elég nagyra noveljiik, a korongocskdk atmérgjét pedig elég kicsire csokkentjiik, és hunyoritott
szemmel néziink a pontfelhére, akkor a stirtiségfiiggvény grafikonja alatt olyan pontfelh6t kapunk, melynek sikbeli
stirlisége egyenletes, mintha valaki a stiriségfiiggvény alatti sikrészt véletlenszerlien, de egyenletesen pottydzné be.

s

6. abra. Pontfelhd és egyenletesen szétkent festék a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt

7

A médszer egzakt hattere: Ha az X valdszintiségi véltozo stiriségfiiggvénye f(z) , akkor az
(X, f(X)-RND)

kétdimenzids valésziniiségi valtozé egyenletes eloszlast kovet az f(x) grafikonja alatti siktartomanyon.
A kovetkez6 fejezetben a legfontosabb folytonos eloszlasokkal kapcsolatban

15



megadjuk a stiriségfiiggvény grafikonjat,
szemléltetjiik az eloszlast festékkel,
abrazolunk egy pontfelh6t a megvastagitott szimegyenesen

és egy pontfelhét a stirtiségfiiggvény grafikonja alatt is,

és végiil lerajzoljuk az eloszlasfiiggvény grafikonjat.
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3. Random szamok transzformacioi

Szamitogép altal generdlt random szdmokkal bérki kisérletezhet, jatszadozhat. A jatékon tilmenden a random mind
tudomanyos, mind gyakorlati szempontbdl is fontosak, hasznosak. Ezért el6szor ilyen példdkat vesziink.

3.1. Random szam négyzete, négyzetgyoke, reciproka

El6szor csak dbrakkal mutatjuk be, hogy mi torténik, ha random szamokat négyzetre emeliink, vagy gyokot vonunk
beldliik, vagy reciprokaikat vessziik. Ezek utdn kovetkeznek majd az egyszer(i elméleti szimoldsok. Tessék az dbrakat
nézegetni, random szamokkal szamit6gépen kisérletezni, utdna pedig az elméleti szamoldsokat megérteni!

3.1.1. Szemléltetés pontfelhokkel

Ha szdmitégéppel generdlunk 1000 random szdmot, és azokat a megvastagitott szdmegyenesen dbrazoljuk, akkor
egyenletes eloszldsu pontfelh6t kapunk:

7. dbra. Egyenletes eloszldsii pontfelhd a [0, 1] intervallumon

1. Példa: Random szam négyzete

Y = RND?

Ha az 1000 random szdm mindegyikét négyzetre emeljiik, vagyis az egyenletes eloszldsu pontfelh6t a négyzetre
emelést megtestesitd vezérvonalak mentén transzformaljuk, akkor a pontfelhd igy deformalédik:

8. dbra. Egyenletes eloszldsii pontfelhd transzformdcioja a négyzetre emelés fiiggvénnyel

17



2. Példa: Random szam négyzetgyoke

Y = vRND

Ha az 1000 random szdm mindegyikébdl gyokot vonunk, vagyis az egyenletes eloszlast pontfelhdt a gyokvondst

megtestesitd vezérvonalak mentén transzformaljuk, akkor a pontfelhé igy deformalodik:

9. dbra. Egyenletes eloszldsi pontfelhd transzformdcioja a négyzetgyok fiiggvénnyel

3. Példa: Random szam reciproka
1

RND

Ha az 1000 random szdm mindegyikének a reciprokat vessziik, vagyis az egyenletes eloszlasu pontfelh6t a reciprok

képzést megtestesité vezérvonalak mentén transzformaljuk, akkor a pontfelhd igy deformalddik:

10. abra. Egyenletes eloszldsu pontfelhd transzformdcioja a reciprok fiiggvénnyel

3.1.2. Elméleti szamitasok: eloszlasfiiggvény, siirtiségfiiggvény

Mivel a most kovetkez6 szamitasokban tobbszor is felhaszndljuk, itt kihangsilyozzuk a tényt:

0 <z<1 eseten P(RND < 2) = 2

1. Példa: Random szam négyzete
Y = RND?

Eloszlasfiiggvény:
Gly) = Vy ha 0 <y <1

18



Siiriiségfiiggvény:

gly) = — ha 0 <y <1
W =575
Tehitegy [a; b] intervallum valészintisége:
|
Pla <Y <b)=vVb—va= | — dy ha 0 <a<b<1

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o

11. abra. Random szdm négyzete: siiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

12. dbra. Random szam négyzete: pontfelhd 1000 kisérletbol

13. abra. Random szdm négyzete: pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt
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0,8 +

04 4

0 T T T T T T T T T
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

14. dbra. Random szdm négyzete: eloszldsfiiggvény

A képletek meghatarozasa: ¥ = RND? Iehetséges értékei a (0,1) intervallumot teszik ki. Ezért az aldbbi
szamitasokban feltessziik, hogy 0 < y < 1.

Eloszlasfiiggvény:
Gly) =P(Y <y)=P(RND> < y) =P(RND < ) = \/y ha0 < y < 1
Siiriiségfiiggvény:
W=rFu=(i)=(s)=30)=5- mo<y<1
9(y) = F'ly) = (Vy) = vy =5\Y =3 y

2. Példa: Random szam négyzetgyoke

Eloszlasfiiggvény:
Siiriiségfiiggvény:
Tehét egy [a; b] intervallum val6szintisége:

b
P(angb):bQ—a2:/2ydy ha 0 <a<b<1
a
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 0° 1

o

15. abra. Random szdm négyzetgyoke: siiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

16. abra. Random szdm négyzetgyoke: pontfelhd 1000 kisérletbdl

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o

17. abra. Random szdm négyzetgyoke: pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt
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0,6 +

02+

0 | T T T T T T T T
0 g1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

18. dbra. Random szdm négyzetgyoke: eloszldsfiiggvény

A képletek meghatarozasa: Y = +/RND lehetséges értékei a (0,1) intervallumot teszik ki. Ezért az aldbbi
szamitdsokban feltessziik, hogy 0 < y < 1.

Eloszlasfiiggvény:
G(y):P(YSy):P(\/RNDSy):P(RNDg ) =9y ha0 < y < 1
Siiriiségfiiggvény:

9y) = F'iy) = (42) =2 ha0 < y < 1

3. Példa: Random szam reciproka

1
~ RND
Eloszlasfiiggvény:
Gly) =1-- ha 1 <y <
Siiriiségfiiggvény:
1
g<y>:? ha 1 <y <

Pla <Y

IN

b
b) = 1717171 :/idy ha 1 <a<b<
b a o Y2
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Pyl

19. abra. Random szdm reciproka: siiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

0 7 g 9 10
20. dbra. Random szdm reciproka: pontfelhd 1000 kisérletbdl
2
1
0
0 6 7 8 9 10

0y o 2

21. dbra. Random szam reciproka: pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt

0,8 +

04 +

22. abra. Random szdm reciproka: eloszldsfiiggvény
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A képletek meghatarozasa: Y = 1/RND lehetséges értékei az (1, oo ) intervallumot teszik ki. Ezért az aldbbi
szamitdsokban feltessziik, hogy 1 < y < .

Eloszlasfiiggvény:
G()—P(Y<)—PL —p(l<rw)=p(r>1t) -1t (y > 1)
y) = sv)=Plrp =Y) =Pl = =)= y
Siiriiségfiiggvény:
' 1
— ! —
s =P = (1) = () =yt = >

3.2. Osszeg, szorzat, hanyados — eloszlasfiiggvény, stiriségfiiggvény

Ebben az alfejezetben olyan valdszinliségi valtozokat fogunk vizsgdlni melyeket két random szdmbdl szarmaztatunk
valamilyen miivelettel. A vizsgalt valdszinliségi védltozét nem X -szel, hanem Z -vel fogjuk jelolni. Z eloszlas-
fiiggvényének jele R(z) , slirtiségfiiggvényének jele pedig r(z) lesz. Mivel az ( RND; , RNDs ) véletlen pont
az egységnégyzeten egyenletes eloszlast kovet, egy vele kapcsolatos esemény valésziniisége teriiletek hanyadosaként
szamithatd: a kedvez6 kimenelek halmazéanak a teriiletét kell osztani a négyzet teriiletével. A négyzet teriilete egyenld
1 -gyel, ezért az osztastdl el lehet tekinteni.

1. Példa: Random szamok osszege:
Z = RND; + RNDy

Eloszlasfiiggvény:
%2 ha 0 < z <1
R(z) =
1—222° a1
Siiriiségfiiggvény:
z ha 0 < 2z <1
r(z) =
2—z ha 1 < z < 2
2
1 -
0
0 1 2

23. abra. Random szdmok dsszege: siriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel
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24. abra. Random szamok osszege: pontfelhd 1000 kisérletbdl

25. abra. Random szdamok dsszege: pontfelhd a stiriiségfiiggvény grafikonja alatt

0.8 1
06 +
0.4 |
0.2 |

26. abra. Random szdmok dsszege: eloszldsfiiggvény

A képletek meghatarozasa: A 7 =

RND; + RND;

valdszintiségi valtozé lehetséges értékei a

intervallumot teszik ki, ezért az alabbi szamitdsokban feltessziik, hogy 0 < 2z < 2.

Eloszlasfiiggvény:

P(Z < z)

= P(RND; +RND, < z)

[0, 2]

Az RND; +RND; < z esemény szdmdra kedvezd kimenetelek halmazit az egységnégyzet belsejében az x4y =
z egyenletii egyenes alatti rész jelenti, ami
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0<z<1 z>1

N

27. dbra. RND1 + RND- eloszldsfiifggvényének levezetése

22

e 0 < 2z < 1 esetén egy derékszodgl hdromszog, melynek befogdi z hosszisdguak, igy teriilete teriilete 5-,

o 1 < 2z < 2 esetén pedig egy 6tszog, melynek komplementere egy derékszogili haromszoég 2 — z hossziisagu

befogdkkal, (Q_Tz)? teriilettel, igy az 6tszog teriilete 1 — (Q_Tz)z i
Ezért
22
< ha 0 < z <1
R(z) =
2
1 -L222) ha z > 1
Siiriiségfiiggvény:
(é)’zz ha 0 < z <1
r(z) = R'(z) =

(1—M)’:2—z ha z > 1

2. Példa: Random szamok szorzata:
Z = RND; - RNDy

Eloszlasfiiggvény:
R(z) = z—zlnz ha 0 < z <1

s s

Siiriiségfiiggvény:
r(z) = —Ilnz ha 0 < z <1

Tehit 0 < a < b < 1 eseténaz [a; b] intervallum valdszindsége:
Pla < Z<b)=(b-blnb)—(a—alna)

avagy

Pla < Z <b) = /b(—lnz) dz
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28. abra. Random szdmok szorzata: siiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o a2

30. abra. Random szdmok szorzata: pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt
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0,6 +

0 T T T T T T T T T
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

31. dbra. Random szamok szorzata: eloszldsfiiggvény

A képletek meghatarozasa: A Z = RND; - RNDy valészinlségi véltozo lehetséges értékeia ( 0, 1)
intervallumot teszik ki, ezért az alabbi szdmitdsokban feltessziik, hogy 0 < z < 1.

Eloszlasfiiggvény: Most is a kedvez6 kimenelek halmazédnak a teriiletet kell meghataroznunk. Az RND; - RND, <
z esemény szamdra kedvez$ kimenetelek halmazat az egységnégyzet belsejében az = -y = 2z egyenletii hiperbola
alatti részt jelenti, ami az x -tengely =z abszcisszji pontjaban hiizott fiiggbleges szakasszal két részre bonthatd: a
baloldali rész egy téglalap, a jobboldali rész pedig egy "trapéz jellegli" halmaz, melynek a "tetejét" a hiperbola alkotja.

Zn

Az aldbbi abran a téglalapot T3 -gyel, a "trapéz jellegli" halmazt T5 -vel jeloljiik:

2

32. dabra. RND; - RND- eloszldsfiifggvényének levezetése

Ty teriilete nyilvan z -vel egyenld. T, teriilete pedig integralassal szamithat6 ki:

r=1 y=z/x =1
/ / ldy | dz = / zfx dx = —zlnz
T=z y=0 r=z

A két tag dsszege éppen R(z) -t adja.
Siiriiségfiiggvény:
1
r(z) = F'(z) = (z—zlnz)) = 1-lnz—2- = —-Inz (0 < 2 < 1)

z

3. Példa: Random szamok hanyadosa
RND,

~ RND,
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Eloszlasfiiggvény:

s ha 0 < z <1
R(z) =
1- é ha z > 1
Siiriiségfiiggvény:
% ha 0 < z <1
r(z) =

# ha z > 1

0¥
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

33. abra. Random szamok hdnyadosa: stiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

34. abra. Random szamok hdnyadosa: pontfelhd 1000 kisérletbdl

0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10

35. abra. Random szdmok hdnyadosa: pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt

29



06 +

36. abra. Random szdamok hdnyadosa: eloszldsfiiggvény
A képletek meghatirozasa: A Z = RNDy/RND; valdszinliségi valtozé lehetséges értékeia ( 0 , oo )
intervallumot teszik ki. Ezért az aldbbi szamitdsokban feltessziik, hogy 0 < z < oo.
Eloszlasfiiggvény: Most is a kedvez$ kimenelek halmazanak a teriiletet kell meghataroznunk.

R(z) = P(Z < z) = P(RNDy/RND; < z) = P(RND, < zRND; )

Az RND; < z RND; esemény szdmara kedvez6 kimenetelek halmazat az egységnégyzet belsejébenaz y = z-x
egyenletl egyenes alatti részt jelenti,ami 0 < 2z < 1 eseténegy haromszog, z > 1 esetén egy trapéz:

37. dbra. RNDs/RND; eloszldsfiifggvényének levezetése

Két esetet kell most szétvalasztanunk:

l.eset: z < 1.A hdromszog teriilete nyilvédn z/2. Ezért

R(z) = z/2

2.eset: z > 1. A trapéz komplementere egy hdromszdg, melynek teriilete 1/(2z) . Ezért

R(z) =1 — 1/(22)
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Siiriiségfiiggvény:
(2) = 3 ha 0 < 2z <1

(1-2L) = 2 ha z > 1

222

3.3. A siriségfiiggvény képletének kozvetlen levezetése

Két példat is mutatunk arra, hogy hogyan lehet a stiségfiiggvényt kdzvetleniil meghatdrozni az eloszlasfiiggvény kisza-
moldsa nélkiil. Szamitdsaink minkét esetben arra épiilnek, hogy az ( RND;, RNDy ) kétdimenzids valészintiségi
valtozé egyenletes eloszlast kovet az egységnyi tertilet(i

{(zy): 0 <=

IN
[t

négyzetben.

3.3.1. Random szamok osszege

Ebben a részben a
Z = RND; + RND,

2 v

valdszintiségi valtozo stirliségfiiggvényének a képletét vezetjiik le. A stirtiség

P(z2<Z < z4+Az)
Az

r(z) =
jelentésébdl indulunk ki, ahol Az egy pici pozitiv értéket jelol. Két esetet tekintiink:

loeset: 0 < z < 1.
A szamldléban dll6 z < Z < z+ Az eseménynek megfelel a négyzet

z < x4y < z+Az

egyenlGtlenségekkel definidlt részhalmazanak. Ez egy trapéz, amit az aldbbi dbra bal oldaldn vastagitva lathatunk:

1 1
z+ Az Az
z
0 > 0 -
0 / 1 0 1
Z+AZ

38. abra. Balra: a trapéz. Jobbra: a trapéz felbontdsa egy paralellogramma és egy hdromszog egyesitésére
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Mint az dbra jobb oldalan leolvashatd, ez a trapéz eldall egy paralellogramma és egy haromszog egyesitéseként. A
paralellogramma alapjanak hossza Az , magassiga z , ezért terillete 2z - Az . A haromszog egy derékszogi

haromszog Az hosszdsagi befogokkal, ezért teriilete % . gy a trapéz teriilete
z-Az + (A2)*
2

ami egyben a fenti tort szamlaléjaban 4ll6 valdszintiséggel is egyenld. Ezért

z-Az + (AQZ)Z Az
A

2.eset: 1 < 2z < 2.
A szamldléban dll6 z < Z < z+ Az eseménynek megfeleld,

z < z+y < z+ Az

egyenl6tlenségekkel definialt részhalmaz most is egy trapéz, csak mashol helyezkedik el a négyzetben. Az aldbbi dbra
bal oldaladn vastagitva lathatjuk:

2 2
z+ 1Az
Z

1 1

2-z \
AV 4
0 0
0 1 2 0 1 2
Z+MZ

2 2

39. abra. Balra: a trapéz . Jobbra: a trapéz elddllitdsa egy paralellogramma és egy hdromszog kiilonbségeként

7z

Mint az 4bra jobb oldaldn leolvashato, ez a trapéz el6all egy paralellogramma és egy hdromszog kiillonbségeként. A
paralellogramma alapjdnak hossza Az , magassdga 2 — z , ezért teriilete (2 —z)- Az . A hdromszog egy derékszogl

haromszog Az hosszisagi befogdkkal, ezért teriilete % . Igy a trapéz teriilete
A 2
(2—2)-Az — ( 22)

ami egyben a fenti tort szamlaléjaban 4ll6 valdszintiséggel is egyenld. Ezért

()N(2—2)~Az—%_(2 ) AZN2
r(z) =~ AL = z 5 ™ z
Mindez azt jelenti, hogy

z ha 0 < z <1

B
|
S
=
o
—_
IA
w
IN
B
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3.3.2. Két random szam maximuma

Ebben a részben a
Z = max ( RND;,RNDy )

valészintiségi valtozo stiriségfiiggvényének a képletét vezetjiik le. Természetesen most is a siirliség

P(z2<Z < z+Az)
Az

jelentésébdl indulunk ki, ahol Az egy pici pozitiv értéket jelol.

r(z) =

A szamldléban dll6 z < Z < z+ Az eseménynek megfelel az egységnégyzetnek az a részhalmaza, melyet
z < max(z,y) < z+ Az

egyenldtlenségek definidlnak. Ez egy L-alakii halmaz, amit az alabbi dbra bal oldaldn lathatunk:

1 1
zZ+AZ
2 Nz
z
z

0 0

z NZ
0 1 0 1

Z+AZ

40. abra. Balra: az L-alaki halmaz. Jobbra: a halmaz felbontdsa két téglalap és egy négyzet egyesitésére

Mint az dbra jobb oldaldn leolvashatd, ez az L-alaki halmaz el6dll két téglalap és egy négyzet egyesitéseként. A
téglalapok egyik oldaldnak a hossza z , a mdsiké Az , ezért egy-egy téglalap teriilete z - Az . A négyzet teriilete
nyilvan (Az)? . Igy az L-alakii halmaz teriilete

2 - z-Az + (Az)?

Ezért A AL
2.2.
r(z) =~ & ZA:_( ?) =224+ Az~ 2z

Ez azt jelenti, hogy
r(z) = 2z ha 0 < z <1

3.4. Egyenletes kormozgasbol szarmaztatott eloszlasok

Tegyiik fel, hogy egy pontszer(i test korpalydn mozog konstans szogsebességgel, és mi egy véletlen idSpillanatban
tekintjiik a részecske helyét a kor keriiletén. Mivel a mi id6pillanatunk véletlenszerd, az észlelt hely egy véletlenszeri
pont a kor keriiletén. Ha a mi véletlenszer( id6pillanatunk semmi médon nincs kapcsolatban a pont mozgéasaval, akkor
az igy valasztott véletlen pont eloszlasat kézenfekvs egyenletes eloszlasnak elfogadni.
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3.4.1. Arkusz-szinusz eloszlas

Szeretem tavcsdvel nézegetni a Jupiter holdjait, melyeket Galileo Galilei fedezett fel a 17. szdzad elején. A neveik: Io,
Eurdpa, Ganiimédész (latinul: Ganymedes), Kalliszté (latinul: Callisto). A holdak a Jupiter koriil keringenek kozelits-
leg korpalyan egyenletes sebességgel, gyakorlatilag egy sikban. Ebben a sikban a Fold is benne van, ezért a korlapot
ugy latom, mintha egy korongot az éle felél néznék. Ezért a holdacskdk mozgasat nem kérmozgéasnak érzékelem: ugy
latom, mintha egy szakaszon periodikusan mozognanak: egyszer jobbra, maskor balra. A szakasz egyik vége a Jupiter
baloldaldn van, a masik a jobboldaldn, és a holdacskak latszélag ezen a szakaszon mészkalnak. Ha a korpélya sugarét
vélasztjuk egységnek, és a szakasz kézéppontjat 0 -nak, akkor a szébanforgé szakasz a [—1;1] intervallum.

Tegyiik fel, hogy felismerem a holdakat, és — mondjuk — mindig csak az Io helyzetét figyelem, a mésik harom hol-
dacskdval nem t6rédok. Ha egy véletlenszer idGpontban tekintem az Io-t, akkor a ldtszélagos helyzetét a [—1;1]
intervallumon jellemezhetem egy véletlen X valds szammal.

[ ]
Jupiter

-1 o X 1

Ebbél az iranybdl, messzirdl
nézegetem
a Jupiter lo nevii holdacskajat

41. abra. Az X valodsziniiségi vdltozo definicidja

X egy folytonos valészintiségi véaltozd. Felmeriil a kérdés: milyen eloszlast kovet X ? A vilasz:

Eloszlasfiiggvény:
1 1
F(z) = §+—arcsin(x) (-1l<z<1)
™
Siiriiségfiiggvény:
1 1
fl@) = - —— (-1 <z <1)

T 1 — 22

Az eloszlds a nevét az eloszlasfiiggvény képletében szerepl$ arkusz-szinusz fiigvénytsl kapta: arkusz-szinusz elosz-
las.
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(4%}

en]

-1 0 1

s

42. abra. Arkusz-szinusz eloszlds: stirliségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

43. abra. Arkusz-szinusz eloszlds: pontfelhd 1000 kisérletbol

44. abra. Arkusz-szinusz eloszlds: pontfelhd a stiriiségfiiggvény grafikonja alatt
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-1 0 1

45. abra. Arkusz-szinusz eloszlds: eloszldsfiiggvény

A képletek meghatarozasa:

Mivel a Jupiter koriili kérpalyan a hozzam kozelebbi "alsé félkor” és a télem tdvolabbi "felsd félkor" a Foldrdl nézve
egyforma stllyal rig a latba, elég csak a "felsd tdvolabbi" félkorre szoritkozni. Vagyis gy vehetjiik, hogy az Io
helyzete abban a véletlenszer( idGpillanatban, amikor a tdvcsovemmel nézem, egyenletes eloszldsii a felsd félkoron.

A kovetkezd gondolatmenetben Kkitiintett szerepet kap az sugar, melyet a Jupiterbdl inditva a felsé félkoriv kozepéhez
hizhatunk: a tobbi sugarat azzal a ( —7/2 és w/2 kozé es6) szoggel fogjuk jellemezni, melyet ezzel a kitiinetett
sugdrral bezarnak.

Eloszlasfiiggvény: Valasszunk egy « szdmot —1 és 1 kozott. X eloszlasfiiggvényének az x helyen vett
értékét, vagyis az X < =z esemény valdszinliségét szeretnénk meghatdrozni. E célbdl eldszor keressiik meg az
x -nek megfelel6 P pontot a felsd félkoriven, és aztan rajzoljuk be a JupitertSl a P ponthoz hiizhaté sugarat, 1dsd a
lentebbi abrat! Ennek a sugarnak a kitiintetett sugarral bezart szogét jeloljik ¢ -vel.

Egyszer( trigonometriai tény, hogy = és ¢ kozott fenndllnak az

x = sin(9) ¢ = arcsin(z)
Osszefiiggések — 14sd a aldbbi dbrat:

kitntetett 4

PR T fi fi = arcsin(x)

XNP = singfi)
fels6 félkor
i1
Jupjter
also félkor|
1 0 X 1

46. dbra. Az dbrdrdl leolvashatok a x = sin(¢), ¢ = arcsin(z) dsszefiiggések

Az X < z eseménynek megfeleld halmaz
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e a [—1;1] intervallumon beliil az x -t6l balra es6 [—1;z] intervallum,

e a felsd félkoron belill a P ponttdl balra esd koriv, melynek hossza 7/2 4 arcsin(z) :

pi/2

arcsin(x)

P

47.dbra. Az X < x eseménynek megfeleld halmaz a felsd félkoron beliil egy koriv

F(zx) értéke egyenls ennek a korivnek a hossza osztva a felss félkor hosszaval:

Siirtiségfiiggvény:

5+ arcsin(z)

1+1 in(z)
= - — arcsin(z
2 s

1
o1 — a2

Megjegyzés: Egy szinuszosan véltakozd valtéaram pillanatnyi fesziiltségét véletlenszer( pillanatban véve nyilvan
arkusz-szinusz eloszlasi valészintiségi valtozot kapunk.

3.4.2. Cauchy eloszlas

Képzeljiik el, hogy valaki egy hosszi egyenes fal elé letesz a foldre egy hagyomanyos, kor alakd érat, és azt vizsgélja,
hogy az egyenletes szogsebességgel forgé (tehat nem ugrabugralé) masodperc mutaté altal definiélt egyenes hol met-
szi a falat. Az 6ra kozéppontjanak a faltél val6 tavolsagat vessziik hosszegységnek. Ezzel a hosszegységgel a falon
elképzeljiik a szamegyenest. Ha véletlenszer(i id6pontban tekintjiik a metszéspont, akkor a metszéspontnak a helyzete
a falra rajzolt szimegyenesen egy szdmot definidl, ami szdmunkra egy X valdészinliségi valtozot jelent:
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masodperc mutatd

48. abra. Az X valosziniiségi vdltozo definicidja

Felmertil a kérdés: milyen eloszldst kovet az X valészinfiségi valtoz6? A valasz:

Eloszlasfiiggvény:
1
F(x) = §+farctan(:z:) (-0 <z < 0)
T
Siiriiségfiiggvény:
1 1
f(x)z;l_'_xz (-0 <z < 0)

Az eloszlast jogos lenne arkusz-tangens eloszlasnak hivni, de a neve mégis: Cauchy eloszlas.

49. abra. Cauchy eloszlds: stiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

50. abra. Cauchy eloszlds: pontfelhd 1000 kisérletbdl
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51. dbra. Cauchy eloszlds: pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt

52. abra. Cauchy eloszlds: eloszldsfiiggvény

A képletek meghatarozasa: Mivel az 6ra lapjan az "alsé félkor" és a "felsd félkor" egyforma sillyal rig a latba, elég
csak a felsd félkorre szoritkozni. Vagyis igy vehetjiik, hogy a kor keriiletén a masodperc mutat6 altal kijelolt pont
egyenletes eloszldsi a felsd félkoron.

A kovetkez6 gondolatmenetben Kkitiintett szerepet kap az sugar, melyet az 6ra kozéppontjabdl a felsé félkoriv kozepé-
hez hizhatunk: a tobbi sugarat azzal a ( —7/2 és w/2 kozé ess) szdggel fogjuk jellemezni, melyet ezzel a kitiinetett
sugdrral bezdrnak.

Eloszlasfiiggvény: Vdlasszunk egy = valds szdmot. X eloszlasfiiggvényének az x helyen vett értékét, vagyis az
X < x esemény val6szinliségét szeretnénk meghatarozni. E célbdl el6szor keressitk meg az x -nek megfelels P
pontot a felsd félkoriven, és aztan rajzoljuk be az 6ra kozéppontjabdl a P ponthoz hizhat6 sugarat, lasd a lentebbi
abrat! Ennek a sugdrnak a kitlintetett sugarral bezart szogét jeloljiik ¢ -vel.

Egyszert trigonometriai tény, hogy x és ¢ kozott fennallnak az
x = tan(¢) ¢ = arctan(x)

Osszefiiggések — 1asd a alabbi dbrat:
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kitiintetett sugar

X

M P
fels6 félkor 1 x = tan(y)
®
@ = arctan(x)
also felkor v

53. dbra. Az dbrdrdl leolvashatok a x = tan(¢), ¢ = arctan(x) dsszefiiggések

Az X < z eseménynek megfeleld halmaz
e az érint§ egyenesen: az x -t6l balra esé [—oo; x| intervallum,

o afelsd félkoron: a P ponttdl balra esS koriv, melynek hossza 7/2 + arctan(z) :

pil2 1 P arctan(x)

54. abra. Az X < x eseménynek megfeleld halmaz a felsd félkoron beliil egy koriv

F(z) értéke egyenls ennek a korivnek a hossza osztva a fels6 félkor hosszdval:

Z 4 arctan 1 1
F(.’E) = P( X S i ) = %(x) = 5 + ;arctan(x)
Siiriiségfiiggvény:
11 11
flz)=F'(x) = (2 + 7Tarctan(ac)) = L Tia
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3.5. Monoton transzformaciok

Legyen y = t(x) egy folytonosan differencidlhaté, szigorian monoton ndvekeds fiiggvény, melynek = = t~1(y) -
nal jel6lt inverze is folytonosan differencidlhaté. Ha egy random szdmot behelyettesitiink a ¢(x) fiiggvénybe, akkor
egy Uj Y valdszintiségi valtozét kapunk, melyet ¢(RND)-vel szokas jelolni:

Y = t(RND)
Az Y ,vagyis t(RND) eloszlasfiiggvényét jeloljiik G(y) -nal, strtségfiiggvényét g(y) -nal.

1. Allitas: Ha y = ¢(z) szigordan monoton nvekeds, akkor

Bizonyitas. Az aldbbi egyenlGségek mindegyike nyilvanvalé. A t(z) fiiggvény szigordan monoton névekedd tulaj-
donsagat akkor hasznaljuk fel, amikor az els6 sor végérdl a masodik sor elejére 1épiink, kihaszndlva azt a tényt, hogy
a t(RND) < y esemény ugyanazt jelenti, mintaz RND < t~1(y) esemény:

Gly) = P(Y <y) =P(tRND) <y ) =P(RND < t7}(y) ) = t7'(y)

A G(y) =t"(y) Osszefiiggésbdl y szerinti derivdldssal:

gy) = (7))

/

A siiriiségfiiggvény képletének kozvetlen levezetése. Legyenck x és y ,illetve x + Ax és y + Ay egymdsnak
megfeleld értékek, azaz
y = t(x) illetve y+ Ay = t(z+ Ax)

Az y = t(x) figgvény szigorian monoton ndvekedd tulajdonsdga miatt az
y <Y < y+Ay

esemény ekvivalens az
x < RND < z+ Az

eseménnyel. Ezért
Ply <Y <y+Ay) =P(z < RND < z+ Ax)

Felhaszndlva, hogy
P(z < RND < z+Az) = Az

kapjuk, hogy

_Ply <Y <y+Ay) Pz <RND < z+Az) Az

2. Allitas: Ha y = () szigordan monoton csokkend, akkor
Gly) =1 - t7'(y)

gy) = = (')’
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Bizonyitas. Az aldbbi egyenlGségek mindegyike nyilvdnvals. A t(x) fliggvény szigorian monoton csokkend tulaj-
donsagat akkor hasznaljuk fel, amikor az elsé sor végérdl a masodik sor elejére 1€piink, kihasznalva azt a tényt, hogy
a t(RND) < y esemény ugyanazt jelenti, mintaz RND > ¢~!(y) esemény:

Gly) = P(Y < y)=P( ¢(RND) < y )=

=P(RND > t!(y) ) =1-P(RND < t7'(y) ) = 1—-t"!(y)
A G(y) =1—t"1(y) osszefiiggésbdl y szerinti derivaldssal:

gy) = — (')’

A siiriiségfiiggvény képletének kozvetlen levezetése. Az y = ¢(x) fiiggvény szigordan monoton csékkend tulajdon-
sdga miatt az
y <Y < y+Ay

esemény ekvivalens az
r—Az < RND < z

7 2

eseménnyel, ahol x és y,illetve z — Ax és y + Ay egymasnak megfeleld értékek, azaz
y = t(x) illetve y+ Ay = t(z — Ax)

Ezért
Ply <Y <y+Ay) =P(z—Az < RND < z)

Felhasznalva, hogy
P(z— Az < RND < z) = Az

kapjuk, hogy

_Ply<Y <y+Ay) Plz—Az <RND < z) Az _ 1 /

Az utolsé 1épés azért igaz, mert a fliggvény szigordan monoton csokkend mivolta miatt

(t‘l(y))/ ~ —i—i azaz i—; ~ —(t7'(y))

/

3.6. Folytonos szimulacio

Tegyiik fel, hogy el6irnak egy folytonos eloszlast, és nekiink eld kell allitani szamit6gép segitségével egy olyan X
val6szinfiségi valtoz6t, ami a megadott eloszlast koveti. Egyenletes eloszlas esetén egyszeri a helyzet, hiszen a az Ex-
celben angolul a RAND (), illetve magyarul a VEL () utasitds olyan véletlen szdmot dllit €15, ami a [0; 1] intervallumon
vett egyenletes eloszlast koveti. Ezért

e haa [0;1] intervallumon vett egyenletes eloszlést irjdk el§, akkor a megoldds: X = RND

e haaz [5;15] intervallumon vett egyenletes eloszlast irjdk eld, akkor a megoldds : = 5+ 10-RND

SE

e haaz [A; B] intervallumon vett egyenletes eloszlast irjak els, akkor a megoldas : A+ (B—A)-RND
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Ha az el6irt eloszlas nem egyenletes, akkor a médszer nem ennyire egyszerti. A kovetkez6képpen lehet eljarni:

Meghatdrozzuk az eldirt eloszlds F(x) eloszldsfiiggvényének az inverzét, majd az inverz fiiggvénybe egy random
szdmot helyettesitiink:
X = F'(RND)

Az eljaras igazolasaul az el6zd alfejezetben targyaltakra lehet hivatkozni, mely szerint ha egy RND szamot egy
szigorian monoton ndvekedd transzformacidnak vetiink ald, akkor a kapott valészintiségi valtoz6 eloszlasfiiggvénye a
transzformdcios fliggvény inverze. Ezért, ha a transzformdcié a megadott eloszldsfiiggvény inverzével torténik, akkor
a kapott valdszintiségi valtozo eloszldsfiiggvénye a megadott eloszlasfiiggvény lesz.

Megjegyzés: Az itt megadott mdédszer nem az egyetlen mddszer, mas mddszerekkel is el lehet allitani a kivant
eloszldst kovetd valdsziniiségi valtozot. Példaképpen emlitjiik, hogy az aldbbiak szerint is eljarhatunk:

P

Meghatdrozzuk az eldirt eloszlds T(x) jobboldali eloszldsfiiggvényének az inverzét, majd az inverz fiiggvénybe egy
random szdmot helyettesitiink:
X =T '(RND)

3.7. Béta eloszlasok

Vilasszunk egy n ésegy k szamotugy,hogy 1 < k < n teljesiiljon. Ezek utdn tekintsiink n darab
egymdstol fiiggetlen, kiilon-kiillon 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsd random szdmot. Jeloljikk X -szel a nagysag
szerinti k -ik legkisebbet!

Ugyanez a probléma kicsit életszertibben:

Tegyiik fel, hogy egy n tagu tirsasag tagjai egymastol fiiggetleniil egyenletes eloszlas szerint érkeznek a menzara
dél (amit itt most O O&rdnak teintiink) és 1 6ra kozott. Aki elsének megjon leiil és var a tobbire. Amikor a masodik

megjon, kezet fognak. Amikor a harmadik megjon, udvariasan kdszoén a mar ottlévd két baratjanak. Amikor pedig a
k -ik is megjon, hangos csatakialtassal iidvozlik 6t. Jeloljik X -szel azt a pillanatot, amikor felhangzik a csatakialtas!

Az ilyen médon értelmezett valészintiségi valtozok eloszlasait nevezziik béta eloszlasoknak.

sr_ s

3.7.1. A siiriiségfiiggvény képletének kozvetlen levezetése

Memutatjuk, hogy X stirliségfiiggvénye:

flx) = (k—l):lén—k)' P12 ha 0 <z <1

Megjegyzés: A béta eloszldsokat tetszGleges n -re és k -ra vezettilk be. A kezd$ szdmdra ez igy ijesztd lehet.
Ennek kivédésére tandcsoljuk, hogy — faradsagot és id6t nem kimélve — el6szor néhany specidlis esetre gondolja at
a definicidt, végezzen kisérleteket, értse meg, hogy mirdl is van sz6. Az kovetkezd négy dbran n = 2,3,4,5 ésa
lehetséges k értékekre a megadjuk a stirliségfiiggvények grafikonjait :

43



¢ o1 02 03 04 05 06 0,7 08 09 1

55. dbra. Béta eloszldsok siiriiségfiiggvényeinek grafikonjai, n = 2, k = 1, k = 2

o o1 02 03 04 05 06 0,7 0,8 09 1

56. dbra. Béta eloszldsok siiriiségfiiggvényeinek grafikonjai, n = 3, k = 1, k = 2, k = 3
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c 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

57. abra. Béta eloszldsok siiriiségfiiggvényeinek grafikonjai, = 4, k = 1, k = 2, k

Il
Nl
Ea
Il
W~

c 0102 03 04 05 06 07 08 09 1

58. dbra. Béta eloszldsok siiriiségfiiggvényeinek grafikonjai, n = 5,k = 1, k = 2,k = 3,k = 4,k =5

Az n = 5, k = 2 paraméter értékekre tobb dbrat is megadunk:
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07 08 09 1

59. ébra. Béta eloszlds n = 5, k = 2 : siriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

60. dbra. Béta eloszlds n = 5, k = 2 : pontfelhd 1000 kisérletbdl

0 1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

o

61. dbra. Béta eloszldas n = 5, k = 2 : pontfelhd a siriiségfiiggvény grafikonja alatt
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o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

62. dbra. Béta eloszlds n =5, k = 2 : eloszldsfiiggvény

A siiriiségfiiggvény képletének levezetése: Vilasszunk egy « pontot 0 és 1 kozott, és legyen az [x1, xo] egy
picike intervallum x koriil. A stir(iség jelentése miatt:

P($1 SX S xg)

T2 — T1

fz) ~

A szamldléban dll6 z; < X < =z esemény azt jelenti, hogy a nagysdg szerinti k -ik random szdm az
[z1; x2 ] intervallumba esik, vagyis

valamelyik ~ random szdm beleesik az [ ; 23] intervallumba (6 adja X értékét), és
k —1darab random szdm esik a [0; X]  intervallumba, és
n — k darab random szdm esik az [ X ;1] intervallumba

Mindez kozelitdleg ezt jelenti:
valamelyik  random szdm beleesik az [x7; xo] intervallumba (6 adja X értékét), és
k —1darab random szdm esik a [0;xy] intervallumba, és
n — k darab  random szdm esik az [xz9; 1]  intervallumba

Az [z ; zo ] intervallumba esS random szdm az n darab random szdm akérmelyike lehet. Ez ad n lehetGséget.
A [0; x| intervallumba esd k — 1 darab random szdm az n — 1 darab tbbi random szdm koziil keriil ki. Ez
sokszorozza a lehet6ségek szamat (Zj) -gyel, vagyis a random szdmok elhelyezkedésével kapcsolatban a lehet&ségek

szdma: n(Z : 1) = (k—l)?én—k‘)'

Eme lehet6ségek mindegyikének a valdszintisége
k—1 —k
7 (w2 —mp) (1 —a2)"
Ezért a szamldléban 4ll6 valdszinliség kozelitleg:

n! . .
(k—=1D!(n—k)! a7 (g —21) (1 — ap)" "

Ha ezt elosztjuk (z2 — 1) -gyel, akkor ezt kapjuk:

n! _ e
(k—nmn—m!mflﬂ_x” '
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Ha most figyelembe vessziik, hogy az [ 1 , x5 | intervallum mindkét végpontja x -hez kozeli, és ezért x1 és xo
helyett is x -t frunk, akkor a stirliségfiiggvényre kijon, hogy

f(z) = n! (1 — )k 0 <xz<1l

(k=D (n—k)!

1. Példa: 5 random szdm koziil a 2 -ik legkisebb stirtiségfliggvénye:

flx) =

5!

TET ' (1-2)* =202 (1—2)3 0 <z < 1)

2. Példa: 5 random szam koziil a 3 -ik legkisebb stirtiségfiiggvénye:

flz) =

5!
21 2!

2?2 (1—2)? = 3022 (1 —x)? 0 <z <1)

3.Példa: 10 random szam koziil a 7 -ik legkisebb stirtiségfiiggvénye:

fz) =

10!

=13l 25 (1—2)® = 840 2% (1 —z)3 0 <2< 1)

3.7.2. Az eloszlasfiiggvény képletének levezetése

Vilasszunk egy = pontot 0 és 1 kozott. Meghatarozzuk az eloszlasfiiggvény értékét az x helyen:

+

= P( a k -ik legkisebb random szdm x -t8l balra van ) =

P( az x -8l balra 16v6 random szdmok szdma legaldbb k) =

P( az x -t8l balra 1év6 random szdmok szdma pontosan & ) +

P( az z -t6l balra 1év6 random szdmok szdma pontosan &+ 1) +

P( az z -t6l balra 1év6 random szdmok szdma pontosan n — 1) +

+ P( az z -t8l balra 1év6 random szdmok szdma pontosan n ) =

— (Z> (1 —a)"F + (kil) T — )R 4 4 (nﬁ 1) 21— 2)t (

4. Példa: 5 random szam koziil a 2 -ik legkisebb eloszlasfiiggvénye:

F(z) =
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= (3)2a-ap + (§)pa-ap + (§)ata-a + (0)ata-wr -

= 1021 —2)® + 10231 —2)® + 5271 —2)' + 2°

5.Példa: 5 random szdm koziil a 3 -ik legkisebb eloszlasfiiggvénye:

F(z) =

= <g) (1 —x)? + (i) 2t (1 —z)' + (2) 25(1—2)° =

=102%1—2)* + 52*(1 —2)' + 2°

6. Példa: 10 random szdm koziil a 7 -ik legkisebb eloszlasfiiggvénye:

F(z) =

= (170> 2'(1-=) + <180> *(1-x) + (190) P(1-a2) + Gg) 201 —2)° =

= 1202"(1—2)® + 45281 —2)® + 102°(1 —2)' + 2'°

7

Megjegyzés: A siirliségfiiggvény képletét természetesen megkaphatjuk az eloszlasfiiggvény derivalasaval. Gyakorlds-
képpen tessék batran derivalni!

3.7.3. Nem-egyenletes alap-eloszlas esete (Extra tananyag)

Tegyiik fel, hogy a pontokat a [0,1] intervallumon vett egyenletes eloszlds helyett egy s(z) sirliségfiiggvényd,
S(x) eloszlasfiiggvényd folytonos "alap”-eloszlds szerint vélasztjuk, ahol A < = < B és —o0o < A < B <
oo . Jeloljik X -szel a nagysdg szerinti k -ik legkisebbet.

A siiriiségfiiggvény képletének levezetése. Most erre az dltalanosabb esetre is levezetjilk az X valdszindiségi valtozo
f(x) stirtiségfiiggvényének a képletét. E célbdl — ugyanigy, mint kordbban — felvesziink egy = pontot 0 és 1
kozott, és legyen az [x1, 2] egy picike intervallum z koriil. A stiriség jelentése miatt:

P(a:l S X S 332)
To — X1

flz) =

A szamldléban dll6 z; < X < xo esemény azt jelenti, hogy a nagysag szerinti k -ik random szdm az
[z1; z2 ] intervallumba esik, vagyis

valamelyik ~ pont beleesik az [z ; x2] intervallumba (6 adja X értékét), és
k — 1 darab pont esik a [0; X] intervallumba, és
n — k darab  pont esik az [X ;1] intervallumba

Mindez kozelitdleg ezt jelenti:
valamelyik  pont beleesik az [z ; x2] intervallumba (6 adja X értékét), és
k — 1 darab pont esik a [0;x1] intervallumba, és
n — k darab  pont esik az [xz9; 1]  intervallumba
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Az [z ; x2 | intervallumba es§ pont az n darab pont akdrmelyike lehet. Ez ad n lehetGséget. A [0 ; x|
intervallumba es6 k — 1 darab pontaz n — 1 darab t6bbi pont koziil keriil ki. Ez sokszorozza a lehetdségek szamat
("71) -gyel, vagyis a pontok elhelyezkedésével kapcsolatban a lehet&ségek szdma:

k—1
O

Eme lehetGségek mindegyikének a valdszintisége kozelitSleg

(S(@) )" - s(a) (w2 — 1) - (1= S(2) )"
Ezért a szamlaloban 4ll6 val6szinliség kozelitdleg:

n! k—1 n—k
m ( S(z1) ) s(z) (x2 —21) - (1= S(z2) )
Ha ezt elosztjuk (z2 — x1) -gyel, akkor ezt kapjuk:

n!

oo (S@))T sl - (1= 8() )

Ha most figyelembe vessziik, hogy az [ 21 , x2 ] intervallum mindkét végpontja = -hez kozeli, és ezért x1 és xo
helyett is z -t frunk, akkor a stiriségfiiggvényre kijon, hogy

n!

Toeom - (S@)T - s@ - (1-5E@) (A< e < B)

fz) =

1. Példa: Ha egymadstdl fiiggetleniil 5 pontot vélasztunk az S(z) = 22 (0 < 2 < 1) eloszldsfiiggvényf,

s(z) =2z (0 < x < 1) strlségfiiggvényi eloszlds szerint, és tekintjiik balrl a 2 -ik pontot, akkor az igy kapott

X valdszintiségi valtoz6 sirliségfiiggvénye:

f(x):20-m2~2m-(1—x2)3 0 <z <1

2. Példa: Az 5 pont koziil a balrél 3 -ik pont stirliségfiiggvénye:

f(x)=30x2-21:-(1—x2)2 0 <z <1

3. Példa: 10 pont koziil a balrél 7 -ik pont stirtiségfiiggvénye:

flo) =840 (22)° - 20 - (1-2)° (0 <a<1)

Az eloszlasfiiggvény képletének levezetése. Az eloszlasfiiggvény képletét is levezetjiik. E célbdl felvesziink egy «
pontot 0 és 1 kozott. Az eloszlasfiiggvény jelentése miatt:

= P( a k -ik legkisebb pont z -t&l balra van ) =

= P( az z -t8l balra 1év6 pontok szdma legaldbb k) =
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= P( az z -t6l balra 1év6 pontok szdma pontosan k ) +

P( az x -t6l balra 1évG pontok szdma pontosan k + 1) +

+ P( az z -t6l balra 1év6 pontok szdma pontosan n — 1 ) +

+ P( az z -t6l balra 1év6 pontok szdma pontosan n ) =

= (Z) ( S(z) ) (1 - 8@ )" + (kj—l) ( S(x) (1 = S(x) )+ 4

(1) Cs@ = s@ )+ (1) (5@ - s )

n—1

4. Példa: Ha egymastdl fiiggetleniil 5 pontot vélasztunk az S(z) = 22 (0 < x < 1) eloszlasfiiggvényi
eloszlés szerint, és tekintjiik balrél a 2 -ik pontot, akkor az igy kapott X valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye

0 < x < 1 esetén:

Fo) = (5) (2P (=2 P (3) (2 (-2 (§) () (=) e (3) () (1 - 22

5.Példa: Az 5 pont koziil a balrél 3 -ik pont eloszldsfiiggvénye 0 < x < 1 esetén:
5 2 \3 2 \2 5 2 \4 2 1 5 2 1\ 2 10
Fa) = () () (-2 P+ (0) (@) (-2 + (3) (a2)(1-a2)

6. Példa: 10 pont koziil a balrél 7 -ik pont eloszlasfiggvénye 0 < = < 1 esetén:

_ :<170> () (1 - )3+<180) (22 ) (1 - a2 )2+<190> (22)"(1- 47 )1+(
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4. Varhato érték, variancia, szoras (— folytonos eset)

4.1. Definiciok

Haaz X folytonos valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye f(z) , akkor X varhaté értékének (angolul: expected

value) definicidja:

E(X)= /xf(x)dx

— 00

oo
Az [ xf(x) dx szémotaz f(z) siirliségfiiggvény( eloszlds varhaté értékének is nevezziik.

— 00

Tetszbleges y = t(x) fiiggvény esetén az X -bSlaz y = t(x) transzformdcioval kapott ('Y -nal vagy
t(X) -szel jelolt) valosziniiségi vdltozé varhaté értéke:

E(Y) = E(4(X)) = / t(z) f(z) da

— 00

Specidlisan, t(x) = 2 esetén kapjuk az X masodik momentumat:

oo

E(X2) = /fo(a:) dw

— 00

A variancia (avagy mas néven szérasnégyzet) definicidja :
VAR( X ) = / (z—E(X))?f(z) dx
—o0

Végiil a széras (angolul: standard deviation) definicidja:

SD( X ) =/ VAR( X )

Megjegyzések:
e A virhat6 értéket gyakran szoktak p -vel, a variancidt o2 -tel, a szérdst pedig o -val jeldlni.

o Lathatd, hogy egy valdszintliségi véaltozé varhato értéke a folytonos esetben is ott van, ahol a megfelels tomeg-
eloszlas tomegkozéppontja.

e A variancia (szérdsnégyzet) annyi, amennyi a megfeleld tomegeloszldsnak a tomegkdzéppontra vonatkozo te-
hetetlenségi nyomatéka.

e A variancia (szérasnégyzet) kiszamitdsa a folytonos esetben is a (diszkrét esetb&l mar ismert)
VAR(X ) = E(X?) - (E(X))?

szabdly alapjan torténhet.
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4.2. Nagy szamok torvényei

Fontossdguk miatt folytonos valdszintiségi valtozokra — a sziikséges mddositdsokkal — elismételjiik a diszkrét valdszi-
niiségi valtozékra mar megfogalmazott nagy szdmok torvényeit.

4.2.1. NSZT a Kkisérleti eredmények atlagara

Képzeljiik el, hogy egy X folytonos valdszinliségi valtozoéra sok kisérletet végziink. A kisérletek szamdt jelolje N ,
a kisérleti eredményeket, melyek véletlen szdmok, jeldlje X, X, ..., X . Ha kisérleti eredményeket atlagoljuk,
akkor ez az atlag — nagy kisérletszam esetén — koriilbeliill az X varhat6 értékével egyenld:

Xi+Xo+...+ XN
N

~ E(X)

Vazlatos bizonyitas. Osszuk fel a szimegyenest Az hosszisagi kis intervallumokra! Ezutdn az osztépontokon
egy diszkrét eloszlast értelmeziink ugy, hogy minden ilyen kis intervallum bal végpontjdhoz hozzarendeljiik az in-
tervallumnak a folytonos eloszlds szerinti valdszintiségét. A diszkrét eloszlas szerint az x osztéponthoz tapadd
sulyfiiggvényérték integral formdjaban adhaté meg:

z+Az
p(z) = / f(z) da

Az X val6szintiségi valtozé megfigyelt értékeit az osztépontokra "lekerekitve" egy X ™ diszrét valdszintiségi
véltoz6t kapunk: ha X értéke egy [« ,  + Az ) intervallumba esik, akkor X* értékét x -nek vessziik:

X" ==z ha r < X < z+Ax

Az X* lehetséges értékei az osztopontok. Minden egyes x osztépont esetén az X* = z esemény valdszinilisége,
vagyis X* silyfiiggvényének az x helyen vett értéke, a fenti p(x) érték. Mivel Az kicsi, p(z) -re igaz az aldbbi
kozelités:

p(z) ~ f(x) Az

Azt, hogy az alabbi kozelitések miért jogosak, a képletsor alatt magyarazzuk el:

Xi+Xo+...+Xpn
N

~

CXi X5 Xy

~

~ /Oo v f() do

— 00

e Az els6 1épésben, amikor X -et X* -gal helyettesitjiik, a szamldlé minden tagjaban legfeljebb Ax véltozas
torténik, ezért a két dtlag is legfeljebb Az -szel tér el egymastol.

e A masodik Iépésben kihasznaljuk azt, hogy az X* diszkrét valészintiségi valtozora mar kordbban elmagyaraz-
tuk, hogy a kisérleti eredmények 4atlaga kozeliti a varhat6 értéket.

e A harmadik 1épésben a p(x) -re felirt kozelitést alkalmazzuk.
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o A negyedik 1épésben a szummat a megfeleld integrallal kozelitjiik.

Preciz megfogalmazas (Extra tananyag):

1. Tegyiik fel, hogy a varhat6 értéket definidls E(X ) = [ _OOOO z f(x) dx integral értéke véges szdm, ami akkor
és csak akkor teljesiil, ha ez az integral abszolut konvergens, azaz

/ |z| f(x) dz konvergens

Ekkor N — oo esetén az
Xi+Xo+...+ XN

N

esemény valdszinilisége 1 -gyel egyenld.

2. Tegyiik fel, hogy a varhat6 értéket definidlé E( X ) = ffooo x f(z) dx integrdl értéke plusz végtelen, ami
akkor és csak akkor teljesiil, ha

0 o
/ x f(x) dx konvergens  és / x f(x) dx divergens
0

—00

Ekkor N — oo esetén az
Xi+Xo+...+ Xy

N

— +00
esemény valdsziniisége 1 -gyel egyenld.

3. Tegyiik fel, hogy a vérhaté értéket definidlé E( X ) = ffooo x f(z) dz integrdl értéke minusz végtelen, ami
akkor és csak akkor teljesiil, ha

0 o0
/ x f(z) de divergens  és / x f(z) dx konvergens
0

— 00

Ekkor N — oo esetén az
Xi+Xo+...+ XN

N

— —00
esemény valdsziniisége 1 -gyel egyenld.
4. Tegyiik fel, hogy a vérhaté értéket definidléd E( X ) = ffooo x f(x) dx integrdl olyan, hogy
0 o0
/ N z f(z) de  isdivergens  és /0 x f(x) dx is divergens
Ekkor nem létezik olyan véges vagy végtelen c hatarérték, hogy N — oo esetén az

Xi+Xo+ ...+ Xy
N

esemény valdszinlisége 1 -gyel egyenl§. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a varhaté érték nem létezik.

1. Megjegyzés: (Extra tananyag) A Cauchy eloszlasnak nem 1étezik a varhaté értéke, hiszen

T T 17 1 o

- - = - (1422 =
/ /xw +x2 27 _/1+332 2w [In(1+27) Jg = o0
0 0 0
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és

0 o0
_4:cf(x)dx = —O/xf(x)dx = —00

Ez a tény nem azt jelenti, hogy a Cauchy eloszlds egy becstelen, cstinya eloszlds, hanem azt, hogy ha sok kisérletet
végziink Cauchy eloszlast kovetd valészintiségi véaltozora, akkor a kisérleti eredmények atlagarél nem allithatjuk azt,
hogy kozel lesz valamilyen konstans értékhez. Mas széval: Cauchy eloszlast kovetd valdszintiségi véltozé esetén a
kisérleti eredmények dtlaga nem stabilizalédik egy bizonyos konstans koriil.

2. Megjegyzés: (Extra tananyag) Ha valakinek kedve tdmad ahhoz, hogy szamit6gépes szimulaciéval ellendrizze,
hogy Cauchy eloszlast kovetd valdszintiségi valtozora végzett kisérleti eredmények dtlaga nem stabilizdlédik, akkor
ennél latvdnyosabb élményben lesz része, ha nem Cauchy eloszlasi valdsziniiségi valtozoval jatszik, hanem — péld4ul

— a sokkal "vadabbul viselkedd" 1

(RND — 0.5)5
valészintiségi véaltozoval. Sok kisérlet kapcsdn az atlagok sorozata Griiletes moédon fog vislekedni. J6 szérakozést!

Tessék a jozan ész logikdjdval meggondolni, hogy miért vontunk ki RND -b&l 0.5 -6t, miért emeltiik a kiilonbséget
az 5. hatvanyra, és miért vettiikk mindennek a reciprokat!

4.2.2. NSZT a Kkisérleti eredmények fiiggvényének az atlagara

Heurisztikus megfogalmazas: Képzeljiik el, hogy egy X folytonos valdszintiségi valtozéra sok kisérletet végziink.
A kisérletek szamat jelolje N , a kisérleti eredményeket, melyek véletlen szamok, jelolje X;, X5,..., Xy .Haa
kisérleti eredményeket egy t(z) folytonos fiiggvénybe helyettesitjiik, majd az igy kapott

t(X1), t(X2), ..., t(XN)

értékeket atlagoljuk, akkor ez az tlag — nagy kisérletszdm esetén — koriilbeliil a ¢(X) vérhaté értékével egyenls:

oo

~ [ o) @) do = EC X))

— 00

HX1) + H(X2) + ... + H(Xy)
N

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy ha a ¢(x) fiiggvény speciélisan az identitds fiiggvény, azaz t(x) = x , akkor a
most kimondott 4llitds a kisérleti eredmények atlagardl sz6l6, az el6z6 pontban kimondott allitasra redukalédik. Ezért
a mostani 4llitds a korabbi 4ltaldnositdsa.

Vazlatos bizonyitas. Ez a vazlatos bizonyitds az el6z06 pontban kifejtett bizonyitas kézenfekvé édltaldnositasa. Osszuk
fel most is a szdmegyenest Az hosszisdgi kis intervallumokra! Ezutdn az osztépontokon egy diszkrét eloszldst
értelmeziink Ugy, hogy minden ilyen kis intervallum bal végpontjdhoz hozzirendeljiik az intervallumnak a folytonos
eloszlds szerinti valészinliségét. A diszkrét eloszlds szerint az x osztéponthoz tapadé stlyfiiggvényérték integral
forméjaban adhat6 meg:

Tz+Azx
p(z) = / f(z) da

Az X valdszinlségi valtozd megfigyelt értékeit az osztdpontokra "lekerekitve" egy X™* diszrét valdszintliségi
véltoz6t kapunk: ha X értéke egy [« ,  + Az ) intervallumba esik, akkor X* értékét x -nek vessziik:

X* =z ha r < X < x4+ Az
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Az X* lehetséges értékei az osztopontok. Minden egyes x osztépont esetén az X* = = esemény valdszinidsége,
vagyis X* sulyfiiggvényének az x helyen vett értéke, a fenti p(z) érték. Mivel Ax kicsi, p(z) -re igaz az aldbbi
kozelités:

p(z) ~ f(x) Az

Azt, hogy az aldbbi kozelitések miért jogosak, a képletsor alatt magyardzzuk el:

HX1) +t(Xo) + ... +t(Xn)
N ~

_HXD) +HXE) +  HXR)

~
~

Az els6 1épésben, amikor X; -t X -vel helyettesitjiik, akkor minden 7 esetén az X; — X kiilonbség
legfeljebb Ax , vagyis kicsi, igy a ¢(x) fiiggvény folytonossdga miatt a ¢(X;) — ¢(X}) kiilonbség is kicsi,
ezért a két atlag kiilonbsége is kicsi.

A maésodik 1épésben kihasznéljuk azt, hogy az X* diszkrét valdszintiségi valtozéra mar korabban elmagyaraz-
tuk, hogy a kisérleti eredmények fiiggvényének az atlaga kozeliti a felirt 6sszeget.

A harmadik 1épésben a p(z) -re felirt kozelitést alkalmazzuk.

A negyedik lépésben a szummat a megfeleld integrallal kozelitjiik.

Preciz megfogalmazas (Extra tananyag)

1.

Tegyiik fel, hogy a varhat6 értéket definidlé E(t(X )) = [ t(x) f(z) dz integral értéke véges szam, ami
akkor és csak akkor teljesiil, ha ez az integral abszoliit konvergens, azaz

/ |t(z)| f(z) de konvergens
Ekkor N — oo esetén az

tH(X1) +t(X2) + ... +t(Xn)
N

— E(t(X))

esemény valdsziniisége 1 -gyel egyenld.

Tegyiik fel, hogy a vdrhat6 értéket definidlé E( t(X)) = [ t(z) f(z) dz integrdl értéke plusz végtelen,
ami akkor és csak akkor teljesiil, ha

0 o0
/ t(z) f(x) de konvergens  és / t(x) f(x) dz divergens
0

— 00

Ekkor N — oo esetén az
t(Xq) +t(Xa) + ... +t(XnN)

N

— 400

esemény valdsziniisége 1 -gyel egyenld.
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. Tegyiik fel, hogy a vérhat6 értéket definidlé E(¢(X)) = [~ t(z) f(x) dx integrél értéke minusz végtelen,
ami akkor és csak akkor teljesiil, ha

0 00
/ t(x) f(x) de divergens  és / t(x) f(x) de konvergens
—00 0

Ekkor N — oo esetén az
H(X1)+t( X))+ ... +t(Xn)

% J—
N 00
esemény valészintisége 1 -gyel egyenld.
. Tegyiik fel, hogy a vdrhat6 értéket definidlé [~°_¢(x) f(z) dz integrél olyan, hogy

0 00
/ t(x) f(x) dx isdivergens  és / t(z) f(z) dz is divergens
0

—o00
Ekkor nem létezik olyan véges vagy végtelen ¢ hatarérték, hogy N — oo esetén az

HXD) + H(X2) + .+ H(X )
N =

esemény valdsziniisége 1 -gyel egyenld. Ilyenkor azt mondjuk, hogy ez a varhaté érték nem létezik.

4.2.3. NSZT a masodik momentumra

Az X1, Xo,..., XN kisérleti eredmények masodik momentumadra igaz, hogy nagy kisérletszam esetén koriilbeliil az
X masodik momentumadval egyenld:

Bizonyitas: Ha az el6z6 részben specidlisan a t(x) = x

XP+X3+...4X, T
it 2;\—[ TAN o /xzf(x)dx:E(XQ)

2 = fiiggvényt vessziik, akkor azonnal megkapjuk az allit4st.

4.2.4. NSZT a varianciara

Az X1,Xo,..., Xy kisérleti eredmények

(X1 - X )P+ (Xo—-X)2?+...+(Xy—-X)?
N

variancidjara igaz, hogy nagy kisérletszam esetén koriilbeliil az X variancidjaval egyenlo:

(X1 —X )P+ (Xo—-X)2+... +(Xn—X)2
N

~ VAR( X))

Vazlatos bizonyitas. (Extra tananyag.) Ugyanis, haaz X  dtlag helyére az E( X ) vérhat6 értéket frjuk, akkor azt
kapjuk, hogy

(X1 —X )P+ (Xo—X )2+ ...+(Xn—X)?
N

~
~
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(X1~ B(X))?+(Xa—B(X) )2+ ...+ ( Xy —B(X))?
N
A jobb oldalon 4l16 4tlag az ( X — E( X ) )? val6szintiségi valtozé varhaté értékéhez van kozel, ami éppen az X
variancidjaval egyenld:

~

(X1 —B(X))*+ (X —E(X))?+...+(Xy —E(X))?

~
~

N
~ /(:c—E(X))Qf(a:)da: — VAR(X)

4.2.5. NSZT a szorasra
Igy aztén nagy kisérletszam esetén az X, Xo,..., Xy kisérleti eredmények szérdsa koriilbeliil az X szérasdval
egyenld:

X)—X )2+ (Xo—X )24 +(Xy—X)2 r

\/( 1= X )P+ (X N) oo (X - X)P /(x—E(X))Qf(x)dx — SD(X)
—o0

4.2.6. NSZT a medianra

A medidnra vonatkozé NSZT a folytonos esetre is ugyaniigy érvényes, mint a diszkrét esetre: nagy kisérletszam
esetén az X1, X, ..., Xy kisérleti eredményekbdl szamitott median koriilbeliil az X eloszlasabol szamitott (elméleti)
medidnnal egyenld.

1. Példa: Ha Excelben a NORM.S.INVERZ (RAND () ) utasitidssal standard normalis eloszlast kovets valdsz si-
nilségi véltozét szimuldlunk j6 sok celldban, ésa MEDIAN(...) utasitdssal megkeressiik a szimuldlt eredmények
medidnjat, akkor koriilbeliil O -t fogunk kapni, hiszen a standard normadlis eloszlds elméleti medidnjaa O .

2. Példa: Ha egy virosban a kozlekedési "piros-sarga-zold" lampék élettartama (a zavartalan miikodés idGtartama)
exponencidlis eloszlast kovet, és az élettartam medidnja 7.5 hénap, akkor sok lampa élettartamét 6sszegydjtve a kapott
adathalmaz medidnja koriikbeliil 7.5 hénap lesz.

4.3. Példa: Csonak bérbe adasa extra haszonnal

Siofoki bardtom leleményes fickd. JOl ismeri a Balatoni id6jardsi viszonyokat, a csénakkolcsonzé nemtorddomségét, a
kiilfoldi taristak lelkiiletét, és egyetemista kordban j61 megtanulta a val6szintiségszamitast. Es ebbdl j61 megél. Lassuk
csak hogyan. Igy:

Bérbe vesz egy csonakot reggel 9 -kor 2000 Ft/6ra bérleti dijért valamilyen id6tartamra, és azonnal bérbe adja egy
kiilfoldinek 3000 Ft/6ra bérleti dijért ugyanerre az idGtartamra azzal a kedvezménnyel, hogy ha koézben kitor a vihar,
akkor visszaveszi t6le a csénakot gy, hogy ilyenkor a visszamarado, elveszett id6tartamra a kiilfoldinek nem kell mar
fizetnie bérleti dijat. Ez az ajanlat f616ttébb csabiténak tlinik a kiilfoldinek!
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Ha példdul bardtom 3.25 (hdrom és egynegyed) 6ra idStartamra bérli ki a csénakot, de a vihar megjon 2.25 (kettd és
egynegyed) 6ra mulva, akkor bardtom fizet a csénakkolcsonzének 3.25 - 2000 = 6500 Ft -ot, de beszed a kiilfoldit6l
2.25- 3000 = 6750 Ft -ot, ami neki 250 Ft hasznot hoz.

Ha a vihar — baratom nagy szerencséjére — csak késd délutan jon meg, akkor a kiilfolditél 3.25 - 3000 = 9750 Ft -ot
szed be, és ez neki 3250 Ft hasznot jelent.

Ha viszont a vihar — bardtom balszerencséjére — mar fél 6ra mulva kitor, akkor bardtom jél rafizet az tigyeskedésére:
ebben az esetben az 6 koltsége 6500 Ft, de a kiilfolditél csak 0.5-3000 = 1500 Ftjar neki, ami —5000 Ft hasznot,
azaz 5000 Ft veszteséget jelent neki.

Vegyiik észre, hogy a haszon att6l fiigg, hogy mikor jon a vihar. Ha a vihar érkezésére 9 o6ratdl szamitva x o6rat kell
varni, akkor bardtom bevétele a kiilfoldit6l

e r < 3.25 draesetén 3000 x Ft

e = > 3.25 draesetén 3000 -3.25 = 9750 Ft
A két képletet egybe is olvaszhatjuk:
e 3000 - min(z,3.25) Ft

Bariatom kiaddsa nem fiigg z-t6l: a kiadds mindenképpen 2000 - 3.25 = 6500 Ft.
Tehat bardtom haszna (= bevétel — kiadds) igy fiigg x-t6l: ¢(x) = 3000 - min(z, 3.25) — 6500 Ft.
A vihar jovetele véletlentdl fiigg. Tegyiik fel, hogy 9 6ratdl szamitva X 6ra mdlva jon a vihar, ahol X exponencidlis

eloszlast kovetd valdszintiségi valtozé 5 ora varhat6 értékkel. Bardtom — aki jol megtanulta a valészintiségszamitast
— ki tudja szdmolni a haszon véarhat6 értékét:

o0 o0
/ t(z) - f(x) de = / ( 3000 - min(z, 3.25) — 6500 ) \e ™ dz = 669.3
0 0

Ha tehat bardtom rendszeresen ugy taktikazik, ahogy fentebb leirtuk, akkor atlagosan kb. 670 Ft -ot nyer csénakon-
ként.

Felmeriil a kérdés: A 3.25 6ra helyett lehetne-e olyan ¢ id&tartamot taldlni, ami nagyobb atlagos hasznot hoz?
Még jobb kérdés: Mennyi az a ¢ idGtartam, ami legnagyobb dtlagos hasznot hozza?

Megoldas: Altaldnosabban kezeljiik a problamit:
e Baritom A Ft/6ra bérleti dijat fizet a csénakkdlesonzdnek.
e Baritom B Ft/6ra bérleti dijat kap a kiilfo1dit6l.
e Ha a vihar érkezésére 9 Oratdl szamitva x oOrat kell varni, akkor baratom haszna
t(xr) = B-min(z,c)— A-c Ft
e 9 0ratdl szdmitva a vihar joveteléig eltelt X idGtartam — mint valészintiségi valtozo siirtiségfiiggvénye f(x)

e Bardtom haszndnak a vérhat6 értéke — természetesen — fiigg c¢-t8l, ezért BHV(c)-vel jeloljiik:

BHV(c) = /OOO t(z) f(z)de = /OOO ( B-min(z,c)—A-c ) f(z)de =

:/OOB~min(x,c)~f(x)da: - A.c =
0

/CB~x~f(x)dx + /OOB~c~f(x)dac - A-c
0 c

B~/0ca:-f(x)dx + B-c-/cOQ fl@)yde — A-c

lddig tartott a feladat megolddsdnak az a része, ami a valosziniiségszdmitdsi gondolkoddsmodot mutatta be. A
hdtralévé rész a calculus eszkozeivel megkeresi a BHV(c) fiiggvény maximumhelyét.
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e A BHV(c) fiiggvény derivdltjdnak meghatdrozdsat segitendd emlékeztetiink az aldbbi (itt most ¢ szerinti)

derivalasi szabdlyokra:
!/

(/Ocm-f(x)dx> — e f(0)
([ s@a ) — 1)

(/OO f(w) do ) — 1 [ e 4 e (1))

Ezeknek a szabdlyoknak a felhaszndldsaval a

BHV(C)—B-/OCCC'f(I)dI + B~c~/oo fl@yde — A-c

kifejezés tagonkénti derivalasa azt adja, hogy
BHV/(c) = B-( c-f(c) ) + B'( 1'/ f@)de + c-( —f(o) >) St

=B-T() — A

ahola T'(c) fiiggvény az X val6szintiségi véltozo a jobboldali eloszldsfiiggvényét jelenti a ¢ helyen:
T(c) = / f(z) dz
e A derivaltat nulldval egyenl6vé téve a

B-T)—A=0

egyenletbdl azt kapjuk, hogy bardtom szdmara a legkedvezobb c¢ érték eleget tesz a

egyenletnek.
e Nyilvanvald, hogy

- az egyenlet megolddsdndl kisebb ¢ esetén BHV'(c) > 0
- az egyenlet megolddsdndl nagyobb ¢ esetén BHV'(c) < 0

ezért az egyenlet megolddsa a BHV(c) fiiggvény maximumhelyét adja.
e Haaz X valdsziniliségi valtozé exponencidlis eloszlast kovet A paraméterrel, akkor a jobboldali eloszlasfiigg-

vény

Az

egyenlet megoldasa:

e Ha X exponencidlis eloszldst kovet 5 ora varhato értékkel, akkor A = é .Hamég A =2000, B = 3000,

akkor ) B
c = )\~ln<A) = 5~1n<§888> = 2.036ra ~ 2 6ra2 perc ~ 2 0ra

Ezta ¢ = 2.03 értéket behelyettesitve a BHV(c¢) fiiggvénybe haszon vérhaté értékének a maximumat kapjuk:

BHV(2.03) = 9453 Ft
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e Tehat ha bardtom 2 6ra 2 perc id6tartamra bérli ki és adja bérbe a csénakokat — a fentebb vazolt feltételek
mellett —, akkor csonakonként dtlagosan 945 Ft haszna van. (A dolog erkolcsi tartalméardl itt most nem ejtiink
szét.)
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5. A varhaté érték, variancia és szoras altalanos tulajdonsagai (- diszkrét és
Jfolytonos eset)

A vérhat6 érték, variancia és széras altalanos tulajdonsagait a konyv 2. részének 8. fejezetében felsoroltuk. Annak
ellenére, hogy akkor még nem tanultunk a folytonos modellekrdl, mar ott megemlitettiik, hogy az ott felsorolt tulaj-
donsdgok diszkrét és folytonos valosziniiségi vdltozokra és eloszldsokra egyardnt igazak.

A nem trividlis éllitdsokat ott — természetesen — csak a diszkrét esetre bizonyitottuk. A bizonyitdsok — tessék megnézni
— kétdimenziés gondolatmeneteken alapultak, hiszen kettds szummdkkal dolgoztunk. A bizonyitdsokat a folytonos
esetre értelemszeriden 4t fogjuk majd tiltetni a megfelel kettds integrdlok segitségével. Mivel a kétdimenzids folytonos
modellek targyaldsara a konyv 4. részében keriil sor, ezeket a bizonyitasokat is ott adjuk majd meg.
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6. Nevezetes folytonos eloszlasok

6.1. Exponencialis eloszlas

.

A )\ paraméter(i exponencialis eloszlast a stiriségfiiggvényének képletével definidljuk:

fx) =X  (z > 0)
Eloszlasfiiggvény:
Fx)=1—e* (z > 0)
Jobboldali eloszlasfiiggvény:
T(x)=e (z > 0)
Virhat6 érték:

Szoras:
A\ paraméter pozitiv valds szam lehet.

Jegyezziik meg, hogy exponenciilis eloszlds esetén a paramétert megkaphatjuk a varhaté érték avagy a szords recip-
rokaként:

N 1
 E(X) SD(X)
3
2__
1+
0
0 1 2 3 4 5

63. abra. Exponencidlis eloszlds: siriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

] ”'. L] - - -

“f”‘.*‘;. :..’ oot " *s
L ST o -
R RS .
Sy THL I . *
Bgedn o = = o
Lol LY - — I -
0 1 2 3 4 5

64. dbra. Exponencidlis eloszlds: pontfelhd 1000 kisérletbdl
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o 2 2

65. abra. Exponencidlis eloszlds: pontfelhd a siriiségfiiggvény grafikonja alatt

0,6 +

02+

66. abra. Exponencidlis eloszlds: eloszldsfiiggvény

6.1.1. Orokifji tulajdonsag
Egy X valdsziniliségi valtozora, illetve egy folytonos eloszldsra azt mondjuk, hogy orokifji tulajdonsagi (mds
néven: memoria nélkiili), ha teljesiil ra a kovetkezd:

P(X >s+t|X >t )=P( X > 5s)

minden s,t > 0 esetén. Fontossdga miatt szavakban is elmondjuk a képlet értelmét: feltéve, hogy X nagyobb,
mint ¢, annak a valészintisége, hogy X > s+ ¢, ugyanannyi, mint annak a (feltétel nélkiili) valészintisége, hogy
X > s.

Példa: Poharak élettartama. Ha példdul X egy pohar élettartamat jelenti, akkor az 6rokifju tulajdonsag
"az élettartamnak a miiltra vonatkozo érzéketlenségét fejezi ki
ha egy pohar mar valamennyi — mondjuk ¢ ideig — éIt mar (eddig még nem tort 6ssze),
akkor annak az esélye, hogy
még tovabbi bizonyos — mondjuk s —ideig élni fog (addig nem fog dsszetdrni)

ugyanannyi, mint annak az esélye, hogy
egy vadonatij pohdr ezt a bizonyos s id6t taléli.
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Tehat egy €16 pohdr kora nincs befolydssal az § tovabbi életének alakuldsara. Egy €16 pohdr — a tovéabbi élethosszat
illetéen — olyan mint egy 4j pohdr.

Allitas: Egy pozitiv értékii folytonos valdsziniiségi valtoz6 akkor és csak akkor 6rokifju tulajdonsdgu, ha exponencidlis
eloszlasu.

Bizonyitas:
1. Az exponencialis eloszlas rendelkezik az orokifja tulajdonsaggal.
Be akarjuk latni, hogy exponencidlis eloszlds esetén fenndll az 6rokifji tulajdonsdgot definidllé

P(X > s+tX >t)=P(X > s)
Osszefiiggés. Az egyenldség baloldalan 4ll6 feltételes valoszintiséget tortként rjuk fel:

P(X > s+t)
W_P(X > 5)

Ha az egyenletben a valészintiségeket mindharom helyen étirjuk a P( X > z ) = e ** osszefiiggés alapjdn, akkor
az igazolandé egyenlGség az alabbi egyenlsGségbe megy at:

—A(s+t
e,
et

Ez az egyenl6ség pedig nyilvan igaz, hiszen a baloldalon e~*' -val egyszeriisitve kiaddik a jobboldal.

2. Csak az exponencialis eloszlas rendelkezik az orokifja tulajdonsaggal.

A P( X > x) valészintiséget jeloljik T'(x) -szel. T'(x) -szel kapcsolatban leszogeziink néhdny egyszer(i tényt:
e I'(x)=1—F(z), azaz Fz)=1-T(z)
e T(x) csokkend fiiggvény
e T'(0) értéke negativ

Legyen A = —T1"(0) ,azaz T'(0) = =X . A

P(X > s+t)
—— 2 =P(X >
P(X > t) ( s)
egyenletet igy frhatjuk:
T(s+t)
i S A &
Mindkét oldalon s szerint derivalva a 7( )
s+t
T
egyenletet adédik. Ha most s helyére O -t helyettesitiink, akkor a
()
T(t)

differencial egyenletet kapjuk. A differencial egyenlet mindkét oldalat ¢ szerint integalva ezt kapjuk:
In(T(t))=-X+C

Mivel T(0) =1, ezért C =0.1gy
In(T(t))=-X\t
azaz
T(t) =e ™M
amibdl kiaddédik az exponencidlis eloszlas eloszlasfiiggvénye:

Ft)=1-T(t)=1—e*
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6.1.2. Exponencialis eloszlasok alkalmazasai

1. Elettartamok: Ha a valdszinfiségi valtozé valaminek az élettartamat jelenti, akkor az 6rokifjui tulajdonsag jelentése

a kovetkezs: ha egy adott pillanatban a szébanforgé dolog ,,é1”, akkor a tovabbi jov§jét illetSleg esélyei olyanok, mint
egy ,,Ujsziilott” dolognak. A miltja nincs hatdsa a jovGjére. Ameddig él, olyan, mint egy Gjsziilott.

2. Varakozasi idok: Bizonyos feltételek mellett a varakozdsi id6k is expoencidlis eloszldst kovetnek. Ezért a véra-
kozasi idSket is gyakran modellezziik exponencidlis eloszldssal. Itt most megmutatjuk, ha egy varosban, a forgalom
éjjel-nappal folyamatosan allandé intenzitdssal diiborog, és valaki azt vizsgdlja, hogy egy adott idépillanattdl szamol-
va mennyi id6t kell varni az els6 baleseteig, akkor ez a vdrakozasi id6 exponencidlis eloszlast kovet valamilyen A
paraméterrel.

Az eloszlasfiiggvények képletének levezetése: Minden = idGtartammal kapcsolatban tekinthetjiik azt a valdszint-
ségi véltoz6t, ami azt mutatja, hogy a [ 0 ; x | idGintervallumban hdny baleset torténik. Vildgos, hogy adott =
mellett ez a valészintiségi valtoz6 Poisson eloszlést kovet. A Poisson eloszlds paramétere nyilvén fiigga [0 ; z ]
id6intervallum hosszatdl. Ha a forgalom folyamatosan ugyanolyan koriilmények kozott zajlik, akkor ennek a valészi-
niiségi védltozonak a varhat6 értéke aranyos az x idGtartam hosszaval, vagyis Az -szel egyenld, ahol A az egységnyi
hosszdsdgu idGtartam alatti balesetek szdmadnak a vérhaté értékét jelsli. Ezért annak a valdszintisége, hogy a [0 ; z |
id6intervallumban pontosan k baleset torténik, egyenld

()‘k‘r')k 67/\$

-szel. Erre a képletre timaszkodik a kovetkezd szamitas:

P( az elsé baleset az x idGpont el6tt torténik ) =

= 1 — P(azels6 baleset az x id&pont utdn torténik ) =

(/\Ol;)o e—Aac —

= 1—P(a [0,z] idGintervallumban 0 baleset torténik ) = 1 —
— 1 _ e—)\ZE
Tehat az els6 balesetig eltelt idtartam eloszlasfiiggvénye

F(z) = P(az els6 baleset az = idpont el6tt torténik ) = 1 — e~

vagyis az elsd balesetig eltelt idotartam expoencidlis eloszldst kovet N\ paraméterrel.

Az Excelben az f(z) strliségfiiggvényt az
EXPON.DIST(x ;A ;FALSE)
képlet adja, az F'(x) eloszlasfiiggvényt pedig

EXPON.DIST(x;\; TRUE)
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6.1.3. Oregedd tulajdonsag

Egy X valdszintiségi valtozordl azt mondjuk, hogy rendelkezik az oregedd tulajdonsaggal, ha
P(X >s+t|X >t) < P(X > s)
teljesiil minden s,¢ > 0 esetén.

Példa az €életbdl: Tlyen 6regedd valdszintiségi valtozd egy elhaszndl6dé alkatrész (mondjuk gumiabroncs) élettartama.
Egy haszndlt abroncs nyilvan rosszabb esélyekkel néz a jovo elébe, mint egy dj.

Matematikai példa: Ha az X valsziniiségi véltoz6 jobboldali eloszlasfiiggvénye T(z) =e~* (z > 0), akkor
— mint néhany sorban mindjart belatjuk — teljesiil ra az 6regedé tulajdonsag. Az igazolandd

P(X > s+t X >t) < P(X > s)

allitast — ekivalens 1épéseken at — visszavezetjiik egy trividlisan teljesiilé egyenltlenségre:

T(s+1)

—_— T
e_(s‘Lt)Z _?
7e_t2 < €

2 2 2
ef(s+t) < eft oS

—(s+t)? < —t? —§?
(s+t)? > 12+ 5°
s+ t2 +2st > 17+ 57

2st > 0

A fiiggvény grafikonjan is szemléltetjiik az dregedés tényét:

Lathat6, hogy

(s+t) < T(s)
1 T(s) T(t) 1
T(s+)
) —
s t s+t

2

67.dbra. A T(z) =e* (x > 0) dregedd jobboldali eloszldsfiiggvény grafikonja
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6.1.4. Fiatalodo tulajdonsag

Egy X valoszintiségi véltozordl azt mondjuk, hogy rendelkezik a fiatalodé tulajdonsaggal, amennyiben
P(X > s+t|X >t) > P(X > s)

minden s,t > 0 esetén.

Eletbél vett példa: Ilyen fiatalodé valészintiségi valtozé példdul egy elmaradott orszdgban sziiletett csecsemd életének
hossza. Ahogy a sorozatos veszélyeken tuljut, egyre nd a tovabbi életbenmaradasanak az esélye. Egy oregebb gyermek
jobb esélyekkel bir a jovSre nézve, mint egy djsziilott.

Matematikai példa: Ha az X valGsziniiségi valtoz6 jobboldali eloszlasfiiggvénye T'(x) =e V® (z > 0), akkor
— mint néhany sorban mindjart belatjuk — teljesiil rd a fiatalod6 tulajdonsag. Az igazolandé

P(X >s+t|X >t) > P(X > s)

allitast — ekivalens 1épéseken at — visszavezetjiik egy trividlisan teljesiilé egyenlStlenségre:

T(s+t)

_ T
W (s)

e_\/m > e_\/g
e—Vt

e_\/m>e_‘/z~e_\/g
s+t > —Vt—/s
Vs+t < Vt++/s
(Vari ) < (Vievs )
s+t < s+t+2Vt/s

0 < 2Vit/s

A fiiggvény grafikonjdn is szemléltetjiik a fiatalodds tényét:

Lathato, hogy
T(s+t) T(s)
>
T(t) 1
1 \
T(s) I
M T(s+t)
s t s+t -

68.4dbra. A T(x) = e V® (z > 0) fiatalods jobboldali eloszldsfiiggvény grafikonja
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6.2. Gamma eloszlas

Az n-edrendd, ) paraméterli gamma eloszlast az eloszlas- és a siirliségfiiggvény képletével definidljuk.

Eloszlasfiiggvény:
n—1 ()\1')7'
Flz)=1- e ha x>0
pae il
Stirtiségtiiggvény:
)\nxnfl e
f(x)_(n—l)'e ha >0
Virhat6 érték: n
E(X) = —
(x) =13
Szoras:
SD(X) = @

Paraméterek: n pozitiv egész, \ pozitiv valés szam.

Az eloszlasfiiggvény képletét n = 1,2, 3 -ra szumma jel nélkiil is felirjuk:

n=1 -re: Flz)=1—e? (exponencidlis eloszlas)
n=2 -re: Flz)=1—-e? - (\zx)e

A 2
n=3 -ra: Fz)=1—e? —(\z)e ™ — % e

Maisod rendl gamma eloszlas 4brai:

69. dbra. Gamma eloszlds (n = 2; X\ = 1.5) : siriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel
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70. dbra. Gamma eloszlds (n = 2; A = 1.5) : pontfelhé 1000 kisérletbsl

71. dbra. Gamma eloszlds (n = 2; \ = 1.5) : pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt

0,8 +

04 T

2

3 4

72. dbra. Gamma eloszlds (n

Harmad rendii gamma eloszlds abrai:

70

2; A\ = 1.5) : eloszldsfiiggvény
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73. dbra. Gamma eloszlds (n = 3; A = 1.5) : siriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel
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74. dbra. Gamma eloszlds (n = 3; A = 1.5) : pontfelhd 1000 kisérletb6l

75. dbra. Gamma eloszlds (n = 3; A = 1.5) : pontfelhd a siiriiségfiiggvény grafikonja alatt
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0,8 +

02 +

76. dbra. Gamma eloszlds (n = 3; A = 1.5) : eloszldsfiiggvény

Az Excelben az f(z) strliségfiggvényt az

GAMMA.DIST(z;m; +;FALSE)
képlet adja, az F'(x) eloszlasfiiggvényt pedig

GAMMA.DIST(z;m; %+ ; TRUE )

A képletben az % nem sajté hiba: A szébanforgd argumentum tényleg a A reciproka.

6.2.1. Mennyi id6 mulva torténik az n -ik baleset?

Képzeljiink el egy nagy varost, ahol a forgalom éjjel-nappal egyforma intenzitassal zajlik. Allitjuk, hogy :
1. az az id6tartam, amennyit varni kell az elsé baleset bekovetkezésére, exponencidlis eloszlast kivet,
2. az az idGtartam, amennyit varni kell a masodik baleset bekovetkezésére, 2 -od rend(i gamma eloszldst kovet,
3. az az id6tartam, amennyit varni kell a harmadik baleset bekovetkezésére, 3 -ad rendli gamma eloszlast kovet,

és igy tovabb

Az eloszlasfiiggvények képletének levezetése: Itt kissé lejjebb az 1. pontban megismételjiik azt a gondolatmenetet,
melyet az exponencidlis eloszldssal kapcsolatban mar kordbban elmondtunk. Ezutdn a 2. és 3. pontban 4ltaldnositjuk
ezt a gondolatmenetet.

Minden z idStartammal kapcsolatban tekinthetjiik azt a valszintiségi véltozot, ami azt mutatja, hogy a [ 0 ; z ]

id6intervallumban hany baleset torténik. Vildgos, hogy adott = mellett ez a valdsziniiségi véaltozé Poisson eloszlast
kovet. A Poisson eloszlds paramétere nyilvén fiigg a [0 ; x| idGintervallum hosszétdl. Ha a forgalom folyamatosan
ugyanolyan koriilmények kozott zajlik, akkor ennek a valdszintiségi valtozonak a varhat6 értéke ardnyos az x id6-
tartam hosszaval, vagyis Az -szel egyenld, ahol A az egységnyi hosszisagu idGtartam alatti balesetek szamanak a
vérhaté értékét jeloli. Ezért annak a valészinisége, hogy a [0 ; = | idGintervallumban pontosan & baleset torténik,

egyenld
()\LE) b — Az

K©
-szel. Erre a képletre tdmaszkodnak a kdvetkez6 szdmitasok:
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P( az els6 baleset az 2 idGpont el6tt torténik ) =

= 1 —P(azelsé baleset az x id6pont utdn torténik ) =

()‘(;L;)O 67)\9: —

= 1—P(a [0,z] idGintervallumban 0 baleset torténik ) = 1 —
- 1— 67)\1
Tehat az elsé balesetig eltelt id6tartam eloszlasfiiggvénye

F(z) = P(az els6 baleset az a2 idGpont el6tt torténik ) = 1 — e

vagyis az elsd balesetig eltelt idotartam expoencidlis eloszldst (elsd rendii gamma eloszldst) kdvet N paramé-
terrel.

P( a masodik baleset az x id&pont el6tt torténik ) =
= 1 — P(amasodik baleset az = id&pont utdn torténik ) =

= 1—P(a [0,z] idGintervallumban 0 vagy 1 baleset torténik ) =
(Ax)o —Az ()\z)l —Azx
e

— 1 _ A ot

0! 1!
= 1—e™—-(Ax)e ™
Tehét a masodik balesetig eltelt id6tartam eloszlasfiiggvénye

F(x) = P(amésodik baleset az x idGpont el6tt torténik ) = 1 — e~ — (Az) e =@

vagyis a mdsodik balesetig eltelt idétartam mdsod rendii gamma eloszldst kovet \ paraméterrel.

P( a harmadik baleset az = id6pont el6tt torténik ) =
= 1 — P(aharmadik baleset az x id6pont utan torténik ) =

= 1—"P(a [0,z] idGintervallumban 0 vagy 1 vagy 2 baleset torténik ) =
(Ax)o -z ()‘x)l —Az ()“r)Q -z

=170 T T B
— 1M (\z)e % e
Tehét a harmadik balesetig eltelt id6tartam eloszlasfiiggvénye
F(z) = P(aharmadik baleset az z idGpont elétt torténik ) = 1 — e=** — (A\z) e — ()\;)2 e

vagyis a harmadik balesetig eltelt idétartam harmad rendii gamma eloszldst kovet X paraméterrel.

Es igy tovabb, kiadédik, hogy az n -ik balesetig eltelt idStartam 7 -ed renddi gamma eloszldst kovet A
paraméterrel.

Siiriiségfiiggvények: A siiriségfiiggvények képletei derivalassal és egyszersitéssel konnyen adédnak. Ez a szamolas
legyen az Olvaso feladata!

Megjegyzések:
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A fenti gondolatmenetben szerepelt az a valszintiségi véltoz6, ami azt mutatta, hogy a [ 0 ; = ] idGinter-
vallumban hany baleset torténik. Mint mar megbeszEltilk, a mondott feltételek mellett ennek a valészintiségi
véltozénak a varhat6 értéke Az -szel egyenld.

e A )\ paraméter jelentése: atlagosan hany baleset torténik egy egységnyi hosszisagu iddintarvallumban.

e Az exponencidlis eloszlas targyaldsanal mar emlitettiik, hogy a varhaté értéke egyenlé a A paraméter recipro-
kaval. Ha példaul egy ora alatt a balesetek szamanak a vérhat6 értéke 2.5 , akkor az els6 balesetre dtlagosan

2%5 = 0.4 orat kell varni.

e Az n -ed rendi A\ paraméteri gamma eloszlds varhaté értéke egyenlé a A paraméter reciprokdnak n -
szeresével.

6.2.2. Mennyi ideig tudjuk a vilagossagot biztositani a pincénkben, ha n darab izzénk van?

n darab izzOm van, melyekkel a vildgossdgot fogom biztositani a pincénkben addig, amig az izz6-készletem tart.
Az izzdékat egymds utdn hasznalom. Feltessziik, hogy az izzok élettartamai fiiggetlenek és exponencidlis eloszlast
kovetnek A paraméterrel. Mindig, amikor az izz6 kiég, azonnal becsavarom a kovetkezd izzét. Legyen X az az
id6tartam, amig a készletemmel a vildgossagot tudom biztositani.

Meg lehet mutatni, hogy ezaz X valészintiségi valtozé gamma eloszlast kovet n és A paraméterekkel. A levezetést
a feladatok kozott egy feladatsorozat formdjaban talaljuk.

6.3. Normalis eloszlasok

6.3.1. Standard normalis eloszlas

Ismert tény kalkulusbol:

o0
‘n2
/ e 2 do=+V2rm

~ oz

Ha valakit izgat, hogy ezt a kissé furcsdnak tling tényt hogyan lehet igazolni, akkor fme a bizonyit4s.

2.2

Bizonyitas: (Extra tananyag) A szébanforgé integral négyzetérdl latjuk be, hogy 27 -vel egyenld:

2

o0 [o ] o0
/eimT dr = V27 = /67% dx - /67% dr =

A masodik integrdlban az = valtozét y -ra cseréljiik:

o0 oo
2 y2
:/e_zdx-/e_Tdy:
— 00 — 00
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A két integral szorzatabol egy kettds integralt kapunk a sikon:
4

Attériink poldrkoordindtakra, és a kapott integralt szépen kiszamoljuk:

e%. _dedy:

8\8
Sy
a

|

2
8

s
Nd

R2

=27 [/ r=o0 =27 o ¢=27
- / 5 rdr | dg = / [—e—%] 4= / 1d¢ —
6=0 \ r=0 $=0 "~ =0

Ennyi volt a bizonyitds. Lam, nem is volt olyan bonyolult.

2

A standard normdlis eloszldst a stirliségfiiggvényének képletével definidljuk:

go(a:)z\/;_we = (—00 <z < )

N

o

77. abra. Standard normdlis eloszlds: stiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel
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78. abra. Standard normadlis eloszlds: pontfelhd 1000 kisérletbdl
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N

-5 -4 -3

79. abra. Standard normadlis eloszlds: pontfelhd a stiriiségfiiggvény grafikonja alatt

80. dbra. Standard normadlis eloszlds: eloszldsfiiggvény

A megfelel§ integrilok kiszdmoldsaval adddik, hogy a standard normdlis eloszlds varhaté értéke O , szorasa 1.
Megjegyzés: A standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvényét és annak inverzét jol és biztonsagosan kell tudni hasz-

ndlni! Az eloszlasfiiggvény és az inverzfiiggvény értékeit tablazatbdl is, kalkuldtorbdl is, Excelbdl is ki kell tudni
olvasni. Ime a standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvényének egy egyszer( tdblazata:
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0.0 0.500 1.0 0.841 20 0977 3.0 0.9987
0.1 0.540 1.1 0.864 2.1 0.982 3.1 0.9990
02 0579 1.2 0.885 22 0986 3.2 0.9993
0.3 0.618 1.3 0.903 2.3 0989 3.3 0.9995
04 0.655 1.4 0919 24 0992 3.4 0.9997
0.5 0.691 1.5 0.933 2.5 0.9% 3.5 0.9998
0.6 0.726 1.6 0.945 2.6 0.995 3.6 0.9998
0.7 0.758 1.7 0.955 2.7 0997 3.7 0.9999
0.8 0.788 1.8 0.964 2.8 0997 3.8 0.9999
0.9 0.816 1.9 0971 29 0998 3.9 1.0000
1.0 0.841 20 0977 3.0 0.999 4.0 1.0000

A standard normalis eloszlas szimmetridja. A standard normélis eloszlds ¢(z) strtiségfiiggvénye pdros fiiggvény,
szimmetrikus az origéra. Ezérta ( —oo; —z] és az [x; 400 ) intervallumok valészinliségei egyenlk:

O(—z)=1—- () (x > 0)

A & fiiggvény tdblazataban ezért nincsenek negativ argumentumok. Negativ argumentum esetén a ¢ fliggvény
értékei — példaul — igy szamolhatdk ki:

b
~—
|
—
=
Il

1—-®(1) = 1-0.841 = 0.159

P(-2) = 1-P(2) = 1-0.977 = 0.033
Origora szimmetrikus intervallumok. Gyakran van sziikség arra, hogy origéra szimmetrikus [—r; 7| intervallu-
mok valészinfiségét kiszamoljuk. Ez {gy torténhet:
O(r) —@(—r)=0(r)—[1—2(r)]=2d(r) — 1 (r > 0)

El6fordul, hogy adott ¢ valészinliséghez keresiink olyan origéra szimmetrikus [—r; 7] intervallumot, melynek
valészintisége elére adott ¢ érték. Ehhez — adott ¢ mellett a

20(r)—1=g¢q

_ 1+4+4¢q
=1 2
= (5

Excel-fiiggvények. A kovetkezs tabldzatban Osszegydijtottilk, hogy Excelben milyen fiiggvényeket hasznalhatunk
standard normadlis eloszldssal kapcsolatos szamitdsokban:

egyenletet kell megoldani r -re. A megoldas:
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Fiiggvény neve Matematikai képlet | Excel képlet

Stirtiségfiiggvény o(z) NORM.S.DIST(x ; FALSE)
Eloszlasfiiggvény D(x) NORM.S.DIST(z; TRUE)
Eloszlasfiiggvény inverze O 1(y) NORM. S.INV(y)

Bizonyos Excel verzidkban

NORM.S.DIST helyett NORMSDIST
NORM.S.INV helyett NORMSINV

is irhatd.

6.3.2. Normalis eloszlas 1., o paraméterekkel

Ha p tetszGleges valds szam és o tetszGleges pozitiv szam, akkor a p , o paraméteri normalis eloszlast a
stirliségfiiggvényével definidljuk:

Az eloszlasfiiggvény:

F(z):/ﬁefé(%fdu (—o00 < z < 00)

— 00

Ugyanezt az integralt kicsit pongyola, de elényos mddon ugy is irhatjuk, hogy az u integraldsi valtozoét is z -szel
jeloljuk:
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81. dbra. Normdlis eloszlds (u = 2.5; o = 0.5): siiriiségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

82. dbra. Normdlis eloszlds (u = 2.5; o = 0.5): pontfelhd 1000 kisérletbdl

N

D

5 4 3 2 1 0

83. dbra. Normadlis eloszlds (1 = 2.5; o = 0.5): pontfelhd a siriiségfiiggvény grafikonja alatt
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84. dbra. Normdlis eloszlds (pn = 2.5; o = 0.5): eloszldsfiiggvény

Az p, o paraméteri normadlis eloszlds varhaté értéke . , szérasa pedig o .

A standard és nem standard normalis eloszlasok kapcsolata. Ha X standard normélis eloszlasu val6szintiségi
valtozd, és X -et megszorozzuk pozitiv ¢ szdmmal, majd hozzdadunk g -t, akkor p, o paraméteri normalis
eloszlast kovetd valészinliségi valtozéhoz jutunk. Megforditva is igaz: ha az Y valdészindségi valtozé p , o
paraméter(i normaélis eloszldst kovet, és Y -bdl kivonunk g -t, majd pedig az eredményt elosztjuk o -val, akkor
standard normadlis eloszlast kovetd valdsziniliségi valtozéhoz jutunk.

Standardizalt érték, standardizalt. TetszGleges normalis eloszlds eloszlasfiiggvényének valamilyen = helyen vett
F(zx) értéke egyenl$ a standard normdlis eloszlds @ -vel jelolt eloszldsfiiggvényének a

T —
(o2

helyen vett értékével:
Flz)=®(z2)

A most bevezetett z értéket az x érték standardizdlt értékének, standardizdltjanak nevezziik. Nyilvanvald, hogy a
standardizalt z értékbdl az
r=u-+ z-0

inverz Osszefiiggéssel megkaphatjuk (visszakaphatjuk) az = értéket.

Tehdtaz F'(x) értékétdgy szamoljuk ki, hogy vessziik az x szdm z -vel jelolt standardizaltjat, ésa @ tébldzatdban
a z értéknél leolvassuk a ®(z) -t.

Varhaté értékre szimmetrikus intervallumok. Gyakran van sziikség arra, hogy a vérhat6 értékre szimmetrikus

(p=rip+r)
intervallumok valdszintiségét kiszdmoljuk. Ez igy torténhet:

Flp+r)=F(p-r) =

:é(ﬁw—ﬁt)_@(ﬁw"—ﬁt):q,(;)_@(_r) -

(e
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=20(—) -1

r
o
Ha r helyett z - o -t irunk, akkor a

(h—zosp+z0)

//////

Az egy-szigma, két-szigma, harom-szigma szabalyok. Jegyezziik meg, hogy

e z=1esetén 2P(2) —1 = 2(0.841) -1 = 0.68 = 68 %

o z=2esetén 28(z) —1 = 2(0.977) —1 = 0.95 = 95%

o z=3esetén 2®(z) — 1 = 2(0.999) —1 = 0.997 = 99.7 %

vagyis a
e (u—1lo;p+ 1o) intervallum valészintisége koriilbeliil 0.68 = 68 %
e (u—20;pu+ 20) intervallum valészintisége koriilbeliil 0.95 = 95 %
e (1 — 30; u+ 30) intervallum valdsziniisége koriilbeliil 0.997 = 99.7 %

Ezekre a szabalyokra mint egy-szigma szabaly, két-szigma-szabaly, illetve harom-szigma-szabaly szokds hivatkoz-
ni. Nyilvan 1-t81, 2-t61 és 3-tdl kiilonbozd z értékre is meg lehetne fogalmazni z -szigma szabaly-t:

(bW — zo; u+ zo)  intervallum valészintisége koriilbeliil  2®(z) —1 = ( 2®(2) —1 )-100 %

Intervallum Kkeresése. El6fordul, hogy adott ¢ valdsziniiséghez keresiink olyan

(p=rip+r)

avagy (r helyett z - o -tirva)
(b—zo;p+z0)

intervallumot, melynek valdszinlisége ¢ . Ehhez a

29(2)—1 = ¢

_ 1+g¢
=t —=
- (5)

egyenletet kell megoldani, melynek megoldasa

vagyis

Linearis transzformaciék. Ha X normadlis eloszldsd val6szindiségi valtozé p, o paraméterekkel, a , b konstans
szamok, és X -et megszorozzuk a -val, majd hozzdadunk b -t:

Y =aX + b
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akkor normalis eloszlast kovetd Y valdszintiségi valtozéhoz jutunk. Y varhatd értéke nyilvan ap + b , szérdsa
pedig |a| - o .

Normalis eloszlas az Excelben: A normalis eloszldsok eloszlasfiiggvényeit és azok inverzeit jol és biztonsdgosan kell
tudni haszndlni! Az eloszlasfiiggvény és az inverz fliggvény értékeit tdblazatbol is, kalkuldtorbdl is, Excelbdl is ki kell
tudni olvasni. Az aldbbi tdbldzatban Osszegyijtottiik, hogy Excelben milyen fiiggvényeket haszndlhatunk normalis
eloszldsokkal kapcsolatos szdmitdsokban:

Fiiggvény neve Matematikai képlet | Excel képlet

Sirtiségfiiggvény fx) NORM.DIST(x; ;0 ; FALSE)
Eloszlasfiiggvény F(x) NORM.DIST(x ;i ;0 ; TRUE)
Eloszlasfiiggvény inverze F~Y(y) NORM. INV(y; i3 0)

Bizonyos Excel verzidkban

NORM.DIST helyett NORMDIST
NORM. INV helyett NORMINV

is irhato.

6.3.3. Centralis hatareloszlas tétel

A konyv elsé részében, a "Sok fiiggetlen tag 6sszegének eloszlasa harang alakot 6lt" cimi fejezetben lattuk, hogy
a tagok szdmat novelve az Osszeg eloszldsa egyre jobban kozelitett egy szép harang alakot. Most felfedjiik a titkot,

o

amit ott nem mondtunk meg: ez a harang alak egy normalis eloszlas strtiségfiiggvényének a grafikonjat jelenti. Az
aldbbi dbran a tiz hamis dobdkocka dsszegeként kapott valdsziniiségi valtozé eloszlasdhoz hozzdillesztjiik a megfeleld

.

normdlis eloszlds stirliségfiiggvényének a grafikonjit is:

0,07
0,06 FOON
0,05
0,04
0,03

0,02

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60

85. abra. Tiz hamis dobokocka osszegének eloszldsa és a megfeleld normdlis eloszlds siiriiségfiiggvénye
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Mivel a centrélis hatdreloszlds tétel egzakt targyaldsa messze meghaladja egy bevezet6 valdszinliségszamitas kurzus
kereteit, az egzakt targyalastol eltekintiink. Csak pongyola formaban fogalmazzuk meg a centrélis hatdreloszlas tétel
Iényegét:

Ha egy valosziniiségi valtozo sok, fiiggetlen valosziniiségi viltozo dsszegeként all elo, akkor — altalaban — ez a
valoszintiségi valtozo kozelitdleg normalis eloszlasinak vehet6 valamilyen 1 és o paraméterekkel.
Fontos lenne azt megvizsgdlni, hogy ebben a kijelentésben mit takarnak a "sok", az "dltaldban" és a "kozelitoleg"
szavak. Ennek a kérdésnek a részleteit nem targyaljuk csak megjegyezziik, hogy a "sok” dltaldban nem is kell hogy
igazan sok legyen. Példdul 12 darab (0 és 1 kozott egyenletes eloszldst) random szam Osszege mdr nagyon nagy
pontossiaggal normadlis eloszlasinak vehetd. 12 darab random szdm 6sszegének a varhat6 értékét és szordsat konnyt
kiszamolni, nemsokdra megtanuljuuk, hogy hogyan lehet. A varhat6 értékre nyilvanvaléan 6 , a szérdsra pedig 1
jon ki. Ezért az

X = RND; + RNDy + RND3 + RND4 + RND5 + RNDg +

+RND7; + RNDg + RNDg + RND;g + RND;; + RNDy; — 6
(12 darab random szdm 6sszege minusz 6 )

képlettel definidlt valdszintiségi valtozé — még kényes, pontos szdmitdsokban is! — standard normaélis eloszlastinak
vehetd.

6.3.4. Normalis eloszlasok alkalmazasai

1. A centrélis hatareloszlas tétel alapjan normalis eloszldst haszndlhatunk, ha egy valészintiségi valtozordl tudhato,
érezhet8, hogy sok fiiggetlen tag osszegeként all eld.

2. Sokszor csak kényelmi okokbol hasznéljuk a normalis eloszlasokat, mert — kiilonosebb elméleti magyarazat nél-
kil! — elfogadjuk, hogy a normalis eloszlas jé kozelitése az igazi eloszldsnak, és a normadlis eloszlds egyszeri
lehet8séget kindl fel arra, hogy a varhat6 érték, a szérds és benniinket érdekld intervallumok valdszintiségeivel
numerikus szdmitdsokat végezziink.

(Ezt a munka stilust — hogy valamit csak kényelmi okokbél haszndlunk — nem szabad lesz6lni! Példaul az egyen-
letes eloszlasokat is — kiilondsen tobbdimenziés problémak esetén — gyakran csak kényelmi okokbdl részesitjiik
elényben a nem egyenletesekkel szemben.)

3. Mint latni fogjuk, tobbdimenzios problémdk esetén, amikor vetiilet és feltételes eloszlasokkal kapcsolatban kell
szamitasokat végezniink, normalis eloszldsokkal nagyon kényelmesen — integrdldsok nélkiil! — lehet dolgozni.

A normalis eloszlas paramétereit vagy elméleti dton lehet kigondolni, vagy kisérleti eredmények édtlagaval, illetve
szordsdval kell kozeliteni. A paraméterek elméleti kigondoldsdban segit, ha tdjékozottak vagyunk a védrhat6 érték, a
variancia és a szoras tulajdonsagaival.

1. Feladat: Deszkak hossza. Egy faiizemben deszkdkat gyartanak, melyek hossza normadlis eloszldst kovet 200 cm
vérhato értékkel és — egyelSre — ismeretlen o szérdssal. Tapasztalatbdl tudjuk, hogy a deszkdk 75 %-anak a hossza
195 és 205 cm kozé esik. Hany szdzalékot tesznek ki azok a deszkdk, melyek hossza 190 és 210 cm kozé esik?

Megoldas: Ha egy véletlenszertien vélasztott deszka hosszdt X -szel jeloljiik, akkor a feladat szovege alapjan:

P(195 < X < 205) = 0.75
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Ez azt jelenti, hogy
F(205) — F(195) = 0.75

amibdl néhany egyszerii 1épéssel megkapjuk o értékét:

@(205_20())—@(195_200):0.75
o
<I>(5>—<I>(—5>:075
o o
2<I>(5>—1:075
o
@(5):1+0'75:0.875
o 2
5

= =31(0.875) = 1.15
g

5
— 2 _435
=115

Ezek utan:
P(190 < X < 210) = F(210) — F(190) =

210 — 200 190 — 200
—o ) _e( ST ) = 9(2.30) — B(-2.30) = 2®(2.30) — 1 = 0.
( 4.35 ) ( 4.35 ) (2.30) — 2(~2.30) (2.30) 0.98

Tehat a deszkak kb. 98 %-anak a hossza esik 190 és 210 cm kozé.

2. Feladat: A sarki zoldséges kerekitésekbdl adodo haszna (vesztesége). A sarki zoldségesnél csak készpénzzel
lehet fizetni. A fizetendd Osszeget fel- vagy lekerekitik gy, hogy a fizetendd Osszeg 5 -tel oszthat6 legyen. Felmertiil
a kérdés: vajon a kerekitésekbdl a zoldségesnek mennyi extra haszna (vagy vesztesége) johet 6ssze — mondjuk — egy
nap alatt? A kérdést arnyaltabban kell feltenni, hiszen a napi extra haszon egyrészt fligg a vasarl6k szdmatdl, masrészt
nyilvén a véletlentdl.

Arnyaltabban megfogalmazott kérdés: Mennyi annak a valdszintisége, hogy — mondjuk —napi 1000 vasarl6 esetén
a bolt kerekitésekbdl adodé extra haszna 100 forintndl tobb?

Megoldas: Egy-egy vevs esetében a kerekitésbdl ad6do extra haszona —2, —1, 0, 1, 2 (forint) lehetséges
értékeket veheti fel. A zoldségesnél ezek az értékek egyforma esélytieknek vehetdk. (Nem igy lenne, ha "Ora és ékszer"
boltot vizsgdlnank!) A —2, —1, 0, 1, 2 értékeken vett egyenletes eloszlds varhato értéke 0 , szérdsa pedig V2 -
vel egyenld — tessék utdnaszamolni! Ezért 1000 vasdrld kapcsan az 6sszegz6dd kerekitésekbdl a bolt szdmara ad6do
extra haszon normélis eloszldstinak veheté 0 varhat6 értékkel és /1000 - /2 szérassal. Annak a valésziniisége,
hogy ez az extra haszon tobb, mint 100 forint, egyszertien szdmolhato:

100
1-®| ———— | = 0.013
( /1000 - ﬁ)

Hasonléan kapjuk, hogy annak a val6szintisége, hogy N vasarlé kapcsan az 6sszegz6d6 kerekitésekbdl a bolt szdmara
ad6do extra haszon tobb, mint x forint:

x
1-¢ ——
< VN -2 )
Az extra haszon eloszldsdnak a 0 -ra vonatkoz6 szimmetridja miatt ugyanennyi annak a valdsziniisége is, hogy bolt

vesztesége tobb, mint z forint.

A kovetkez6 tablazatban néhany N és x értékre harom tizedes pontossaggal megadjuk ennek a valdszintiségnek az
értékét:
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V4séarlok szdma: 10 100 1000 10000 100 000 1000000
10 Ft haszon 0.013 0.240 0.412 0.472 0.491 0.497
100 Ft haszon 0.000 0.000 0.013 0.240 0.412 0.472
1 000 Ft haszon 0.000 0.000 0.000 0.000 0.013 0.240
10 000 Ft haszon 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

A téblazatbol latszik az, amit mindennapos tapasztalatunkbdl is érziink: a kerekitésekbdl ad6dé extra haszon vagy
veszteség olyan kis eséllyel 1épi tdl az irigységre vagy aggodalomra okot ad6 forint hatdrokat, hogy nyugodt szivvel
eltekinthetiink az 1 és 2 forintos érmék hasznalatatol.

Koszonet: A kerekitésekbdl adédé extra haszonra, mint mindennapi életiinkben felbukkané valészintségi valtozora
egy kedves (nevét kozz¢ tenni nem akard) hallgaté hivta fel figyelmemet. Eztiton fejezem ki koszonetemet.

3. Feladat: Mi lenne, ha az 5 forintos érmét is kivonnak a forgalombdél? Nyilvanvald, hogy a zoldséges szamara
kedvezd lenne, ha fizetéskor az 5 -re végz6dd szamokat felkerekitenék, a vevd szamadra pedig az lenne kedvezd, ha
lekerekitenék. De vajon az ebbdl a kerekitésbdl adddé extra nyereségek is az elhanyagolhat6 kategoridba esnek, vagy
mdr nem? Vajon a felkerekitéses esetben mennyi lenne annak a valészintisége, hogy — mondjuk — 1000 vdsarld
kapcsédn a bolt extra haszna 100 forintndl tobb? (Ennek az eseménynek a valdszintiségére az el6z6 példdban 0.013
jott ki.) Es hogy is nézne ki ebben az esetben az el6bbi tablazat?

Megoldas: A felkerekitéses esetben egy-egy vevore vonatkoztatva a zoldséges kerekitésbdl ad6d6 haszna a —4
-3, -2, 1,0, 1, 2, 3, 4, 5 (forint) lehetséges értékeket venné fel egyforma esélyekkel. Ennek az
eloszlasnak a varhato értéke 0.5 , a szordsa 2.87. Tessék utdnaszamolni! Ezért 1000 vasdrld kapcsan az 6sszegz6dd
kerekitésekbdl a bolt szamara ad6dé extra haszon normadlis eloszlasinak veheté 1000 - 0.5 = 500 varhat6 értékkel és
/1000 - 2.87 szdrassal. Annak a valdsziniisége, hogy ez az extra haszon tobb, mint 100 forint, igy szdmolhato:

% ( 100 — 500
v/1000 - 2.87

ami egy elég nagy valdszinfiség érték, ahhoz, hogy a szébanforgé eseményt gyakorlatilag biztosnak tekintsiik! Ha-
sonl6an kapjuk, hogy annak a valdészintisége, hogy N vasarlé kapcsan az 6sszegzddd kerekitésekbdl a bolt szamara

ad6do extra haszon tobb, mint « forint:
z—N-0.5
1-®( ————
VN -287

Néhany N és z értékre harom tizedes pontossdggal megint megadjuk ennek a valdszintiségnek az értékét:

) = 0.999 999 9999 9996
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V4séarlok szdma: 10 100 1000 10000 100 000 1000000
10 Ft haszon 0.291 0.918 1.000 1.000 1.000 1.000
100 Ft haszon 0.000 0.041 1.000 1.000 1.000 1.000
1 000 Ft haszon 0.000 0.000 0.000 1.000 1.000 1.000
10 000 Ft haszon 0.000 0.000 0.000 0.000 1.000 1.000

A tablazatbol is latszik az, amit j6zan esziink is sug: felkerekités esetén a zoldséges extra haszna, és igy a vevlk extra
vesztesége mindenképpen tobb lenne anndl, mint amit etikusan el lehet fogadni! Ha mégis meg kellene sziintetni az
5 forintos érmét, akkor valamit tenni kellene az igazsdgossag megdrzése érdekében.

6.4. Béta eloszlasok varhato értéke, szérasa (Extra tananyag)

Ebben az alfejezetben levezetjiik a béta eloszlasok varhaté értékét, majd pedig masodik momentumat, variancidjat,
szOrasat.

v 2z

Mivel minden stirtiségfiiggvénynek a teljes értelmezési tartomanyén vett integrdlja 1 -gyel egyenld, ezért fenndll az

alabbi egyenlGség:
1 !
n: k—1 n—=k
e 1-— dr =1
/0 EoD gy © e

Ha valaki ezt az egyenldséget kozvetleniil integraldssal szeretné megkapni akkor ennek sincs kiilonosebb akadalya,
hiszen parcidlis integraldsokkal és kell tiirelemmel az fo 21 (1 — 2)"~% dx integrél értékére kijon:

k—1)! (n— k)!

1
/ A e ( (nulladik formula)
0

n!

Erdemes ebben a nulladiknak nevezett formuldban k és n helyett (k+1) -etés (n+ 1) -et,illetve (k4 2) -tés
(n+2) -tis irni. Hasznos dsszefiiggéseket kapunk:

1. Trjunk & és n helyetteldszor (k+1) -etés (n+ 1) -et! Ezt kapjuk:

/01 pRHD=1 (1 ) ) =(b1) g ((k+1)— 1)'(15(_1 ‘1“)'1) —(k+D)!

amibdl egyszeriisitésekkel ez jon ki:

! _ k! (n — k)!
k o n—k j,. _ " \Uvt—h)s P
/0 ¥ (1 —x) dx = 1) (elsé formula)
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2. Trjunk most & és n helyett (k+2) -tés (n+2) -t! Most ezt kapjuk:

/01 pRFD=1 (] ) (42 =(b+2) g ((k+2)— 1)'(75(1 ‘2|')'2) — (k+2))!

amibdl egyszertisitésekkel ez jon ki:

1
/ (1 —2)"F de = W (mdsodik formula)
0 !

A béta eloszldsok varhato értékének meghatarozdsandl az elsd formula segit nekiink:

1 !
) 2 4azl . n. k—1 _ . \n—k _
varhat6 érték = /0 x CESCE] 2T (1 =)V dr =

n' ! —1 n— _
:(kaanM!.A w o (e

n!

1
_ : . ZEk — n—k T =
(k=1 (n—k)! /0 (1 ) d

(Ennél a 1épésnél hasznaljuk fel az elsd formulat)

B n! k' (n—k)!
(k=1 (n—k)! (n+1)!
_k
n+1
Az eredmény azt mutatja, hogy ha n random szdam koziil tekintjiik a k -ik legkisebbet, és mindezt N -szer

megismételjiik, akkor —nagy N esetén — a tekintett a szdmoknak az dtlaga koriilbeliil il -nel egyenlo.

Példaul ha 9 random szdm koziil az 5 -ik legkisebbet (a kozépsdt, a tapasztalati mediant) tekintjiik, és sok kisérletet

végziink, akkor a tekintett szimok dtlaga kozel lesz ﬁ = 0.5 hez.

A masodik momentum meghatarozdsandl a mdsodik formula segit nekiink:

' n!
masodik momentum = /0 22 . W ke " x)n,k o
n! 1 B .
(k:—l)'(n—k)'/o 2?1 - de =
n! 1 X n_
T k=D (n—k)! /0 (1 2y iy =
_ n! (k+ 1! (n—k)!
S k-DI-R (2t

(Ennél a 1épésnél hasznaljuk fel a mdsodik formulat)

 k(k+1)
4+ 1)(n+2)

A variancia és a szoras innen mar egyszerien adédik:

k(k+1 kN k (k+1  k
variancia = mdsodik momentum—( varhat érték )2 = (n +(1)?7; J)r %) —( T ) =71 < - i R )
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k k+1
sz6rds = V/variancia = . + _ k
n+1 n+2 n+1

A szoras képletekbdl latszodik, hogy ha k és n gy tartanak a végtelenhez, hogy a % ardnyuk egy c konstanshoz
tart, akkor a szords 0 -hoz tart.

A két vastag dolt betlivel irt tény egyiittesen azt fejezi ki, hogy ha nagy n esetén n random szdm koziil tekintjiik a
nagysdg szerinti 'k -ik legkisebbet, ahol k a cn -hez legkizelebbi egész szdm, és ezt N -szer megcsindljuk, akkor
nagy N esetén a tekintett szdmoknak nem csak az dtlaga lesz kozel a ¢ értékhez, hanem maguk a tekintett szdmok
isa c érték koriil fognak tomoriilni.

Példaul 999 random szdm koziil az 500 -ik legkisebbet (a kozépsot, a tapasztalati medidnt) tekintjiik, és sok
kisérletet végziink, akkor a tekintett szimoknak nem csak az 4tlaga, hanem a szdmok dont& tobbsége kozel lesz - =

9+1
0.5 -hez.
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7. Kozelitések normalis eloszlassal

7.1. Binomialis eloszlas kozelitése normalis eloszlassal
7.1.1. Elokészités egy példaval

Tegyiik fel, hogy egy ess vasdrnap délutdn egy 25 tagu tarsasdg minden tagja — a tobbitdl fiiggetleniil — 0.3

valdszintiséggel megy moziba. Véletlentdl fiigg, hogy koziiliikk hdnyan mennek moziba. Jeloljiik ezt a valdszintiségi
véltozét X -szel. Ennek az X valdszintiségi valtozonak az eloszldsa, mint azt jol tudjuk, binomidlis eloszlds n = 25
és p = 0.3 paraméterekkel. Az eloszldst el6szor tablazatosan adjuk meg harom tizedesjegy pontossdggal:

0 | 0.000
1 | 0.001
2 | 0.007
3 | 0.024
4 | 0.057
5 | 0.103
6 | 0.147
7 | 0.171
8 | 0.165
9 | 0.134
10 | 0.092
11 | 0.054
12 | 0.027
13 | 0.011
14 | 0.004
15 | 0.001
16 | 0.000

A téblazat utols6 sordban all6 pontok azt fejezik ki, hogy az eloszlds tobbi tagja hdrom tizedesjegyre kerekitve nulldt
ad. Ezért azokat mér nem is foglaltuk bele a tdblazatba.

Az eloszlas varhato értéke:
n-p =25-03 =175

szorasa:

Vnop-(1—p) = /25-0,3-(1-0,3) = 2.291

Az aldbbi dbran ezt a diszkrét eloszlast ugy dbrazoljuk, hogy az eloszldsban szerepld valészinliségeket teriiletekkel
adjuk meg: minden lehetséges értékhez egy olyan téglalapot rajzoltunk, melynek alapja egységnyi hosszisagu inter-
vallum, és a magassdga egyenl6 a megfelel6 valdszintiséggel. Mivel az alap egységnyi hosszuisagu, ezért a téglalap
teriilete is egyenld a megfelel$ valészintiséggel.
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86. abra. Binomidlis eloszlds

Tekintsiik most azt a normdlis eloszlast, melynek varhaté értéke és szérdsa megegyezik a binomidlis eloszlds varhat6
értékével és szorasaval. A stirtiségfiiggvény grafikonja igy fest:

2 4 0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 M 12 13 14 15 16 17

87. abra. Normailis eloszlds

Ha a két grafikont egy dbran dbrazoljuk, szembetiinik, hogy binomidlis eloszlas és a normalis eloszlds gyonyoriien
illeszkednek egymdashoz:



2 4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

88. abra. Binomidlis eloszlds és normdlis eloszlds kozos dbrdn

Tekintsiik példaként az [ 5, 10 ] diszkrét intervallumot, azaz az { 5,6,7,8,9,10} halmazt! A binomidlis eloszlds
szerint ennek a valdsziniisége (harom tizedesjegy pontossiggal):

0.103 + 0.147 + 0.171 + 0.165 + 0.134 + 0.092 = 0.812

Fontos, hogy a Kedves Olvasé megnézze, meggondolja, hogy ez a valészintiség mely téglalapok teriileteinek dsszege-
ként ad6dott. Az alabbi dbra bizonydra segit ebben:

2 4 0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10 M 12 13 14 15 16 17

89. dbra. Valosziniiség kiszamitdsa binomidlis eloszldssal

Kézenfekvs, hogy ezt a teriiletet — a binomialis eloszlds és a normadlis eloszlas kozelsége miatt — kozelithetjiik azzal
a teriilettel, ami a normélis eloszlds grafikonja alatt és a [ 4.5, 10.5 | intervallum felett taldlunk, és az aldbbi dbrdn
szemléltetiink:
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90. abra. Valosziniiség kiszdmitdsa normdlis eloszldssal

Ez a terillet a [ 4.5 , 10.5 | intervallumnak a normélis eloszlds szerinti valészinliségével egyenls, amit az F
eloszlasfiiggvénybdl kiilonbségként kapjuk:

F(105) — F(45) =
o 10575\ A5-T5 )
2.291 2.291
= ®(1.318) — ®(—-1.309) =

= 0.906 — 0.095 =
= 0.811

Figyelem! Nem elirds, hogy a normalis eloszlds esetében a [ 4.5, 10.5] intervallumot vettik a { 5,6,7,8,9,10}
halmaz helyett.

Vegyiik észre, hogy a binomidlis eloszlassal kapott 0.812 érték és a binomidlis eloszldssal kapott 0.811 érték kozel
van egymashoz!

7.1.2. A de Moivre — Laplace tétel

A de Moivre — Laplace tétel heurisztikus megfogalmazasa. Egy binomidlis eloszlds kiozelithetd normdlis eloszldssal,
ha a binomidlis eloszlds n paramétere ardnylag nagy, és a p paramétere se a 0 -hoz se az 1 -hez nincs til kozel.
A normadlis eloszlds vdrhato értékét és szordsdt a binomidlis eloszlds vdrhato értékével és szordsdval egyezdnek kell
felvenni, vagyis a vdrhato érték és a szords:

np illetve np(l —p)

Ha n értéke legalabb 25,és p értéke 0.1 és 0.9 kozé esik, akkor mar j6 a kozelités.

A gyakorisag kozelito eloszlasa. Ezért, ha egy esemény valdsziniisége p , és az eseményre n kisérletet végziink,
akkor (a fentebb mondott feltételek mellett) az esemény v -vel jelolt gyakorisdgdnak eloszldsdt (ami — mint tudjuk —
binomidlis eloszlds) normdlis eloszldssal kozelithetjiik, ahol a normdlis eloszlds vdrhato értéke és szordsa:

np illetve np(l — p)
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A valésziniiségek szamolasakor az intervallum megvalasztasara is figyelmet kell forditani. Az {A; A+1,... B}
halmaz binomidlis eloszlds szerinti valoszin(isége:

i (Z)p’“(l -p)"F

k=A

A felirt valészintiségnek a normalis eloszldssal val6 kozelitésekor az [ A — 0.5; B + 0.5 intervallumot kell venni:

F(B+05) — F(A—105) =

:®< (B + 05) — n-p )—@( (A =05 — n-p )
n-p-(1-p) n-p-(1-p)

7.1.3. A de Moivre — Laplace tétel, mint a centralis hatareloszlas tétel specialis esete

Amikor — néhany oldallal ezel6tt — elképzeltiik, hogy egy esOs vasarnap délutdn egy 25 tagu tarsasdg tagjai koziil
hanyan mennek moziba, akkor csupdn ezt az X valdszintiségi valtoz6t vizsgéltuk. Ez a valészindségi valtoz6 — az
ottani feltételek mellett — binomidlis eloszlast kovet n = 25 és p = 0.3 paraméterekkel.

Most tovabbi valdsziniiségi valtozokat vezetiink be:

1, ha atarsasag legoregebb tagja moziba megy
X1 = P . :
0, ha atarsasag legoregebb tagja nem megy moziba

1, ha a tarsasdg masodik legoregebb tagja moziba megy
Xo = R p . .
0, ha atarsasdg masodik legoregebb tagja nem megy moziba

Xor — 1, haatéarsasdg 25 -ik legoregebb (=legfiatalabb) tagja moziba megy
7010, haa tarsasag 25 -ik legoregebb (=legfiatalabb) tagja nem megy moziba

Az X val6szinliségi valtoz6 nyilvan egyenld ezeknek a fiiggetlen X;, Xs, ..., X5, indikdtor valészinliségi
véltozoknak az Osszegével. Mivel itt a 25 mar "sok"-nak tekintehtd, ezért a centralis hatdreloszlas tétel miatt X
eloszldsa normdlis eloszldssal kozelithetd.

Néhany bekezdéssel feljebb leszogeztiik, hogy X binomidlis eloszldst kdvet. Most azt kaptuk, hogy X eloszlasa

normadlis eloszldssal kozelithetd. Tehat kiadddik a de Moivre — Laplace tétel dllitdsa: (a megfeleld feltételek teljesiilése
esetén) a binomidlis eloszlds normadlis eloszldssal kozelithetd.

93



7.2. Valészintiség kozelitése relativ gyakorisaggal

7.2.1. A relativ gyakorisag kozelito eloszlasa

Mivel egy esemény relativ gyakorisdga nem mas mint a v gyakorisidg osztva a kisérletek n szdmadval , a fentieknek
nyilvanval6 kovetkezménye:

Ha egy esemény valdsziniisége p , és az eseményre n kisérletet végziink, akkor az esemény + relativ gyakorsdgdnak
az eloszldsdt normadlis eloszldssal kozelithetjiik, ahol a normdlis eloszlds vdrhato értéke és szordsa:

Az alabbi kovetkezmény trividlis:

A relativ gyakorisag és a valésziniiség kiilonbségének kozelits eloszlasa. Az esemény ~ relativ gyakorisdga és

az esemény p valdsziniisége kiilonbségének, vagyis az - — p valdsziniiségi valtozonak az eloszldsdt normalis

eloszlassal kozelithetjiik, ahol a normdlis eloszlds vdrhato értéke és szordsa:

7.2.2. Valésziniiség kozelitése relativ gyakorisaggal

Tekintsiink egy eseményt. Az esemény valdszinliségét jeloljik p -vel. Tegyiik fel, hogy adott egy ¢ -nal jelolt
pontossdg érték is. Ha az eseményre tobb kisérletet végziink, és tekintjiik az esemény v -vel jelolt gyakorisdgét, akkor
a 7 relativ gyakorisignak a p val6szinliségtSl valé | = — p | eltérése (a kiilonbségiik abszolit értéke) kisebb is
lehet € -ndl és nagyobb is lehet ¢ -ndl. Tehat a kovetkezd kérdés nagyon is értelmes.

Kérdés: Milyen biztonsaggal (valdszinliséggel) teljesiil az, hogy a relativ gyakorisagnak a valdszintiségtsl valo
v
F
n
eltérése kisebb ¢ -nal?

Valasz: A fentiek fényében a vélaszt nem nehéz megadni, mert annak a valészinliségét, hogy az ~ relativ gyakorisdg
a p valdszintiséget ¢ -ndl kisebb hibaval kozeliti, igy fejezhetjiik ki a normadlis eloszlds @ eloszlasfiiggvényének

segitségével:

P(|22e) = p( e 2 top<c) =
n n

~ & ° ® —° — 24 ° 1
v/p(1-p) \/p(1-p) \/p(1-p)
Vn vn vn
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Az aldbbi tablazatan numerikusan érzékeltetjiik, hogy a p = 0.3, 0.5, 0.7 valdszintiségek relativ gyakorisagokkal
val6 kozelitésekor a

2| = | -1

v/ p(1—p)
NG
kifejezéssel megadott biztonsag (valosziniiség) hogyan fiigg a kivant < pontossagtol és a kisérletek n szamatol.
A bal oldali tdbldzatban p = 0.5, a jobboldali tdbldzatban p = 0.3 avagy p = 0.7 .

0.10 0.05 0.01 0.10 0.05 0.01 pontossag (¢)

50 | 0.84 0.52 0.11 0.88 0.56 0.12

100 | 0.95 0.68 0.16 0.97 0.72 0.17

500 | 1.00 0.97 0.35 1.00 0.99 0.37

1000 1.00 047 1.00 0.51

5000 0.84 0.88

10 000 0.95 0.97

50 000 1.00 1.00
kisérletek
szama (n)

Vegyiik észre a tablazatban, hogy a biztonsag értéke p = 0.3 és p = 0.7 esetén mindenhol nagyobb mint p = 0.5
esetén.

7.2.3. Hany Kkisérletbol kozelitsiik a valészintiséget, hogy . .. ?

Mair a konyv elején — a tapasztalatra hivatkozva — leszogeztiik, hogy egy eseménnyel kapcsolatban sok kisérlet végezve
a relativ gyakorisag kozeliti az esemény val6szin{iségét.

Természetesen felmeriil az emberben a kérdés: mennyire sok ez a sok? Pontosabban feltéve a kérdést: adott pontossag
és megbizhatdsag eléréséhez hany kisérletet kell elvégezni? Ezekre a kérdésekre kapjuk meg a vélaszt az aldbbiakban.

Tekintsiink egy eseményt. Az esemény (4ltalunk nem ismert!) valdszintiségét jeloljiikk p -vel. Legyen még adott egy
q (1-hez kozeli) valészinliség érték.

Kérdés: Hany kisérletet kell végrehajtani ahhoz, hogy ¢ -ndl nagyobb legyen a valdszintisége annak, hogy a relativ
gyakorisdg és a p valészinlség eltérése kisebb ¢ -ndl?

A kérdés mas formaban: Hany kisérlet kell ahhoz, hogy egy adott esemény ismeretlen valdszinliségét a relativ
gyakorisdg legaldbb ¢ biztonsdg mellett € -ndl kisebb hibdval kozelitse, vagyis

14
P(‘*—p‘ Ss) > q
n

Valasz: A kérdéses valosziniiséget a fentiekben meghatdroztuk a ® fiiggvény segitségével, ezért az alabb egyenlGt-
lenséget kell most n -re megoldani:

2| — -1

Vv
<




Egyszerti atrendezéssel és a P fiiggvény inverze segitségével kapjuk, hogy

1ot ()]
nz 4 g2 )
egyenl6tlenség élesebb a korabbinal.
Tehat az 4
o fe(e )

- 4 g2
egyenldtlenség teljesiilése esetén az . relativ gyakorisdg a p valdsziniiséget ¢ -ndl kisebb hibdval kozeliti legaldbb
q biztonsdag mellett, azaz

P <

A képletre tdmaszkodva egy tablazatot készitettiink, mely azt mutaja, hogy a tdblazat bal oldalan megadott pontossag
(€) és a tablazat tetején megadott biztonsag ( q ) teljesitéséhez hany kisérlet elvégzése elegendd:

X
——p | < ¢ > q
n

[c\q 090 [ 091 [ 092 [ 0.93 [ 094 [ 095 | 096 | 097 | 098 | 099

0.10 68 72 77 83 89 97 106 118 136 166
0.09 84 89 95 102 110 119 131 146 168 205
0.08 106 113 120 129 139 151 165 184 212 260
0.07 139 147 157 168 181 196 216 241 277 339
0.06 188 200 213 228 246 267 293 328 376 461
0.05 271 288 307 329 354 385 422 471 542 664
0.04 423 450 479 513 553 601 660 736 846 1037
0.03 752 799 852 912 983 | 1068 | 1172 | 1309 1504 | 1844
0.02 || 1691 | 1797 | 1916 | 2052 | 2211 | 2401 | 2637 | 2944 | 3383 | 4147
001 || 6764 | 7186 | 7663 | 8208 | 8844 | 9604 | 10545 | 11774 | 13530 | 16 588

Erdemes a tabldzat sorait és oszlopait kicsit tanulmanyozni.

e Ha akarmelyik soron vévigmegyiink, észrevehetjiik, hogy a biztonsag jelent6sen n6 (kozeledik 1 -hez), mikoz-
ben a kisérletszdm ardnylag keveset nd: az utolsé elem kb. csak két és félszerese az elsének.
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e Ha pedig akdrmelyik oszlopon megyiink végig, lathatjuk, hogy a pontossdg javitdsahoz ( ¢ csokkentéséhez) a
kisérletszam jelentds novelésére van sziikség: az utolsé elem kb. szdzszorosa az elsének.

Példa: A krumplis tészta népszeriisége Magyarorszagon. Ha valaki arra kivancsi, hogy a magyar felnSttek hanyad
része szereti a krumplis tésztat, akkor elvileg megkérdezhetné az Gsszes felndttet, és a vélaszok alapjan a kérdezett
aranyt pontosan ki tudnd szamolni. Ez eléggé koltséges €s hosszi munka lenne! De ha megelégsziink azzal, hogy az
igazi ardnyt 0.05 pontossdggal kozelitsikk 0.95 biztonsdg mellett, akkor — a tdblazatbdl latjuk — ehhez elég

385 embert

megkérdezni, és a vdlaszokbdl a krumlis tésztat kedvelSk relativ gyakorisagat kiszamolni.

7.3. Osszeg eloszlasanak kozelitése normalis eloszlassal

A centrdlis hatdreloszlds tétel szerint, ha elég sok — mondjuk n - fiiggetlen valdszinlségi valtozét 6sszeadunk,
akkor az 0sszeg eloszlasa j6 kozelitéssel valamilyen normalis eloszlds. Az el6szd fejezetben tanultak szerint az 9sszeg
varhato értéke egyenld a tagok p; varhaté értékeinek a

gt i

Osszegével, szordsa pedig a szoérdsok négyzet-0sszegébdl vont négyzetgyokével:

\/0’%+...+0'721

Ha a tagok egyforma eloszldst kdvetnek, és igy varhat6 értékeik és szérdsaik egyformdk (ezeket a kozos értékeket
jelolje most i , illetve o ), akkor az 0sszeg eloszlasdt kozelité normadlis eloszlds paraméterei:

illetve

7.4. Varhato érték kozelitése atlaggal

7.4.1. Az atlag kozelito eloszlasa

Kordbban mar megbesz€ltiik, hogy egy X valdszintiségi véltozora végzett X1, Xo,... Xn kisérleti eredmények

Xi+Xo+ ...+ Xy
n

atlaga — sok kisérlet esetén — dltalaban kozel van a valésziniiségi valtozo varhaté értékéhez. (Kevés kisérlet esetén ez

nem igy van, gyakran adédhatnak jelentds eltérések is.) A kovetkezd allitds pontosabbd teszi azt, hogy ez a "kozelség"
mit jelent.
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Ha egy X valdsziniiségi vdltozo vdrhato értéke i, szordsa o, és a valosziniiségi vdltozora n kisérletet végziink,
melyek eredményeit X1, Xo,-, X,, jeloli, akkor a kisérleti eredmények

X1 +Xo+-+ X,
n

dtlagdnak az eloszldsdt normdlis eloszldssal kozelithetjiik, ahol a normdlis eloszlds paraméterei

z S 0
’u \/ﬁ
AZ alé.bbl k() \Y% etkezmén y triv lé.lls .

Az atlag és a varhato érték kiilonbségének kozelito eloszlasa. Az
eltérésének, vagyis az

%f'*xn dtlag és a . vdrhaté érték

X1+ Xo+ -+ X,
n

valosziniiségi vdltozonak az eloszldsdt normdlis eloszldssal kozelithetjiik, ahol a normdlis eloszlds paraméterei

. o
0 és —

NG

7.4.2. Varhato érték kozelitése atlaggal

Tegyiik fel, hogy adott egy ¢ -nal jelolt pontossdg érték. Az atlagnak a varhaté értéktdl vald eltérése kisebb is lehet
€ -nal és nagyobb is lehet ¢ -ndl. Tehdt a kovetkezd kérdés nagyon is értelmes.

Kérdés: Milyen biztonsaggal (valdszintiséggel) teljesiil az, hogy az atlagnak a vérhat6 értéktl valé eltérése kisebb
€ -nal?

Valasz: Annak a val6szintiségét, hogy az atlag a varhat6 értéket ¢ -ndl kisebb hibdval kozeliti, igy fejezhetjiik ki a
normdlis eloszlds @ eloszlasfiiggvényének segitségével:

X1+ Xo+...+X
P< 1+ X2 + +N_M'S€>:P

7N
|
(0
>
+
3
_|_
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b
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=
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o
N———
2
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N———

|

i)
/N
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N——
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Sl o
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|
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7.4.3. Hany Kkisérletbol kozelitsiik a varhato értéket, hogy ... ?

Kérdés: Hany kisérletet kell végrehajtani ahhoz, hogy egy X valdszintiségi valtozé varhat6 értékét a kisérleti
eredményekbdl ad6do 4tlag egy adott e -ndl kisebb hibaval kozelitse legalabb ¢ biztonsdg mellett?

Valasz: Haaz X val6szintiségi valtozo varhat6 értéke p és szordsa o , tovabba Xi, X5, ..., Xy jeloliaz X -re
végzett kisérleti eredményeket, akkor a kisérleti eredmények dtlagdnak a  -t6l vald eltérése

X1+ Xo+...+ Xy
n
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Tudjuk, hogy ennek a kiilonbségnek a vérhat6 értéke 0 , szérdsa pedig o/y/n . Azt is tudjuk, hogy — elég nagy n
esetén ez a kiilonbség is (kozelitéleg) normadlis eloszlastinak vehetd. Ezért annak a valészintisége, hogy ez a kiilonbség
—e és € kozé esik, kozelitSleg igy fejezhetd ki a normalis eloszlds @ eloszlasfiiggvényének segitségével:

Xi4+Xo+...+X Xi+Xo+...+X
P( 1+ X + +N_u’§€>zp(_€§ 1+ Xo + +N_'u §€>:

o(siw) o i) - 2o(ie)

Q

Ebbédl adodik: Ha

[}
&
N
<)
\(")
B
N———
A\
<

azaz
€ 1 14¢
g > ()
vagyis
LSIE)
vnoz o i—— 2
azaz )
—1( 14¢
RPN alt 3)

fenndll, akkor az dtlag legaldbb q biztonsdg mellett € -ndl kisebb hibdval kozeliti a vdarhato értéket.

1. Megjegyzés: Haaz X valdsziniségi valtoz6 normalis eloszlast kovet, akkor a kisérleti eredmények atlaga normalis
eloszlast kovet. Ebben az esetben nem Kell a centralis hatareloszlas tételre sem hivatkozni a fenti szamolasban, és a
kisérletek szamdanak sem kell nagynak lenni, a kisérletek szdma akarmilyen kicsi is lehet.

2. Megjegyzés: A kordbban levezetett
_ 2

n = p(l_p) e2

képlet specidlis esete a most levezetett

2

o2

altalanosabb képletnek, hiszen egy esemény relativ gyakorisdga nem mds, mint az eseményre végzett kisérletek kap-

csolodo indikétor valtozok atlaga, és — mint tudjuk — egy p valdszinliségii esemény indikétor valtozdjanak a szérdsa
p(1 — p) , szérdsnégyzete (variancidja) p(1 — p) .

)

Példa: Hany kilos az "egy Kilés' kenyér?

Pontosabban: Mennyi az OSSZES "egy kilés' kenyér tomegének az ATLAGA?
Senki sem gondolja, hogy minden "egy kilés" kenyér tomege pontosan 1 kg. De vajon az Osszes ilyen kenyér
tomegének mennyi az atlaga?

Ha az 6sszes "egy kil6s" kenyeret megmérnénk, pontosan vélaszolhatnank a kérdésre. Amde az 6sszes kenyeret meg-
mérni gyakorlatilag lehetetlen. Természetes Gtletnek tlinik, hogy véletlenszerlien valasztunk valahdny kenyeret, azaz
vesziink egy mintdt, a mintdba keriild6 kenyereknek a tomegét atlagoljuk, és ezzel az atlaggal kozelitjik az Osszes
kenyér tomegének az 4tlagit.

Mivel a minta véletlentdl fiigg, a mintdbdl szamitott atlag dltaldban eltér az Osszes kenyér tomegének az atlagatol.
Nyilvén azt szeretnénk, hogy az eltérés ne legyen til nagy. Mondjuk, szeretnénk azt elérni, hogy a minta dtlagédnak és
az Osszes kenyér dtlagos tomegének az eltérése 0.02 kg-ndl ( 2 dkg-ndl) kisebb legyen.
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Amde erre nincs garancia. A sors hozhatja tigy is, hogy a véletlenszertien vélasztott minta dtlaginak és az Gsszes
kenyér atlagos tomegének az eltérése 0.02 kg-ndl ( 2 dkg-ndl) nagyobbnak adddik.

Ezért meg kell elégedniink azzal, ha csak annyit garantdlunk, hogy a minta 4tlagdnak és az Osszes kenyér atlagos
tomegének az eltérése — mondjuk — (legaldbb) 0.95 valdszintiséggel ( 0.95 biztonsdggal) adédik 0.02 kg-nal ( 2
dkg-ndl) kisebbnek, és — sajnos — (legfeljebb) 0.05 valészinliséggel az eltérés 0.02 kg-ndl ( 2 dkg-nél) nagyobb is
lehet.

Kérdés: Ehhez hany kenyeret kell lemérniink?

Valasz: Ha ismerjiik a kenyerek tomegének a o szorasat, vagy a szdrdsnak egy felsd becslését, akkor a tanultak
alapjin vdlaszolni tudunk a kérdésre. Tegyiik fel, hogy 0.9 kg-ndl kisebb vagy 1.1 kg-ndl nagyobb tomegi "egy
kil6s" kenyér sosem bukkan fel a boltokban, ezért a szérds legfeljebb 0.1 kg. A sziikséges kisérletek szdmat megadd

. [0 ()]

g
52

képletbe behelyettesitvea ¢ = 0.95, ¢ = 0.02, o0 = 0.1 értékeket, a képletb6l 96 -ot kapunk, ami azt jelenti, hogy
annak a valdszinfisége, hogy
96 véletlenszertien vélasztott kenyér

tomegének az atlaga az Osszes kenyér tomegének az atlagat 0.02 kg -ndl kisebb hibaval kozeliti, legalabb 0.95 .
Megjegyzések:

e Ha a pontossagot noveljiik, akkor a sziikséges kisérletszdm n6: ha a 0.02 kg-os hibahatar helyett a kisebb,
0.01 kg-os hibahatért vessziik (a 0.95 -6s biztonsagi szint megtartdsa mellett), akkor — a fenti képlet szerint —
385 mérésre van sziikség, ami kb. 4 -szer tobb a 96 -nal.

e Ha biztonsagot noveljiik, akkor is n6 a sziikséges kisérletszam, de sokkal kisebb mértékben: ha 0.95 helyett
0.99 biztonsaggal akarunk kozeliteni (a 0.02 kg-os hibahatdr megtartdsa mellett), akkor ehhez csak 166
mérésre van sziikség, ami — ardnyaikat tekintve —a 96 -ndl nem sokkal tobb.

e Ha a pontossagot is €s a biztonsagot is noveljiik, akkor a sziikséges kisérletszdm er6sebben né: haa 0.02 kg-os
hibahatdr helyett a kisebb, 0.01 kg-os hibahatart vessziik, és a 0.95 helyett a 0.99 biztonsdgra toreksziink,
akkor ehhez 663 mérésre van sziikség.

Kicsit mas formaban megismételjiik a kapott eredményeket:

e Ha 96 véletlenszer(ien valasztott kenyér silydt megmérjiik, akkor legaldbb 0.95 a valdszinlisége annak, hogy
a mérési eredmények atlaga az 6sszes kenyér atlagat 2 dkg-nal kisebb hibaval kozeliti.

e Ha 385 véletlenszerlien valasztott kenyér stlydt megmérjiik, akkor legalabb 0.95 a valdszintisége annak,
hogy a mérési eredmények atlaga az Osszes kenyér dtlagat 1 dkg-ndl kisebb hibaval kozeliti.

e Ha 166 véletlenszerlien valasztott kenyér sulydt megmérjiik, akkor legalabb 0.99 a valdszintisége annak,
hogy a mérési eredmények atlaga az dsszes kenyér atlagat 2 dkg-nal kisebb hibdval kozeliti.

e Ha 663 véletlenszerlien valasztott kenyér silyat megmérjiik, akkor legaldbb 0.99 a valdsziniisége annak,
hogy a mérési eredmények atlaga az 6sszes kenyér dtlagat 1 dkg-ndl kisebb hibaval kozeliti.
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8. Eloszlasok transzformacioi

Az eloszlasok transzformdcidival kapcsolatos tudnivalokat természetesen matematikai képletek segitségével is le fog-
juk irni. E16bb azonban megprébéljuk azzal segiteni az Olvasét, hogy a dolgok szemléletes jelentését abrak segitségé-
vel elére bemutatjuk.

8.1. Szemléltetés vezérvonalakkal, pontfelhovel, festékkel
8.1.1. Szemléltetés vezérvonalakkal

Korabbi tanulmdnyai sordn a Kedves Olvasé bizonydra tanulta, hogy egy transzformacié (egy fiiggvény) egy hozza-
rendelési szabdly jelent. A hozzarendelési szabalyt mi most 6sszek6td vonalakkal, d.n. vezérvonalakkal dbrazoljuk
néhdny egyszerii példa segitségével.

(o] 0.5

- \\ ] y

|
0 1 2

L

91. dbra. Transzformdcié a [0;1] intervallumrdl az y = 2x linedris fiiggvénnyel

o 05 1
| 1 ]| G
y=- 2%%/
L y
2 -1 0
92. dbra. Transzformdcié a [0;1] intervallumrél az y = —2x linedris fiiggvénnyel
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93. dbra. Transzformdcié a [0;1] intervallumrdl az y = 3« linedris fiiggvénnyel

94. dbra. Transzformdcié a [0;1] intervallumrdl a négyzetre emelés fiiggvénnyel

0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9

I T I B O

0 0.32 0.55 0.71 0.84 0.95 1

95. dbra. Transzformdcié a [0;1] intervallumrdl a négyzetgyik fiiggvénnyel
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96. dbra. Transzformdcié a [0;1] intervallumrdl a reciprok fiiggvénnyel
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8.1.2. Egyenletes eloszlas linearis transzformacioi

Ha egy linedris transzformdacidt mint nyujtast (vagy zsugoritdst) képzeliink el, akkor egy ilyen nyujtds sordn egy egyen-

letes pontfelhd is és egy egyenletes festék eloszlas is kinyilik (zsugorodik), és egy ritkdbb (vagy sfirtibb) egyenletes
pontfelhd, illetve egyenletes festék eloszlas lesz belble. Ilyen dbrakat lathatunk itt:

1T
i

y=2x

97. dbra. 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi pontfelhd transzformdcidja az y = 2x linedris fiiggvénnyel

98.dbra. A [0; 1] intervallumon veit egyenletes eloszlds transzformdcidja az y = 2z linedris fiiggvénnyel

Y
3 2 1 0 1 2 3
99.dbra. 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsi pontfelhd transzformdcidja az y = — 2x linedris fiiggvénnyel
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y=-2x

100. dbra. A [0; 1] intervallumon vett egyenletes eloszlds transzformdcidja az y = — 2x linedris fiiggvénnyel

y=3x

\
R

3

101. dbra. 0 és 1 kozott egyenletes eloszldsu pontfelhd transzformdcidja az y = 3x linedris fiiggvénnyel

102. dbra. A [0; 1] intervallumon vett egyenletes eloszlds transzformdcidja az y = 3x linedris fiiggvénnyel
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8.1.3. Egyenletes eloszlas monoton transzformacioi

Ha egy monoton, nem linedris transzformdciét mint valamilyen deformdciét képzeliink el, akkor egy ilyen deformdacié
sordn egy egyenletes pontfelhdbdl is és egy egyenletes festék eloszlasbol is és nem egyenletes pontfelhd, illetve nem
egyenletes festék eloszlas lesz. Ilyen dbrakat lathatunk itt:

Transzformacié a négyzetre emelés fiiggvénnyel:

103. abra. Egyenletes eloszldsu pontfelhd transzformdcidja a négyzetre emelés fiiggvénnyel

104. abra. Egyenletes eloszlds transzformdcioja a négyzetre emelés fiiggvénnyel

Transzformacio a négyzetgyok fiiggvénnyel:

105. abra. Egyenletes eloszldsu pontfelhd transzformdcidja a négyzetgyik fiiggvénnyel
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106. abra. Egyenletes eloszlds transzformdcidja a négyzetgyok fiiggvénnyel

Transzformacio a reciprok fiiggvénnyel:

o
N
N
w

107. dbra. Egyenletes eloszldsii pontfelhd transzformdcidja a reciprok fiiggvénnyel

108. abra. Egyenletes eloszlds transzformdcidja a reciprok fiiggvénnyel
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8.1.4. Exponencialis eloszlas transzformacioi

Most pedig nem egyenlees eloszlasu pontfelhdt, illetve festék eloszlast transzformalunk:

Transzformaci6 a négyzetre emelés fiiggvénnyel:

109. dbra. Exponencidlis eloszldsi pontfelhd transzformdcidja a négyzetre emelés fiiggvénnyel

110. abra. Exponencidlis eloszlds transzformdcioja a négyzetre emelés fiiggvénnyel

Transzformacié a négyzetgyok fiiggvénnyel:

o
-
[\N]
w
-
(4]
(o]

111. dbra. Exponencidlis eloszldsi pontfelhd transzformdcioja a négyzetgyok fiiggvénnyel
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112. dbra. Exponencidlis eloszlds transzformdcioja a négyzetgyok fiiggvénnyel

8.2. Linearis transzformaciok leirasa képletekkel

Megjegyzés: A 8.1 alfejezetben dbrakkal szemléltettiik a eloszldsok transzformaciéit. A 8.2 és 8.3 alfejezetekben a
transzformdacidkat képletekkel irjuk le. A képletek tartalmanak dbrdkon valé megjelenitése ezekben az alfejezetekben
az Olvasé feladata.

A homérséklet egy adott helyen kiilonboz6 id6pillanatokban mas és mas lehet, ezért egy adott helyen a hémérsékletet
folytonos valésziniiségi véltozénak tekinthetjiik. A hdmérsékletet mérhetjiik Celsius fokokban is és Fahrenheit fokok-
ban is. Ami a Celsius skdldn z fok, az a Fahrenheit y fok. x és y kozott a kovetkezd linedris Osszefiiggés 4ll
fenn:

9
=% 32
Y 3 T +
Ezért a Celsius fokokban mért X és a Fahrenheit fokokban Y véletlen értékek kozott is fenndll, hogy
Y = gX + 32

Sok mas esetben is el6fordul, hogy két valdsziniiségi valtozé kozott egy linedris kapcsolat all fenn. Fontos, hogy
ilyen esetekre megtaldljuk a kapcsolatot a valészintiségi valtozok eloszlas- és siirliségfiiggvényei kozott. Errdl lesz sz6
ebben a fejezetben.

Ha a és b konstansokat jelolnek, akkoraz y = a = + bs képlet egy linedris transzformdciét jelent:

e Ha a > 0, akkor a szdmegyenes pontjait eldszor a -szoros nyujtasnak vetjiik ald, majd a nydjtdssal kapott
pontokat ezutdn még b -vel eltoljuk. Ilyenkor a transzformacié egy novekedd fiiggvényt jelent.

e Ha a < 0, akkor a nydjtdst megel6zi egy tikkrozés az origéra, majd ezt kiveti egy nydjtds |a| -szoros
mértékben, és ezutdn jon az eltolds b -vel. Ilyenkor a transzforméacié egy csokkend fiiggvényt jelent.

e Ha a = 0, akkor a szdmegyenes Osszes pontja a b pontba képzddik. Ilyenkor a linedris transzformaciét
elfajulénak nevezziik.

A transzformacio inverzét nyilvan az « = yT_b képlet adja meg.

Tekintsiink egy X folytonos val6szintiségi valtoz6t. Ha az X valdészindségi véltozé értékeit és egy nem elfajuld (tehat
a # 0 ) linedris transzformacionak vetjiikk ald, azaz X helyett tekintjik az ¥ = a X + b értéket, akkor
egy Uj Y valdsziniiségi valtozohoz jutunk. Fontos tudnunk, hogy milyen kapcsolat dll fenn X és Y eloszlds-, illetve

2

stirliségfiiggvényei kozott.
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A kiinduldsul vett X valdszintiségi véltozo6 "régi" eloszlasfiiggvényét jeloljikk F'(x)-szel, stiriségfiiggvényét f(z)-

szel. A transzforméci6val kapott Y = a X + b val6szintiségi véltozé "4j" eloszldsfiiggvényét jelsljiik G(y)-nal,
stirtiségfiiggvényét g(y)-nal.

8.2.1. NovekedGeset (a > 0)

Az eloszlasfiiggvényre is és a stirliségfiiggvényre is két formuldt mondunk ki. Legyenek x és y a transzformaciénal
egymdsnak megfelel6 pontok, azaz

Yy =ax + b illetve r =

Eloszlasfiiggvények kozotti kapcsolat:

Levezetés: Ha = és y a transzformdciondl egyasnak megfelel$ pontok, azaz y = a = + b, akkor az
Y < y eseményekvivalensaz X < x eseménnyel

Ezért
P(Y < y)=P(X < z)

ami pontosan azt jelenti, hogy
y—a

Mivel = = =, az is kiadédik, hogy:

A stiriségfiiggvényre vonatkoz6 allitdsok y szerinti derivdldssal adédnak:

s = (6w ) = (F(0)) = s () b= ]

Masik levezetés: A siirtiségfiiggvény képletét levezetjiik az eloszlasfiiggvények haszndlata nélkiil is.

Legyenek az
[z;2 + Ax],  [y;y + Ay]

intervallumok a transzformaciéndl egymdsnak megfeleld intervallumok, azaz

ax +b=y, a(x+ Az)+b=y+Ay
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Vegyiik észre, hogy

A 1
alAx = Ay azaz =T 2
Ay a

is igaz. Az transzformacié szigortian monoton ndvekedd tulajdonsaga miatt az

y <Y < y+ Ay esemény ekvivalensaz = < X < x+ Az eseménnyel
és igy
Ply <Y <y+Ay) =Pz < X < z+Ax)

Ebbdl kapjuk:
Ply <Y <y+Ay) Plz <X <z+Ax)

9(y) =~ = ~
( Ay Ay
Most felhaszndlva, hogy

Plrx < X <z+4+Az) = f(z) Az
ezt kapjuk:

9ly) = —(— = f(@) = f(z) - =

flx) Az Az 1 y—>b
Ay Ay a f( )

Q

8.2.2. Csokkendeset (a < 0)

Az eloszlasfiiggvényre is és a stirliségfiiggvényre is két formuldt mondunk ki. Legyenek x és y a transzformaciénal

egyasnak megfeleld pontok, azaz y = ax + b,illetve z = nyb

Eloszlasfiiggvények kozotti kapcsolat:

Gly) =1— F(xz) illetve G(y)zl_F<y_b)

Siiriiségfiiggvények kozotti kapcsolat:

Levezetés: Ha = és y a transzformdciondl egydsnak megfelelS pontok, azaz y = a = + b, akkor az
Y < y eseményekvivalensaz X > z eseménnyel

Ezért
P(Y < y)=P(X > z)

ami pontosan azt jelenti, hogy

Gly) = 1 - F(a)
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Mivel z = Y32, az is kiadddik, hogy:

7 2

A stirtiségfiiggvényre vonatkoz6 allitdsok y szerinti derivaldssal adédnak:

o= ow = (1 -r () =) L= ()

Mivel Y32 =z ,azis kiadddik, hogy:

Masik levezetés: A sirtiségfiiggvény képletét levezetjiik az eloszlasfiiggvények hasznalata nélkiil is. A levezetésnél

oda kell figyelni arra tényre, hogy most a negativ. Legyenek az = és y pontok egymasnak megfelel$ pontok, azaz
Yy =ax + b
Mivel a negativ, az y + Ay pontnak megfeleld pont az x pont baloldaldn van, jeloljik © — Ax -szel:
y+ Ay =a(x — Az) + b
Tehat most az
[z = Az;z] . [ysy + Ay]

intervallumok felelnek meg a transzformdciondl egymasnak. Vegyiik észre, hogy most

Ax 1
—aAx = Ay azaz — = - =
Ay a
A transzformdci6 szigorian monoton csokkedd tulajdonsdga miatt az

y <Y < y+ Ay esemény ekvivalensaz z — Ax < X < x eseménnyel

és igy
Ply <Y <y+Ay) =Plz — Az < X < z)

Ebbdl kapjuk:
Ply <Y < y+Ay) Plr — Az < X < )

gly) ~ Ay = Ay

Most felhaszndlva, hogy

ezt kapjuk:
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8.2.3. A két képlet egységesitése

A stirliségfiiggvényre vonatkozo képleteket egységesen is fel lehet {rni, hiszen a

o) = fz) - =

la|

képletek pozitiv és negativ a esetén is helyesek.

8.3. Monoton transzformaciok leirasa képletekkel

Tekintsiink egy X folytonos valésziniiségi viltozot. Az eloszldsfiiggvényét jeloljikk F'(z) -szel, stirtiségfiiggvényét
f(x) -szel. Legyen

y = t(x)
egy folytonosan differencidlhatd, szigordan monoton fiiggvény, melynek
z = t7(y)

-nal jelolt inverze is folytonosan differencidlhat. Ha az X valdszindiségi vdltozGt behelyettesitiink a ¢(z) fligg-
vénybe, akkor egy Gj Y valdsziniliségi véltoz6t kapunk, melyet logikus ¢(X) -szel jelolni. Az Y, vagyis ¢(X)
eloszlésfiiggvényét jeloljiik G(y) -nal, stirtiségfiiggvényét g(y) -nal.

8.3.1. Novekedo transzformaciok

Eloszlasfiiggvények kozotti kapcsolat: Ha y = ¢(x) szigorian monoton novekedd, akkor
Gly) = F(z)  amz Gy = F(+(y))

Tehat az ij eloszldsfiiggvény nem mds, mint a régi eloszldsfiiggvénybdl (mint kiilsd fiiggvénybdl) és a transzformdcios
fiiggvény inverzébdl (mint belsd fiiggvénybdl) képzett dsszetett fiiggvény.

Siiriiségfiiggvények kozotti kapcsolat:

dx

o) = f(2) - 4 g) = F(t7 ) - ()

o

Tehat a z 1j stiriiségfiiggvény nem mds, mint a régi siriségfiiggvénybdl (mint kiilsd fiiggvénybdl) és a transzformdci-
Os fiiggvény inverzébdl (mint belsd fiiggvénybdl) képzett dsszetett fiiggvény megszorozva a transzformdcios fiiggvény
inverzének a derivdltjdval.

Levezetés. Az y = t(x) fiiggvény szigord monoton névekedd mivolta miattaz Y < y esemény ugyanazt jelenti,
mintaz X < z esemény,ésezért P(Y < y) = P( t(X) < y ).Eztfelhaszndlva:

Gly) =P(Y <y)=P(X <z )=F(z)=F(t'(Q))
y szerinti derivaldssal — az Osszetett fligvényekre vonatkozé lanc-szabély alapjan:

dx

o) = L) (MW ) = )
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Direkt levezetés a siiriiségfiiggvényre. A sirtiségfiiggvény képletét levezetjiik az eloszlasfiiggvények haszndlata nél-
kiil is. Legyenek = és y egymadsnak megfeleld értékek, azaz

y = t(x) illetve r =t H(y)

Legyenek I és J egymdsnak megfeleld kis intervallumok az x illetve y pontok koriil. Ez egyrészt azt jelenti,
hogy az X € I esemény ekvivalens az Y € J eseménnyel, és igy

P(YeJ)=P(Xel)

masrészt
I hossza dxr ’

it kel t—1
J hossza dy ( ) )
Mivel P(X € 1) = f(x)-1hossza, aztkapjuk, hogy

()NP(YGJ)7P(X€I)Nf(x)~fh0ssza7f() I hossza
g\ = J hossza  J hossza J hossza A J hossza
dx -1 —1 /
%f(w)°dfy:f(t ) ) (')

8.3.2. Csokkend transzformaciok

Eloszlasfiiggvények kozotti kapcsolat: Ha y = ¢(x) szigordan monoton csokkend, akkor

Gly) =1—- F(z) azaz Gly) =1 - F(t ()
Tehat az ij eloszldsfiiggvény tigy dll eld a régi segitségével, hogy a régi eloszldsfiiggvénybdl (mint kiilsd fiiggvénybdl)
és a transzformdcios fiiggvény inverzébdl (mint belsd fiiggvénybdl) képzett dsszetett fiiggvényt 1 -bél kivonjuk.
Siiriiségfiiggvények kozotti kapcsolat:

dx
dy

azaz g(y) = f(tfl(y)) : ’(fl(y) )/

"

Tehat az j stiriiségfiiggvény nem mds, mint a régi siriségfiiggvénybdl (mint kiilsd fiiggvénybdl) és a transzformdci-
Os fiiggvény inverzébdl (mint belsd fiiggvénybdl) képzett dsszetett fiiggvény megszorozva a transzformdcios fiiggvény
inverze a derivdltjdnak az abszoliit értékével.

Levezetés. Az y = t(x) fiiggvény szigord monoton csokken$ mivolta miatt az Y < y esemény ugyanazt jelenti,
mintaz X > z esemény,ésezért P(Y < y) = P( X > z ).Ezt felhaszndlva:

Gly) =P(Y <y)=P(X>z)=1-P(X<z)=1-F(z)=1-F(t'(y)
y szerinti derivaldssal — az Osszetett fligvényekre vonatkozé ldnc-szabdly alapjan:

dx
dy

/ !/

g) = =f(t7'w))- () ) = f(t’l(y))~'( 7 (y) )

= f(z)-

2 s

Direkt levezetés a siiriiségfiiggvényre. A sirtiségfiiggvény képletét levezetjiik az eloszlasfiiggvények haszndlata nél-
kiil is. Legyenek = és y egymadsnak megfelels értékek, azaz

y = t(x) illetve r =t H(y)
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Legyenek I és J egymdsnak megfelel kis intervallumok az z illetve y pontok koriil. Ez egyrészt azt jelenti,
hogy az X € I esemény ekvivalens az Y € J eseménnyel, és igy

P(YeJ)=P(Xel)

masrészt
’ I hossza

o J hossza

A derivélt azért negativ, merta ¢~ '(y) fiiggvény monoton csokkend. Tehét

I hossza N dzx

T L 2 1 !
J hossza dy ( ) )
Mivel P(X € 1) =~ f(x)-I hossza, aztkapjuk, hogy
()NP(YGJ)_P(XEI)Nf(x)-Ihossza_f(x)_lhosszaN
9y = J hossza  J hossza J hossza B J hossza

~ f(x)- (—‘Z) =f(t) ) (—(fl(y) )I) -

= F(7W ) |(Fw )

Az abszolut érték jel azért tudta felvaltani a minusz jelet, mert a derivalt értéke negativ.

8.3.3. A két képlet egységesitése

A stirliségfiiggvényre vonatkozo képleteket egységesen is fel lehet rni, hiszen az abszolut értékjellel irt

dx

gly) = f(z) - o

o) = F(' W) (W)

képletek noveked6 és csokkend esetben is érvényesek.

8.4. Lognormalis eloszlasok

Haa (u,0) paraméterd normdlis eloszlast az y = e® transzformdciénak vetjiik ald, akkor a (u, o) paraméteri
lognormalis eloszlashoz jutunk.

Eloszlasfiiggvény:
Flz) = ® ( In(z) _”)
ag
Siiriiségfiiggvény: ) .
1( In(@)—p
T) = e 2 (=)
J(@) V2Tmox
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113. dbra. Lognormdlis eloszlds (n = 1; o = 1): stirliségfiiggvény grafikonja és szemléltetés festékkel

114. dbra. Lognormdlis eloszlds (1 = 1; o = 1): pontfelhé 1000 kisérletbdl

o o 2

115. dbra. Lognormdlis eloszlds (n = 1; o = 1): pontfelhd a stiriiségfiiggvény grafikonja alatt
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116. dbra. Lognormdlis eloszlds (n = 1; 0 = 1): eloszldsfiiggvény

Osszefiiggések a paraméterek, a varhaté érték és a szoras kozott (Extra tananyag): Az

*° 1 —p(m=e)?
e¥ ———e 2\ @ dx
[oo O'\/27T

integral kiszdmoldsdval igazolhatd, hogy a (1, o) paramétert lognormalis eloszlést varhaté értéke:

E(X) = ett37

[ e e
—000 g s

integral kiszdmoldsdval meghatdrozhatjuk a masodik momentumot:

B(X?) = e2u+20”

Ennek segitségével megkapjuk a varianciat:
2 1.2 2 2 2 2 2
VAR( X ) = 127 — (e”+§" ) = T2 _ Q2utot _ o2utor (e" - 1)

Gyokvondssal a szoras is adodik:

SD(X ) = \/ ewtot - (e —1)

Ha a varhat6 értékre és a szérasra kapott formuldkra most gy tekintiink, mint x -re és o -ra vonatkoz6 egyenlet-
rendszerre, akkor megkapjuk g -t és o -t a varhato értékkel és a szérassal kifejezve:

2
u o= ln(E(X))—;-ln<1+<SED((;())> )

SD( X )\°
=1In|1 —_—
o ( i ( E(X) )
Ezeket a formuldkat olyankor hasznalhatjuk, ha egy X val6szintiségi valtozorol tudjuk, hogy lognormalis eloszlast
kovet, és az eloszlas paraméatereire van sziikségiink. Ha valamilyen forrasbdl tudjuk a varhaté értéket és a szorast,
akkor e formuldk megadjdk a paramétereket.

Lognormalis eloszlasok alkalmazasa:

Ha egy normalis eloszldsu valésziniiségi valtozot az exponencidlis fliggvénybe helyettesitiink, akkor lognormalis el-
oszlasu valdszinfiségi véaltozéhoz jutunk. Masképpen mondva: egy valdsziniiségi vdltozo akkor kovet lognormdlis el-
oszldst, ha a valosziniiségi valtozo logaritmusa normdlis eloszldst kovet.

Emlékeztetiink r4, hogy
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1. ha egy valdszintiségi valtozé sok, fiiggetlen, 0 -hoz kozeli értékeket felvevd valészinliségi valtoz6 Gsszegeként-
ként allithat6 elS, akkor ez a valdsziniiségi valtozé normalis eloszlastnak vehetd valamilyen p és o paramé-
terekkel, illetve

2. haegy val6szintiségi valtozo sok, fiiggetlen, kis szordsi valészintiségi valtozo6 0ssegeként dllithaté eld, akkor ez
a valdsziniiségi valtozé normadlis eloszlasinak vehetd valamilyen p és o paraméterekkel.

Mivel a logaritmus fiiggvény szorzatot 6sszegbe visz, az exponencidlis fiiggvény pedig Osszeget szorzatba visz, vila-
gos, hogy

1. ha egy val6sziniiségi valtozo sok, fliggetlen, 1 -hez kozeli értékeket felvevd valoszinliségi valtozo szorzataként
allithat6 eld, akkor ez a valdszintiségi valtozé lognormadlis eloszldsinak vehetd valamilyen p és o paraméte-
rekkel; illetve

2. ha egy valdszintiségi valtozo sok, fiiggetlen, kis szordsi valészinliségi valtozo szorzataként éllithaté eld, akkor
ez a val6szintiségi valtoz6 lognormalis eloszlastnak vehetd valamilyen p és o paraméterekkel.

Tehat lognormalis eloszlast hasznalhatunk, ha egy valésziniiségi valtozordl tudhatd, érezhetd, hogy sok 1 -hez kozeli
értékeket felvevd vagy kis szordsu, fiiggetlen tényezd szorzataként 4ll eld.

Az Excelben a lognormalis eloszlas stiriiségfiiggvényét az
LOGNORM.DIST(z; u; 0 ; FALSE)
képlet adja, az eloszlasfiiggvényt pedig

LOGNORM.DIST(z; ;0 ; TRUE)
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9. Diszkrét és folytonos eloszlasok keverése (Extra tananyag)

Az alabbi feladat kissé erdltetett, de — amir6l szél — konnyen elképzelhetd és elmagyardzhatd, és — szimuladcidval — a
kisérlet konnyen meg is valdsithato.

1. Feladat: Valaki — jatékos vidam j6 kedvében — feldob egy dobdkockat. Ezutan

e ha hatos jon ki, akkor generdl egy valés 0 és 7 kozotti, egyenletes eloszlast kovetd véletlen szdmot a
7xRAND (), magyarul 7+VEL () Excel utasitdssal,

e ha nem hatos jon ki, akkor a RANDBETWEEN (1; 5), magyarul VELKOZOTT (1; 5) Excel utasitdssal general
egy egész szamot 1 és 5 kozott egyenletes eloszlas szerint.

Legyen X a generdlt szdm. Milyen eloszldst kovet X ?

Megoldas: Nem szorul kiilonosebb magyarazatra, hogy X eloszldsa egy folytonos és egy diszkrét eloszlasbol
keveréssel adodik:

e a folytonos eloszlés az egyenletes eloszlds a (0;7) intervallumon, melynél a stirliségfiiggvény értéke 1/7 -del
egyenlg a (0;7) intervallumban,

e a diszkrét eloszlds az egyenletes eloszlds az 1,2,3,4,5 szdmok halmazan, melynél mind az 6t pontban a
sdlyfiiggvény értéke 1/5 -del egyenld.

A keverésnél
e afolytonos rész 1/6 silyt kap, hiszen a hatos 1/6 valdszintiséggel jon ki,
e adiszkrétrész 5/6 silyt kap, hiszen a nem-hatos valészintisége 5/6 .
Ha az eloszlésat szétkent egységnyi festékkel szemléltetjiik, akkor ez az eloszlas igy képzelhet? el:

e clGszor 1/6 festékmennyiséget szétkeniink a (0;7) intervallumon egyenletesen, vagyis gy, hogy a festéksi-
riiség (0;7) intervallumban mindenhol 1/6-1/7 = 1/42 legyen:

fz) = 1/42 0<ax<T

e czek utdn az 1,2,3,4,5 szdmok mindegyikére rahelyezziik a maradék 5/6 festékmennyiség 1/5 részét,
vagyis az 1,2,3,4,5 szdmok mindegyikére 5/6-1/5 = 1/6 nagysdgd tomegpont keriil

p(z) = 1/6 (r=1,2,3,4,5)

Hogy néz ki ennek az eloszldsnak az eloszlasfiiggvénye? Legyen az Olvasé feladata a grafikon gondos elkészitése!
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10. A fonokok halmaza nem mérhet6 (Extra tananyag)

E7 a fejezet egydltaldn nem része a tananyagnak. Amit itt lehet megérteni, annak nincs haszna a mindennapi gyakor-
latban. Csak azok olvassdk el, akik a matematika alkalmazhatosdga mellett értékelik a matematika logikai tisztasdgdt
is.

Tekintsiik a balrdl zért, jobbrdl nyitott [0;1) intervallumot.

10.1. Triikkos eltolas

Az intervallum pontjaival kapcsolatban bevezetiink egy triikkkos eltoldst. Ha x egy eleme a [0;1) intervallumnak,
és r egy 1 -nél kisebb pozitiv szdm, akkor = + r -t joggal nevezhetjiilk az x pont r -rel valo eltoljanak. x + r
nyilvéan kisebb 2 -nél.

Két eset lehet. Az egyik az, hogy = +r mégbele esika [0;1) intervallumba, a mésik, hogy =+ r nagyobb 1 -nél.
Ez utébbi esetben viszont « +r — 1 eleme a [0;1) intervallumnak. Az 4+ r — 1 érték azt mutatja, hogy z + r
mennyivel nagyobb 1 -nél. Az els6 esetben az x + r szdmot, a mdsodik esetben az x +r — 1 szdmotaz x szdm
r -rel val6 triikkos eltoltjanak nevezziik.

10.2. Baratok és osztalyok

Azt mondjuk, hogy két 0 és 1 kozotti szam barat, ha az egyik a masiknak valamilyen racionalis szammal vald
triikkos eltoltja. A baratsag relacidjat ugy is megfogalmazhatjuk, hogy két szdm egymds baratja, ha egymadstdl vald
tavolsdgauk raciondlis szdm. Nyilvdnval6, hogy a jobarétsdg ekvivalencia relécid, amia [0;1) intervallumot diszjunkt
osztalyokra bontja. Minden osztalyban megszamldlhat6an végtelen sok elem van. Az osztilyok szdma koninuum.

10.3. Fonokok

Képzeljiik el, hogy minden osztdlyban vélasztanek egy jol definidlt fonokot. Azzal, hogy ezt hogyan teszik, mi nem
foglalkozunk, legyen ez az osztaly belsé titka. Ezéltal kontinuum sok fénok lesz. A f6nokok halmazat jeloljik F -fel.

Legyen r egy raciondlis szam. Ha minden f6nokot az r szdmmal triikkkosen eltolunk, akkor egy ijabb kontinuum
szamossdgul halmazhoz jutunk, amit F). -rel jeloliink. Mivel a hosszisag invaridns az eltoldssal kapcsolatban, és az
F,. halmaz eltoldssal szarmazik F' -bdl, fenndll, hogy

F,hossza = F hossza

Tehat minden 0 és 1 kozott r raciondlis szam esetén az F, halmaznak ugyanannyi a hossza, mint az F
halmaznak.
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10.4. Ellentmondasra jutunk

Vildgos, hogy ha az 6sszes 0 és 1 kozotti raciondlis szammal kapcsolatban tekintjiik az F;. halmazokat, akkor ezek
diszjunkt halmazok, és egyesitésiikk a [0;1) intervallum. Ezért

[0;1) hossza = Z F, hossza

7 raciondlis szdm 0 és 1 kozott

Itt a bal oldalon 1 4ll, a jobb oldalon pedig egy olyan szumma, ami megszdmldlhatéan végtelen sok tagbdl all, és
minden tag egyforma.

Megszamlalhatéan végtelen sok egyforma tag 6sszege nem lehet 1 -gyel egyenld, hiszen megszamlalhat6an végtelen
sok 0 Osszegeis 0, és megszamlalhat6an végtelen sokszor véve egy pozitiv mennyiséget, az 0sszeg végtelen. Ezért
ellentmonddsra jutottunk. Az ellentmondds abbdl szarmazik, hogy az F' halmaz hosszardl volt batorsdgunk beszélni.
P6rul jartunk, mert ellentmond4sra jutottunk.

Ha el akarjuk keriilni az ellentmondast, akkor nem szabad azt képzelni, hogy minden részhalmaznak van j6l definialt
hossza, és emellett még az eltoldssal kapcsolatos invarianciét is fenntartjuk.

Mivel az eltoldssal kapcsolatos invariancia gondolatmneteinkben nélkiilozhetetlen, lemondunk arr6l, hogy minden
részhalmaznak van jol definidlt hossza. Hasonléképpen, egy olyan valdszinliségszamitdsi probléma esetén, amikor az
eseménytér szamossaga nagyobb, mint megszaldlhatéan végtelen, nem lehet minden részhalmaznak van jol definialt
valészintisége.

A tovabbi részletekbe itt most nem megyiink bele, csak megjegyezziik, hogy

e az intervallumok valészintiségeit mindig egyértelmiien lehet definidlni, és

e ha véges vagy megszamladlhatéan végtelen sok halmaznak lehet definidlni a val6szintiségét, akkor ezek
— komplementerének
— Unidjanak
— metszetének

szintén lehet definidlni a val6sziniiségét.

Mivel a gyakorlatban felmeriil6 részhalmazokhoz az intervallumobkdl kiindulva a felsorolt halmazmiiveletekkel ju-
tunk, a gyakorlati alkalmazdsokan felbukané halmazoknak mindig lehet a val6sznin{iségérdl beszélni. Ahhoz, hogy
olyan halmazzal legyen valakinek dolga, aminek nincs valdsziniisége, olyan jellegli absztrakt dolgokkal kell foglal-
koznia, mint ahogy a f6nokok halmazat fentebb értelmeztiik.
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11. A nagy szamok erds torvénye eseményekre (Extra tananyag)

11.1. A probléma megfogalmazasa

Egy atlasz6é dobozba egymas utn tesziink piros és fehér golyokat. A szint véletlenszerlien valasztjuk. A goly6 szine
minden alkalommal — az el6zektdl fiiggetleniil — 0.6 valdszintiséggel piros, 0.4 valdszintiséggel fehér. Es ezt a
folyamatot — a golydk rakosgatdsat — soha sem hagyjuk abba. Bar az életiink véges, és a gyakorlatban nem tudjuk meg-
tenni, most mégis ugy képzeljiik, hogy egy-egy kisérlet egy-egy végtelen hosszii sorozatot ad nekiink. A szinsorozat
els6é néhany — mondjuk tiz — tagjét le tudjuk irni, példaul adédhat ez:

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS, FEHER, PIROS, PIROS, FEHER
Minden 1épés utdn latjuk a doboz tartalmét:

PIROS

PIROS, PIROS

PIROS, PIROS, FEHER

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS,

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS, FEHER

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS, FEHER, PIROS

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS, FEHER, PIROS, PIROS

PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS, FEHER, PIROS, PIROS, FEHER

Ha minden 1€pés utdn tekintjiik a pirosak ardnyat a dobozan, akkor egy tiz hosszisdgu szdmsorozatot kapunk:

Mivel a szinek sorozatit a véletlen alakitja, az ardnyok sorozata is véletlentdl fiigg. Ha a szinek sorozatat a végtelen-
ségig tekintjiik, akkor az ardnyok sorozata is végtelen hosszi lesz. Ez a végtelen sorozat — véletlent6l fiiggéen —lehet
konvergens is, lehet divergens is. Ha netdn konvergens, akkor a hatdrértéke elvileg akdrmi lehet. Lehet példaul 0.6 ,
és lehet barmi mas is.

Az aldbbiakban azt az eseményt fogjuk vizsgalni, hogy

a pirosak aranyainak a sorozata konvergal-e a 0.6 értékhez (vagy nem)
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11.2. A valésziniiség meghatarozasa

Ebben az alfejeztben megmutatjuk, hogy

annak a valdsziniisége, hogy
a pirosak aranyainak a sorozata konvergal a 0.6 értékhez,
1-gyel egyenlé

A valdszinliség meghatdrozasa céljabdl valoszinlségi valtozoknak egy végtelen sorozatit vezetjiik be:
e az X, valdszinlségi valtozoé értéke legyen 1, ha az els6 szin piros, 0, ha fehér
e az X, val6sziniiségi valtozo értéke legyen 1, ha a masodik szin piros, O, ha fehér
e az X3 val6szinlségi valtozo értéke legyen 1, ha a harmadik szin piros, 0, ha fehér
e ¢ésigy tovabb ...

Ha a szinsorozat elsé tiz eleme a fentebb példaként vett
PIROS, PIROS, FEHER, FEHER, FEHER, PIROS, FEHER, PIROS, PIROS, FEHER

szinsorozat, akkor a most definidlt valdszinliségi valtoz6 sorozat elss tiz eleme az aldbbi:

1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0

Ha a szinsorozat masképpen alakul, akkor az
X1, Xo, X3, X4, Xs, X, X7, Xs, Xo, X10

értékek masok lesznek. Ha a szinek sorozatit a végtelenségig tekintjiik, akkor végtelen sok X; véletlen értéket
kapunk.

Ezekkel az X; valdszinlségi valtozokkal a pirosak ardnya egyszerlien kifejezhets. Az N -ik 1€pés utdn a pirosak
ardnya nyilvan az
X1 + Xo + ...+ Xy
N

atlag adja meg. Tehdt igazoland6, hogy 1 a valdszintisége annak, hogy N — oo esetén

X1 + Xo + ...+ Xy

.6
N 0

A hataréték reldciot atirhatjuk igy:

X+ Xo + ...+ Xy

N - 06 — 0

ami nyilvan ekvivalens azzal, hogy

<X1 + Xo + ...+ Xy 06>4 o
¥ .

Ennek a trilkkknek, hogy negyedik hatvanyra emeliink, lejjebb fogjuk latni a hasznat. Ismeretes, hogy annak igazola-
sdhoz, hogy egy pozitiv tagokbdl all6 sorozat 0 -hoz tart, elegendd azt belatni, hogy a tagokbdl alkotott végtelen sor
konvergens. Ezért elég azt belatni, hogy

> X X o+ X 4
<1+ 2 + +N_0.6><OO

Z N

N=1
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Mivel a most felirt végtelen sor értéke véletlentdl fligg, az 6sszeg egy Z valdszinfiségi valtoz6t definidl:

> X, + Xo + ...+ Xn 4
7 = Z ( N - 0.6>
N=1

Mivel minden tag értéke nagyobb vagy egyenld 0 -ndl, a Z valdszintiségi valtozénak az értéke is biztos, hogy
nagyobb vagy egyenlé 0 -ndl. Viszont amikor a véletlen igy hozza, a sor divergdlhat a végtelenhez. Ilyenkor a Z
valészintiségi valtozo értékét értelemszeriien végtelennek tekintjiik.

Ha egy nemnegativ valészinfiségi valtozé pozitiv valdszintiséggel végtelen értékd, akkor varhaté értéke nyilvan végte-
len. Ezért ahhoz, hogy egy nemnegativ val6szinfiségi valtozora beldssuk, hogy 1 valészintiséggel véges értékd, elég
azt beldtni, hogy a véarhato értéke véges. Ezért most meg fogjuk mutatni, hogy Z vdarhat6 értéke véges:

) 4
E(Z) = E< Z(Xl +X2; o Xvo_ 0.6) ) < oo

N=1

Itt a varhato érték képzést és a szummadzast fel lehet cserélni, ezért azt kell beldtnunk, hogy

> X X o+ X 4
E((lJFQ;Vr +N—0.6>><oo
N=1

11.2.1. Egy egyenlétlenség allitasa és igazolasa
A sor konvergencidjahoz elég azt beldtni, hogy minden N -re teljesiil az

X, + Xy + ...+ Xy 4 4
E — 0.6 —
([ ( v ) ) <+

egyenlbtlenség. Ennek a becslésnek az igazoldsa céljabdl a zaréjelben 4ll6 kifejezést atirjuk igy:

E( ((X1—0.6) + (X2—06) + ...+ (XN—0.6)>4 >

N

A hatvanyozast pedig kiilon végezziik el a szdimldloban és a nevez&ben:

g ((Xi-06) + (X2-06) + ...+ (Xy-0.6) )t
N4
Gondoljuk most meg, hogy amikor a szdmldléban all6
( (X1—-06) + (X3—-06) + ...+ (Xy—06) )*
negyedik hatvanyt kifejtjiik, milyen jellegli tagok keletkeznek!

Leszen olyan tagok, melyekben valamelyik
(X; —0.6)

kifejezés az els6 hatvannyal szerepel, tovabbi tényezdkkel megszorozva. Ez a tényezé fliggetlen a tobbi tényez6tol,
ezért a varhat6 érték tényezdénként vehetd. Mivel

E(X; - 0.6) = 0
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ezeknek a tagoknak a varhat6 értéke 0, igy ezek a tagok a varhat6 érték szamitdsakor eldobhatdak.

Maradnak az olyan tagok, melyekben minden (X; — 0.6) tényezs legaldbb mésodik hatvdnyon szerepel. Ilyen tag
kétféle van:
(X; —0.6)*

alaku, illeve
(X; —0.6)* (X; —0.6)*

alaku, ahol i # j . Mivel (X; — 0.6) abszolut értéke 1 -nél kisebb, az ilyen tagok abszolit értéke 1 -nél, kisebb,
ezért a varhat6 értékeik is kisebbek 1 -nél.
Most megszamoljuk, hogy hany ilyen tag adédik. Az

(X; —0.6)*

jellegti tagok szdma nyilvan N . Az
(X; —0.6)* (X; —0.6)*

jellegii tagok szdma, ahol i # j , egyenl§ (g] ) . (3) -vel, hiszen az 4,j indexpdr vdlasztdsa (1;/ ) lehet6séget ad,

és adott 7,7 indexpdr esetén a negyedik hatvany kifejtésénél, ami egy négy tényezds szorzat kifejtését jelenti, a négy
tényez6 (3) lehet6séget ad az ¢,j indexpdr valasztasara. Vegyiik észre, hogy

N 4 N 9
() (0) = (3 - awev ) < o
Mindebbdl kiadddik, hogy

E( <(X10.6) + o (X2—06) + ...+ (XNO.G))4 ) _ N3Nt 4N 4

N N4 N4 N2

11.3. Az altalanos eset megfogalmazasa
Természetesen a 0.6 valdsziniiségérték tetszbleges p -re cserélhetd:

Ha a minden lépésnél
— az elozoektol fiiggetleniil —
p valdsziniiséggel jon piros,
1 — p valészintiséggel fehér,
akkor

annak a valosziniisége, hogy a pirosak aranyainak a sorozata konvergal a p értékhez, 1 -gyel egyenld .

11.4. Miért hivjuk az erds torvényt erésnek?

Val6szintiségszamitas tanulmanyaink kezdetén dltaldban — tapasztalatinkra hivatkozva leszogezziik —, hogy nagy sza-
mu fiiggetlen kisérlet esetén az esemény relativ gyakorisdga kozel van az esemény valdszinliségéhez. Annak ellenére,
hogy az ott haszndlt kifejezések, mint "nagy szdmu kisérlet", "kozel van" a hétkdznapi élet szintjén tobbnyire elfo-
gadhat6ak, most mégis oriilni lehet annak, hogy ezeket a kifejezéseket ki tudtuk cserélni a konvergencia fogalmara,
hiszen levezettiik, hogy egy esemény relativ gyakorisagainak sorozata 1 valésziniiséggel konvergal az esemény
valosziniiségéhez. Ennek a matematikai 4llitdsnak a neve: nagy szamok erds torvénye a relativ gyakorisagokra. Ez
"erGs" jelzdvel itt arra utalunk, hogy a konvergencia tényét 1 valdszinliséggel allitjuk — mds, itt nem részletezendd
"gyengébb" konvergencia foglamakkal szemben.
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