Fizikus MSc Matematikai problémamegold6 gyakorlat (BMETE95MF00)
2014 &sz
Utemterv és naplo
Ami mar volt, az napld, ami még nem volt, az még csak terv, tehat valtozhat. A javasolt
irodalmak béviilhetnek, ahogy a tervbdl naplo lesz.
1. Mérték- és integralelmélet (szept. 12.):

Szigma-algebra, meérték és integral, Lebesgue-mérték és -integral, dominalt és mono-
ton konvergencia tételek, Fatou lemma, Fubini tétel. Fontos mértékelméleti érdekessé-
gek: egy Lebesgue-nemmérheté halmaz, illetve a Banach-Tarski paradoxon. Meértékek
Lebesgue dekompozicidja atcstuszott a kovetkezs orara.

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis
e W. Rudin: Real and complex analysis

e Jok az angol Wikipedia szocikkek, pld. Measure (mathematics), Lebesgue integration,
meg a fentebb linkeltek.

2. Metrikus terek (szept. 19.):

Meértékekrsl maradt a Lebesgue dekompozicio, lasd fenn, és a Cantor halmazzal konstrualt
szingularis mérték.

Metrikus terek: definicio, faktor-tér, teljesség. Geometriai és fliggvényteres példak. Topo-
logia kezdetei: nyiltsag és folytonossag.
e A linkelt Wikipedia szocikkek.

e W. Rudin: Real and complexr analysis

3. Topolobgia (szept. 26.):
Homeomorfizmus definicidja, példakkal és nem-példékkal. Topologikus terek. Kompaktsag
és szekvencialis kompaktsig definicioja, néhany példa és nem-példa, mint a megszamlal-
hatoan végtelen dimenziés Hilbert-tér zart egységgombje.
e A linkelt Wikipedia szocikkek.

e J. Munkres: Topology

A kompaktsag alkalmazasai (okt. 3.): véges metszet tulajdonsag, Tyihonov-tétel, Erdés de Bruijn téte
Arzela-Ascoli tétel, Banach-Alaoglu tétel, mértékek gyenge konvergenciajanak definicioja
és egy-két példa.

4. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek (okt. 3. és 10.)

Diszkrét és folytonos idejd topologikus és mértéktarté dinamikai rendszerek definicidja.
Racionalis és irracionalis forgatas illetve billidrd kozotti alapvetd kiilonbség: periodikussag
versus stirtség. Uniform eloszlas kimondéasa.

Bernoulli(p) szorzatmérték definicidja, eltolas ergodikussaganak bizonyitasa. Perkolacioel-
méleti alkalmazas: Z? racson IP,[3 oo fiirt] € {0, 1}, és oo fiirtdk szama determinisztikus.

Birkhoff ergodtétel kimondasa, két példaval: irracionalis forgatas egyenletes eloszléasa, il-
letve Nagy Szamok Erés Torvénye.

e M. Brin, G. Stuck: Introduction to dynamical systems

e Perkolacio bevezets: G. Pete: Probability and geometry on groups, Section 12.1


http://en.wikipedia.org/wiki/Non-measurable_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_decomposition
http://en.wikipedia.org/wiki/Measure_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_integration
http://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Homeomorphism
http://en.wikipedia.org/wiki/Topological_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Compact_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Sequentially_compact_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_intersection_property
http://en.wikipedia.org/wiki/Tychonoff's_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/De_Bruijn-Erdos_theorem_(graph_theory)
http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Alaoglu_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Convergence_of_measures
http://en.wikipedia.org/wiki/Product_measure
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf

10.

11.

. Komplex fiiggvénytan (okt 17):

Konform leképzések, Cauchy-Riemann egyenletek, harmonikus fiiggvények, Laplace-egyenlet.

e L. Ahlfors: Complex analysis

e W. Rudin: Real and complex analysis

. Lineéaris parcdiffek (okt 18):

Laplace egyenlet Dirichlet hatar-probléméjanak megoldasa Brown mozgassal, pontosabban
diszkrét kozelitéssel és bolyongassal. Harmonikus mérték definicidja.

Transzport egyenlet. 1-dimenzios hullamegyenlet.

e L. Ahlfors: Complex analysis

e Diszkrét harmonikussaghoz G. Pete: Probability and geometry on groups, Section
6.1 els6 harom oldala.

e L. C. Evans: Partial differential equations

. Linearis és nemlinearis parcdiffek (okt 31)

Tébbvaltozos kalkulus ismétlés. Osszenyomhatatlan 6rvénylésmentes folyadékok. A Green-
fiiggvénnyel vald konvoltcié mint a Laplace operator inverze: a Au = f megoldasa R™-ben.
Burgers egyenlet megoldésa karakterisztikakkal, sokk kialakulésa.

e L. C. Evans: Partial differential equations

. Els6 beszamolo, utana topologikus sokasagok (nov 7).

n-dimenziés topologikus sokasag definicidja, peremmel és perem nélkiil, irdnyithatoak és
sem. 2-dimenzids kompakt peremenélkiiliek klasszifikicioja. Poincaré sejtés.

. Masodik beszamolo, utana differencidlgeometria alapfogalmai (nov 14)

n-dimenzios differencialhato sokasagok. Erintévektorok mint gérbék ekvivalenciaosztalyai
az irdny szerinti derivalas szempontjabol. Siindisznotétel.

e W. M. Boothby: An introduction to differentiable manifolds and Riemannian geo-
metry

e V. 1. Arnold: A mechanika matematikai modszerei

Harmadik beszamol6, utana Riemann sokasagok, gorbiilet. Markov lancok,
bolyongasok. (nov 28)

Bolyongasok folytatasa. Perkolacio és Ising modell (dec 5)

Utols6 beszamolés nap (dec 12)


http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf

Osszetettebb feladatok a beszamolokra:

Ez a lista még béviilhet. A megadott linkek csak kedvesindlok; adok forrast, amikor kéritek.
Magyar nyelvi forrast egyik témahoz se probéaltam talalni, de elképzelhetd, hogy valamelyikhez
létezik; probalok segiteni, ha valaki igényli. Ertelemszerten inkabb a lista elején vannak olyan
témak, amiket mar az elsé beszamolon megérthetnek az el6adok és a hallgatok.

1. Kompaktsagi tételek: Arzela-Ascoli és/vagy Banach-Alaoglu (topologia és funkanal)

2. Baire kategoria tétel (topologia és funkanal). A Wikipedia szocikk elég borzalmas, viszont
jo a W. Rudin: Functional analysis, McGraw-Hill 1973, konyv.

3. Hausdorff dimenzi6, 6nhasonlé halmazok, fraktélok (mértékelmélet)

4. Julia halmazok, Mandelbrot halmaz (komplex fiiggvénytan, dinamikai rendszerek) Csen-
gert Béla, Sdanta Botond, nov 7

5. Entropia a dinamikai rendszerekben és/vagy statisztikus fizikiban. A Wikipedia gytjts-oldal.
6. Fiirstenberg ergodelméleti megkozelitése Szemerédi tételének

7. KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) elmélet. A Wikipedia csak par szot ir, de vannak to-
vabbi linkek, a Scholarpedia mar joval tobbet.

8. Gauss leképezés és lanctortek.
9. Loewner evolucié (a kétdim statfizben fontos SLE egyik alapja; komplex fiiggvénytan)

10. Burgers egyenlet, esetleg mint forgalmi dugék hidrodinamikai limesze. Csoré Andrds, Fe-
kete Baldzs Andrds, Marinovszki Arpdd, dec 12

11. Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet, optimalis kontroll, dinamikus programozas, jatékelmé-
let Kleizer Gdabor és 22, nov 7 vagy dec 127

12. Az L*>-Laplace egyenlet és esetleg véletlen kotélhizas

13. Morse elmélet és/vagy két kbvetkezménye: Poincaré-Hopf index-tétel és Gauss-Bonnet tétel
(differencialgeometria)

14. Hopf fibraci6 (differencidlgeometria, Lie-csoportok)

15. Brown-mozgés konstrukcioi, alkalmazasai. Egy jegyzet, amit szeretek, itt meg konyv. Batk:
Balint, Pantya Annamdria, Varju Tamds, nov 7. Esetleg Gauss-féle szabad mezé.

16. Bolyongasok és elektromos halozatok: Doyle-Snell, Lyons-Peres, PGG Sections 6.1-2
17. Martingalok: legjobb joslat, harmonikussag stb. Egy hires példa. L.d még PGG Section 6.3.

18. Folytonos spinmodellek a stkban: XY-modell, Mermin-Wagner tétel, Vicsek-féle madarvonulas
Bodo Kinga Sdra, Farkas Ddniel Gergely, Palotds Julianna, dec 12

19. Galton-Watson folyamatok. Lsd. pld. PGG Section 12.1 végefelé, de nem tudom még, hogy
mi lesz ebbdl 6ran.

20. Valami Markov-lancos. Itt egy nagy bevezets konyv. Oran persze lesz roluk szo. Klausz
Milan, Nguyen Tuan Madté, Tatai-Szabo Dori, dec 12

21. Orvosi képalkotéasi eljarasok matematikai alapjai négy orvosi fizikus, nov 7

22. Bessel-fiiggvények és nukleéaris alkalmazasaik Aracki Csaba, Boros Csandd Ors, Kdtai And-
ras, dec 12


http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Alaoglu_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Baire_category_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Entropy_(disambiguation)
http://www.scholarpedia.org/article/Szemeredi's_Theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov?Arnold?Moser_theorem
http://www.scholarpedia.org/article/KAM_theory_in_celestial_mechanics
http://en.wikipedia.org/wiki/Gauss-Kuzmin-Wirsing_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Continued_fraction
http://en.wikipedia.org/wiki/Loewner_differential_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Schramm-Loewner_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Burgers_equation
http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/MatProb2013/BalazsMarci.FiatOktNap08.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Hamilton-Jacobi-Bellman_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Infinity_Laplacian
http://www.en.wikipedia.org/Morse_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincar�-Hopf_index_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Gauss-Bonnet_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Hopf_fibration
http://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_process
http://www.stat.berkeley.edu/~peres/bmall.pdf
http://www.stat.berkeley.edu/~peres/bmbook.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_Free_Field
http://front.math.ucdavis.edu/0001.5057
http://mypage.iu.edu/~rdlyons/prbtree/prbtree.html
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(probability_theory)
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(betting_system)
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/XY_model
http://en.wikipedia.org/wiki/Mermin-Wagner_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Vicsek_model
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://pages.uoregon.edu/dlevin/MARKOV/

Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat, 2014 Gsz

Minden héten 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadand6. A feladat annyi pontot ér,
ahény ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de véalaszokat csak indoklassal fogadunk el. A
piros * pontok boénusz feladatokat jeldlnek.

1. HF: (Beadasi hatarids: 2014. szept. 19.)

HF 1.1

HF 1.2

A Fatou lemma két alkalmazdsa

(a) *** Legyen (9, F,P) egy valoszintiségi mértéktér, A, € F pedig események, me-
lyekre P(A,,) > ¢ > 0 minden n-re. Legyen A = Ny_, U._y An, avagy szavakkal:
az az esemeény, hogy végtelen sok A, teljesiil. Igazold, hogy P(A) > ¢

(b) ** Bizonyitsd a Dominalt Konvergencia Tételt: ha egy (€2, F, 1) mértéktéren az
fig és fu : Q — R mérhets fiiggvényekre f,(x) — f(z) majdnem minden
x € Qra, és | f,| < g teljesiil, ahol [, g(z) du(z) < oo, akkor

/|fn - \du()%OeSIgy/f ) dpu(a hm/fn ) dpu(a

(Tipp: alkalmazzuk Fatout a 2g — |f — f,| sorozatra.)

A karakterisztikus fligguény differencidlhatosdga. Legyen p egy waldsziniségi mérték
R-en; foltessziik, hogy minden nyilt intervallum mérhets, igy az ezek altal generalt
legkisebb o-algebra minden eleme (amit Borel-halmazoknak hivnak) is az. A u n-edik
abszolit momentuma (n € N-re) az
= [l duta)
R

integral, karakterisztikus fligguénye pedig a

v:R—C, ()= /e"t”‘“ du(x)

fiiggvény, ahol i a komplex egységgyok (i2 = —1).
Megjegyzés: Ha pegy X valoszintiségi valtozo eloszlésa, ami annyit tesz, hogy minden
B Borel-halmazra p(B) := P(X € B), akkor I, = E(|X|") és 1 (t) = E(e®¥).
Bizonyitsuk be a kiovetkezd tételeket a Dominalt Konvergencia Tétel segitségével:
(a) (1Y)
1. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatosaga). A fenti je-
lolésekkel, ha Iy < oo, akkor i folytonosan differencidlhato és

v =i [du(o).
R
(b) ** (bonusz)
2. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatosaga II). A fenti je-
lolésekkel, ha I, < oo, akkor v n-szer folytonosan differencidlhato és

¥ (0) :ik/xkd,u(x), k=012, .1

R



HF 1.3

Integrdlok felcserélhetdsége.

(a) ** Legyen f(z,y) = e % — 3e~3%. Mutassuk meg, hogy

O//f(:c,y) dyder > 0 > /O/f(x,y) dz dy.

Mi a helyzet a Fubini tétellel?

(b) ** Legyen f(z,y) az R? diagonaljanak indikatorfiiggvénye: = 1, ha = = y, és
= 0 kiilonben. Legyen p a Lebesgue mérték R-en, v pedig a szamlalomérték:
v(A) = |Al ha A C R véges, és = oo killonben. (A v esetén lehet a o-algebra
akar 2%, azaz minden részhalmaz mérhets.) Mennyi

[ [ ) dnte) vty itewve [ [ o) dvte) dunto)?

Megjegyzés: Ez a példa azt mutatja, hogy a Fubini-tétel altaldnos mértékekre
f > 0 esetén sem feltétleniil igaz. Kell, hogy mindkét mérték o-véges legyen, ami
azt jelenti, hogy az egész tér lefedhets legyen megszamlalhato sok véges mértékd
részhalmazzal. Ez v-re nyilvan nem teljesiil.

2. HF: (Beadasi hatarids: 2014. szept. 26.)

HF 2.1

Emlékeztets:

HF 2.2

A szokésos triadikus Cantor-halmaz konstrukcidjat modositsuk a kovetkezGképpen:

— Nulladik lépésben tekintsiik a [0, 1] zart intervallumot: Dy := [0, 1].

— Els6 lépésben vagjuk ki ennek a kozéps6 nyilt 1/4-ét — igy marad 2 darab 3/8
hossztisagt zért intervallum: Dy = [0, 2] U [3,1].

— Masodik lépésben vagjuk ki mindkettének a kozépsé nyilt 1/9-ét, igy marad 4
darab (£ - 5) hosszisagt zért intervallum — Ds jeldlje ezek unijat.

— Es igy tovabb: az n — 1-edik lépésben marad 2" darab zart intervallum, melyek
mindegyikének az n-edik lépésben kivagjuk a kozépss nyilt 1/(n + 1)? hanyadat,
igy D,, mar 2""! darab zart intervallum uni6ja.

Végiil D := 1 D,,.

(a) ** Igazoljuk, hogy D kontinuum szamossagu, zart (azaz a komplementere nyilt),
Borel-mérhet6 halmaz (definiciot lasd HF 1.2-ban), ami nem tartalmaz interval-
lumot.

(b) ** Mennyi a D Lebesgue-mértéke? (Féképpen: nulla-e?)

(c) ** Vagy egy hasonld Cantor-konstrukcié komplementerét véve, vagy teljesen més-
hogy (pld a racionalis szamok egészen kis folhizlalasaval), tetszéleges € > 0-hoz
konstrualjunk a [0, 1]-nek nyilt részhalmazét, mely mindentitt strt (azaz minden
nyilt intervallumba belemetsz), de a Lebesgue-mértéke kisebb e-nal.

Tetszoleges (X, d) metrikus térben U C X nyilt, ha minden x € U-ra 36 > 0, hogy
a Bs(z) :={y € X : d(z,y) < 0} gébmb benne van teljesen U-ban. Egy metrikus
térbol metrikus térbe valo @ : (M, dy) — (N, dy) leképezés folytonossaganak két
lehetséges definicidja:

Definicié A: Vx € M pontra, és Ve > 0-ra 30 > 0 (ez fiigghet e-tol és z-t6l is), hogy
y e M, dy(x,y) <6 esetén dy(P(x), P(y)) < e.

Definicié B: Minden M-beli nyilt U halmaz ®1(U) 6sképe nyilt halmaz N-ben.

** Mutassuk meg, hogy ha ® a Definici6 B értelmében folytonos, akkor a Definici6 A
értelmében is az. (Megj: ez még konnyebb, mint az 6ran bizonyitott méasik irény.)

5



HF 2.3 Vegyiik az R — R korlatos folytonos fiiggvények (Cy(R), || - [|o) metrikus terét, ahol
ugye d(f, g) = ||f = gllo = sup {|f(z) — g(2)] : 2 € R}.
(a) ** A remélhetdleg jolismert tétel segitségével, miszerint folytonos fiiggvények uni-

form limesze is folytonos (pl. http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_theorem),
igazoljuk, hogy ez a metrikus tér teljes.

(b) ** Adjunk meg ebben a térben kontinuum sok paronként diszjunkt nyilt részhal-
mazt. (Ebbdl kévetkezik, hogy ez a metrikus tér nem szeparabilis, azaz nincsen
benne megszamlalhaté mindeniitt strd részhalmaz, azaz ami minden nyilt hal-
mazba belemetszene.)

HF 2.4 (Bonusz) **® Bizonyitsuk be, hogy minden X metrikus térhez létezik egy teljes metri-
kus tér X, amiben X strt! (Pontosabban létezik X-ben egy stirti Y, ami izometrikus
X-szel.)

Segitség: legyenek X pontjai az X-beli {x,} Cauchy sorozatok ekvivalencia-osztalyai,
ahol {x,} és {y,} ekvivalens, ha d(x,,y,) — 0. Definidljunk egy nagyon termé-
szetes metrikat ezen a téren, igazoljuk, hogy ezzel X teljes, majd definialjuk X egy
izometrikus beagyazasat X-be.

3. HF: (Beadéasi hatarids: 2014. okt. 10.)

HF 3.1 Néhany nagyon konnyd allitas a kompaktsagrol:

(a) * Igazoljuk, hogy kompakt halmaz tetszéleges zart részhalmaza is kompakt.

(b) ** Bizonyitsuk be, hogy ha X egy metrikus tér, és K C X kompakt (szekvencia-
lisan vagy siman, nekem mindegy, ahogy neked konnyebb bizonyitani), akkor K
zart és korlatos is.

(c) * Igazoljuk, hogy egy szekvencialisan kompakt metrikus tér teljes is.

Definicio: Legyen {X;,7; : i € I} topologikus terek egy csaladja. A szorzattopolégiaa [[,., X
szorzathalmazon az a legkisebb topologia, amiben az Gsszes olyan [[,.; A; halmaz
benne van, ahol A; € 7; minden i € [-re, és csak véges sok olyan i van, amire
A; # X;. (Ezeket az altalanositott téglatesteket, amikben csak véges sok koordinéatéarol
mondunk valamit, a tébbi koordinata barmi lehet, hivjuk cilinderhalmazoknak.)

HF 3.2 ** Igazoljuk, hogy tetszGleges I halmazra és X topologikus térre, az Osszes [ —
X fiiggvények X! halmazan a pontonkénti konvergencia topologidja pontosan a
szorzattopologia. Azaz f,(i) — f(i) minden i € I-re akkor és csak akkor, ha az X!
szorzattopologiadban minden U > f nyilt halmazhoz létezik N € Z, hogy f, € U
minden n > N-re.

HF 3.3 *** Legyen X = {0, 1}% a szorzattopoldgiaval, azaz a pontonkénti konvergencia topo-
logiajaval. Az X-en hat a T eltolas: (Tx), = x,.1, minden x = (x,),ez € X-re.
(a) Adjunk meg egy metrikat X-en, ami a szorzattopologiat generélja.
(b) Bizonyitsuk be, hogy egy ilyen jo metrika nem lehet eltolasinvarians (azaz, hogy
d(Tz,Ty) = d(x,y) lenne minden z,y € X-re).
HF 3.4 (Bonusz) *** Legyen Y = [0, 1]l%1 a szorzattopologiaval.
(a) Nézziik a kovetkezd ¢, € Y elemeket: ¢,(x) := az n-edik jegy az x binaris

felirasaban. Bizonyitsuk be, hogy ebbdl a sorozatbol nem valaszthato ki Y-ban
konvergens részsorozat. Tehat Y nem szekvencidlisan kompakt.

(b) Bizonyitsuk be, hogy Y-ban van kontinuum sok paronként diszjunkt nemiires
nyilt halmaz.


http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Product_topology

HE 3.5 °°*

(a) Legyen X egy ivszertien Osszefiiggs topologikus tér, azaz minden xg,z; € X
pontokhoz létezik folytonos gorbe v : [0,1] — X, melyre v(i) = x;, i = 0, 1.
Legyen Y egy X-szel homeomorf topologikus tér. Igazoljuk, hogy Y is {vszertien
Osszefliggd.

(b) Bizonyitsuk be, hogy R és R? nem homeomorfak egyméssal! (Segitség: ez sokkal
kénnyebb, mint ha R? és R? lenne, széval nem kell pld. definidlni a dimenzi6
fogalmét topologikusan. Hanem mondjuk lehetne az el6z6 részt hasznélni.)

4. HF: (Beadasi hataridé: 2014. okt. 17.)

HF 4.1 * Vegyiik az X = R?/Z* toruszon a Ty(z, y) := (z+t cos a (mod 1), y+¢sina (mod 1))

Definiciok:

HF 4.2

HF 4.3

folytonos idejii topologikus dinamikai rendszert, ami nagyon hasonlit az éran vizsgalt
biliardra, csak nem kell tiikkrozgetni. Igazoljuk, hogy tana ¢ Q esetén tetszGleges
(x,y) kezddpontra a {Ti(z,y) : t > 0} palya mindentitt stird X-ben.

Egy (X, F, u, T) valszinmértéktart6 dinamikai rendszer ergodikus, ha nincsen nem-
trivialis T-invarians részhalmaza, azaz ha A € F, ¢s T-1(A) C A, akkor kovetkezik,
hogy u(A) az vagy 0 vagy 1. Informalisan, nem lehet félbontani a rendszert két
nemtrivialis részrendszerre, X-r6l megszoritva A-ra illetve A°-re.

Tovabba, a rendszer keverd, ha tetszéleges A, B € F részhalmazparra

Tim p(ANT™(B)) = p(A)pu(B) -
Ez amolyan aszimptotikus fiiggetlenedés: az, hogy eredetileg benne voltam-e A-ban,
nem nagyon arul el semmit se arr6l, hogy n lépés mulva benne vagyok-e B-ben.

Vegyiik az oran latott (X, F, A\, T) valszinmértéktartd diszkrét dinamikai rendszert,
ahol X = R/Z az egységhosszu korvonal, F a Lebesgue-mérhets halmazok, \ a Le-
besgue mérték, és T': x +— = + a (mod 1) az 5= szdgii forgatas.

Az els6 két rész az Orai észrevételek egyszerii atforditasa:

(a) ® Igazoljuk, hogy ha o € Q, akkor a rendszer nem ergodikus.

(b) * Igazoljuk, hogy ha a@ € Q, és A € F egy T-invarians halmaz, mely tartalmaz
valamilyen (a,b) C X intervallumot, akkor A = X.

(c) ** (Bonusz) Igazoljuk, hogy ha o ¢ Q, akkor a rendszer ergodikus. Ehhez hasz-
naljunk az el6z6 részhez hasonlo érvelést, és a Lebesgue strtiségi tételt, ami
elsé ranézésre kicsit hihetetlen, de igaz: tetszdleges A(A) > 0 mérhetd halmazra,
A-majdnem minden x € A pontra,

- Mz —e,z+e]NA) .
e—0 2e

9

azaz A majdnem minden pontja kozelében a pontok tilnyoméd tobbsége A-ban
van.

(d) * Igazoljuk, hogy teszSleges o esetén a rendszer nem keverd.

Vegyiik az (X, F, A\, T) valszinmértéktarté dinamikai rendszert, ahol X = R/Z, F a
Lebesgue-mérheté halmazok, A a Lebesgue mérték, és Tx = 2x (mod 1). Masrészt
legyen (Y, G, 11, S) az a rendszer, hogy Y = {0, 1}, G a szorzat o-algebra, u a Ber-
noulli(1/2) szorzatmérték (azaz x = (x;);en minden bitje 1/2 valszinnel 0 illetve 1, a
tobbiektsl fiiggetleniil), S pedig a shift operator: (Sx); = x;41, ¢ € N,

(a) ® Igazoljuk, hogy ez a két rendszer ugyanaz: létezik mértéktartd ¢ : (X, F,\) —

(Y, G, i), mértéktartd inverzzel, amire po T = S o ¢.
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(b) ® Igazoljuk, hogy az ilyesfajta ,ugyanazsag”’ maga utéan vonja, hogy ha az egyik
rendszer ergodikus illetve keverd, akkor a mésik rendszer is az.

HF 4.4 A Poincaré rekurrencia tétel szerint, ha (X, F, u,T) egy valszinmértéktarto di-
namikai rendszer, és A € F egy pu(A) > 0 halmaz, akkor létezik n > 0, amire
p(ANT"(A)) # 0. S6t, azon A-beli « pontok halmaza, amikre nincs n > 0, hogy
T"(x) € A lenne (azaz soha nem térnek vissza), az nulla p-mértékd. Intuitiven:
el6bb-ut6bb minden megismétlsdik.

(a) * Bizonyitsuk ezt a tételt. (Tipp: a skatulya-elvbdl ez nagyon konnyt, kénnyebb,
mint a netrél megkeresni a bizonyitést, elolvasni, megérteni.)

(b) ** A Poincaré¢ rekurrencia tételnek koszonhetGen minden p(A) > 0 halmazhoz
definialhato a Ty : A — A indukalt leképezés: x € A-ra

Tar =T"4@z  ahol r4(x) = min{k > 1|T*z € A}.

Legyen (X, F,\,T) a fenti Tx = 2z (mod 1) kétszerezés, és A = (1/2, 1]. Mi a
Tyx leképezés? Hatéarozzuk meg az r4(z) els6 visszatérési id6 eloszlasat (ahol x
a Lebesgue mérték szerint véletlen).

HF 4.5 Gauss leképezés és lanctortek. Tekintsik a 7 : (0,1] — (0,1], Tz := 1 (mod
1) leképezést. (Vagyis Tz legyen az % tortrésze, hacsaknem ez 0 lenne, mert akkor
Tz legyen 1.) Legyen tovabba A(z) := |1]. Vegyiik észre, hogy az a,(z) := A(T"z)
sorozat pont az x lanctort-kifejtését adja:
Pn 1

= = X.

1
dn ai + a2+~~~+$

(a) * Bizonyitsuk, hogy p,/g, — = valoéban teljesiil.

(b) * Talaljuk meg az = = (/5 — 1)/2 aranymetszés lanctortkifejtését: az an, pp, gn
szamokat. Mi az y = v/2 — 1 szamhoz tartozo a,(y) sorozat?

(¢) * Mutassuk meg, hogy a T leképezésre invarians az a valoszintiségi mérték (0, 1]-

en, aminek a striségfiiggvénye (a Lebesgue-re nézve) %"jf (Mennyi a konstans?)

5. HF: (Beadasi hatarids: 2014. okt. 17.)

Most csak 8 pontnyi kételezd HF van. A malt hetivel eqyiitt ez is bdven elég.
HF 5.1 Legyen (X, F,u,T) egy valszinmértéktartd dinamikai rendszer, n > 2 egy egész.

(a) * Mutassuk meg, hogy ha 7" ergodikus (p-re nézve), akkor 7' is ergodikus.
(b) * Mutassuk meg, hogy ennek megforditasa altalaban nem igaz. (Tipp: rohejesen
egyszeri dinamikai rendszerre is gondolhatunk.)

HF 5.2 Mondtuk oran, és Bonusz HF volt, hogy az X = R/Z koron a A Lebesgue mértékkel a
T :x+— 4+« (mod 1) leképezés, ahol a € R irracionalis, ergodikus. Tehat a Birkhoff
ergodtétel szerint, ha f : X — R Lebesgue-integralhato, akkor

1
n—oo N,

> (1) = [ ) ane

teljestiil Lebesgue-majdnem minden x € X-re.

(a) * Mennyi limy, o ~ >, sin(z + k) értcke tipikus a-re?

(b) ® Mennyi lim,, o + "), sin(k)? (Tipp: ez az el6zonek kénnyd kévetkezménye:
lehet analizissel, azaz x — 0 limesszel, vagy algebrai identitisokkal is tamadns.)



HF 5.3 Vegyiik az (X, F, A\, T) valszinmértéktarté dinamikai rendszert, ahol X = R/Z, F a
Lebesgue-mérhet6 halmazok, A a Lebesgue mérték, és T'r = 2x (mod 1).

(a) ® Igazoljuk, hogy ez a rendszer kevers! (Tipp: HF 4.3 szerint lehet {0,1}N-et
is nézni a balratolassal, aminek az ergodikussagat cilinderhalmazokkal nem volt
nehéz bizonyitani; hatha a keverés is megy.)

(b) * Igazoljuk, hogy a keverés kaotikussagot (is) jelent: ha egy tetszSlegesen kicsi,
rogzitett I C X intervallumbol egyenletes eloszlas szerint vesziink egy = pontot,
akkor elég nagy n-re a T"x eloszlésa kozel egyenletes az egész X-ben.

(Igy pld, ha x helyett egy hozza kozeli y pontnak nézem a palyajat, akkor 17"y
tipikusan akérhol lehet, nem pedig valahol kozel T"x-hez. Tehét egy kis kezdeti
szamitasi vagy kerekitési hiba gyorsan ellehetetleniti a dinamika kévetését. )

(c) ** Legyen xy € X, ¢ > 0 kicsi, és minden n > 0-ra z,,41 egy X-beli pont legfeljebb
e tavolsagra T'z,-t6l. (Magyarul minden lépésben e szamitési hibat véthetiink.) A
Shadowing Lemma azt mondja, hogy habar igaz, hogy egy kevers rendszerben
T,-nek mar semmi koze sincs T"xg-hoz, de azért minden N-hez és § > 0-hoz, ha
az € > 0 pontossag elég kicsi, akkor létezik egy yo pont, hogy az vy, = T"y, pont
minden n =0,1,..., N indexre §-kozel van z,-hez.

(Tehat az {z,}Y_, ponthalmaz, bar az x, palyajardl altalaban nem ad jo képet,
valamilyen pontnak a palydjarol, a dinamikai rendszer egy lehetséges lefutasarol,
azért informaciot szolgaltat, és igy a kaotikus rendszerekrdl is meg lehet érteni
egy-két dolgot.)

A feladat: igazoljuk a Shadowing Lemméat a Tx = 2z (mod 1) rendszerre. (Tipp:
legyen yy = wy, és szerkessziik meg az {y, }_, palyat visszafelé: n-re vonatkozo
visszafele indukcioval igazoljuk, hogy a T(y,) két pontja koziil az egyik mindig
legfeljebb ¢ tavolsagra van x,_;-t6l. Igy most § = ¢ miikodik.)

HF 5.4 (Bonusz) Fiirstenberg multi-rekurrencia tételének legegyszeriibb esete. Le-

gyen X = R/Z korvonal, A Lebesgue mérték, T,x := x + o (mod 1) pedig a forgatas
2o szoggel. Bizonyitsuk be, hogy minden A C X-re és k € Z, -ra létezik n, hogy

AMANT"AN---NT"A) >0,

(a) ** ahol A tetszdleges nyilt halmaz;
(b) © ahol A tetsz6leges pozitiv mértékd halmaz. Ehhez hasznaljuk az el6z6 részt és
a Lebesgue stirtiségi tételt, a HF 4.2-h6z hasonloan.
Megjegyzés: Akarcsak a Poincaré rekurrencia tétel, a Fiirstenberg is igaz minden valszinmér-
téktarto dinamikai rendszerre. Es amiatt izgalmas, hogy ekvivalens az Abel-dijas
Szemerédi Endre hires tételével: ha A C Z pozitiv {6ls6 strtségi, azaz

lim sup,,_, %ﬁl’"}' > 0, akkor minden k-ra taldlhaté benne k& hosszti szamtani

sorozat: {a,a+d,...,a+ (k—1)d} C A.

(c) ** A Lebesgue stirtiségi tétel segitségével bizonyitsuk a Szemerédi tétel egy folyto-
nos valtozatat: ha A C R mérhet6 halmazra A(A) > 0, és S C R egy tetsz6leges
véges halmaz, akkor 1étezik a,t € R, hogy a +tS C A, azaz S egy homotetikus
példanya ott il A-ban.

6. HF: (Beadasi hatarids: 2014. okt. 31.)

Most 14 pontnyi kotelezd HF van. Végiilis két eldadds volt, és kicsit hosszabb az 1dd.

HF 6.1 °** Tort-linearis leképezések. Tort-linearis leképezésnek nevezziik a

az+b
cz+d

w(z) =



alaku leképezéseket, ahol a, b, c,d komplex szamok és a tort nem egyszertisitheté —
vagyis ad # bc. Egy ilyen leképezés értelmezési tartomanya a komplex szamsik, kivéve
az egyetlen P = —% pontot (amit a végtelenbe visz). Ezen a tartomanyon a leképezés
természetesen holomorf, és konnyen ellenérizhetGen konformis is.

Cel:

(a)

(b)

()

[gazolni akarjuk, hogy a tort-linearis leképezések a sik minden egyenesét és min-
den korét egyenesbe vagy korbe viszik at.

Lassuk be, hogy a valés sitkon minden kor és egyenes egyenlete
A(@* +y*)+ Br +Cy+ D =0

alakba frhato. Forditva, minden ilyen egyenlet egyenest vagy kort ir le, amennyi-
ben B? + C? > 4AD.

Irjuk fel a z = x+iy — 1/2 leképezés valos és képzetes részét. Ennek segitségével
igazoljuk a z +— 1/z specidlis esetre a célt. Igazoljuk a célt a komplex affin
transzformaciokra is: z — pz+q; p, ¢ € C, p # 0.

Allitsunk el6 minden tortlinearis leképezést z + 1/2z és z = pz + q leképezések
komponélasaként, és ezzel érjiik el a végcélt.

HF 6.2 Dirichlet-feladatot fogunk megoldani a H felss félsikon: adott a OH = R hatéron egy
nem feltétlen folytonos valos f fiiggvény, és keresiink H belsejében olyan harmonikus
u fiiggvényeket, melyek a hatarhoz kozelitve f-hez tartanak.

(a)

HF 6.3 (a)

** Adjuk meg az egyetlen korlatos u,;(z) megoldasat az

1°C, haa <z <,
f@) =9 o L
0°C, egyébként,
Dirichlet-probléménak. (Segitség: olyat mar megoldottunk, hogy egy szogtarto-
many két szaran két kiilonboz6 konstans volt a hatéarfeltétel. Ezt a 180 fokos
szogtartomanyra is meg tudjuk csinalni. Ezutan hasznaljuk a Laplace operator
linearitasat.) Mik a megoldas izotermai?

* Szamoljuk ki a gb]g(a) = lim,_, u““fﬁ(z) derivaltat. Ennek volt 6ran az a neve,
hogy a OH hatar z-b6l nézett v harmonikus mértékének % strtségfiiggvénye.
a

(Segitség: Cauchy eloszlast kell kapnunk.)

** Keresstink egy tort-linearis g, leképezést, ami H-t a D egységkorlapra viszi ugy,
hogy a tetszdlegesen rogzitett 2z € H pont képe a 0 € D origd. Szamoljuk ki a v
harmonikus mérték képét g, mellett, azaz a

¢o(u) = 02 (9. () |g'(92" ()]

stirtiségfiiggvényt. Magyardzzuk meg, hogy a Laplace operator forgatasinvarian-
cidja miatt vilagos, hogy ennek kellett kijonnie. (Szamolasi segitség: tegytik ol
az egyszertiség kedvéért, hogy z = i. Es érdemes u = cos a + i sin a utan cos o és
sin a-val kifejezni mindent.)

** Mit tesz az egységkorrel, annak belsejével és kiilsejével a J : z — %(z + %)
leképezés? Vazold fol annak a korvonalnak a képét, aminek a kézéppontja —e+1id,
pici €,0 > 0 szamokkal, mondjuk kb. § = 0.05, és (1+¢)*+ 6% = (1+6)?, a sugara
pedig 1 4+ 0. Mire emlékeztet a kapott gorbe?

** (Bonusz) Hasonloan a 6.2 (c) feladathoz, adjuk meg az egységkorvonalon vett
egyenletes mérték képét a J leképezés mellett. Vegytik észre, hol robban {6l a
strtiségfiiggvény. Ezért mikodik a villamharito.
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HF 6.4

HF 6.5

** Keressiik meg azt az u = u(t,z,y) valos-értéki differencialhato fiiggvényt, ami
eleget tesz a
ou  Ou du
— =_—-3—+(z+y)’
ot Ox dy (r+9)
parcialis differencidlegyenletnek és a
2
x
0 = —
u(0,2,y) T2
peremfeltételnek.
** Legyen az u(r) skalarmennyiség az x € R™ fliggvénye, ésr = ||x|| = /27 + - - + 22.

Tegyiik fol, hogy u radiélis, azaz x-t6l csak r-en keresztill fiigg, u(z) = v(r) alaku.
Mutassuk meg, hogy
ou or T n—1

o oot p _
o, _U<T)81L‘i —v('r)r, és Au(x) =0"(r) + .

().

Ebbdl vezessiik le, hogy ha u harmonikus YV # 0-ban, akkor v(r) = blogr + ¢, ha
n = 2, illetve v(r) = b/r"? + ¢, ha n > 3. (Amennyiben kellene kozdiff segitég:
érdemes log’(v/(r))-re gondolni.)

7. HF: (Beadasi hatarids: 2014. nov. 14.)

Most 13 pontnyi kotelezé HF van, 4 pontnyi bonusz, és két hét munkaidd.

Kalkulus alapok (A) Gauss-Green, avagy Newton-Leibniz tébbdimenzioban:

/uxi dx:/uuidS,

U ou

ahol u,, parcidlis derivalas, ' pedig a OU-ben kifelé mutaté normélvektor i-edik
koordinataja.

(B) w helyett uv-re alkalmazva az el6z6t:

/umv dz = —/uvxi dx+/uv1/i ds,

U U ou

a parcialis integralas formulaja.

(C) wwv helyett u,,v-re alkalmazva az el6z6t, majd i-re szummazva:

/(Au)vdx:—/(Vu Vo) d:c+/—v as,

U U

ahol (x,y) a skalarszorzat.

(D) Egy V = (V4,..., V) vektormezs koordinataira alkalmazva a Gauss-Greent, majd

Szumimazva:
/ divV dz := / Z

ami Gauss divergencia-tétele.

/ (V,v) dS =: fluxgy V,

ou

d_
o0x; .
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HF 7.1

HF 7.2

HF 7.3

** (Bonusz) Vegyiik a D 45°-0s szogtartomanyt C-ben, melyet az e = R és f =
e™/4R  félegyenesek hatarolnak. Keressiink V : D — R? sima vektormezdt, mely

— a hataron V| = (1,0) és V‘f = (—1,-1)/V2,

— orvénylésmentes (azaz rotaciomentes, ami pontosan akkor, ha V' = V¢ valamilyen

¢ : D — R fiiggvényre), és

— Osszenyomhatatlan (ami a fenti (D) szerint ugyanaz, mint div V' = 0 mindeniitt).
Segitség: eladason megallapitottuk, hogy 0 = divV = divV¢ = Ag¢, tehat elGszor
is egy harmonikus fgv-t keresiink, és azt biztos konnyebb lenne a H 180°-o0s szogtar-
toményban megtenni, majd konforminvarianciat hasznalni.

**® Legyen D C R" egy kompakt tartomény. Igazolando, hogy a

—Au=f D-n,
u=g O0D-n

peremfeltételes Poisson egyenlet egyetlen u megoldasara I(u) = min{/(w) : w € A},
ahol

Iw) = [ 5IVu@) - v () do

energia, és A := {w: D — R differencialhato, w}aD =g}

Segitség: ha u megoldas és w € A, akkor 0 = [,(—Au— f)(u—w) dz. Erre engedjiik
ra a fenti (C) formulat, majd hasznaljuk (és igazoljuk!) a [(Vu, Vw)| < w
egyenlStlenséget.

Forditva, ha u minimalizalja az energiat, akkor tetszéleges w € A fiiggvényre a t = 0
pont minimalizélja az i(t) := I(u + tw) fuggvényt, igy i'(0) = 0, minden w-re, ami
adni fogja, hogy u megoldas kell, hogy legyen.

*** Egydimenziés hdegyenlet. Legyen u(z, t) = v(%)

(a) Mutassuk meg, hogy

8tu = 6§u

pontosan akkor, ha
(1) 4z0"(2) + (24 2)0'(2) =0 (z > 0).

(b) Mutassuk meg, hogy (1) altalanos megoldésa

z

v(z) = a/e_s/4s_1/2 ds+b.
0
asd http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_differential_equation, ha
Lasd http:// p g/wiki/ q h
kozonséges diffegyenletekbdl segitség kell.)
(c) Lassuk be, hogy ha u egy megoldas, akkor d,u is az.
(d) Tehat: differencialjuk az elébb kapott u(z, t) = v<x—t2> -t x szerint, majd va-
lasszuk meg megfelelGen a a konstanst, hogy pont az egydimenzioés fundamentalis
megoldast kapjuk:

1
w(z, t) = ———e "1,

VAt

Megjegyzés: Azért valasztottuk igy az a-t, mert ennek a megoldésnak a hely szerinti
integralja minden ¢-re 1. Honnan is tudjuk ezt?
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HF 7.4 ** (Egy konnyd aprosag bonuszként)

(a)
(b)

[gazoljuk, hogy ha D egy korlatos tartoméany sima hatéarral, amin u harmonikus,

akkor 5D %u ds > 0.

A fenti egyenlGtlenség nem meglepd, hisz a maximum-elv miatt természetes, hogy

nagyértékd hatarpontok (mondjuk u > 0) lokéalis maximumok szeretnek lenni,

igy ott altalaban % > 0 varhato, a kisértéktek (mondjuk u < 0) pedig lokalis

I

minimumok szeretnek lenni, igy ott altalaban % < 0 varhato. Igaz-e az atlag
helyett majdnem minden hatarpontban is, hogy %u > 07

HF 7.5 Integral-megoldas, megmaradasi torvény, aram.

(a)

* Legyenek F,g: R — R fliggvények, F' difthato, F'(0) = 0, és tegyiik fol, hogy
az u = u(z,t) : R x [0,00) — R mindkét valtozojaban diffhato fgv kielégiti a

2 { du+8,F(u)=0 R x (0, 00)n,

u=g R x {t=0}-n

megmaradasi torvényt. Legyen v : R x [0,00) — R egy sima tesztfiiggvény,
kompakt tartoval (mindkét valtozojaban). Parciélis integralassal igazoljuk, hogy

(3) //u@thrF(u)@xv dxdt+/gv|t0dx:0.
0 —o0 —00

Ez azért érdekes, mert most azt mondhatjuk, hogy egy nem feltétlen diffhato
u(zx, t) figgvény egy tgynevezett integral-megoldasa a (2) egyenletnek, ha min-
den kompakt tartoju sima v fiiggvényre kielégiti a (3) egyenletet.

** Ahogy az 6rai Burgers példdban, legyen F(u) = u?/2 és

1 ha <0
g(z)=¢1—2 ha 0<z<1
0 ha 1<zx.

A karakterisztikik modszerével lattuk, hogy 0 < t < 1-re majdnem mindeniitt
diffhaté a megoldés:

1 ha =<t
u(z,t) = iij ha t<az<1
0 ha 1<z.
Legyen most s(t) = %, és t > 1-re is definidljuk az u(z,t) fiiggvényt:

u(x,t):{l ha x < s(t)

0 ha s(t)<z.

Igazoljuk, hogy az igy kapott u(x,t) fliggvény egy integral-megoldas!

Segitség: a v tesztfliggvény kompakt tartojat f6l lehet harom részre vagni, A C
{(z,t) :t <1}, BC{(x,t):t > 1, z <s(t)}, C C{(zx,t): t > 1, s(t) <ax}, és
kiilon kezelni az integralokat, a hataroknal vigyazva.
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(c) ** Miért hiviak megmaradasi térvénynek? Tegyiik f6l, hogy u egy olyan foly-
tonos integral-megoldasa a (2)-nak, hogy u(-, t) minden ¢ > 0-ra kompakt tartoju.
Mutassuk meg, hogy

o0 (e o]

/u(x, t)dx = /g(x) dz minden t-re,

—0o0 —00

azaz a teljes anyagmennyiség megmarad.

(d) ** F pedig az anyag-aram: mutassuk meg, hogy az [a, b] intevallumban levs
teljes anyagmennyiség t-kor

b t t

/bu(a:, 0 d:c:/g(:c) d:c—i—/F(u(a, ) ds—/F(u(b, 5)) ds.

a 0 0
Segitség: ha (c) és (d)-ben nem megy az integral-megoldés kezelése, folteheted
(egy ponttal kevesebbért), hogy a megoldés sima.
8. HF: (Beadéasi hatarids: 2014. nov. 28.)

HF 8.1 ** Milyen kétdimenzi6s topologikus sokasdgokat kapunk a harom esetben, ha a meg-
felel6 oldalakat Osszeragasztjuk?

Miért nincs olyan a feladatok kozott, ahol haromszor is el6fordulna ugyanaz az él-
jelzés?

HF 8.2 Az o6ran definialtuk az S* = {(z1,22,73) € R : 2% + 23 + 23 = 1} (egység)gdmb
térképezéseét két térképpel, a ¢ @ SP\{E} — R?és ¢ : S?\{D} — R? sztereografikus
projekciokkal, az E = (0,0,1) északi, illetve D = (0,0, —1) déli sarokpontbél, a
szemkozti poluson dtmend vizszintes sikra.

(a) ® Mutassuk meg, hogy wo~1: R*\ {(0,0)} — R\ {(0,0)} végtelen sokszor dif-
ferencialhato leképezés, igy ez a két térkép tényleg egy atlaszt alkot. (Utmutatés:
hasznaljunk polarkoordinatakat.)

(b) ** Mutassuk meg, hogy az elsg sorbeli egyenlettel megadas és az implicitfliggvény-
tétel ad természetes modon egy 2-dimenziés differencialhato strukttarat S-n, ami-
vel az S? — R? identikus beleképezés differencialhatoé lesz. (Segitség: 6rdn nem
sikeriilt kimondanom az implicitfgv tételt — itt a wikipedia link. Na most, hany
darab térkép legyen az atlaszban? Filiggvényképekre akarjuk folvagni a gémb-
felszint, nyilt értelmezési tartomanyokkal, és hat hany nyilt félgommbel tudjuk
lefedni a teljes gombfelszint?)

(c) * (Bonusz) Mutassuk meg, hogy az (a) és (b) részekben kapott két differencial-
hato sokasag (ugyazon a topologikus sokasagon két kiilonbo6zé atlasz) egyméssal
diffeomorf.
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HF 8.3 (Bonusz) Egy matrixcsoport mint diffhaté sokasag.

(a) ** Vegyiik az S = {(z,y,2,v) € R*: 2% + ¢y + 2% + v = 1} egységgombot. Az
implicitfiiggvény-tétel segitségével ez megint természetes moédon egy 3-dimenzios
differencialhat6 sokaséag, és az S? — R3 identikus beleképezés differencialhato.
Hasonloképpen, az

SU(2) = {A € Moxo(C): A A =165 det A = 1}

matrixcsoport, mint C*-nek, vagy inkdbb R3-nak, 6t darab egyenlettel definialt
részhalmaza, természetes modon egy 3-dimenziés difthaté sokasig. Igazoljuk,
hogy az el6z6 S3-mal diffeomorf!

(b) ** Természetes modon SU(2) x SU(2) egy 6-dimenzios diffthato sokasag, és az
SU(2) x SU(2) — SU(2), (A, B) — AB matrixszorzas, illetve az A — A1
invertalas differencialhato leképezések. Azaz SU(2) egy Lie-csoport. Ezeket
egyszer( de unalmas bizonyitani, nem ez a feladat. Hanem, hogy ezek szerint S3-
on és S' = R/Z-n van Lie-csoport struktiira, ellenben bizonyitsuk a siindiszno-
fésiilési tétel segitségével, hogy S2-n viszont nem létezhet Lie-csoport struktiira!

Osszefoglalo: Ha M egy diffhato d-dimenzios sokasidg, p € M, akkor T,M-mel jeloltiik a p-beli
érintévektorok d-dimenzios vektorterét, ahol gy definidltunk egy X, érintévektort,
mint a p ponton a t = 0 pillanatban d&tmend v gorbék szerinti %(f o 7)(t)}t:0 deri-
valasoknak egy ekvivalenciaosztilyat, azaz azon gorbék halmazat, akik minden f-re
ugyanazt a derivéltat adjak, igy jogosan hivjuk Sket egy iranyba mendéeknek. Es igy
a kozos eredmény, amit X, f-fel vagy X,(f)-fel jeloliink, hivhato az X, irdnymenti

derivaltnak.

Namérmost, egy X sima vektormez6 alatt egy olyan p — X, € T,M hozzarendelést

értiink minden p € M-re, ami azt tudja, hogy tetsz6leges f : M — R sima fiigg-

vényre a p — X,(f) derivalt, mint p € M fliggvénye, megint egy sima fiiggvény. Ezt

a derivaltfiiggvényt jeloljiik X f-fel. Pld.: f:R?* — R-re a a% f parcialis derivalt.

HF 8.4 Ha X és Y sima vektormezék M-n, akkor M minden p pontjaban értelmezhetjiik
az alabbi lineéaris operatorokat, melyek a (p kis kornyezetében értelmezett) f sima

fiiggvényeken hatnak: (i) (XY),(f) = X,p(Y/(f)); (ii) (YX),(f) = Y,(X(f)), (iii)

[(X,Y], = (XY), — (YX),. Mutassuk meg, hogy

(a) * (XY), ugyan linearis operator (ellenérizziik ezt is), de mégsem lehet egy V,
érintévektor, mert nem feltétlen teljesiti a Leibniz-féle V,(fg) = V,(f) g+ f V,(9)
szorzat-szabalyt. (Segitség: ellenpélda mar abban az esetben is van, amikor M =
R? X és Y parcidlis derivalasok, f és g pedig koordinata-fiiggvények.)

(b) * [X,Y],-ra mar teljesiil a Leibniz-szabaly. (Ebbdl kovetkezik, hogy az M-en ka-
punk egy [X, Y] sima vektormez6t. Ezt az X és Y vektormezsk kommutatoranak
vagy Lie-zardjelének is szokték nevezni.)

(c) ** Adjunk meg valamely R"-ben X és Y vektormezdket, melyekre [X, Y] # 0.

HF 8.5 Szemléltessiik az alabbi vektormezsket és az altaluk generélt folyamokat (avagy egy-
paraméteres csoporthatéasokat).

(a) ** Tekintsiik R*n a

cosat sinat 0 ) T
O(t,z) = | —sinat cosat 0 Ty | z=| = | €R%: teR
0 0 1 €3 I3

egyparaméteres csoporthatéast, ahol a > 0 tetszd6leges paraméter. Igazoljuk, hogy
tényleg csoporthatés t-ben, azaz O(t + s,z) = O(s, O(¢,z)). Milyen vektormezs
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generélja O(t,z)-t? (Azaz, micsoda V, = 20O(t,z)|,—0?) Mutassuk meg, hogy
ez a csoporthatas természetes modon megszorithato S%-re: x € S? (azaz |z| = 1)
esetén O(t,x) € S? Vit € R. Szemléltessiik a vektormezst és a csoporthatést is
S2-n.

(b) *® Tekintsiink T?-re gy, mint a [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetre, melynek a szemkozti
oldalait azonositjuk. Igy az (azonositott) négyzetoldalaktol eltekintve az (z;, x),
0 <z <1,0< 25 <1 koordinaték egy térképezését adjak T?-nek. Legyenek az
X és az Y vektormezok ezen a térképen X = 8%1 + 58%2, illetve Y = 8%1 + \/58%2

(ezek a teljes T?-re folytonos modon kiterjeszthetsk). Milyenek lesznek a generalt

egyparaméteres csoporthatésok palyai? (Hasonlitsuk dssze X és Y palyait.)

9. HF: (Beadasi hatarids: 2013. dec. 12.)

Osszefoglalo:

HF 9.1

HF 9.2

Ha f : My — M, egy diffhato leképezés n;-dimenzios diffthaté sokasagok kozott,
akkor a D,f : T,M; — Ty M, derivalt az az a linearis leképezés a megfelelS
érintGterek kozott, mely a p ponton atmend v gorbék egy szokésos egyiranyba-mend
ekvivalenciaosztalyat az f(v) gorbék ekvivalenciaosztalyaba viszi. (Koénnyd latni,
hogy ekvivalens gorbéknek tényleg ekvivalens a képe, és hogy a kapott D, f leképezés
tényleg lineéris.)

Na most, ha f : (My,g1) — (M, go) egy diffeomorfizmus két Riemann-sokasag
kozott, akkor nem nehéz latni, hogy 6 pontosan akkor egy izometria, azaz teljesiil

ra, hogy do(f(x), f(y)) = di(x,y) az indukalt
1
di(z,y) := inf /||7(t)||gi dt : [0,1] = M; diffhato, v(0) = z,v(1) =y
0

metrikakkal, ha a D, f derivalt minden p € M; pontban megérzi a Riemann metrikus
bilinaris formékat: go(D,f(v), Dpf(w)) = g1(v,w), minden v,w € T,M; érint6vek-
torparra.

(Bonusz; nem nehéz, de kicsit unalmas) ** Igazoljuk az el6z6 ekvivalenciat az izomet-
rikussagrol.

Legyen D C C = R? a nyilt egységkorlap, és tekintsiik a kovetkezé Riemann-metrikat:

4 uc
g(v,w) = AW wea ha v,w € T,D.

2
(1 - ||Z||%ucl)
Ez a Bolyai-féle hiperbolikus sik Poincaré-féle kormodellje.
(a) ** Idézziik 6] az altalanositott-kor-tarto Mobius tortlinearis leképezéseket HF 6.1-
bél. Igazoljuk, hogy pontosan azok lesznek a D 6n-homeomorfizmusai, melyek
z2+b
bz +1

f(2) = e

alaktuak, ahol a € R és b € . Igazoljuk azt is, hogy minden x,y € D pontpérra
létezik ilyen homeomorfizmus, ami x-et az y-ba viszi!

(b) ** Igazoljuk, hogy az (a)-beli Mébiusok hiperbolikus izometriék is.

(c¢) (Bonusz) **** Igazoljuk, hogy a hiperbolikus geodetikusok pontosan azon altala-
nositott korok, melyek merdlegesen metszik a D kérvonalat. (Ehhez végig kell
ragnod magad a geodetikusok varidlasanak elméletén. Mondjuk az (a,b) részek
miatt elég azt igazolni, hogy a D kézéppontjan atmend geodetikusok pontosan az
euklideszi egyenesek.)
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HF 9.3

HF 94

HF 9.5

(A gorbiilet definicigja.)

(a) ** (D, g) tovabbra is a hiperbolikus sik kérmodellje. Legyen u,v € Ty két me-
r6leges egységvektor, és legyen 7. : ToD — Ty az a forgatés, amit gy kapunk,
hogy egy w érintévektort korbetolunk parhuzamosan az u és v iranyokba indulé
hosszi geodetikus darabok altal feszitett geodetikus négyszogén — lasd az abra
bal oldalat. Most legyen

K(u,v)w = lim w :
e—0 g

Lényegében az (u, v, w,t) — (K(u, v)w, t)g négyvaltozos multilinearis format hiv-

jaék gorbiileti tenzornak.

\
~ \
.
. \
~

Szamoljuk ki a (K(u, v)u, v)g értéket! Vegyiik észre, hogy ez negativ: a korbetolas
a v-vel ellenkezd irdnyba forgatja el u-t.

(b) ** Most szamoljuk ki ugyanezt a (K (u, v)u, v)g értéket az r sugarta gomb felszinén,
S2-n is — lasd az abra jobb oldalat! Vegyiik észre, hogy most pozitiv szamot
kaptunk.

Megjegyzés: eszerint az S? nemnulla gorbiilete az SO(3) forgatascsoport nem-
kommutativitdsa miatt van.

** Magyarorszagon az atlag 10 percenként jaré buszok Poisson pontfolyamat szerint
kovetik egyméast. Németorszagban viszont pontosan 10 percenként (pld minden egyes
megalloban megvarjak a menetrendszerinti tovabbindulési id6t). Egy véletlenszerten
egy megalloba érkezé utas atlag mennyit var Mo-on és mennyit No-ban a buszra?

**** Alabb harom Markov lanc szoban, és harom eloszlas. Valassz a harombol kettét,
és ird 6l a lancok allapottereit, atmenetvaloszintiségeit, és igazold, hogy a megfelels
eloszlasok stacionariusak.

(a) n, korben elhelyezett urnaban k golyd koziil minden méasodpercben egyet vé-
letlenszertien kisorsolunk, és azt az éramutatod iranyaba esé szomszéd urnaba
athelyezziik, amennyiben az tires. Ha nem iires, akkor nem csindlunk semmit.
Fermi-Dirac eloszlas: £ golyot véletlenszertien elosztunk n > k urnaba tugy,
hogy mindegyik urnaba legfeljebb egy keriilhet.

(b) n, korben elhelyezett urnaban k goly6 koziil minden méasodpercben egyet vélet-
lenszertien kisorsolunk, és azt az 6ramutato iranyaba esé szomszéd urnaba athe-
lyezziik. Maxwell-Boltzmann eloszlas: k& megkiilonboztethets golyot vélet-
lenszertien elosztunk n urnéba.

(¢) mn, korben elhelyezett urna koziil minden masodpercben egyet véletlenszertien ki-
sorsolunk, és egy abban levé golyot — ha van — az 6ramutato iranyaba es szomszéd
urnaba athelyezziik. Bose-Einstein eloszlas: £ megkiilonboztethetetlen golyot
véletlenszerden elosztunk n urnaba.
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HF 9.6 A Médiarendorség a TV-nézéssel kapcsolatban a kovetkezs allapotokat figyelte meg: 1
(sosem néz TV-t), 2 (csak kozszolgalati misorokat néz), 3 (gyakran TV-zik), 4 (TV-
fiiggs), 5 (agyhalott). Ezen allapotok kozti dtmeneteket egy Markov lanccal lehet
modellezni, melynek atmenetmatrixa

10 0 0 0
05 0 05 0 0
01 0 05 03 0.1

0 0 02 04 04

0O 0 0 0 1

Tehat pld. kozszolgalati-rajongd senki nem lesz csak tgy — arra sziiletni kell.

(a)*® 2-es allapotbdl indulva, mi a valészintisége, hogy az 5-0s allapot el6bb bekovetke-
zik, mint a 1-s, azaz, hogy egy kozszolgalati mtisorokat nézé agyhalottként végzi?

(b)** Varhatéan mennyi ideig tart amig egy kozszolgalati miisorokat nézd leszokik a
TV-zésrél, vagy pedig eléri az agyhalott allapotot?

HF 9.7 (Bonusz) *** A Tetris jaték egy egyszert valtozata: a [0, K] intervallum (mod K),
azaz egy kor, egyenletesen valasztott véletlen [i, i+ 1] szakaszaira (i = 0,1,..., K —1)
egységnégyzetek esnek, amiknek ragacsos a sarka. Legyen R; a teté mérete ¢ darab
négyzet leesése utan: azon négyzetek, amik eshettek volna utoljara. Igazoljuk, hogy
limy ... ER, = K/3.

.F\\
B B

.777 [777
wa B K B0 ESF

Bocs, ezen az abran az intervallumon, nem pedig a koron torténik a folyamat.

HF 9.8 (Bonusz) *** Adjunk példat egy korlatos foku végtelen G(V, E) grafra (akar fa is lehet),
ami ,nagy”’ abban az értelemben, hogy exponencidlis térfogatnovekedést, azaz létezik
¢ > 0¢és q > 1, hogy minden x € V cstcséara és minden n-re az x-bdl legfeljebb n
hosszi uttal elérhetd csiicsok szama legalabb ¢ g™, viszont bolyongas szempontjabol
kicsi: rekurrens.

Megjegyzés: Tétel, hogy minden tranzitiv (homogénnek is szoktédk hivni: minden
pontjabol ugyanugy néz ki) graf, melynek térfogatnévekedése négyzetesnél nagyobb,
az tranziens. Azaz most nagyon ne tranzitiv példat keressiink.
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