
4. fejezet

Mátrixok jellemzése

Az előző fejezetben megismerkedtünk a mátrixműveletekkel, azok tulaj-
donságaival. Ebben a fejezetben a mátrixok különféle jellemzőit vizsgál-
juk, melyek segítségével arról a dologról is értékes információhoz jutha-
tunk, melynek leírására mátrixmodellt alkalmazunk.

4.1. Mátrixhoz tartozó alterek

Fontos jellemzője egy mátrixnak, hogy milyen struktúrából valók az ele-
mei, sor- és oszlopvektorai. E vektorokról pedig az általuk kifeszített altér
árulhat el sokat.

Egy mátrix elemei. Eddig nagyvonalúan bántunk a mátrix elemeivel.
Leginkább annyit feltételeztünk róluk, többnyire kimondatlanul, hogy
azonos algebrai struktúrából valók, és az összeadás, kivonás és a szor-
zás elvégezhető köztük. Erre volt szükség például a mátrixösszeadás és
szorzás elvégzéséhez. Bizonyos feladatokhoz még osztásra is szükség volt,
mint például az invertáláshoz, de használtuk a redukált lépcsős alak meg-
konstruálásakor is. A példákban eddig leggyakrabban egész vagy racioná-
lis számokat használtunk, de közben valósokra is gondolhattunk, esetleg
valamely maradékosztály elemeivel számoltunk. Később olyan mátrixok-
kal is foglalkozunk, amelyek elemei komplex számok, polinomok, trigono-
metrikus vagy más függvények. . . .

Az algebrai absztrakció lényege, hogy ha egy algebrai struktúrára vo-
natkozó állítás igazolásához csak bizonyos műveleti tulajdonságokat hasz-
nálunk, akkor az állítás minden olyan struktúrában is igaz lesz, amely
rendelkezik e műveleti tulajdonságokkal. Ha pedig azt látjuk, hogy bi-
zonyos tulajdonságok fontos szerepet játszanak, és különböző struktú-
rákban gyakran előfordulnak, absztrakcióval új fogalmat alkotunk. Így
született a racionális, valós, és komplex számok, valamint a prímmel való
osztás maradékaival való számolás közös tulajdonságaiból az algebrai test
fogalma.
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4.1. definíció: Test. Egy legalább kételemű T halmazt testnek ,
vagy algebrai testnek nevezünk, ha

1.értelmezve van T elempárjain egy összeadás és egy szorzás nevű
bináris művelet,

2.az összeadás kommutatív, asszociatív, létezik nullelem és minden
elemnek létezik ellentettje (additív inverze),

3.a szorzás kommutatív, asszociatív, létezik egységelem és a nullele-
men kívül minden elemnek létezik multiplikatív inverze (reciproka),

4.az összeadás a szorzásra nézve disztributív.
Ha a szorzás csak asszociatív, gyűrűről beszélünk, ha kommutatív is,
kommutatív gyűrűről, ha az asszociativitás mellett van egységeleme is,
egységelemes gyűrűről beszélünk.

Formalizálva a fenti definíciót, egy test a következő tulajdonságokkal ren-
delkezik:
• Bármely a, b ∈ T elemre a+ b ∈ T és ab ∈ T.
• Bármely a, b ∈ T elemre a+ b = b+ a és ab = ba.
• Bármely a, b, c ∈ T elemre (a+ b)+ c = a+(b+ c) és (ab)c = a(bc).
• Van olyan T-beli elem, jelölje 0, hogy bármely a ∈ T-re 0 + a = a.
• Bármely a ∈ T elemhez van olyan b ∈ T, hogy a+ b = 0.
• Van olyan T-beli elem, jelölje 1, hogy bármely a ∈ T elemre 1a = a.
• Bármely a ∈ T \ {0} (tehát bármely nem nulla) elemhez van olyan
b ∈ T, hogy ab = 1.
• Bármely a, b, c ∈ T elemre (a+ b)c = ac+ bc.
Néhány megjegyzés és néhány példa:

I Meg lehet mutatni, hogy a nullelem és az egységelem szükségképpen
különböző, tehát jogosan jelöltük őket különböző jellel.
I Minden gyűrű tetszőleges a elemére igaz, hogy 0a = a0 = 0.
I Testre példa a valós számok R, a racionális számok Q, a komplex
számok C, a prím modulusú maradékosztályok Zp struktúrája.
I A természetes számok N halmaza nem test és nem is gyűrű a szo-
kásos műveletekkel, mert nincs minden elemnek ellentettje (a −1 nem
természetes szám).
I A Z egységelemes kommutatív gyűrű, viszont nem test, mert nincs
minden nemnulla elemnek multiplikatív inverze (az 1/5 nem egész).
I A Zm egységelemes kommutatív gyűrű, és pontosan akkor test, ha m
prím.
I A valós együtthatós polinomok egységelemes kommutatív gyűrűt al-
kotnak.
I Az R → R függvények egységelemes kommutatív gyűrűt alkotnak.
Ugyanígy egységelemes kommutatív gyűrűt alkotnak a [0, 1] intervallu-
mon értelmezett függvények, vagy a [0, 1] intervallumon értelmezett és
folytonos függvények. A műveletek minen esetben a függvények szokásos
összeadása és szorzása.
I A végtelen sorozatok az elemenkénti összeadás és szorzás műveletére
nézve ugyancsak egységelemes kommutatív gyűrűt alkotnak.

A valós számokhoz hasonlóan egy T test elemeiből képzett rendezett
n-esek halmazán, azaz a T test feletti n-dimenziós vektorok Tn halmazán
bevezethetünk két műveletet, a vektorösszeadás és a T elemeivel való
szorzás műveletét. Az így kapott struktúrára, mint a Tn vektortérre
fogunk hivatkozni. A T elemeiből képzett m × n-es mátrixok halmazát
Tm×n jelöli.
4.2. példa: Négyzetes mátrixok gyűrűje. Mutassuk meg, hogy ha
T test, akkor Tn×n elemei, azaz a T fölötti n× n-es mátrixok a szokásos
mátrixműveletekkel egységelemes gyűrűt alkotnak.
Megoldás. Az előző fejezetben láttuk, hogy a mátrixok összeadása és
szorzása nem vezet ki az n×n-es mátrixok halmazából, és hogy az össze-
adás kommutatív, asszociatív, a zérusmátrix nullelemként viselkedik, és
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minden mátrixnak van ellentettje. Hasonlóan láttuk, hogy a szorzás
asszociatív, és van egységelem (az identikus vagy egységmátrix). Végül
az összeadás a szorzásra nézve disztributív. Tehát az n × n-es mátrixok
egységelemes gyűrűt alkotnak. Az n = 1 esetben magát T-t kapjuk meg,
ami test. Ahhoz, hogy n > 1 esetén a struktúra nem test, sőt, nem is
kommutatív azt kell belátni, hogy mindig találunk két nem felcserélhető
és egy szinguláris mátrixot.

A csupa 1-esből álló mátrix mindig szinguláris, ugyanis van legalább
két sora, és bármely sora megegyezik az elsővel, tehát az elemi sorműve-
letek során biztosan keletkezik legalább egy nullasor.

Az alább összeszorzott két mátrix, melyeknek csak a bal felső 2×2-es
részében van 0-tól különböző elem, sosem felcserélhető, ugyanis egyrészt

1 1 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0




1 0 . . . 0
1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 =


1 + 1 1 . . . 0

1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,
másrészt

1 0 . . . 0
1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0




1 1 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 =


1 1 . . . 0
1 1 + 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 .
Hozzá kell még tenni, hogy 1 + 1 = 1 semelyik testben sem áll fenn,
ugyanis 1-et kivonva 1 = 0-t kapnánk. (Tudjuk, hogy F2-ben 1 + 1 = 0,
ahol pedig nem nulla, ott jelölhetjük 2-vel.) �

Lineáris függetlenség és összefüggőség. Mátrix rangja megegyezik lép-
csős alakjának nemzérus sorai számával. Ha a mátrix egy megoldható
egyenletrendszer együtthatómátrixa, akkor a rang megegyezik a megol-
dás kötött változóinak számával. De vajon magukról az egyenletekről mit
árul el e szám? Meg fogjuk mutatni, hogy a lineárisan független egyenle-
tek számát, azaz azt mutatja, hogy az egyenletrendszerben hány egyenlet
„számít”, a többi akár el is hagyható a megoldás megváltozása nélkül.

Az 1.8. definíció szerint egy legalább kételemű vektorrendszer line-
árisan független, ha mindegyik vektor független a többitől, azaz egyik
sem fejezhető ki a többi lineáris kombinációjaként, egyetlen vektor pe-
dig lineárisan független, ha nem a zérusvektor. Ez nehézkes feltétel, hisz
mindegyik vektorra külön ellenőrizni kell, ezért egy könnyebben ellenőriz-
hető, de ekvivalens feltételt keresünk. A háromdimenziós térben láttuk,
hogy ha három vektor független, akkor a tér bármely vektora egyértel-
műen előáll lineáris kombinációjukként. Ez igaz a nullvektorra is. A
nullvektor egyféleképp biztosan előáll: mindegyik vektort 0-val szorozzuk
– ezt nevezzük a nullvektor triviális előállításának. És a fentiek szerint
más előállítása nincs is. Ez adja az ötletet a következő tételhez:

4.3. tétel: Lineáris függetlenség szükséges és elégséges
feltétele. A v1, v2,. . . , vk vektorok pontosan akkor lineárisan füg-
getlenek , ha a zérusvektor csak egyféleképp – a triviális módon – állhat
elő lineáris kombinációjukként. Másként fogalmazva, a fenti vektorok
pontosan akkor lineárisan függetlenek, ha a c1, c2,. . . ,ck skalárokkal vett
lineáris kombinációjuk csak akkor lehet a nullvektor, azaz

c1v1 + c2v2 + . . .+ ckvk = 0

csak akkor állhat fenn, ha

c1 = c2 = . . . = ck = 0.
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Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy a vektorrendszer csak egyetlen v
vektorból áll. Ekkor a tétel azt állítja, hogy e vektor pontosan akkor
lineáris független, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, ha a cv = 0 csak
c = 0 esetén állhat fenn. Ez nyilvánvaló, hisz ha v 6= 0 és c 6= 0, akkor
cv = 0 sem állhat fenn. A továbbiakban tegyük fel, hogy a vektorrendszer
legalább két vektorból áll.

(⇐=) Megmutatjuk, hogy ha c1v1 + c2v2 + . . .+ ckvk = 0 csak c1 =
c2 = . . . = ck = 0 esetén állhat fenn, akkor semelyik vi vektor sem
fejezhető ki a többi lineáris kombinációjaként (i = 1, 2, . . . , k). Tegyük
fel indirekt módon, hogy valamelyik vektor – például a v1 – kifejezhető
a többi lineáris kombinációjaként, azaz

v1 = d2v2 + . . .+ dkvk,

vagyis átrendezés után

(−1)v1 + d2v2 + . . .+ dkvk = 0.

Mivel v1 együtthatója nem 0, ezért feltevésünkkel ellentmondásban elő-
állítottuk a nullvektort olyan lineáris kombinációként, melyben nem min-
den együttható 0. Ez az ellentmondás bizonyítja az állítást.

(=⇒) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem áll
elő a többi lineáris kombinációjaként, akkor a egyedül csak a csupa zérus
együtthatójú lineáris kombinációja lehet zérusvektor. Ismét indirekt mó-
don bizonyítunk: tegyük fel, hogy van olyan – nem csupa 0 együtthatójú
– lineáris kombináció, mely a nullvektorral egyenlő, azaz

c1v1 + c2v2 + . . .+ ckvk = 0,

de valamelyik együttható – például a c1 – nem 0. Ekkor v1 kifejezhető a
többi vektor lineáris kombinációjaként:

v1 = −c2
c1

v2 − . . .−
ck
c1

vk,

ami bizonyítja az állítást. �

Egy vektorrendszert lineárisan összefüggőnek nevezünk, ha nem füg-
getlen, azaz egyelemű vektorrendszer esetén ha az a vektor a zérusvektor,
többelemű vektorrendszer esetén pedig ha van olyan vektora, mely kife-
jezhető a többi lineáris kombinációjaként. Az előző tétel szerint ez azzal
ekvivalens, hogy a vektorrendszernek van olyan zérusvektort adó lineáris
kombinációja, melyben nem mindegyik együttható zérus.

Egy {a1,a2, . . . ,an } vektorrendszer lineáris függetlenségének eldön-
téséhez meg kell oldani az[

a1 a2 . . . an
]
x = 0, illetve az Ax = 0

homogén lineáris egyenletrendszert, ahol A = [a1 a2 . . . an]. Ha van nem-
triviális megoldása, akkor a vektorrendszer lineárisan összefüggő, egyéb-
ként lineárisan független.

4.4. következmény: Homogén lineáris egyenletrendszer és
a lineáris függetlenség. Az A mátrix oszlopvektorai pontosan ak-
kor lineárisan függetlenek, ha a homogén lineáris Ax = 0 egyenlet-
rendszernek a triviálison kívül nincs más megoldása, azaz ha A lépcsős
alakjában minden oszlopban van főelem.

4.5. példa: Vektorok lineáris függetlensége. Mutassuk meg,
hogy a 4-dimenziós (1, 2, 3, 4), (0, 1, 0, 1) és (1, 1, 1, 0) vektorok lineárisan
függetlenek.
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Megoldás. A vektorokból képzett mátrix és lépcsős alakja
1 0 1
2 1 1
3 0 1
4 1 0

⇒


1 0 1
0 1 −1
0 0 −2
0 0 0

 ,
ami azt mutatja, hogy a homogén lineáris egyenletrendszernek csak egyet-
len megoldása van, azaz az oszlopvektorok lineárisan függetlenek. �

Az Ax = 0 egyenletrendszer megoldásához az A mátrixot lépcsős
alakra hoztuk. Ebből az alakból azonban sokkal több leolvasható a vek-
torok lineáris függetlenségénél.

4.6. tétel: Elemi sorműveletek hatása a sor- és oszlopvek-
torokra. Elemi sorműveletek közben a sortér nem változik, az oszlop-
vektorok pedig olyan vektorokba transzformálódnak, melyek megőrzik
az eredeti lineáris kapcsolatokat.

Bizonyítás. Megmutatjuk, hogy egy mátrix sortere nem változik az
elemi sorműveletek közben. A sorcserére ez nyilvánvaló. Legyenek A
sorvektorai v1, v2,. . . , vm és legyen u a sortér egy tetszőleges vektora,
ami azt jelenti, hogy vannak olyan c1, c2,. . . , cm skalárok, hogy

u = c1v1 + c2v2 + . . .+ cmvm.

Ha egy sort (mondjuk az elsőt) beszorozzuk egy d 6= 0 skalárral, akkor u
az új mátrix sorterében is benne van, melyet a dv1, v2,. . . , vm vektorok
feszítenek ki, hisz

u =
c1
d

(dv1) + c2v2 + . . .+ cmvm.

Ez azt jelenti, hogy a sortér nem csökken, azaz minden vektor, ami eddig
benne volt a sortérben, benne lesz az új mátrix sorterében is. A hozzáadás
műveleténél ugyanezt tapasztaljuk: az általánosság megszorítása nélkül
feltehetjük, hogy az első sor d-szeresét adjuk a második sorhoz. Ekkor az
új sorteret kifeszítő vektorok: v1, v2 +dv1,. . . , vm. Az u vektor e térben
is benne van, ugyanis egy egyszerű átalakítás után

u = (c1 − c2d)v1 + c2(v2 + dv1) + . . .+ cmvm.

Mivel minden sorművelet inverze is egy sorművelet, az inverz sorműve-
letben sem csökken a sortér, ami csak úgy lehet, ha a sortér az elemi
sorműveletek során változatlan marad.

Megmutatjuk, hogy az elemi sorműveletek közben az oszlopvektorok
közt nem változnak a lineáris kapcsolatok. Az egyszerűség kedvéért te-
gyük fel, hogy például cv1 + dv2 = 0. Mivel a skalárral való szorzás és
a vektorösszeadás is koordinátánként végezhető, könnyen látható, hogy
sorcsere, egy koordináta nemnulla skalárral való szorzása, vagy az i-edik
koordináta konstansszorosának a j-edikhez adása után is fönn fog állni a
két új vektor közt a fenti összefüggés. Tetszőleges számú vektor lineáris
kombinációjára az állítás hasonlóan adódik. �

4.7. következmény: Mátrix lépcsős alakjának vektorai. Le-
gyen B az A mátrix egy lépcsős alakja. Ekkor

1.A és B sortere megegyezik,
2.az A oszlopvektorai között lévő lineáris kapcsolatok azonosak a B
ugyanolyan sorszámú oszlopai közti lineáris kapcsolatokkal,

3.B nemzérus sorvektorai lineárisan függetlenek,
4.a főelemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is lineárisan függetlenek.
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Bizonyítás. Az első két állítás közvetlen következménye az előző tétel-
nek.

A harmadik állítás bizonyításához megmutatjuk, hogy egy lépcsős
alak egy nemzérus sorvektora nem fejezhető ki a többi sorvektor lineáris
kombinációjaként. Tekintsük a lépcsős alak k-adik sorvektorát. Főeleme
legyen a j-edik oszlopban. E főelem nem állítható elő a k-nál nagyobb
indexű sorok lineáris kombinációjával, mert azokban a j-edik koordináta
0. A k-nál kisebb indexű sorvektorok pedig nem szerepelhetnek a lineáris
kombinációban, mivel a legkisebb indexű vektor főelemét a többi vektor
nem eliminálhatja, pedig a k-adik sorban azon a helyen 0 áll.

Annak bizonyítása, hogy a főelemek oszlopai B-ben lineárisan füg-
getlenek, ugyanúgy megy, mint a sorvektorok esetén. Innen pedig az
előző tétellel adódik, hogy az ilyen indexű oszlopok A-ban is lineárisan
függetlenek. �

Fontos megjegyezni, hogy míg a lépcsős alak sortere megegyezik az
eredeti mátrix sorterével, addig az oszloptér az elemi sorműveletek alatt
megváltozik, tehát a mátrix és lépcsős alakjának oszloptere különbözik!

Bázis. Az elemi sorműveleteket alkalmazva, egy mátrix sorterében és
oszlopterében is találtunk olyan lineárisan független vektorokat, melyek
kifeszítik az adott teret. Azt már az 1.7. tételben megmutattuk, hogy a
háromdimenziós tér tetszőleges három lineárisan független vektorának li-
neáris kombinációjaként a tér minden vektora előáll. Más szavakkal ez azt
jelenti, hogy a tér három lineárisan független vektora kifeszíti a teret. Az
ilyen vektorhármasokat, melyeket egy koordinátarendszer alapvektorai-
nak vettünk, bázisnak neveztük. Ezek vezetnek a következő definícióhoz.

4.8. definíció: Bázis. Tekintsük a Tn tér egy alterét, azaz vektorai-
nak egy olyan részhalmazát, mely zárt a vektorok skalárral való szorzá-
sának és a vektorok összegének műveletére. Az altér bázisán vektorok
olyan halmazát értjük, mely

1.lineárisan független vektorokból áll és

2.kifeszíti az alteret.

Az e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0),. . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1) vekto-
rokból álló halmazt Tn standard bázisának nevezzük.

4.9. példa: Altér bázisának meghatározása. Határozzuk meg az
(1, 1, 0,−2), (2, 3, 3,−2), (1, 2, 3, 0) és (1, 3, 6, 2) vektorok által kifeszített
altér egy bázisát!

Megoldás. A megadott vektorokból, mint sorvektorokból képzett mát-
rix valamely sorlépcsős alakjának nemnulla sorai az altér egy bázisát ad-
ják: 

1 1 0 −2
2 3 3 −2
1 2 3 0
1 3 6 2

⇒


1 1 0 −2
0 1 3 2
0 1 3 2
0 2 6 4

⇒


1 1 0 −2
0 1 3 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
A bázis vektorai (1, 1, 0,−2), (0, 1, 3, 2).

Másik megoldás: Ha a bázist az adott vektorokból akarjuk kiválasz-
tani, akkor képezzünk egy mátrixot e vektorokból, mint oszlopvektorok-
ból. Lépcsős alakjában a főelemek oszlopai lineárisan független vektorok.
A nekik megfelelő oszlopvektorok az eredeti mátrixban az oszloptér bá-
zisát alkotják.

1 2 1 1
1 3 2 3
0 3 3 6
−2 −2 0 2

⇒


1 2 1 1
0 1 1 2
0 3 3 6
0 2 2 4

⇒


1 2 1 1
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
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Tehát az adott négy vektor közül az első kettő, azaz az (1, 1, 0,−2) és
(2, 3, 3,−2) vektorok bázist alkotnak.

Ha a megadott vektorokat más sorrendben írjuk a mátrixba, másik
bázist kaphatunk. �

4.10. példa: Vektor felírása a bázisvektorok lineáris kombi-
nációjaként. Az előző feladatban megadott négy vektor mindegyikét
fejezzük ki az általuk kifeszített altér bázisvektorainak lineáris kombiná-
ciójaként!

Megoldás. Az előző feladat második megoldásában találtunk egy bázist
a megadott vektorok közül. Mivel az oszlopvektorokkal dolgoztunk, a
vektorok közti lineáris kapcsolat leolvasható bármelyik lépcsős alakból:
legkényelmesebben a redukált lépcsős alakból. Folytatjuk tehát az előző
példabeli eliminációs lépéseket:

1 2 1 1
1 3 2 3
0 3 3 6
−2 −2 0 2

⇒ · · · ⇒


1 2 1 1
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

⇒


1 0 −1 −3
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 . (4.1)

A redukált lépcsős alakból látjuk, hogy például a harmadik oszlop a
második és az első különbsége. Ezek alapján az eredeti vektoroknak a
bázisvektorok lineáris kombinációiként való felírása:

1
2
3
0

 = −


1
1
0
−2

+


2
3
3
−2

 ,


1
3
6
2

 = −3


1
1
0
−2

+ 2


2
3
3
−2

 .
Ha a megadott vektorokat más sorrendben írjuk a mátrixba, más

bázisra juthatunk. Például
1 1 2 1
3 1 3 2
6 0 3 3
2 −2 −2 0

⇒


1 1 2 1
0 −2 −3 −1
0 −6 −9 −3
0 −4 −6 −2

⇒


1 0 1
2

1
2

0 1 3
2

1
2

0 0 0 0
0 0 0 0

 . (4.2)

Eszerint bázisvektoroknak választhatjuk az (1, 3, 6, 2) és az (1, 1, 0,−2)
vektorokat is, a többi vektor pedig kifejezhető ezek lineáris kombináció-
jaként: 

2
3
3
−2

 =
1
2


1
3
6
2

+
3
2


1
1
0
−2

 ,


1
2
3
0

 =
1
2


1
3
6
2

+
1
2


1
1
0
−2

 .

Vektor egy bázisra vonatkozó koordinátás alakja. A koordinátarend-
szer bevezetésénél ugyanazt tettük, mint itt az előző példában: minden
vektor előállítható egy bázis elemeinek lineáris kombinációjaként, és e
vektor koordinátás alakja erre a bázisra vonatkozóan a lineáris kombiná-
ció konstansaiból áll.

Egy altérben több bázist is vizsgálhatunk, és a vektorok koordinátás
alakjai különbözhetnek a különböző bázisokban. A félreértések elkerülé-
sére a bázis jelét a koordinátás alak indexében jelöljük, azaz a v vektor
koordinátás alakját az A bázisban [v]A jelöli.

Például az előző példában a (4.1) képletbeli redukált lépcsős alak nem-
zérus soraiból álló [

1 0 −1 −3
0 1 1 2

]
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mátrix a következőket mondja. A v1 = (1, 1, 0,−2), v2 = (2, 3, 3,−2),
v3 = (1, 2, 3, 0) és v4 = (1, 3, 6, 2) vektorok által kifeszített altérnek A =
{v1,v2 } egy bázisa, és ebben a bázisban e négy vektor koordinátái rendre

[v1]A =
[
1
0

]
, [v2]A =

[
0
1

]
, [v3]A =

[
−1

1

]
, [v4]A =

[
−3

2

]
.

Hasonlóképp a (4.2) képletbeli redukált lépcsős alak nemzérus soraiból
álló [

1 0 1
2

1
2

0 1 3
2

1
2

]
mátrixból kiolvasható, hogy a fenti altérnek B = {v4,v1 } is bázisa, és
ebben a bázisban a v4, v1, v2, v3 koordinátás alakja rendre

[v4]B =
[
1
0

]
, [v1]B =

[
0
1

]
, [v2]B =

[
1
2
3
2

]
, [v3]B =

[
1
2
1
2

]
.

Bázisfelbontás és a megoldás blokkmátrix alakja*. A 4.7. tétel máso-
dik pontjának az előző feladatban is szemléltetett egyenes következménye,
a következő állítás.

4.11. állítás: Bázisfelbontás. Jelölje egy m × n-es A mátrix re-
dukált lépcsős alakjának nemzérus soraiból álló r×n-es részmátrixát R,
az R főoszlopainak megfelelő A-beli oszlopok alkotta m× r-es részmát-
rixot B, ahol r = rang A. Ekkor az R mátrix j-edik oszlopa megegyezik
az A mátrix j-edik oszlopának a B oszlopai alkotta bázisban felírt ko-
ordinátás alakjával. Képletben ez azt jelenti, hogy

A∗j = BR∗j , azaz A = BR.

Egy mátrix fenti A = BR alakú felbontását bázisfelbontásnak nevezzük.
4.12. példa: Bázisfelbontás. Határozzuk meg az alábbi mátrix bá-
zisfelbontását, és magyarázzuk meg a két mátrix oszlopainak jelentését!

A =

1 2 3 4 5
2 4 5 7 11
1 2 7 0 −11

 .
Megoldás. Az A mátrix redukált lépcsős alakja:

A =

1 2 3 4 5
2 4 8 6 2
1 2 7 0 −11

 =⇒

1 2 0 7 17
0 0 1 −1 −4
0 0 0 0 0

 .
E mátrix első két sora alkotja az R és az A mátrix első és harmadik
oszlopa a B mátrixot, így a felbontás

A =

1 2 3 4 5
2 4 8 6 2
1 2 7 0 −11

 =

1 3
2 8
1 7

[1 2 0 7 17
0 0 1 −1 −4

]
= BR.

Ellenőrizzük, hogy az R oszlopai az A oszlopvektorainak koordinátás
alakjai a B oszlopai alkotta bázisban, azaz

[v]E = B[v]B ,

ahol az E indexszel a standard, B-vel a B mátrix oszlopai alkotta bázis-
beli koordinátás alakját jelöltük ugyanannak a vektornak. Például4

6
0

 =

1 3
2 8
1 7

[ 7
−1

]
, azaz [a4]E =

4
6
0

, [a4]B =
[

7
−1

]
, (4.3)

ahol a4 az A negyedik oszlopvektora. �
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4.13. példa: Nulltér bázisa. Határozzuk meg az alábbi mátrix null-
terének bázisát! 1 2 3 4 5

2 3 5 7 11
0 1 1 1 −1


Megoldás. A nulltér, azaz a mátrixhoz tartozó homogén lineáris egyen-
letrendszer megoldásainak tere könnyen leolvasható a redukált lépcsős
alakból.1 2 3 4 5

2 3 5 7 11
0 1 1 1 −1

⇒
1 2 3 4 5

0 1 1 1 −1
0 0 0 0 0

⇒
1 0 1 2 7

0 1 1 1 −1
0 0 0 0 0

 .
A szabad változókhoz rendelt paraméterek legyenek x3 = t1, x4 = t2,
x5 = t3, amiből x1 = −t1 − 2t2 − 7t3 és x2 = −t1 − t2 + t3. Innen

x1

x2

x3

x4

x5

 = t1


−1
−1

1
0
0

+ t2


−2
−1

0
1
0

+ t3


−7

1
0
0
1

 =


−1 −2 −7
−1 −1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 1


t1t2
t3

 ,
azaz a nullteret három vektor feszíti ki. Vegyük észre, hogy a redukált
lépcsős alak blokkszerkezete [

I2 S
O O

]
és a megoldás

x =
[
−S
I3

]
t

alakú, ahol t a paraméterek vektora. Itt csak annyi a kérdés, hogy a null-
teret kifeszítő három vektor független-e. Ez jól látszik a három vektorból
képzett mátrixon, mivel annak alsó blokkja I3, ami három független osz-
lopvektorból áll, és ezek akkor is függetlenek maradnak, ha eléjük további
koordinátákat illesztünk. �

4.14. tétel: A megoldás felírása blokkmátrixokkal. Az egy-
szerűség kedvéért tegyük fel, hogy az r rangú A mátrix első r oszlopa
lineárisan független – ez oszlopcserékkel mindig elérhető. Jelölje Br az
A első r oszlopából álló mátrixot, és legyen az [A|b] bővített mátrix
redukált lépcsős alakja [

Ir S dr
O O 0

]
,

ahol dr egy r-dimenziós vektor. Ekkor az Ax = b egyenletrendszer
megoldható, és megoldása

x =
[
dr
0s

]
+
[
−S
Is

]
ts,

ahol s a szabad változók száma, azaz s = n− r, és ts a szabad paramé-
terek vektora, ráadásul A = Br[Ir|S] és b = Brdr.

Bizonyítás. Mivel [Ir|S] az A redukált lépcsős alakja, ezért ennek bár-
mely oszlopa az A mátrix azonos sorszámú oszlopának koordinátás alakja
az Br oszlopvektoraiban, mint bázisban felírva. Ez épp azt jelenti, hogy
A = Br[Ir|S]. Ez az oszloptér bármely oszlopára, így b-re is igaz, hisz
[A|b] redukált lépcsős alakja szerint az egyenletrendszer megoldható, így
b eleme az oszloptérnek. Eszerint tehát b = Brdr.
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Az, hogy minden megoldás fölírható ilyen alakba, a Gauss – Jordan-
módszerből következik. Meg kell még mutatni, hogy a tételben felírt x
vektor valóban megoldás.

Ax = Br

[
Ir S

]([dr
0s

]
+
[
−S
Is

]
ts
)

= Br (dr − Sts + Sts) = Brdr
= b.

Ez bizonyítja az állítást. �

4.15. tétel: A nulltér bázisa. Tegyük fel, hogy az r rangú A
mátrix első r oszlopa lineárisan független – ez oszlopcserékkel mindig
elérhető. Legyen az A mátrix redukált lépcsős alakja[

Ir S
O O

]
.

Ekkor az Ax = 0 homogén lineáris egyenletrendszer megoldása

x =
[
−S
Is

]
ts,

ahol s = n−r a szabad változók száma, és a [−S
Is

] mátrix oszlopvektorai
a nulltér bázisát alkotják.

Bizonyítás. A bizonyítás közvetlen következménye a 4.14. tételnek, csak
azt kell belátni, hogy [−S

Is
] oszlopvektorai a nulltér bázisát alkotják. Ez

abból következik, hogy egyrészt kifeszítik a nullteret, másrészt lineári-
san függetlenek, hisz az alsó blokkban lévő Is mátrix oszlopai lineárisan
függetlenek. �

Dimenzió és rang. Az előzőekben bázist kerestünk egy altérhez. Azt
tapasztaltuk, hogy a bázis mindig ugyanannyi vektorból állt. Ez nem
véletlen. Egy különösen fontos tétel következik.

4.16. tétel: Bázis-tétel. Tekintsük a Tn vektortér egy tetszőleges
alterét. Ennek bármely két bázisa azonos számú vektorból áll.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy Tn-nek van olyan A altere, és annak két
olyan bázisa,

V = {v1,v2, . . . ,vk }, és W = {w1,w2, . . . ,wr }.

melyek nem ugyanannyi vektorból állnak, azaz például k < r. Mivel V
bázis A-ban, ezért a W bázis vektorai is kifejezhetők lineáris kombináci-
óikként, azaz léteznek olyan aij skalárok, hogy

wi = ai1v1 + ai2v2 + . . .+ aikvk, (i = 1, . . . , r). (4.4)

Mivel a W bázis vektorai lineárisan függetlenek, ezért a

c1w1 + c2w2 + . . .+ crwr = 0 (4.5)

egyenlőség csak a c1 = c2 = . . . = ck = 0 konstansokra áll fenn. A (4.4)
egyenlőségeit a (4.5) egyenletbe helyettesítve

c1(a11v1 + a12v2 + . . .+ a1kvk) + c2(a21v1 + a22v2 + . . .+ a2kvk) +
. . .+ cr(ar1v1 + ar2v2 + . . .+ arkvk) = 0,

aminek V vektorai szerinti rendezése után kapjuk, hogy

(a11c1 + a21c2 + . . .+ ar1cr)v1 + (a12c1 + a22c2 + . . .+ ar2cr)v2 +
. . .+ (a1kc1 + a2kc2 + . . .+ arkcr)vk = 0.
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Ez azt jelenti, hogy a homogén lineáris

a11c1 + a21c2 + . . .+ ar1cr = 0
a12c1 + a22c2 + . . .+ ar2cr = 0

...
...

...
a1kc1 + a2kc2 + . . .+ arkcr = 0

egyenletrendszernek a c1 = c2 = . . . = ck = 0 az egyetlen megoldása.
Ez viszont a 2.36. tétel szerint nem teljesülhet, mivel a fenti homogén
egyenletrendszer egyenleteinek száma kisebb ismeretlenjei számánál (k <
r). Ez az ellentmondás bizonyítja, hogy indirekt feltevésünk helytelen
volt, tehát valóban, egy altér bármely két bázisa azonos számú vektorból
áll. �

Ha a háromdimenziós térben tekintünk egy origón átmenő síkot, lát-
juk, hogy bármely két független vektora kifeszíti. Azaz minden bázisa
kételemű. Ha egy origón átmenő egyenest tekintünk, azt minden nem-
nulla vektora, mint egyelemű bázisa, kifeszíti. A hétköznapi életben is
használt fogalom, a dimenzió, megegyezik a bázis elemszámával. Miután
egy altér minden bázisa azonos elemszámú, értelmes a következő definíció:

4.17. definíció: Dimenzió. A Tn tér egy A alterének dimenzióján
egy bázisának elemszámát értjük, és e számot dimA-val jelöljük.

A Tn altere saját magának, és standard bázisa épp n vektorból áll, így
dim Tn = n. A nullvektorból álló altérben nincsenek független vektorok,
így dimenziója 0.

Adott véges sok Tn-beli vektor által kifeszített altér dimenzióját úgy
határozhatjuk meg, hogy meghatározzuk a vektorokból képzett mátrix
rangját. Igaz ugyanis a következő állítás:

4.18. állítás: Dimenzió = rang. Egy mátrix rangja, sorterének
dimenziója és oszlopterének dimenziója megegyezik. Ebből következőleg
rang(A) = rang(AT ).

Bizonyítás. A mátrix rangja megegyezik lépcsős alakjában lévő nem-
zérus sorainak számával. A 4.7. tétel szerint viszont e sorok lineárisan
függetlenek és kifeszítik a sorteret, tehát bázist alkotnak, így számuk
a sortér dimenzióját adja. Az oszloptérről láttuk, hogy a főelemeknek
megfelelő oszlopok az eredeti mátrixban lineárisan függetlenek és kifeszí-
tik az oszlopteret, tehát e tér dimenziója is a mátrix rangjával egyezik
meg. Az utolsó állítás abból következik, hogy A sortere megegyezik AT

oszlopterével. �

4.19. definíció: Vektorrendszer rangja. Egy Tn-beli vektorok-
ból álló vektorrendszer rangján a vektorokból képzett mátrix rangját,
vagy ami ezzel egyenlő, az általuk kifeszített altér dimenzióját értjük.

4.20. példa: Dimenzió kiszámítása. Határozzuk meg az A mátrix
sorterének és nullterének dimenzióját!

A =


3 3 3 3 3
3 4 5 4 3
3 2 1 2 3
3 3 3 3 3


Megoldás. Az A redukált lépcsős alakja

A =


1 0 −1 0 1
0 1 2 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


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Innen leolvasható, hogy a mátrix rangja 2, így sorterének dimenziója is
2. A nulltér dimenziója megegyezik az egyenletrendszer megoldásterének
dimenziójával, ami megegyezik a szabad változók számával, esetünkben
ez 3. Vegyük észre, hogy a sortér és a nulltér dimenziójának összege
megegyezik a változók számával, azaz a mátrix oszlopainak számával,
jelen példában 5-tel. �

4.21. tétel: Dimenziótétel. Bármely A ∈ Tm×n mátrix esetén a
sortér dimenziójának és a nulltér dimenziójának összege n.

Az angol nyelvű szakirodalomban szokás az A mátrix sorterét row(A)-
val, nullterét null(A)-val jelölni. E jelöléssel a tétel állítása:

dim(row(A)) + dim(null(A)) = n.

Bizonyítás. A mátrix sorterének dimenziója megegyezik a mátrix rang-
jával, azaz az Ax = 0 egyenletrendszerben a kötött változók számával,
míg a nulltér a szabad változók számával (ld. 4.15). Ezek összege n. �

A sortér és a nulltér egy másik fontos tulajdonsággal is rendelkezik:
merőlegesek egymásra. Ez lehetővé teszi, hogy ha ismerjük e két tér
egyikét, a másikat egyértelműen meghatározhassuk. Erre a későbbi feje-
zetekben visszatérünk.

4.22. definíció: Alterek merőlegessége. Azt mondjuk, hogy a
Tn tér két altere merőleges egymásra, ha az egyik minden vektora me-
rőleges a másik minden vektorára.

4.23. állítás: Sortér és nulltér merőlegessége.. Egy mát-
rix sorterének minden vektora merőleges nullterének minden vektorára,
azaz sortere és nulltere merőlegesek egymásra.

Bizonyítás. Legyen A ∈ Tm×n. Az A nullterének vektorai megoldásai
az Ax = 0 homogén lineáris egyenletrendszernek, azaz A minden sorvek-
tora merőleges minden megoldásvektorra. Ha viszont minden sorvektor
merőleges, akkor azok tetszőleges lineáris kombinációi is, ugyanis ha x
egy tetszőleges megoldásvektor, akkor

(c1a1∗ + c2a2∗ + . . .+ cmam∗)x = c1a1∗x + c2a2∗x + . . .+ cmam∗x = 0,

azaz minden megoldás merőleges a sortér minden vektorára. �

Elemi bázistranszformáció*. Az előző paragrafusban azt láttuk, hogy
az elemi sorműveletek eredményeként az eredeti mátrix oszlopainak egy
másik bázisban felírt koordinátás alakját kapjuk meg. Ezt a paragra-
fust arra szánjuk, hogy a vektortér struktúrája felől is megértsük, mi
történik akkor, amikor a mátrix egy oszlopában főelemet (pivotelemet)
választunk, és oszlopának többi elemét elimináljuk. A folyamat lényege
egy kétoszlopos mátrixon is jól szemléltethető. Az egyszerűség kedvéért
a két oszlop legyen az a és a b vektor, a bázist, melyben e vektorok meg
vannak adva, legyen a standard bázis. Tegyük fel, hogy ai 6= 0. Ekkor
az ai pozícióját választva, a kiküszöbölés eredményeként a következőket
kapjuk. 

a1 b1
a2 b2
...

...
ai bi
...

...
am bm


=⇒



0 b1 − bi

ai
a1

0 b2 − bi

ai
a2

...
...

1 bi

ai

...
...

0 bm − bi

ai
am


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Tudjuk, az oszlopok az elemi sorműveletek után az eredeti vektorokat
adják egy másik bázisban. Az a vektor nyilvánvalóan egy olyan bázis-
ban lett felírva, amelyben szerepel az a vektor is, mégpedig ez az i-edik
bázisvektor. Megmutatjuk, hogy mindkét oszlop az

e1, e2, . . . , ei−1,a, ei + 1, . . . , em

bázisban lett felírva. Az a vektorra ez nyilván igaz. Nézzük a bb vektort!
Fejezzük ki az ei vektort az a = a1e1 + . . .+aiei+ . . .+amem felírásból:

ei = − 1
ai
a1e1 −

1
ai
a2e2 − . . .+

1
ai

a− . . .− 1
ai
amem.

Ezt behelyettesítjük a b = b1e1 + . . .+ biei + . . .+ bmem kifejezésbe:

b = (b1 −
bi
ai
a1)e1 + (b2 −

bi
ai
a2)e2 + . . .+

bi
ai

a + . . .+ (bm −
bi
ai
am)em.

Tehát valóban, a b koordinátás alakja e módosított bázisban épp az, amit
az eredeti mátrix eliminálása után kaptunk a második oszlopban. Az
imént tárgyalt lépést elemi bázistranszformációnak nevezzük, mert egy
másik bázisra való áttérés egy elemi lépésének tekintjük, amikor egyetlen
bázisvektort cserélünk ki. A történtek szemléltetésére a mátrixot fejléccel
együtt egy táblázatba írjuk, a sorok elé az e1, . . . , em bázisvektorok, az
oszlopok fölé az oszlopvektorok neve kerül.

a b
e1 a1 b1
e2 a2 b2
...

...
...

ei ai bi
...

...
...

em am bm

=⇒

a b
e1 0 b1 − bi

ai
a1

e2 0 b2 − bi

ai
a2

...
...

...
a 1 bi

ai

...
...

...
em 0 bm − bi

ai
am

Összefoglalva és egyúttal általánosabban megfogalmazva a fentieket:

4.24. tétel: Elemi bázistranszformáció. Tegyük fel, hogy az a
vektor E = { e1, . . . , em } bázisra vonatkozó i-edik koordinátája ai 6= 0.
Ekkor az E által generált E altérnek az

e1, e2, . . . , ei−1,a, ei + 1, . . . , em

vektorok is bázisát alkotják. Az E egy tetszőleges b vektorának koor-
dinátás alakja megkapható e bázisban elemi sorműveletekkel, ha ai-t
választjuk főelemnek.

Az elemi bázistranszformáció alkalmas arra, hogy a bázisok változásán
keresztül egy más nézőpontból világítsa meg a redukált lépcsős alakra
hozással megoldható feladatokat. Példaként vizsgáljuk meg, mi történik
egy egyenletrendszer megoldásakor. Megjegyezzük, hogy itt nincs szük-
ség sorcserére, mert egy oszlopból szabadon választhatunk olyan sort,
amelynek fejlécében még az eredeti bázisvektor szerepel.
4.25. példa: Egyenletrendszer megoldása elemi bázistransz-
formációval. Oldjuk meg a 2.14. és a 2.22. példában megoldott egyen-
letrendszert elemi bázistranszformációval.
Megoldás. A táblázatokat egybefűzzük, a sorok fejlécein mindig jelez-
zük az aktuális bázist, az oszlopok fejléceit a jobb érthetőség végett min-
dig kiírjuk, a kiválasztott főelemeket külön jelöljük:

a1 a2 a3 b a1 a2 a3 b a1 a2 a3 b a1 a2 a3 b
e1 1 1 2 0 a1 1 1 2 0 a1 1 0 3 −5 a1 1 0 0 1
e2 2 2 3 2 e2 0 0 −1 2 e2 0 0 −1 2 e2 0 0 0 0
e3 1 3 3 4 e3 0 2 1 4 e3 0 0 3 −6 a3 0 0 1 −2
e4 1 2 1 5 e4 0 1 −1 5 a2 0 1 −1 5 a2 0 1 0 3
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A táblázaton kicsit lehet egyszerűsíteni, azt az oszlopot, amelyben már
csak egy standard egységvektor van, felesleges kiírni, az oszlopok és a
sorok fejléceibe pedig elég csak azt a változót írni, amelyik a bázisba vett
oszlopvektorhoz tartozik. Így a következőt kapjuk:

x y z b y z b z b b
1 1 2 0 x 1 2 0 x 3 −5 x 1
2 2 3 2 0 −1 2 −1 2 0
1 3 3 4 2 1 4 3 −6 z −2
1 2 1 5 1 −1 5 y −1 5 y 3

Az egyenletrendszer megoldása tehát x = 1, y = 3, z = −2. �

Áttérés másik bázisra. Az előző paragrafusokban a bázis cseréjével fog-
lalkoztunk, a standard bázisból áttértünk egy másikra, vagy fordítva. Azt
láttuk, hogy ha B egy m× r-es r rangú mátrix, akkor az oszlopvektorai,
mint bázis által kifeszített altér egy v vektorának e bázisbeli [v]B koor-
dinátás alakjából a standard [v]E koordinátás alak egy egyszerű mátrix-
szorzással megkapható, nevezetesen

[v]E = BE←B [v]B . (4.6)

ahol a B mátrix indexébe tett E ← B a B oszlopvektorainak bázisából
a standard bázisra való áttérésre utal. A visszafelé mutató nyíl a képlet
könnyebb megjegyezhetőségét segíti.

Például a 4.12. példabeli (4.3) képlet épp erre az összefüggésre példa.
A továbbiakban – egyszerűsítendő a dolgunkat – csak Tn két bázisá-

nak vizsgálatára szorítkozunk. Legyen

B = {b1,b2, . . . ,bn } és C = { c1, c2, . . . , cn }

e tér két bázisa. Írjuk fel ugyanannak a v vektornak koordinátás alakját
mindkét bázisban. Köztük nyilván fönnáll a [v]C = BC←B [v]B össze-
függés, ha a BC←B mátrix oszlopai a B bázis vektorait tartalmazzák a
C bázisban fölírva. Ez azért igaz, mert a [v]B vektorral való szorzás a
BC←B mátrix oszlopainak épp azt a lineáris kombinációját számítja ki,
amit keresünk, és mindezt a C bázisban kifejezve.

Például a mellékelt ábrán

v =
[
−1
1

]
B

=
[
3
2

]
C

, b1 =
[
−2
1

]
C

, b2 =
[
1
3

]
C

.

A BC←B = [b1 b2] mátrixszal valóban fönnáll a [v]C = BC←B [v]B
összefüggés: [

3
2

]
C

=
[
−2 1

1 3

] [
−1

1

]
B

.??? ide jön két ábra a mellékelt
szöveghez ??

4.1. ábra. A v vektor koordinátás
alakja két különböző bázisban 4.26. tétel: Bázistranszformáció. Legyen Tn két bázisa B és C.

Egyetlen olyan n × n-es BC←B mátrix létezik, melyet bármely v vek-
tor B-beli koordinátás alakjával megszorozva a v vektor C-beli alakját
kapjuk, azaz [v]C = BC←B [v]B . E BC←B mátrix oszlopai a B bázis
vektorainak C-beli koordinátás alakjai. A C-ről B-re való áttérés mát-
rixa a B-ről C-re való áttérés mátrixának inverze, azaz BB←C = B−1

C←B .

Bizonyítás. ??? �

4.27. példa: Bázistranszformáció. Legyen a háromdimenziós tér-
beli U = {u1,u2,u3} bázis vektorainak a V bázisra vonatkozó koordiná-
tás alakja u1 = (1, 1, 1)V , u2 = (1, 2, 3)V , u3 = (1, 4, 6)V . Határozzuk
meg az a = (2, 0, 4)U vektor V bázis szerinti, valamint a b = (−1, 2, 1)V
vektor U bázis szerinti koordinátás alakját.
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Megoldás. Az a = (2, 0, 4)U vektor V -beli alakja a bázisvektorok V -
beli alakjával azonnal felírhatóak:

a =

2
0
4


U

= 2u1 + 4u3 = 2

1
1
1


V

+ 4

1
4
6


V

=

 6
18
26


V

.

Ugyanezt kapjuk az áttérés mátrixával való szorzás után is:

a =

1 1 1
1 2 4
1 3 6


V←U

2
0
4


U

=

 6
18
26


V

.

Az inverz bázistranszformáció mátrixa

BU←V =

1 1 1
1 2 4
1 3 6

−1

V←U

=

 0 3 −2
2 −5 3
−1 2 −1


U←V

.

Ezt fölhasználva

b =

 0 3 −2
2 −5 3
−1 2 −1


U←V

−1
2
1


V

=

 4
−9

4


U

.

1• Példa egy testre. Jelölje Q(
√

2) az összes a+b
√

2 alakú
számok halmazát, ahol a és b racionális számok, azaz
a, b ∈ Q. Mutassuk meg, hogy Q(

√
2) a szokásos össze-

adás és szorzás műveletekkel testet alkot.

Megoldás. Mivel Q(
√

2) elemei egyúttal valós számok is,
így a definíció 2-4. azonosságai fennállnak, elég csak az 1.-
et igazolni. Ehhez be kell látni, hogy két Q(

√
2)-beli szám

összege és szorzata is Q(
√

2)-beli. Ezt az

(a+ b
√

2) + (c+ d
√

2) = (a+ c) + (b+ d)
√

2,

és az

(a+ b
√

2)(c+ d
√

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√

2,

összefüggések igazolják. �
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4.2. Lineáris leképezések

Minden A mátrixhoz tartozik egy x 7→ Ax leképezés. Ez azonban nem
csak egyszerűen jellemzi a mátrixot, hanem túl is mutat rajta.

A mátrixtranszformáció tulajdonságai. Mátrixtranszformáción az x 7→
Ax leképezést értjük. Egy m× n-es A ∈ Tm×n mátrixhoz így egy Tn →
Tm leképezés tartozik, ugyanis ha x ∈ Tn és y = Ax, akkor y ∈ Tm.

4.28. példa: Vektori szorzással definiált mátrixtranszfor-
máció. Legyen a = (a1, a2, a3) egy adott R3-beli vektor. Legyen A
az a transzformáció, mely a tér tetszőleges x vektorához az a×x vektort
rendeli. Tehát

A : R3 → R3 : x 7→ a× x.

Mutassuk meg, hogy az A függvény egy mátrixtranszformáció, azaz léte-
zik egy olyan A mátrix, hogy A(x) = Ax.

Megoldás. Az a× x vektori szorzat koordinátás alakban:

y = a×x = (a1, a2, a3)×(x1, x2, x3) = (a2x3−a3x2, a3x1−a1x3, a1x2−a2x1).

Az eredményből azonnal látszik, hogy e transzformáció mátrixtranszfor-
máció, hisz y minden koordinátája x koordinátáinak lineáris kifejezése. A
vektorokat oszlopvektor alakba írjuk, és x koordinátái szerint rendezzük:

a× x =

a1

a2

a3

×
x1

x2

x3

 =

 − a3x2 + a2x3

a3x1 − a1x3

− a2x1 + a1x2


Innen azonnal leolvasható a transzformáció mátrixa, és fölírható a transz-
formáció mátrixszorzatos alakja:

a× x =

 0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0

x1

x2

x3

.
E feladatra később még többször visszatérünk. �

Műveletek mátrixtranszformációk között. Amátrixtranszformációk Tn-
ből Tm-be képző függvények, így a köztük lévő műveleteket nem kell
definiálni, azokat ismerjük. Az a kérdés, hogy van-e kapcsolat a mát-
rixműveletek és a mátrixokhoz tartozó transzformációk közti műveletek
között! Például ha A és B az A és B mátrixokhoz tartozó transzformá-
ció, azaz A : x 7→ Ax és B : x 7→ Bx, akkor igaz-e, hogy A + B-hez az
A+B tartozik?

4.29. tétel: Mátrixtranszformációk műveletei. Legyen A, B
és C háromm×n-es mátrix, legyen A, B és C a hozzájuk tartozó három
mátrixtranszformáció és legyen c egy skalár. Ekkor
1) A + B = C pontosan akkor igaz, ha A+B = C, és
2) cA = C pontosan akkor igaz, ha cA = C.
Ha X, Y és Z típusa rendre m× k, k × n, illetve m× n, és X, Y és Z
a hozzájuk tartozó három mátrixtranszformáció, akkor
3) XY = Z pontosan akkor igaz, ha X ◦ Y = Z, azaz mátrixok szor-

zásának a függvények kompozíciója felel meg.

Bizonyítás. A bizonyítások a mátrixműveletek tulajdonságaiból követ-
keznek. Ott, ahol valamelyik mátrixazonosságot használjuk, az egyen-
lőség fölé egy M-betűt írunk, ahol pedig a függvények közti műveletek
definícióit használjuk, ott egy F-betűt:
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1) (A+B)x F= Ax +Bx = Ax + Bx M= (A + B)x = Cx = Cx.
2) (cA)x F= c(Ax) = c(Ax) = (xA)x = Cx = Cx.
3) (X ◦ Y )x = X(Y x) = X(Yx) = X(Yx) M= (XY)x = Zx = Zx. �

Az f : Tn → Tn függvénynek a g : Tn → Tn függvény inverze, ha min-
den x ∈ Tn helyen (f(g(x)) = x és (g(f(x)) = x, azaz ha kompozícióik
az f ◦ g és a g ◦ f függvények megegyeznek az identikus leképezéssel.

4.30. állítás: Inverz mátrixtranszformációk. Ha az n×n-es A
mátrix inverze B, akkor e két mátrixhoz rendelt A : Tn → Tn : x 7→ Ax
és B : Tn → Tn : x 7→ Bx lineáris transzformációk inverz leképezések.

Bizonyítás. Az állítást igazolja, hogy

A(B(x)) = A(Bx) = A(Bx) = (AB)x = Ix = x,

és
B(A(x)) = B(Ax) = B(Ax) = (BA)x = Ix = x.

Mátrixtranszformációk tulajdonságai. Ez a paragrafus arra az igen fon-
tos tényre épül, hogy a mátrixtranszformációk megőrzik a lineáris kombi-
nációkat, azaz egy lineáris kombináció transzformáltja a vektorok transz-
formáltjainak azonos lineáris kombinációjával egyenlő.

4.31. tétel: A lineáris kombinációt megőrző Tn → Tm leké-
pezések. Legyen A : Tn → Tm egy tetszőleges leképezés. A következő
három állítás ekvivalens.

(a) Létezik egy olyan m×n-es A mátrix, hogy az A leképezés megegye-
zik az x 7→ Ax leképezéssel, azaz A mátrixtranszformáció.

(b) Az A leképezés homogén és additív, azaz tetszőleges x,y ∈ Tn
vektorokra és c ∈ T skalárra

1. A(cx) = cA(x) (A homogén),
2. A(x + y) = A(x) +A(y) (A additív).

(c) Az A leképezés megőrzi a lineáris kombinációkat, azaz tetszőleges
x,y ∈ Tn vektorokra és c, d ∈ T skalárokra A(cx + dy) = cA(x) +
dA(y).

Bizonyítás. (a) ⇒ (b): Ha van olyan A mátrix, hogy minden x vek-
torra Ax = Ax, akkor

A(cx) = A(cx) = cAx = cAx, és
A(x + y) = A(x + y) = Ax + Ay = Ax +Ay.

(b) ⇒ (c): Ha A homogén és additív, akkor

A(cx + dy) = A(cx) +A(dy) = cAx + dAy,

ahol az első egyenlőségnél az A additivitását, a másodiknál a homogeni-
tását használtuk.

(c) ⇒ (a): Tekintsük Tn standard bázisát és az Aei vektorokból kép-
zett A = [Ae1|Ae2| . . . |Aen] mátrixot, valamint legyen az x ∈ Tn egy
tetszőleges vektor. Ha A olyan leképezés, mely megőrzi a lineáris kombi-
nációkat, akkor

Ax = A(x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen)
= x1Ae1 + x2Ae2 + . . .+ xnAen

=
[
Ae1 Ae2 . . . Aen

]

x1

x2

...
xn


= Ax



FEJEZET 4. MÁTRIXOK JELLEMZÉSE 146

Tehát valóban létezik olyan A mátrix, hogy Ax = Ax. Ráadásul ilyen
mátrix csak ez az egy van, mert bármely ei bázisvektorra és bármely A
mátrixra Aei = A∗i, tehát az A∗i oszlopvektor csak Aei lehet. �

Megjegyzések:

I A (c) pont csak két vektor lineáris kombinációjáról szól, de ebből
indukcióval adódik bármely lineáris kombinációra is az állítás. Ezt a
bizonyításban ki is használtuk.
I Az A leképezés x vektoron való hatásának eredményére az A(x) és az
Ax jelölés is használatos.
I E tétel (b) és (c) pontja lehetővé teszi a mátrixtranszformáció általá-
nosítását. Ezt tesszük a következő definícióban.

4.32. definíció: Lineáris leképezés. Legyen V , V1 és V2 mind-
egyike olyan halmaz, melyen értelmezve van egy összeadás és egy T-beli
skalárral való szorzás művelet. Azt mondjuk, hogy egy A : H1 → H2

leképezés lineáris, ha homogén és additív, azaz ha tetszőleges x,y ∈ H1

elemekre és c ∈ T skalárra A(cx) = cA(x), és A(x + y) = A(x) +A(y).
Az A : H → H lineáris leképezéseket lineáris transzformációnak is ne-
vezzük.

4.33. példa: A deriválás és integrálás lineáris leképezés. Le-
gyen H1 az összes R-en értelmezett és ott differenciálható függvény
halmaza, H2 pedig az összes R-en értelmezett függvény halmaza. A
D : H1 → H2 : f 7→ Df = f ′ leképezés lineáris, ugyanis minden c ∈ R
skalárra és tetszőleges f, g ∈ H1 függvényre

D(cf) = (cf)′ = cf ′ = cDf, és D(f+g) = (f+g)′ = f ′+g′ = Df+Dg.

Hasonló összefüggések állnak fönn az integrálokra is, például legyen H1 a
[0, 1] intervallumon Remann-integrálható függvények halmaza, és legyen
H2 = R. Ekkor az f 7→

∫ 1

0
f leképezés lineáris, ugyanis tetszőleges c ∈ R

skalárra és tetszőleges f, g ∈ H1 függvényre∫ 1

0

cf = c

∫ 1

0

f, és
∫ 1

0

(f + g) =
∫ 1

0

f +
∫ 1

0

g.

4.34. példa: Síkbeli forgatás, tükrözés, vetítés. Mutassuk
meg, hogy a síkbeli vektorok egy rögzített O pont körüli forgatása, egy
egyenesre való tükrözése és merőleges vetítése lineáris leképezés.
Megoldás. A síkbeli vektorok pont körüli forgatása lineáris leképezés.
Könnyen belátható, hogy egy tetszőleges O pont körül α szöggel elfor-
gatva egy v vektort reprezentáló irányított szakaszokat, azok mind ugyan-
annak a w vektornak lesznek a reprezentánsai. Ezt a vektort tekintjük a
v vektor elforgatottjának. Ugyancsak könnyen látható, hogy egy vektor
c-szeresének (c ∈ R) elforgatottja megegyezik a vektor elforgatottjának c-
szeresével, valamint hogy két vektor összegének elforgatottja megegyezik
a vektorok elforgatottjainak összegével.

??? ide jön az elforgatottról a rajz

4.2. ábra. A pont körüli elforgatás li-
neáris leképezés Hasonlóan egyszerűen látszik, hogy egy egyenesre való tükrözés egy

vektor c-szeresét a vektor tükörképének c-szeresébe viszi, és két vektor
összegét a két vektor tükörképének összegébe.??? ide jön az tükrözésről a rajz

4.3. ábra. Az egyenesre való tükrözés
lineáris leképezés

??? ide jön az tükrözésről a rajz

4.4. ábra. Az egyenesre való merőle-
ges vetítés lineáris leképezés

Végezetül ugyanígy megmutatható, hogy egy egyenesre való merőleges
vetítés egy vektor c-szeresét a vektor vetületének c-szeresébe viszi, és két
vektor összegét a két vektor vetületének összegébe. �

Lineáris leképezések mátrixa. A 4.31. tétel bizonyításában megkonst-
ruáltuk egy lineáris A : Tn → Tm leképezéshez azt a mátrixot, mely ezt a
leképezést generálja, nevezetesen bizonyítottuk, hogy minden x vektorra

Ax = [Ae1|Ae1| . . . |Aen]x.
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4.35. példa: A forgatás mátrixa. Írjuk fel a sík vektorait egy pont
körül α szöggel elforgató leképezés mátrixát!
Megoldás. A 4.34. példa szerint a forgatás lineáris leképezés, így van
mátrixa, melynek alakja [Ai Aj], ahol i és j jelöli az R2 standard bázisának
elemeit.

x

y

(cosα, sinα)
(− sinα, cosα)

α

α

4.5. ábra. Az i és j vektorok α szöggel
való elforgatottjai

Az Ai vektor megegyezik i elforgatottjával, ami könnyen meghatároz-
ható, ha az origó körül forgatunk. Ai = [ cosα

sinα ]. A j vektor α szöggel való
elforgatottja megegyezik az Ai vektor π/2 szöggel való elforgatottjával,
azaz Aj = [− sinα

cosα ]. Így az A-hoz tartozó mátrix

A =
[
Ai Aj

]
=
[
cosα − sinα
sinα cosα

]
Tehát bármely x vektor α szöggel való elforgatottja Ax = [ cosα − sinα

sinα cosα ]x.�

4.36. példa: Tükrözés mátrixa. Írjuk fel annak a leképezésnek a
mátrixát, mely a sík vektorait egy egyenesre tükrözi!
Megoldás. a 4.34. példa szerint a tükrözés lineáris leképezés. A vek-
torok tükörképe csak a tükrözés tengelyének állásától, például az első
koordinátatengellyel bezárt szögétől függ. Legyen ez a szög α/2. Az i és
a j vektorok képét könnyen megkapjuk, ha a tükrözés tengelye átmegy
az origón.

x

y

(cosα, sinα)

(sinα,− cosα)

α

α

�

4.6. ábra. Az i és j vektorok egy egye-
nesre való tükörképe

A mellékelt ábráról leolvasható, hogy i tükörképe Ai = [ cosα
sinα ], míg a

j vektoré Aj = [ sinα
− cosα ]. Így a sík vektorait az első tengellyel α/2 szöget

bezáró egyenesre tükröző leképezés mátrixa [ cosα sinα
sinα − cosα ].

4.37. példa: Merőleges vetítés mátrixa. Írjuk fel a sík vektorait
egy egyenesre merőlegesen vetítő leképezés mátrixát!
Megoldás. Két megoldást is adunk.

Első megoldás: a 4.34. példa szerint a merőleges vetítés lineáris le-
képezés. Az előző példához hasonlóan elég egy origón átmenő egyenest
vizsgálni.

x

y

α

(sinα cosα, sin2 α)

(cos2 α, sinα cosα)

4.7. ábra. Az i és j vektorok merőleges
vetülete

A bizonyítás leolvasható a mellékelt ábráról, hisz az ott látható két de-
rékszögű háromszög befogóinak hossza cosα, illetve sinα, és így például
a cosα hosszú szakasz két tengelyvetülete cos2 α és cosα sinα hosszú,
tehát i képe [ cos2 α

cosα sinα
] [

cos2 α sinα cosα
sinα cosα sin2 α

]
Második megoldás: Az 1.18. tétel szerint ha a és b a sík két vektora,

és b 6= 0, akkor a-nak a b = [ b1b2 ] egyenesére eső merőleges vetülete

projb a =
a · b
b · b

b.

Eszerint i és j vetülete

projb i =
i · b
b · b

b =
1

b21 + b22

[
b21
b1b2

]
és projb j =

j · b
b · b

b =
1

b21 + b22

[
b1b2
b22

]
.

E két vektor egymás mellé írásával kapott mátrix

1
b21 + b22

[
b21 b1b2
b1b2 b22

]
.

A két eredmény megegyezik, azaz

1
b21 + b22

[
b21 b1b2
b1b2 b22

]
=
[

cos2 α sinα cosα
sinα cosα sin2 α

]
.

ugyanis ha a b vektor x-tengellyel bezárt szöge α, akkor cosα = b1/
√
b21 + b22,

és sinα = b2/
√
b21 + b22. �
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???
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4.3. Determináns

Egy valós négyzetes mátrix sorvektorai által kifeszített parallelepipedon
térfogata jó jellemezője lehet a mátrixnak. Ehhez közel áll a determi-
náns fogalma, mely egy négyzetes mátrixokon értelmezett skalárértékű
függvény. E skalár könnyen kiszámolható az elemi sorműveletekkel. A
determináns fontos tulajdonságainak egyike, hogy pontosan akkor nulla,
ha sorvektorai lineárisan összefüggők.

A determináns a mátrix egy igen fontos, és sokhelyütt használt jellem-
zője. Fogalmát egy egyszerű és szemléletes fogalom, a parallelepipedon
előjeles térfogatának segítségével fogjuk bevezetni.

Parallelogramma előjeles területe. A 4.39. példában láttuk, hogy az
(a, b) és a (c, d) vektorok által kifeszített parallelogramma területe |ad−
bc|, és hogy ad−bc pontosan akkor pozitív, ha az (a, b) és a (c, d) vektorok
jobbrendszert alkotnak, és pontosan akkor negatív, ha az (a, b) és a (c, d)
vektorok balrendszert alkotnak. Ez vezet a következő definícióhoz:

4.38. definíció: Parallelogramma előjeles (vagy irányí-
tott) területe. Két síkbeli vektor által kifeszített parallelogramma
előjeles területén a területét értjük, ha a két vektor jobbrendszert alkot,
és a terület −1-szeresét, ha a két vektor balrendszert alkot.

Az előzőek szerint az u = (a, b) és a v = (c, d) vektorok által kifeszített
parallelogramma előjeles területe ad − bc. Az előjeles terület tehát egy
vektorpárokon értelmezett valós értékű függvény – jelölje most f –, mely
eleget tesz a következő tulajdonságoknak.

1. f(u,v) = −f(v,u). Ez nyilvánvaló, hisz a két vektor sorrendjét
megcserélve megváltozik a parallelogramma irányítása.

2. f(u,u) = 0, ugyanis az elfajuló parallelogramma területe 0.

3. f(cu,v) = cf(u,v), és f(u, cv) = cf(u,v), azaz f homogén mind-
két változójában. Ez igaz, mert egy parallelogramma egyik oldalá-
nak c-szeresére növelése c-szerezi a területét is.

4. f(u,v) + f(u,w) = f(u,v + w) és f(u,v) + f(w,v) = f(u +
w,v), azaz f additív mindkét változójában. Az állítás igaz volta
leolvasható a ??. ábráról.

5. f(u,v) = f(u + cv,v) = f(u,v + cu), azaz az [ uv ] = [ a bc d ] mátrix
sorvektorai által kifeszített parallelogramma területe megegyezik a
hozzáadás sorművelete után kapott mátrix sorvektoraihoz tartozó
területtel.

6. f(i, j) = 1, azaz a standard bázis által kifeszített egységnégyzet
területe 1.

Az állítások a fenti ábrákkal szemléltetett egyszerű geometriai érve-
lések mellett az f((a, b), (c, d)) = ad − bc formulával is bizonyíthatóak.
E tulajdonságok segítségével általánosítani lehet az előjeles terület fogal-
mát, és bevezetni az előjeles térfogat fogalmát az n-dimenziós valós tér
parallelepipedonjaira.

4.39. példa: Hányszorosára nagyít egy lineáris leképezés?.
Az [ a bc d ] mátrixszal reprezentált lineáris leképezés egy T területű síkido-
mot mekkora területűbe visz?
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Megoldás. Nem nyilvánvaló, hogy a kérdésre van-e egyáltalán válasz,
és nem fordulhat-e elő, hogy a fenti leképezés egyik síkidomot például a
2-szeresébe, másikat a 3-szorosába viszi.

Az R2 tartományai területének defini-
álására a matematika több megközelí-
tést is ismer. Kettőt vázolunk. Mind-
kettő közös kiindulási pontja, hogy az
[a, b]×[c, d] téglalap területe (b−a)(d−
c), és mindkét esetben csak a tenge-
lyekkel párhuzamos helyzetű téglala-
pokat használunk.
Egy síkbeli T halmazhoz vegyünk vé-
ges sok közös belső pont nélküli tég-
lalapot, melyek egyesítése lefedi T -
t. E fedő téglalaprendszer területe le-
gyen a téglalapok területeinek összege.
Azt mondjuk, hogy T külső Jordan-
mértéke a tartományt lefedő tégla-
laprendszerek területeinek infimuma.
Hasonlóan, a T -be írt közös belső
pont nélküli téglalaprendszerek terüle-
teinek szuprémumát T belső Jordan-
mértékének nevezzük. T Jordan-
mérhető, ha belső és külső Jordan-
mértéke megegyezik, és e közös érték
T Jordan-mértéke.
A Lebesgue-mérték definiálásához
olyan fedő téglalaprendszereket
veszünk, melyek megszámlálható
(tehát akár végtelen) elemszámúak, és
ezekhez a téglalapjaik területösszegét
rendeljük. A T halmazt fedő összes
téglalaprendszerhez ilyen módon
rendelt számok infimumát a T külső
mértékének nevezzük és λ∗(T )-vel
jelöljük. A T -t Lebesgue-mérhetőnek
nevezzük, ha bármely síkbeli H
halmazra

λ∗(H) = λ∗(H ∩ T ) + λ∗(H \ T ).

Egy Jordan-mérhető T tartomány
Lebesgue-mérhető is, és e két mér-
ték ekkor megegyezik. Viszont például
az egységnégyzet racionális koordiná-
tájú pontjainak halmaza nem Jordan-
mérhető, mert belső mértéke 0, külső
mértéke 1, viszont Lebesgue-mérhető,
mértéke 0.

Akár a területmérték Jordan-, akár Lebesgue-féle definícióját tekint-
jük, elég a kérdést olyan téglalapokra megválaszolni, amelyek oldalai pár-
huzamosak a tengelyekkel (lásd a széljegyzetet). Legyen egy ilyen téglalap
négy csúcsa: (p, q), (p+x, q), (p, q+y), (p+x, q+y), ahol x, y > 0. Tehát
a téglalap oldalhossza x és y, területe xy. A csúcsok képe kiszámolható
egyetlen mátrixszorzással:[

a b
c d

] [
p p+ x p p+ x
q q q + y q + y

]
=[

ap+ bq ap+ ax+ bq ap+ bq + by ap+ ax+ bq + by
cp+ dq cp+ cx+ dq cp+ dq + dy cp+ cx+ dq + dy

]
Innen leolvasható, hogy a téglalap képeként kapott parallelogramma ol-
dalvektorai (ax, cx) és (by, dy), és így területe

|(ax)(dy)− (cx)(by)| = |ad− bc|xy.

Eszerint tehát a téglalap képének területe a téglalap területének |ad −
bc|-szerese, s így minden területmértékkel rendelkező síkbeli tartomány
képének területe az eredeti |ad− bc|-szerese.

Gondoljuk meg, mi a különbség T két képe közt az ad− bc > 0, és a
ad− bc < 0 esetben? �

Parallelepipedon előjeles térfogata. A vegyes szorzat tárgyalásakor lát-
tuk, hogy a valós háromdimenziós térben három vektor vegyes szorzatá-
nak abszolút értéke a vektorok által kifeszített parallelepipedon térfogata
lesz, előjele pedig aszerint pozitív vagy negatív, hogy a három vektor
jobb- vagy balrendszert alkot. A háromdimenziós tér parallelepipedonja-
ira a parallelogrammához hasonló tulajdonságok igazolhatók.

1. Bármely két argumentum felcserélése megváltoztatja a függvényér-
ték előjelét, pl. f(u,v,w) = −f(w,v,u).

2. Ha f bármely két argumentuma megegyezik, a függvényérték 0,
pl. f(u,v,u) = 0.

3. f homogén mindhárom argumentumában, pl. f(cu,v,w) = cf(u,v,w).

4. f additív mindhárom argumentumában, pl. f(u,v,w)+f(u,v, z) =
f(u,v,w + zz).

5. f bármely argumentumához hozzáadva egy másik konstansszorosát,
a függvényérték nem változik, pl. f(u,v,w) = f(u + cw,v,w).

6. f(i, j,k) = 1, azaz az egységkocka térfogata 1.

A háromdimenziós parallelepipedon térfogatát úgy számoltuk ki, hogy
két vektor által kifeszített parallelogramma területét szoroztuk a harma-
dik vektor csúcsának a parallelogramma síkjától való távolságával. Ha
pedig a parallelogramma irányítását is figyelembe vettük, e távolság elő-
jeles távolsággá vált, hisz az ott használt skaláris szorzat a sík egyik
oldalán pozitív, másik oldalán negatív eredményt ad. Ugyanez az eljárás
megismételhető magasabb dimenzióban is. Például, ha a négydimenziós
tér egy parallelepipedonjának előjeles térfogatát akarjuk kiszámolni, ak-
kor egy háromdimenziós parallelepipedon térfogatát szorozzuk a negye-
dik vektor végpontjának a másik három terétől való előjeles távolságával.
Ezután bebizonyíthatnánk, hogy az így definiált előjeles térfogat is ren-
delkezik a korábban felsorolt tulajdonságok négydimenziós megfelelőivel.
E helyett egy más, egyszerűbb és szebb utat választunk.
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A determináns definíciója. A parallelepipedon fogalma helyett – mely
nem értelmezhető bármely számtest esetén – egyszerűen csak az azt kife-
szítő vektorokat, illetve az azokból képzett mátrixot fogjuk használni. Az
előjeles térfogat helyett olyan fogalmat fogunk definiálni, mely speciális
esetként ezt is tartalmazza. Ez lesz a determináns. A definícióban csak az
előjeles térfogat vizsgálatában megismert függvénytulajdonságokat hasz-
náljuk, azok közül is csak annyit, amennyi már egyértelműen definiálja
azt.

4.40. definíció: Determináns. A determináns a négyzetes mátri-
xokon értelmezett és det-tel jelölt olyan skalár értékű függvény, mely
eleget tesz az alábbi tulajdonságoknak:
D1. lineáris a mátrix minden sorára nézve,
D2. két azonos sort tartalmazó mátrixhoz 0-t,
D3. az egységmátrixhoz 1-et rendel.

Az A = [aij ]n mátrix determinánsát det(A), |A| vagy |aij |n jelöli.

I Az n×n-es mátrixok determinánsát szokás n-edrendű determinánsnak
is nevezni.
I Részletezve az általános jelölést az A mátrixra és determinánsára:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 , det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
E jelölésnek megfelelően a det(A) determináns sorain, oszlopain, elemein
az A mátrix sorait, oszlopait, elemeit értjük.
I Részletezzük a definíció három feltételét. A determináns lineáris a
mátrix minden sorában, tehát bármely c és d skalárra és bármely i-re,
ahol 1 ≤ i ≤ n

c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1∗
...

a′i∗
...

an∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1∗
...

a′′i∗
...

an∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1∗
...

ca′i∗ + da′′i∗
...

an∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Azonos sorok esetén a determináns értéke 0, azaz ha valamely i 6= j esetén
ai∗ = aj∗ = b, akkor ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
b
...
b
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Végül az egységmátrix determinánsa 1, azaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

I Az 1× 1-es [a] mátrix determinánsa det([a]) = a, ugyanis a determi-
náns definíciója szerint det([1]) = 1, és det([a]) = det([a·1]) = a det([1]) =
a. Ez a függvény pedig additív is, így a definíció minden feltételét kielé-
gíti. A jelölésbeli zavarok elkerülésére az 1× 1-es [a] mátrix determinán-
sára csak a det([a]) vagy det(a) jelölést használjuk, mert |a| az a abszolút
értékét jelöli!
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I Az előző paragrafus alapján∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc.

I Láttunk determinánst, például a 2 × 2-es mátrixokét. Azt azonban
még nem tudjuk, hogy létezik-e minden n-re és egyértelmű-e. A definíció
alapján ez bizonyítható. A bizonyítást későbbre hagyjuk, addig feltéte-
lezzük, hogy létezik és egyértelmű.
I A determináns tekinthető olyan n-változós függvénynek, melynek n
argumentumába a mátrix n sorvektora kerül. Nem okoz félreértést, ha ezt
a függvényt is det jelöli. Ha tehát A sorvektorai a1∗,a2∗, . . . ,an∗, akkor
det(A) megegyezik a det(a1∗,a2∗, . . . ,an∗) függvényértékkel. Például a
3× 3-as egységmátrix determinánsa az alábbi alakokba írható:

det(I3) =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = det([1 0 0], [0 1 0], [0 0 1]) = det(e1, e2, e3)

ahol e1 e2, e3 a standard egységvektorokat jelöli. A determináns fenti
definíciója könnyen fölírható e jelöléssel is (ld. 4.3.1. feladat).

A determináns értékének kiszámítása. A determináns kiszámításához
az elemi sorműveleteket fogjuk használni. Két kérdésre kell válaszolnunk:
(1) hogyan változik a determináns értéke elemi sorműveletek közben, (2)
mennyi a determinánsa a lépcsős alakra hozott mátrixoknak?

4.41. állítás: A determináns egyik sora nullvektor. Egy de-
termináns értéke 0, ha valamely sorában minden elem 0.

Bizonyítás. Ha egy determináns egy 0-sorát bármely c számmal be-
szorozzuk, az 0-sor marad, így értéke nem változik, másrészt a c-vel való
szorzás miatt c-szeresére módosul. Mivel csak a 0 egyezik meg tetszőleges
c-re saját c-szeresével, így a determináns értéke csak 0 lehet. �

4.42. tétel: Determináns és az elemi sorműveletek. Az elemi
sorműveletek eredményeként a determináns értéke az alábbiak szerint
változik:

1. sorcsere közben előjelet vált;
2. a c skalárral való beszorzás után értéke c-szeresére változik;
3. egy sor konstansszorosának egy másikhoz való hozzáadása után

értéke nem változik.

Bizonyítás. Az első állítás igazolásához a determináns definíciójának
első két pontját használjuk (D1, D2 ). Csak az i-edik és j-edik sorokat
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változtatjuk (i < j):∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D2=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
aj∗
...

aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗ + aj∗

...
aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D2=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗ + aj∗

...
aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗ + aj∗

...
ai∗ + aj∗

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗ + aj∗

...
−ai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

D2=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗ + aj∗

...
−ai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
−ai∗
...
−ai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
aj∗
...
−ai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D2= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
aj∗
...

ai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A tétel második pontja definíció szerint igaz, marad a harmadik.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

aj∗ + cai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

cai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

ai∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

...
ai∗
...

aj∗
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Az elemi mátrixok egyetlen sorművelettel kaphatók az egységmát-
rixból, így ezek determinánsa könnyen számolható. Hasonlóan könnyen
számolható egy elemi mátrix és egy tetszőleges mátrix szorzatának de-
terminánsa.

4.43. következmény: Elemi mátrixok determinánsa.
(a) A hozzáadás sorműveletével kapott elemi mátrix determinánsa 1,
a sorcserével kapotté −1, egy sor c-vel való sorzásával kapotté c, azaz
képlettel

det(ESi+cSj
) = 1, det(ESi↔Sj

) = −1, det(EcSi
) = c.

(b) Egy E elemi mátrix és egy tetszőleges négyzetes A mátrix szorza-
tának determinánsa megegyezik determinánsaik szorzatával, azaz

det(EA) = det(E) det(A).

Bizonyítás. Az (a) állítás abból következik, hogy az elemi mátrixok az
1 determinánsú egységmátrixból kaphatók egyetlen sorművelettel. Ha-
sonlóképp adódik (b) abból, hogy az EA egyetlen sorművelettel kapható
A-ból. �

Például:∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 4 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 1 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1,

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 3.
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4.44. példa: Permutációs mátrix determinánsa. Mivel a permu-
tációs mátrix csak elemi sorcserékkel megkapható az egységmátrixból, és
a sorcsere megváltoztatja a determináns előjelét, ezért permutációs mát-
rix determinánsa mindig 1 vagy −1. Például az első determináns két
sorcserével, a második három sorcserével kapható meg:

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 = 1,


0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0

 = −1.

4.45. tétel: Háromszögmátrix determinánsa. Az alsó vagy
felső háromszögmátrix, s így a diagonális mátrix determinánsa meg-
egyezik a főátlóbeli elemek szorzatával.

Bizonyítás. Ha egy háromszögmátrix főátlójában van 0, akkor a főele-
mek száma kevesebb lesz, mint a sorok száma, azaz a mátrixban van
egy zérussor, így determinánsának értéke 0. Ha nincs 0-elem a főát-
lóban, mind az alsó, mind a felső háromszögmátrix csak a hozzáadás
sorműveletével – azaz a determináns értékének megváltoztatása nélkül –
diagonálissá alakítható a főátlón kívüli elemek kiküszöbölésével, azaz∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
? a22 . . . 0
...

...
. . .

...
? ? . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 ? . . . ?
0 a22 . . . ?
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Egy diagonális mátrix determinánsában minden sorból kiemelve a főát-
lóban szereplő számot kapjuk, hogy∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 . . . 0
0 a22 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11a22 . . . ann,

tehát a determináns értéke valóban a főátlóbeli elemek szorzata. �

4.46. példa: Háromszögmátrix determinánsa. Az alábbi deter-
mináns értéke egyetlen sorcsere után azonnal leolvasható:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 0 0 0 0
3 0 0 2 0
3 0 2 0 0
3 2 0 0 0
3 3 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 0 0 0 0
3 2 0 0 0
3 0 2 0 0
3 0 0 2 0
3 3 3 3 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −3 · 2 · 2 · 2 · 3 = −72

4.47. példa: Determináns kiszámítása lépcsős alakra hozás-
sal. Számítsuk ki a∣∣∣∣∣∣

2 2 −3
2 2 −4
4 5 −6

∣∣∣∣∣∣ és a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

∣∣∣∣∣∣∣∣
determinánsok értékét lépcsős alakra hozzással.

Megoldás. Elemi sorműveletekkel kapjuk, hogy∣∣∣∣∣∣
2 2 −3
2 2 −4
4 5 −6

∣∣∣∣∣∣
S2−S1
S3−2S1

=

∣∣∣∣∣∣
2 2 −3
0 0 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
S2↔S3

= −

∣∣∣∣∣∣
2 2 −3
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −2.
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A következő determinánsnál sorcsere nélkül eliminálhatók a főátló alatti
elemek, ezért a sorműveleteket nem is jelezzük.∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1
1 2 3 4
1 3 6 10
1 4 10 20

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 2 3
0 2 5 9
0 3 9 19

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 3 10

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

(Egy érdekes észrevétel: a fenti determinánsban és sorlécsős alakjában is
a Pascal-háromszög számai találhatók.) �

Mátrixműveletek és determináns. Kérdés, hogy milyen kapcsolat van
a mátrixműveletek és a determináns között. Fontos megjegyezni, hogy
a determinánsfüggvénynek nincs a mátrixösszeadásra és a skalárral való
szorzásra nézve művelettartó tulajdonsága, azaz általában det(A+B) 6=
det(A) + det(B), és det(cA) 6= cdet(A). A determináns definíciója sze-
rint ilyen tulajdonsága csak a sorvektorokra vonatkozóan van.

A skalárral való szorzás esetén viszont itt is mondható valami: mi-
vel egy mátrix c-szeresének determinánsa minden sorából kiemelhető c,
ez annyi kiemelést jelent, ahány sora van a mátrixnak. Így tetszőleges
n × n-es A mátrixra és tetszőleges c skalárra det(cA) = cn det(A). Ez
világos, ha R2- vagy R3-beli vektorokra gondolunk, hisz például egy pa-
rallelogramma előjeles területe 4-szeresére, egy parallelepipedon előjeles
térfogata 8-szorosára nő, ha minden élét 2-szeresére növeljük.

A determináns művelettartó a négyzetes mátrixok szorzására nézve.
Ezt mondja ki a következő állítás.

4.48. állítás: Determinánsok szorzásszabálya. Ha A és B azo-
nos méretű négyzetes mátrixok, akkor det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyítás. Tudjuk, hogy ha A szinguláris, akkor AB is, azaz ha det(A) =
0, akkor det(AB) is 0, tehát det(AB) = det(A) det(B). Ha A nem szin-
guláris, akkor felbontható elemi mátrixok szorzatára: A = E1E2 . . .Ek,
így AB = E1E2 . . .EkB. A ??? állítás szerint tetszőleges E elemi mát-
rixra det(EB) = det(E) det(B). Ezt az összefüggést E1E2 . . .Ek-re és
E1E2 . . .EkB-re is használva kapjuk, hogy

det(A) det(B) = det(E1E2 . . .Ek) det(B) = det(E1) det(E2 . . .Ek) det(B)
= det(E1) det(E2) det(E3 . . .Ek) det(B) = . . . =
= det(E1) det(E2) . . . det(Ek) det(B), másrészt

det(AB) = det(E1E2 . . .EkB) = det(E1) det(E2 . . .EkB)
= det(E1) det(E2) det(E3 . . .EkB) = . . . =
= det(E1) det(E2) . . . det(Ek) det(B),

ami bizonyítja az állítást. Egy másik, nagyon szép bizonyítás található
a 4.3.3. feladatban. �

Mátrix determinánsa és transzponáltjának determinánsa megegyezik.
Ez lehetővé teszi, hogy a determináns kiszámításához nem csak az elemi
sor-, de az elemi oszlopműveleteket is használjuk, hisz egy mátrixon vég-
zett oszlopművelet a transzponált sorművelete.

4.49. állítás: Transzponált determinánsa. Mátrix determi-
nánsa megegyezik transzponáltjának determinánsával, azaz bármely
négyzetes A mátrixra det(A) = det(AT ).

Bizonyítás. Az A mátrix redukált lépcsős alakra hozásának mátrixszor-
zatos alakja legyen A = E1E2 . . .EkR, ahol Ei elemi mátrix, R az A
redukált lépcsős alakja. A transzponált determinánsa

|AT | = |RTETk . . .E
T
2 ET1 | = |R

T ||ETk | . . . |E
T
2 ||E

T
1 |.
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Könnyen ellenőrizhető, hogy minden elemi mátrix determinánsa megegye-
zik transzponáltjának determinánsával (ellenőrizzük!). Mivel R redukált
lépcsős alak, ezért R = I, vagy R-nek van egy zérus sora. Ha R = I, ak-
kor |RT | = |R| = |I| = 1, ha pedig R-nek van zérus sora, akkor RT -nak
zérus oszlopa, és egy ilyen mátrix nem alakítható elemi sorműveletekkel
egységmátrixszá, tehát determinánsa 0. Azaz |R| = |RT | ekkor is fönnáll.
Ekkor pedig

|RT ||ETk | . . . |E
T
2 ||E

T
1 | = |R||Ek| . . . |E2||E1| =

|E1||E2| . . . |Ek||R| = |E1E2 . . .EkR| = |A|.

Tehát |AT | = |A|. �

4.50. példa: Determináns kiszámítása elemi oszlopművele-
tekkel. Az alábbi determinánst elemi sor- és oszlopműveletek alkal-
mazásával 2 lépésben is kiszámíthatjuk:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1 0
2 2 1 3 1
1 1 1 1 0
1 1 1 2 0
1 1 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S2−S5=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 0
1 1 1 2 0
1 1 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
O4−O1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

Amikor a determináns értéke 0. Sok kérdésben vízválasztó, hogy a
determináns értéke zérus-e. A 4.41. állításban láttuk, hogy a determináns
0, ha van két azonos sora, vagy egy zérussora. Most szükséges és elégséges
feltételeket adunk.

4.51. tétel: Zérus értékű determináns. Legyen A négyzetes
mátrix. A következő állítások ekvivalensek:
1. det(A) = 0,
2. A sorvektorai lineárisan összefüggők.
3. A szinguláris,
4. a homogén lineáris Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtriviális

megoldása.

Bizonyítás. A ??? tételben láttuk, hogy négyzetes mátrix sorvektorai
pontosan akkor lineárisan összefüggők, ha a mátrix szinguláris, azaz ha a
lépcsős alakra hozás során keletkezik egy 0-sor, ez pedig azzal ekvivalens,
hogy a determináns értéke 0. Az utolsó állítás ekvivalenciája a mátrix
invertálhatóságáról szóló 3.53. tétel közvetlen következménye. �

4.52. példa: Zérus értékű determinánsok. Az alábbi determi-
nánsok értéke 0, mert soraik lineárisan összefüggőek.

∣∣∣∣∣∣
5 6 8
2 1 2
3 5 6

∣∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 5
3 3 5 7
2 2 4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Az első determináns első sora a második és a harmadik összege, a má-
sodik determináns negyedik sora az első és a harmadik összegének és a
másodiknak a különbsége, tehát mindkét determináns értéke 0. (Az ilyen
összefüggéseket nem kell „ránézésre észrevenni”, az elemi sorműveletek
gyorsan megmutatják.)

Az előző tétel, valamit a 3.53. tétel fontos következménye a determináns-
nak az egyenletrendszerek megoldhatóságával való kapcsolatáról szól:
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4.53. tétel: Egyenletrendszer megoldhatósága és a deter-
mináns zérus volta. Legyen A négyzetes mátrix. Ekkor az alábbi
állítások ekvivalensek:

1.detA 6= 0,

2.az Ax = b egyenletrendszer egyértelműen megoldható,

3.az Ax = 0 egyenletrendszernek csak triviális megoldása van.

A gyakorlatban – például mért adatok esetén – az, hogy egy determináns
nulla-e, nehezen dönthető el! Fontos tudni, hogy az, hogy a determináns
értéke közel, vagy távol van a nullától, nem jelenti azt, hogy a determináns
közel szinguláris, vagy távolról sem az. Például az

∣∣∣∣ 1n 0
0 n

∣∣∣∣ = 1, és az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2 0 . . . 0
0 1

2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1
2n

determinánsok közül az első értéke tetszőlegesen nagy n-re is 1, pedig 1
n

tetszőlegesen közel lehet 0-hoz, és az [ 0 0
0 n ] mátrix már szinguláris. A má-

sodik determináns 1
2In determinánsa, ami nem szinguláris, pedig értéke

tetszőlegesen közel lehet 0-hoz, igaz, csak elegendően nagy n esetén.
A determináns minden sorában (sorvektorában) lineáris leképezés,

ami lehetővé teszi a determináns előállítását determinánsok lineáris kom-
binációjaként. Két ilyen módszert ismertetünk a következő két para-
grafusban. Ezek igen fontosak, gyakran ezek segítségével definiálják a
determináns fogalmát.

Kígyók determinánsa. A 2 × 2-es determináns kiszámítására ismerjük
azt a formulát, amely a determináns értékét a determináns elemeinek
függvényében írja fel: det[ a bc d ] = ad − bc. Hasonló formulát keresünk
tetszőleges n-edrendű determinánsokra. Ehhez a kígyókat használjuk

Minden kígyó megkapható egy diagonális mátrix sorainak permutá-
ciójával, azaz minden K kígyó felírható K = Pdiag(a1, a2, . . . , an) alak-
ban, ahol P egy permutációs mátrix (ezt a kígyóhoz tartozó permutá-
ciós mátrixnak fogjuk nevezni). Mivel P determinánsa 1 vagy −1, ezért
|K| = a1a2 . . . an vagy |K| = −a1a2 . . . an.

A determinánsok soronkénti linearitását használva érdekes felbontását
kapjuk a determinánsnak. Tekintsük példaként az∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
determinánst. Első sorvektorának

(a, b, c) = (a, 0, 0) + (0, b, 0) + (0, 0, c)

felbontását fölhasználva bontsuk fel a determinánst három determináns
összegére:∣∣∣∣∣∣
a+ 0 + 0 0 + b+ 0 0 + 0 + c

d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a 0 0
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
0 b 0
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
0 0 c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
Ezután folytassuk e felbontást a második sorvektorral, így már az eredeti
determinánst 9 determináns összegére bontottuk. Végül tegyük ugyanezt
az utolsó sorral is. Az így kapott 27 determinánst nem írjuk föl, de szem-
léltetésül egy sematikus ábrán megmutatjuk a felbontás lépéseit. Tömör
négyzet jelöli azokat a helyeket, ahol megtartjuk a determináns eredeti
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elemeit, üres kör azokat, ahová zérust írunk. A 27 determináns mindegyi-
kének minden sorában egy elem az eredeti determinánsból való, a többi
zérus. Közöttük azonban csak 6 kígyó van. A többinek van zérus osz-
lopa, így azok értéke 0, vagyis az eredeti determinánst 6 kígyó összegére
bontottuk (a 0 értékű determinánsokat szürke színnel jeleztük).

Hasonló módon bármely n-edrendű determináns fölbomlik nn olyan de-
termináns összegére, melynek minden sorában egyetlen elem az eredeti
determinánsból való, a többi 0, de ezek közül csak azok lesznek kígyók
determinánsai, melyek minden oszlopában is van egy elem az eredetiből.
(Ezeket nevezzük a mátrixból/determinánsból kiválasztható kígyóknak.)
Ezek száma n!, mert az első sorból n-féleképp választhatunk egy elemet, a
második sorból minden esetben már csak n−1-féleképp,. . . , és ez összesen
n(n− 1) . . . 3 · 2 · 1 = n! eset. Igaz tehát a következő állítás:

4.54. állítás: Determináns, mint kígyók determinánsainak
összege. Minden n-edrendű determináns fölbomlik az összes belőle
kiválasztható kígyó determinánsának összegére. Ha az a1j1 , a2j2 ,. . . ,
anjn elemeket tartalmazó kígyóhoz tartozó permutációs mátrix deter-
minánsát dj1j2...jn jelöli (ennek értéke +1 vagy −1), akkor

|aij | =
∑

dj1j2...jna1j1a2j2 . . . anjn ,

ahol az összegzés végigfut az {1, 2, . . . , n} halmaz összes lehetséges
{j1, j2, . . . , jn} permutációján.

Az n! az n növekedtével rendkívül gyorsan nő (pl. 10! = 3628800), de-
termináns ilyen módon való számítása viszonylag kis rend esetén már
számítógéppel sem lehetséges emberi idő alatt. E felbontást a determi-
nánsok tulajdonságainak vizsgálatában használjuk. Számításhoz csak az
n = 2 és n = 3 esetekben használjuk, igaz, azokra gyakran. n = 2 esetén
az előző állítás szerint∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a 0
0 d

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣0 b
c 0

∣∣∣∣ = ad− bc,

mivel a második determináns egyetlen sorcserével hozható diagonális alakra.
n = 3 esetén – felhasználva a fenti ábrát is – kapjuk, hogy∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
a 0 0
0 e 0
0 0 i

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a 0 0
0 0 f
0 h 0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
0 b 0
d 0 0
0 0 i

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
0 b 0
0 0 f
g 0 0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
0 0 c
d 0 0
0 h 0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
0 0 c
0 e 0
g 0 0

∣∣∣∣∣∣
= aei− afh− bdi+ bfg + cdh− ceg
= aei+ bfg + cdh− afh− bdi− ceg

a b

c d

+

−

(a) ad− bc

a b c

d e f

g h i

a b

d e

g h

+ + +

− − −

(b) aei+ bfg+ cdh− afh− bdi− ceg

4.8. ábra. Az (a) másod- és a (b) har-
madrendű determináns kiszámítása: a
főátló irányú szorzatok összegéből von-
juk ki a mellékátló irányú szorzato-
kat. Harmadrendű esetben kezdetben
könnyíthetünk magunknak a determi-
náns első két oszlopának a determi-
náns utáni megismétlésével.
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E két formula könnyen megjegyezhető egy egyszerű szabállyal, ame-
lyet az n = 3 esetben Sarrus-szabálynak is neveznek: a főátló irányú
szorzatok összegéből vonjuk ki a mellékátló irányú szorzatokat. (Hogy
mit értsünk főátló és mellékátló irányú szorzaton, a mellékelt ábrákról
megérthető.) Fontos, hogy hasonló szabály n > 3 esetén már nem érvé-
nyes (ld. a 4.3.5. feladatot).

a b c

d e f

g h i

4.9. ábra. A harmadrendű determi-
náns kiszámítására egy – IQ-tesztek
típuskérdésére emlékeztető – másik
módszer: az egyforma alakúak szorza-
tának összegéből ki kell vonni az egy-
forma színűek szorzatait.

Permutációs mátrix determinánsa*. Kígyó determinánsának kiszámí-
tásában egyetlen bizonytalan pont maradt, a hozzá tartozó permutációs
mátrix értékének kiszámítása. Kérdés, nem fordulhat-e elő, hogy páros
és páratlan sok sorcserével is eljuthatunk egy permutációs mátrixból az
identikusba.

Azt mondjuk, hogy egy permutációs mátrix két sora inverzióban áll,
ha az előbb álló sorbeli 1-es hátrébb van, mint a másik sorbeli. Például a

0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0


mátrix inverzióinak száma 4, mert az első-második, első-negyedik, második-
negyedik, harmadik-negyedik sorpárok inverzióban vannak.

4.55. tétel: Permutációs mátrix előjele. A permutációs mátrix
aszerint +1 vagy −1, hogy inverzióban álló sorpárjainak száma páros
vagy páratlan.

Bizonyítás. Elég megmutatni, hogy egy sorcsere mindig megváltoztatja
az inverziók számának paritását, vagyis azok száma párosból páratlanra,
páratlanból párosra változik. Így ha egy permutációs mátrix inverzióinak
száma páros, akkor csak páros sok sorcserével vihető az identikus mát-
rixba. Hasonlóan, ha az inverziók száma páratlan, akkor csak páratlan
sokkal.

Ha a két megcserélendő sor szomszédos, akkor a sorcsere megváltoz-
tatja e két sor viszonyát: ha inverzióban álltak, akkor ezután nem fognak,
és fordítva. Az előttük és mögöttük álló sorokhoz való viszonyuk nem vál-
tozott. Eszerint az inverziók száma eggyel nőtt vagy eggyel csökkent, azaz
paritása megváltozott.

Ezután cseréljük ki az i-edik és j-edik sorokat (legyen i < j). Az in-
verziók számának nyomon követése érdekében ezt szomszédos sorok cse-
réjével valósítjuk meg. Cseréljük ki az i-ediket az (i + 1)-edikkel, majd
azt az (i+2)-edikkel,. . . , míg az eredetileg i-edik sor a j-edik helyére nem
kerül. Ehhez j−i sorcserére van szükség. Ezután az eredetileg j-edik sort
j− i−1 sorcserével az i-edik helyre visszük. Ez összesen 2(j− i)−1, azaz
páratlan sok sorcsere, ami a paritást valóban ellenkezőjére változtatja.�

4.56. példa: Inverziók száma és a determináns. Mennyi az inver-
ziók száma abban a mátrixban, melynek mellékátlójában egyesek, egye-
bütt nullák állnak, és mennyi ennek determinánsa?

Megoldás. E mátrixban bármely két sor inverzióban áll egymással, így
ha a sorok száma n, a sorpároké n(n− 1)/2. Eszerint e mátrix determi-
nánsa (−1)n(n−1)/2. �

A determináns 4.54. tételbeli felbontása a determináns értékét a de-
termináns elemeinek függvényeként állítja elő. Ennek sok szép és fontos
következménye van. Íme kettő:

I Egy algebrai következmény: a determináns kiszámolásához elég csak
az összeadás és szorzás művelete, az osztásra, melyet az elemi sorműve-
letek során használhatunk, nincs szükség. Eszerint egész számokból álló
determináns értéke egész szám.
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I Egy függvényanalízis körébe tartozó következmény: a determináns
értéke folytonos, sőt differenciálható függvénye elemeinek. Eszerint bár-
mely kis pozitív ε-hoz van olyan δ > 0 szám, hogy ha a determináns
bármely eleme legföljebb δ értékkel megváltozik, akkor a determináns
értéke legföljebb ε-nyit változik.

Előjeles aldetermináns. Az előző paragrafushoz hasonlóan bontsuk az∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
determinánst, az első sorvektorának felbontásával három determináns
összegére, de egyúttal emeljük is ki az első sor elemét, majd oszlopcse-
rékkel vigyük az 1-est tartalmazó oszlopot az első oszlop helyére:∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣
0 0 1
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
= a

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣− b
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
e d f
h g i

∣∣∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
f d e
i g h

∣∣∣∣∣∣
Ha ezt összevetjük a Sarrus-szabályban kapott képlettel, igen érdekes
sejtést fogalmazhatunk meg:∣∣∣∣∣∣

a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = aei+ bfg + cdh− afh− bdi− ceg

= a(ei− fh)− b(fg − di) + c(dh− eg)

= a

∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣− b ∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣ .
Mielőtt ezt megtennénk, némi előkészítés következik.

4.57. definíció: Előjeles aldetermináns. Az n-edrendű |A| de-
termináns i-edik sorának és j-edik oszlopának elhagyásával kapott
(n − 1)-edrendű determináns (−1)i+j-szeresét az |A| determináns aij
eleméhez tartozó előjeles aldeterminánsának nevezzük.

4.58. példa: Előjeles aldetermináns. Számítsuk ki az∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
4 3 5 2
2 2 2 2
0 1 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
determináns második sor harmadik eleméhez tartozó előjeles aldetermi-
nánsát!
Megoldás. A determináns második sorát és harmadik oszlopát kiszí-
neztük ∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 4
4 3 5 2
2 2 2 2
0 1 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Az ezek elhagyása után megmaradó aldetermináns és −1 megfelelő hat-
ványának szorzata, vagyis a kért előjeles aldetermináns

(−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
2 2 2
0 1 4

∣∣∣∣∣∣ = −1 · (−2) = 2.
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4.59. állítás: Determináns rendjének csökkentése. Tegyük
fel, hogy az n-edrendű |A| determináns aij elemének sorában vagy osz-
lopában minden további elem 0. Jelölje Aij az az aij elemhez tartozó
előjeles aldeterminánst. Ekkor

|A| = aijAij .

Bizonyítás. Legyen az |A| determináns i-edik sorában az aij-n kívül
minden elem 0 (hasonlóan tárgyalható, ha a j-edik oszlopban vannak
nullák). Cseréljük ki a j-edik oszlopot a (j−1)-edikkel, majd ezt a (j−2)-
edikkel. . . , addig, míg az A∗j oszlop az első oszlopba nem kerül. Ez j−1
oszlopcserét jelent, azaz a determináns értéke (−1)j−1-szeresére változik.
Ezután hasonlóképp vigyük az i-edik sort szomszédos sorok cseréjével az
első sorba. Ehhez i − 1 csere szükséges, miközben a determináns értéke
(−1)i−1-szeresére változik.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n

...
...

...
...

0 0 . . . aij . . . 0
...

...
...

...
an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1j a11 a12 . . . a1n

a2j a21 a22 . . . a2n

...
...

...
...

aij 0 0 . . . 0
...

...
...

...
anj an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i−1(−1)j−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aij 0 0 . . . 0
a1j a11 a12 . . . a1n

a2j a21 a22 . . . a2n

...
...

...
...

anj an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗= (−1)i+jaij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
a1j a11 a12 . . . a1n

a2j a21 a22 . . . a2n

...
...

...
...

anj an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗∗= (−1)i+jaij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= aijAij .

Az *-os egyenlőségnél kihasználtuk, hogy i+j−2 és i+j paritása azonos,
tehát −1 kitevőjeként is azonos eredményt adnak, továbbá kiemeltük aij-
t az első sorból. A **-os egyenlőség előtt álló determináns kiszámításához
csak a másodiktól lefelé lévő sorokat kell használni, a végeredményt az első
oszlop elemei nem befolyásolják, így az első sor és első oszlop elhagyásával
kapott determináns értéke ugyanaz. Végül az így kapott determináns az
előjellel együtt épp Aij , és ezzel bizonyítottuk az állítást. �

4.60. példa: Determináns rendjének csökkentése. A determi-
náns rendjének csökkentésével számítsuk ki az alábbi determináns érté-
két! 

1 2 0 3 4
1 2 0 8 4
6 0 0 7 0
8 9 8 7 6
5 4 0 3 2

 .
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Megoldás. Minden lépésben – esetleg egy apró átalakítás után – talá-
lunk egy sort vagy oszlopot, melyben csak egy nemnulla szám áll:

1 2 0 3 4
1 2 0 8 4
6 0 0 7 0
8 9 8 7 6
5 4 0 3 2

 = (−1)4+3 · 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
1 2 8 4
6 0 7 0
5 4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
(S2 − S1) = (−8)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
0 0 5 0
6 0 7 0
5 4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+3 · 5 · (−8)

∣∣∣∣∣∣
1 2 4
6 0 0
5 4 2

∣∣∣∣∣∣
= (−1)2+1 · 6 · (−5) · (−8)

∣∣∣∣2 4
4 2;

∣∣∣∣
= −12 · (−6) · (−5) · (−8)
= 2880.

Determináns kifejtése. Ritkán adódik, hogy a determináns rendje az
előző (4.59.) állítás segítségével csökkenthető, viszont fölhasználásával a
determinánsok egy gyönyörű kifejtési tételét kapjuk. Ezt egyes könyvek
Laplace-féle kifejtési tételnek is neveznek (más könyvek csak ennek egy
– a feladatok közt megtalálható – általánosítását nevezik így, sok könyv
pedig e tételbeli összefüggéssel definiálja a determinánst).

4.61. tétel: Determinánsok kifejtési tétele. Egy determináns
értéke megkapható úgy, hogy egy tetszőleges sorának vagy oszlopának
minden elemét beszorozzuk a hozzá tartozó előjeles aldeterminánssal,
és e szorzatokat összeadjuk. Képletben, az n-edrendű |A| determináns
i-edik sorára és j-edik oszlopára

|A| =
n∑
k=1

aikAik =
n∑
k=1

akjAkj .

Bizonyítás. Hasonlóan a korábbiakban látottakhoz, az i-edik sorvek-
tor felbontásával a determinánst n olyan determináns összegére bontjuk,
amelyek i-edik sorában csak egy elem származik az eredeti determináns-
ból, a többi 0. Az egyszerűség kedvéért e felbontást csak n = 3 és i = 2
esetére írjuk fel, de tetszőleges n-re ugyanígy megy. Ezután a 4.59. állítást
alkalmazzuk mindegyik új determinánsra:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 0 0
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

0 a22 0
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

0 0 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a21A21 + a22A22 + a23A23

=
3∑
k=1

a2kA2k.

A bizonyítás ugyanígy megy az oszlopokra is, amit példaként az n = 3,
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j = 3 esettel szemléltetünk:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 0
a31 a32 0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0
a21 a22 a23

a31 a32 0

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a13A13 + a23A23 + a33A33

=
3∑
k=1

ak3Ak3.

4.62. példa: Kifejtési tétel. Számítsuk ki az alábbi determináns
értékét a kifejtési tételt használva!∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 1 2
2 1 0 1
1 1 0 1
0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Megoldás. Érdemes a harmadik oszlop szerint kifejteni, mert ott két 0
is van, így a velük megszorzott aldeterminánsokat le sem kell írni.∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 1 2
2 1 0 1
1 1 0 1
0 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 1 1
0 1 2

∣∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣∣
3 2 2
2 1 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1− 0 = 1.

Determinánsfüggvény létezése és egyértelműsége. ???

Cramer-szabály és a mátrix inverze. Eddig akár az Ax = b egyenlet-
rendszer megoldására, akár az A mátrix inverzének kiszámítására olyan
módszert használtunk, mely csak egy algoritmust ad a számításokra, de
nem adja meg a kapcsolatot (képletet) az adatok és a kiszámítandók közt.
E paragrafusban ezt pótoljuk!

Jelölje Ai,b azt a mátrixot, melyet akkor kapunk, ha az A mátrix
i-edik oszlopának helyére a b vektort írjuk. Kifejtve

Ai,b = [a∗1 . . . a∗,i−1 b a∗,i+1 . . . a∗n].

E jelöléssel Ii,x mátrixon az [e∗1 . . . e∗,i−1 x e∗,i+1 . . . e∗n] mátrixot
értjük.

4.63. tétel: Cramer-szabály. Legyen A egy n× n-es mátrix. Az
Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldható meg egyértelműen,
ha detA 6= 0. Ekkor a megoldás előáll

xi =
detAi,b

detA
, (i = 1, 2, . . . , n)

alakban.

Gabriel Cramer (1704–1752) genfi szü-
letésű svájci matematikus, akinek az
algebrai görbékről szóló „Introduction
à l’analyse des lignes courbes algébrai-
que” című, 1750-ben publikált munká-
jában szerepelt a ma Cramer-szabály
néven ismert tétel. A szabályt koráb-
ban már mások is ismerték.

Bizonyítás. Az állítás első felét már bizonyítottuk a 4.53. tételben. Eb-
ből felhasználjuk, hogy mivel az egyenletrendszer megoldható, detA 6= 0.
Kihasználva, hogy Ax = b, továbbá hogy Aei = a∗i, kapjuk, hogy

AIi,x = A[e∗1 . . . e∗,i−1 x e∗,i+1 . . . e∗n]
= [Ae∗1 . . . Ae∗,i−1 Ax Ae∗,i+1 . . . Ae∗n]
= [a∗1 . . . a∗,i−1 b a∗,i+1 . . . a∗n]
= Ai,b
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Mivel az Ii,x mátrix i-edik sorának és oszlopának elhagyása után egy
identikus mátrix marad, ezért az i-edik sora szerint kifejtve

det Ii,x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . x1 . . . 0
0 1 . . . x2 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . xi . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . xn . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+ixi = xi.

Így a determinánsok szorzási szabályát is használva det(AIi,x) = detAi,b,
amiből xi detA = detAi,b, azaz xi = detAi,b/ detA. �

4.64. példa: Cramer-szabály. Oldjuk meg az

2x+ 5y = 4
5x+ 3y = 6

egyenletrendszert a Cramer-szabállyal!

Megoldás. A kiszámolandó determinánsok a b = [ 4
6 ] jelöléssel:

A =
∣∣∣∣2 5
5 3

∣∣∣∣ = −19, A1,b =
∣∣∣∣4 5
6 3

∣∣∣∣ = −18, A2,b =
∣∣∣∣2 4
5 6

∣∣∣∣ = −8.

Innen x = −18
−19 = 18

19 , y = −8
−19 = 8

19 . �

Ha egyenletrendszert meg tudunk oldani, akkor szimultán egyenlet-
rendszert is, és így pl. az AX = I megoldásával a mátrix inverzét is ki
tudjuk számítani. Az xij elem kiszámításához az Ax∗j = ej egyenlet-
rendszert kell megoldani. A megoldás i-edik koordinátája az xij elem. A
Cramer-szabály szerint

xij =
detAi,ej

detA
Mivel az Ai,ej mátrix i-edik oszlopában csak egy elem nem 0, a kifejtési
tétel szerint

detAi,ej =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . 0 . . . a1n

a21 a22 . . . 0 . . . a2n

...
...

. . .
...

...
aj1 aj2 . . . 1 . . . ajn
...

...
. . .

...
...

an1 an2 . . . 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Aji,

vagyis e determináns megegyezik az A egy előjeles aldeterminánsával,
tehát

xij =
detAi,ej

detA
=

detAji

detA
.

Mint látjuk, az X = A−1 előállításához az A előjeles aldeterminánsai
mátrixának transzponáltjára van szükség, amit az A adjungáltjának ne-
vezünk, és adjA-val jelölünk. Képletben

adjA = [Aij ]T = [Aji].

Így kapjuk a következő tételt:
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4.65. tétel: Mátrix inverzének elemei. Tegyük fel, hogy A egy
invertálható mátrix. Ekkor inverzének ij indexű eleme az aji elemhez
tartozó előjeles aldetermináns és a determináns hányadosa, azaz

[A−1]ij =
Aji

detA
.

Így az inverz mátrix az

A−1 =
1

detA
[Aij ]T =

1
detA

adjA. (4.7)

alakba írható.

Könnyen ellenőrizhető, hogy az [ a bc d ] mátrix adjungáltja

adjA = adj
[
a b
c d

]
=
[
d −c
−b a

]T
=
[
d −b
−c a

]
,

így inverze kifejezhető a segítségével:

A−1 =
[
a b
c d

]−1

=
1

ad− bc

[
d −b
−c a

]
=

1
detA

adjA.

I A mátrix inverzének e kifejezése azt mutatja, hogy az inverz folyto-
nos függvénye a mátrix minden elemének minden olyan helyen, ahol a
determináns nem 0, azaz minden olyan helyen, ahol az inverz egyáltalán
létezik.
I Egészelemű mátrix inverze pontosan akkor egészelemű, ha determi-
nánsa 1 vagy −1. Ez abból adódik, hogy det(A) det(A−1) = det I =
1, tehát ha |detA| 6= 1, akkor A−1 nem lehet egészelemű, ha pedig
|detA| 6= 1, akkor a (4.7) képlet szerint A−1 minden eleme egész szám.

4.66. példa: Mátrix adjungáltja és inverze. Számítsuk ki az

A =


1 1 1 1
0 1 2 3
0 0 1 3
0 0 0 1

 és a B =


0 2 0 0
2 0 2 0
0 2 0 2
0 0 2 0


mátrix adjungáltját és inverzét!

Megoldás. Mivel det(A) = 1, ezért A−1 = adjA. Az adjungált mind
a 16 elemét nem kell kiszámolni, mert felső háromszögmátrix inverze
felső háromszögmátrix. Hasonlóan könnyen látható, hogy a főátlóbeli
elemekhez tartozó előjeles aldeterminánsok értéke 1. Tehát csak a főátló
alatti elemek előjeles aldeterminánsait kell kiszámolni. Példaként egyet
mutatunk:

A32 = (−1)3+2

1 1 1
0 2 3
0 0 1

 = −2.

Hasonlóan kiszámolva a többit is kapjuk, hogy

A−1 = adjA =


1 0 0 0
−1 1 0 0

1 −2 1 0
−1 3 −3 1


T

=


1 −1 1 −1
0 1 −2 3
0 0 1 −3
0 0 0 1


A B mátrixból csak egy nemnulla kígyó választható ki, így determi-

nánsa könnyen számolható: detB = 16. Az adjungált kiszámításához
szerencsére itt sem kell sok aldeterminánst számolni, mert nagy részük
láthatóan 0 értékű. Vegyük figyelembe a számolásnál azt is, hogy B szim-
metrikus, így egyrészt a szimmetrikusan elhelyezkedő elemek közül csak
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az egyiket kell kiszámolni, másrészt az adjungált is szimmetrikus, így a
végén szükségtelen a transzponálás.

B−1 =
1

detB
adjB =

1
16


0 8 0 −8
8 0 0 0
0 0 0 8
−8 0 8 0

 =


0 1

2 0 − 1
2

1
2 0 0 0
0 0 0 1

2
− 1

2 0 1
2 0

 .
Már ezekből az egyszerű példákból is látszik, hogy mátrix invertálása

e módszerrel igen műveletigényes. Valóban, gyakorlati számításokhoz
nem használjuk, elméleti okfejtésekben vesszük nagy hasznát.

1• Írjuk fel a determináns definícióját mátrixokon értelme-
zett függvény helyett n-változós függvénnyel.

2• Írjuk fel a determináns definícióját oly módon, hogy det
egy n-változós, n-dimenziós vektorokon értelmezett ska-
lár értékű függvény legyen.

3◦ Adjunk új bizonyítást a determinánsok szorzásszabá-
lyára azt igazolva, hogy az A 7→ det(AB)/ det(B) le-
képezés eleget tesz a determináns definíciójában kirótt
feltételeknek.

4 izonyítsuk be az LU-felbontás fölhasználásával a 4.49. té-
telt (mátrix determinánsa megegyezik transzponáltjá-
nak determinánsával).

Az A előáll PLU alakban, ahol P permutációs mátrix, L
alsó, U felső háromszögmátrix. Az L és az U háromszög-
mátrixok, így determinánsuk megegyezik transzponáltjuk
determinánsával, hisz a főátlóbeli elemek helyben maradnak
a transzponálás során. A P permutációs mátrix determi-
nánsa 1 vagy −1, transzponáltja pedig megegyezik inverzé-
vel, így det(I) = det(PPT ) = det(P) det(PT ) = 1, azaz
P és P−1 egyszerre 1 vagy −1, tehát megegyeznek. Végül
det(A) = det(PLU) = det(P) det(L) det(U), és det(AT ) =
det((PLU)T ) = det(UT LT PT ) = det(U) det(L) det(P)
összevetése bizonyítja az állítást.
5• A 4-edrendű determinánsok 4! = 24 kígyó összegére

bonthatók. Soroljuk fel őket! (A Sarrus-szabály 4-
edrendű determinánsra csak 8 kígyóból állna, nem hasz-
nálható!)

6• Ferde kifejtés. Vegyük egy determináns egy sorának ele-
meit, és szorozzuk meg mindegyiket egy másik sor azo-
nos oszlopbeli eleméhez tartozó előjeles aldeterminánsá-
val, majd képezzük ezek összegét. Ez mindig 0. Hasonló
állítás igaz a determináns minden oszlopára, azaz az i-
edik és u-adik sorra (i 6= u) és a j-edik és v-edik oszlopra
(j 6= v):

nX
k=1

aikAuk = 0,

nX
k=1

akjAkv = 0.

Ha az i-edik sor elemeit az u-adik sorhoz tartozó előjeles
aldeterminánsokkal szorozzuk, akkor az u-adik sor elemeit
nem használjuk, tehát szabadon megváltoztathatjuk. Má-
soljuk az i-edik sort az u-adik helyére, tehát minden k-ra
aik = auk. Ekkor egyrészt

Pn
k=1 aikAuk =

Pn
k=1 aukAuk,

azaz e determináns u-adik sor szerinti kifejtését kaptuk, más-
részt e determinánsnak van két azonos sora, tehát determi-
nánsa 0. Az oszlopokra vonatkozó állítás egy transzponálás-
sal visszavezethető erre.

7• Foglaljuk egyetlen állításba a kifejtési és a ferde kifejtési
tételeket!

A két tétel képletei közös képletbe foglalhatók. Sorokra:

nX
k=1

aikAuk =

(
detA, ha i = u,
0, ha i 6= u,

(4.8)

oszlopokra:

nX
k=1

akjAkv =

(
detA, ha j = v,
0, ha j 6= v.

(4.9)

8• Mátrix inverze. A kifejtési és a ferde kifejtési (ld. az
előző és a 4.3.6. feladatokat) segítségével adjunk új bi-
zonyítást a mátrix inverzére vonatkozó ??eq:invadj) for-
mulátra!

A két kifejtési tételből adódik, hogy

[aij ][Aij ]
T = det(A)I,

ugyanis [aij ] i-edik sorának és [Aij ]
T u-adik oszlopának, azaz

[Aij ] u-adik sorának skaláris szorzata a (4.8) képlet szerint
det(A), ha i = u, azaz a szorzat főátlójában, egyebütt pedig
0. Ebből pedig mindkét képlet adódik.
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