4. fejezet

Matrixok jellemzése

Az el6z6 fejezetben megismerkedtiink a méatrixmiiveletekkel, azok tulaj-
donsagaival. Ebben a fejezetben a matrixok kiilonféle jellemzsit vizsgal-
juk, melyek segitségével arrol a dologrol is értékes informécidohoz jutha-
tunk, melynek lefrasara matrixmodellt alkalmazunk.

4.1. Matrixhoz tartozé alterek

Fontos jellemzdje egy mdtrixnak, hogy milyen struktirabol valok az ele-
mei, sor- €s oszlopvektorai. E vektorokrdl pedig az dltaluk kifeszitett altér
drulhat el sokat.

Egy matrix elemei. Eddig nagyvonalian bantunk a métrix elemeivel.
Leginkabb annyit feltételeztiink roluk, tobbnyire kimondatlanul, hogy
azonos algebrai struktarabol valok, és az Osszeadas, kivonas és a szor-
zas elvégezhetd koztiik. Erre volt sziikség példaul a matrixdsszeadas és
szorzas elvégzéséhez. Bizonyos feladatokhoz még osztasra is sziikség volt,
mint példaul az invertalashoz, de hasznaltuk a redukalt 1épcsés alak meg-
konstrualasakor is. A példakban eddig leggyakrabban egész vagy racioné-
lis szdmokat hasznéltunk, de kdzben valésokra is gondolhattunk, esetleg
valamely maradékosztaly elemeivel szamoltunk. Késébb olyan matrixok-
kal is foglalkozunk, amelyek elemei komplex szamok, polinomok, trigono-
metrikus vagy maés fiiggvények. . ..

Az algebrai absztrakcié lényege, hogy ha egy algebrai strukturara vo-
natkozo6 allitas igazolasahoz csak bizonyos mitiveleti tulajdonsagokat hasz-
nalunk, akkor az allitds minden olyan strukturaban is igaz lesz, amely
rendelkezik e mtveleti tulajdonsagokkal. Ha pedig azt latjuk, hogy bi-
zonyos tulajdonsagok fontos szerepet jatszanak, és kiilonb6z6 strukti-
rakban gyakran elGfordulnak, absztrakcioval 6j fogalmat alkotunk. Igy
sziiletett a raciondlis, valds, és komplex szamok, valamint a primmel val6
osztas maradékaival valo szamolés kozos tulajdonsagaibol az algebrai test
fogalma.
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4.1. DEFINICIO: TEST. Egy legalabb kételemtd T halmazt testnek,
vagy algebrai testnek neveziink, ha
1.értelmezve van T elempéarjain egy Osszeadas és egy szorzas nevi
bindris mivelet,
2.az 0sszeadds kommutativ, asszociativ, létezik nullelem és minden
elemnek létezik ellentettje (additiv inverze),
3.a szorzds kommutativ, asszociativ, létezik egységelem és a nullele-
men kiviil minden elemnek létezik multiplikativ inverze (reciproka),
4.az Gsszeadas a szorzasra nézve disztributiv.
Ha a szorzas csak asszociativ, gyiridrdl beszéliink, ha kommutativ is,
kommutativ gydrdrdl, ha az asszociativitas mellett van egységeleme is,

egységelemes gyirirdl beszéliink.

Formalizéalva a fenti definiciot, egy test a kovetkezd tulajdonsagokkal ren-
delkezik:

e Barmely a,b€ T elemre a+b€ T és ab € T.
Barmely a,b € T elemre a +b =0+ a és ab = ba.
Barmely a,b,c € T elemre (a+b)+c=a+ (b+c¢) és (ab)c = a(be).
Van olyan T-beli elem, jelolje 0, hogy barmely a € T-re 0 4+ a = a.
Barmely a € T elemhez van olyan b € T, hogy a + b = 0.
Van olyan T-beli elem, jeldlje 1, hogy barmely a € T elemre la = a.
Barmely a € T'\ {0} (tehat barmely nem nulla) elemhez van olyan
be T, hogy ab = 1.
e Barmely a,b,c € T elemre (a + b)c = ac + be.
Néhany megjegyzés és néhany példa:

» Meg lehet mutatni, hogy a nullelem és az egységelem sziikségképpen
kiilénbo6z6, tehat jogosan jeloltiik Gket kiillonb6zd jellel.

» Minden gytiri tetszéleges a elemére igaz, hogy 0a = a0 = 0.

» Testre példa a valos szamok R, a racionalis szamok @Q, a komplex
szamok C, a prim modulust maradékosztélyok Z, struktiraja.

» A természetes szdmok N halmaza nem test és nem is gylrd a szo-
kasos miiveletekkel, mert nincs minden elemnek ellentettje (a —1 nem
termeészetes szam).

» A 7Z egységelemes kommutativ gytrt, viszont nem test, mert nincs
minden nemnulla elemnek multiplikativ inverze (az 1/5 nem egész).

» A Z,, egységelemes kommutativ gytiri, és pontosan akkor test, ha m
prim.

» A valos egylitthatos polinomok egységelemes kommutativ gytrtt al-
kotnak.

» Az R — R fiiggvények egységelemes kommutativ gytiriit alkotnak.
Ugyanigy egységelemes kommutativ gytrtt alkotnak a [0, 1] intervallu-
mon értelmezett fiiggvények, vagy a [0,1] intervallumon értelmezett és
folytonos fliggvények. A mtveletek minen esetben a fiiggvények szokasos
Osszeadésa és szorzasa.

» A végtelen sorozatok az elemenkénti Gsszeadés és szorzéas miveletére

nézve ugyancsak egységelemes kommutativ gytrtt alkotnak.

A valos szamokhoz hasonloan egy T test elemeibdl képzett rendezett
n-esek halmazéan, azaz a T test feletti n-dimenzios vektorok T™ halmazan
bevezethetiink két mitveletet, a vektordsszeadas és a T elemeivel valo
szorzas miveletét. Az igy kapott strukturara, mint a T™ vektortérre
fogunk hivatkozni. A T elemeibdl képzett m x n-es méatrixok halmazat
Tm>" jeloli.

4.2. PELDA: NEGYZETES MATRIXOK GYURUJE. Mutassuk meg, hogy ha
T test, akkor T™*™ elemei, azaz a T folotti n X n-es méatrixok a szokasos
matrixmiveletekkel egységelemes gytirtt alkotnak.

MEGOLDAS. Az €l6z6 fejezetben lattuk, hogy a méatrixok Osszeadasa és
szorzésa nem vezet ki az n x n-es matrixok halmazabol, és hogy az Ossze-
adas kommutativ, asszociativ, a zérusmatrix nullelemként viselkedik, és
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minden matrixnak van ellentettje. Hasonloéan lattuk, hogy a szorzas
asszociativ, és van egységelem (az identikus vagy egységmatrix). Végiil
az Osszeadés a szorzasra nézve disztributiv. Tehat az n X n-es matrixok
egységelemes gytirtit alkotnak. Az n = 1 esetben magat T-t kapjuk meg,
ami test. Ahhoz, hogy n > 1 esetén a struktira nem test, s6t, nem is
kommutativ azt kell belatni, hogy mindig talalunk két nem felcserélhetd
és egy szingularis matrixot.

A csupa 1-esbdl 4ll6 métrix mindig szinguléris, ugyanis van legalabb
két sora, és barmely sora megegyezik az elsével, tehat az elemi sormtve-
letek sorén biztosan keletkezik legalabb egy nullasor.

Az alabb Gsszeszorzott két matrix, melyeknek csak a bal fels6 2 x 2-es
részében van 0-t6l kiilénboz6 elem, sosem felcserélhetd, ugyanis egyrészt

11 ... 0]t o ... 0 [1+1 1 ... 0

1 ... 0|1 1 ... O 1 1 ... 0

0 0 0] 10 O 0] | O 0 0]
masrészt

1 0 0] 1 1 0] 1 1 0]

1 1 0] (0 1 0 1 1+1 0

0 0 ... 0f [0 0 ... 0Of 10 0 —]

Hozza kell még tenni, hogy 1 + 1 = 1 semelyik testben sem all fenn,
ugyanis 1-et kivonva 1 = 0-t kapnank. (Tudjuk, hogy Fo-ben 1+ 1 = 0,
ahol pedig nem nulla, ott jelolhetjiik 2-vel.) |

Linearis fiiggetlenség és Osszefiiggfség. Matrix rangja megegyezik lép-
cs6s alakjanak nemzérus sorai szamaval. Ha a maétrix egy megoldhat6
egyenletrendszer egyiitthatomatrixa, akkor a rang megegyezik a megol-
das kotott valtozoinak szaméval. De vajon magukrol az egyenletekrsl mit
arul el e szam? Meg fogjuk mutatni, hogy a linearisan fliggetlen egyenle-
tek szamat, azaz azt mutatja, hogy az egyenletrendszerben hany egyenlet
,szamit”, a tobbi akar el is hagyhaté a megoldés megvaltozasa nélkiil.

Az 1.8. definici6 szerint egy legalabb kételemii vektorrendszer line-
arisan fliggetlen, ha mindegyik vektor fiiggetlen a tobbitsl, azaz egyik
sem fejezhetd ki a tObbi linearis kombinéciojaként, egyetlen vektor pe-
dig linearisan filiggetlen, ha nem a zérusvektor. Ez nehézkes feltétel, hisz
mindegyik vektorra kiilon ellendrizni kell, ezért egy kénnyebben ellendriz-
hetd, de ekvivalens feltételt keresiink. A haromdimenziés térben lattuk,
hogy ha harom vektor fiiggetlen, akkor a tér barmely vektora egyértel-
mden elGall linearis kombinéciojukként. FEz igaz a nullvektorra is. A
nullvektor egyféleképp biztosan elgall: mindegyik vektort 0-val szorozzuk
— ezt nevezziik a nullvektor trivialis elsallitasanak. Es a fentiek szerint
mas elSallitasa nincs is. Ez adja az Otletet a kovetkezé tételhez:

4.3. TETEL: LINEARIS FUGGETLENSEG SZUKSEGES ES ELEGSEGES
FELTETELE. A vi, Va,..., Vi vektorok pontosan akkor linedrisan fiig-
getlenek, ha a zérusvektor csak egyféleképp — a trivialis modon — allhat
el6 linearis kombinaciojukként. Masként fogalmazva, a fenti vektorok
pontosan akkor linearisan fliggetlenek, ha a ¢y, co,. . . ,c skalarokkal vett
linearis kombinacidjuk csak akkor lehet a nullvektor, azaz

c1vi+cove+ ...+ v =0
csak akkor allhat fenn, ha

01262:...:Ck=0.



FEJEZET 4. MATRIXOK JELLEMZESE 132

BizoNYITAS. El6szor tegyiik fel, hogy a vektorrendszer csak egyetlen v
vektorbol all. Ekkor a tétel azt allitja, hogy e vektor pontosan akkor
lineéaris fiiggetlen, azaz pontosan akkor nem a nullvektor, ha a cv = 0 csak
¢ = 0 esetén allhat fenn. Ez nyilvanvalo, hisz ha v # 0 és ¢ # 0, akkor
cv = 0 sem allhat fenn. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a vektorrendszer
legalabb két vektorbol all.

(<) Megmutatjuk, hogy ha ¢1vy + cava + ... + cxvi = 0 csak ¢; =
cg = ... = ¢ = 0 esetén allhat fenn, akkor semelyik v; vektor sem
fejezhets ki a tobbi linearis kombinaciojakeént (i = 1,2,...,k). Tegyiik
fel indirekt modon, hogy valamelyik vektor — példaul a v, — kifejezhetd
a tobbi linearis kombinacidjaként, azaz

vy =dovo + ... + dp Vi,
vagyis atrendezés utan
(—1)V1 + dove + ...+ dpvy = 0.

Mivel v; egyiitthatoja nem 0, ezért feltevésiinkkel ellentmondasban els-
allitottuk a nullvektort olyan linearis kombinacidként, melyben nem min-
den egyiitthatd 0. Ez az ellentmondas bizonyitja az allitast.

(=) Megmutatjuk, hogy ha a vektorrendszer egyik vektora sem &ll
el6 a tobbi linearis kombinaciojaként, akkor a egyediil csak a csupa zérus
egylitthatoju linearis kombinécidja lehet zérusvektor. Ismét indirekt mo-
don bizonyitunk: tegyiik fel, hogy van olyan — nem csupa 0 egyiitthatoju
— linearis kombinécié, mely a nullvektorral egyenld, azaz

c1vi +cavo+ ...+ v =0,

de valamelyik egyiitthatdé — példaul a ¢; — nem 0. Ekkor vy kifejezhets a
tobbi vektor linearis kombinacidjaként:

ami bizonyitja az allitast. |

Egy vektorrendszert linedrisan dsszefliggdnek neveziink, ha nem fiig-
getlen, azaz egyelemi vektorrendszer esetén ha az a vektor a zérusvektor,
tobbelemi vektorrendszer esetén pedig ha van olyan vektora, mely kife-
jezhetd a tobbi linearis kombinécidjaként. Az elézé tétel szerint ez azzal
ekvivalens, hogy a vektorrendszernek van olyan zérusvektort ado lineéris
kombinaci6ja, melyben nem mindegyik egyiitthaté zérus.

Egy {aj,aqs,...,a, } vektorrendszer linearis fiiggetlenségének eldon-

téséhez meg kell oldani az
[al as ... an] x =0, illetve az Ax=0

homogeén linearis egyenletrendszert, ahol A = [a; a5 ... a,]. Ha van nem-
trividlis megoldasa, akkor a vektorrendszer linearisan Osszefiiggs, egyéb-
ként linearisan fliggetlen.

4.4. KOVETKEZMENY: HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER ES
A LINEARIS FUGGETLENSEG. Az A matrix oszlopvektorai pontosan ak-
kor linearisan fiiggetlenek, ha a homogén linearis Ax = 0 egyenlet-
rendszernek a trivialison kiviil nincs mas megoldasa, azaz ha A 1épcsGs
alakjaban minden oszlopban van fGelem.

4.5. PELDA: VEKTOROK LINEARIS FUGGETLENSEGE. Mutassuk meg,
hogy a 4-dimenzios (1,2,3,4), (0,1,0,1) és (1,1, 1,0) vektorok linearisan
fliggetlenek.
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MEGOLDAS. A vektorokbol képzett matrix és 1épcsés alakja

1 01 1 0 1
2 11 N 01 -1
3 01 0 0 =2
4 1 0 0 0 0

ami azt mutatja, hogy a homogén linearis egyenletrendszernek csak egyet-
len megoldésa van, azaz az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek. |

Az Ax = 0 egyenletrendszer megoldasahoz az A matrixot lépcsGs
alakra hoztuk. Ebbdl az alakbol azonban sokkal tébb leolvashaté a vek-
torok linearis fiiggetlenségénél.

4.6. TETEL: ELEMI SORMUVELETEK HATASA A SOR- ES OSZLOPVEK-
TOROKRA. Elemi sormitiveletek kozben a sortér nem valtozik, az oszlop-
vektorok pedig olyan vektorokba transzformal6dnak, melyek megdrzik
az eredeti lineéris kapcsolatokat.

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy egy matrix sortere nem valtozik az
elemi sormitveletek kézben. A sorcserére ez nyilvanvalo. Legyenek A
sorvektorai vi, va,..., V,, és legyen u a sortér egy tetszGleges vektora,
ami azt jelenti, hogy vannak olyan ¢y, cs,. .., ¢, skalarok, hogy

u=-cvy+cve+...+cnVm-

Ha egy sort (mondjuk az els6t) beszorozzuk egy d # 0 skalarral, akkor u
az 4j matrix sorterében is benne van, melyet a dvy, va,..., v, vektorok
feszitenek ki, hisz

u= %(dvl) +cava+ ...+ V-

Ez azt jelenti, hogy a sortér nem csokken, azaz minden vektor, ami eddig
benne volt a sortérben, benne lesz az 01j matrix sorterében is. A hozzaadas
miiveleténél ugyanezt tapasztaljuk: az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy az els6 sor d-szeresét adjuk a masodik sorhoz. Ekkor az
1j sorteret kifeszits vektorok: vy, vo +dvy,..., v,,. Az u vektor e térben
is benne van, ugyanis egy egyszerd atalakitas utan

u=(c; —cod)vi +ca(va+dvy) + ...+ cmVim.

Mivel minden sormiivelet inverze is egy sormitvelet, az inverz sormtve-
letben sem csdkken a sortér, ami csak tugy lehet, ha a sortér az elemi
sormitiveletek soréan véltozatlan marad.

Megmutatjuk, hogy az elemi sormiiveletek kézben az oszlopvektorok
kozt nem valtoznak a linearis kapcsolatok. Az egyszertiség kedvéért te-
gyiik fel, hogy példaul cvy; + dvy = 0. Mivel a skalarral valo szorzas és
a vektordsszeadas is koordinatanként végezhets, konnyen lathatd, hogy
sorcsere, egy koordinata nemnulla skalarral vald szorzasa, vagy az i-edik
koordinéta konstansszorosadnak a j-edikhez adasa utan is fonn fog allni a
két 0j vektor kozt a fenti Osszefiiggés. Tetszbleges szamu vektor linearis
kombinaciojara az allitas hasonléan adodik. |

4.7. KOVETKEZMENY: MATRIX LEPCSOS ALAKJANAK VEKTORAI. Le-
gyen B az A matrix egy 1épcsés alakja. Ekkor
1.A és B sortere megegyezik,
2.az A oszlopvektorai kozott 16vE lineéaris kapcesolatok azonosak a B
ugyanolyan sorszamu oszlopai kozti linearis kapcsolatokkal,
3.B nemzérus sorvektorai linearisan fliggetlenek,
4.a f6elemek oszlopvektorai A-ban és B-ben is linearisan fiiggetlenek.
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BI1zONYITAS. Az els6 két allitas kozvetlen kdvetkezménye az el6z6 tétel-
nek.

A harmadik allitas bizonyitasdhoz megmutatjuk, hogy egy lépcsss
alak egy nemzérus sorvektora nem fejezhetd ki a tobbi sorvektor lineéris
kombinaciojaként. Tekintsiik a 1épcsés alak k-adik sorvektorat. Féeleme
legyen a j-edik oszlopban. E f6elem nem allithato el6 a k-nal nagyobb
indext sorok linearis kombinacidjaval, mert azokban a j-edik koordinéta
0. A k-nal kisebb indexti sorvektorok pedig nem szerepelhetnek a lineéris
kombinaciéban, mivel a legkisebb indext vektor fGelemét a tébbi vektor
nem eliminalhatja, pedig a k-adik sorban azon a helyen 0 All.

Annak bizonyitésa, hogy a f6elemek oszlopai B-ben linearisan fiig-
getlenek, ugyanugy megy, mint a sorvektorok esetén. Innen pedig az
el6z6 tétellel adodik, hogy az ilyen indexi oszlopok A-ban is linearisan
fliggetlenek. |

Fontos megjegyezni, hogy mig a 1épcsés alak sortere megegyezik az
eredeti matrix sorterével, addig az oszloptér az elemi sormtveletek alatt
megvaltozik, tehat a matrix és 1épcsds alakjanak oszloptere kiillonbozik!

Bazis. Az elemi sormiiveleteket alkalmazva, egy matrix sorterében és
oszlopterében is taldltunk olyan linearisan fiiggetlen vektorokat, melyek
kifeszitik az adott teret. Azt mar az 1.7. tételben megmutattuk, hogy a
haromdimenzios tér tetszéleges harom linearisan fiiggetlen vektoranak li-
neéris kombinaciojaként a tér minden vektora elgall. Mas szavakkal ez azt
jelenti, hogy a tér harom linearisan fiiggetlen vektora kifesziti a teret. Az
ilyen vektorhdrmasokat, melyeket egy koordinatarendszer alapvektorai-
nak vettiink, bazisnak neveztiik. Ezek vezetnek a kdvetkez6 definiciéhoz.

4.8. DEFINICIO: BAz1s. Tekintsiik a T™ tér egy alterét, azaz vektorai-
nak egy olyan részhalmazat, mely zart a vektorok skalarral val6 szorza-
sanak és a vektorok osszegének miiveletére. Az altér bdzisan vektorok
olyan halmazat értjiik, mely

1.lineérisan fiiggetlen vektorokbol all és

2.kifesziti az alteret.

Az e; = (1,0,...,0), e3 = (0,1,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1) vekto-
rokbol allo halmazt T™ standard bdzisinak nevezziik.

4.9. PELDA: ALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA. Hatérozzuk meg az
(1,1,0,-2), (2,3,3,-2), (1,2,3,0) és (1,3,6,2) vektorok altal kifeszitett
altér egy béazisat!

MEGOLDAS. A megadott vektorokboél, mint sorvektorokbdl képzett mat-

rix valamely sorlépcsés alakjanak nemnulla sorai az altér egy bazisat ad-
jak:

11 0 -2 11 0 -2 11 0 -2
2 3 3 -2 N 01 3 2 N 01 3 2
1 2 3 0 0 1 3 2 0 0 O 0
1 3 6 2 0 2 6 4 0 0 O 0

A bazis vektorai (1,1,0,—-2), (0,1,3,2).

Masik megoldas: Ha a bazist az adott vektorokboél akarjuk kivalasz-
tani, akkor képezziink egy matrixot e vektorokbol, mint oszlopvektorok-
bol. Lépcsés alakjaban a f6elemek oszlopai linearisan fliggetlen vektorok.
A nekik megfelels oszlopvektorok az eredeti matrixban az oszloptér ba-
zisat alkotjak.

1 2 11 1 2 11 1 211
1 3 2 3 N 01 1 2 N 0 1 1 2
0 3 3 6 0 3 3 6 0 0 0O
-2 -2 0 2 0 2 2 4 0 0 0O
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Tehéat az adott négy vektor kozill az elss kettd, azaz az (1,1,0,—2) és
(2,3,3,—2) vektorok bazist alkotnak.

Ha a megadott vektorokat mas sorrendben irjuk a matrixba, masik
bazist kaphatunk. |

4.10. PELDA: VEKTOR FELIRASA A BAZISVEKTOROK LINEARIS KOMBI-
NACIOJAKENT. Az el6z6 feladatban megadott négy vektor mindegyikét
fejezziik ki az altaluk kifeszitett altér bazisvektorainak linearis kombinéa-
civjaként!

MEGOLDAS. Az el6z6 feladat masodik megoldasaban talaltunk egy bézist
a megadott vektorok koziil. Mivel az oszlopvektorokkal dolgoztunk, a
vektorok kozti linearis kapcsolat leolvashatd barmelyik 1épcsds alakbol:
legkényelmesebben a redukdlt 1épcsés alakbol. Folytatjuk tehat az el6zé
példabeli eliminéciés lépéseket:

N O ==
N W W N
O W N =
N O W
o O O
SO =N
OO ==
O O N
SO O
oo RO

A redukalt 1épcs6s alakbol latjuk, hogy példaul a harmadik oszlop a
maésodik és az els6 kiilonbsége. Ezek alapjan az eredeti vektoroknak a
bézisvektorok linearis kombinécidiként valo felirasa:

1 9 1
1 3 3
ol 7| 3| 6] =3
ol -2 9

1 1 9
2 1 3
3 ol 721 3
0 9 9

Ha a megadott vektorokat mas sorrendben irjuk a maéatrixba, mas
bazisra juthatunk. Példaul

1 1 21 11 2 1 10 4+ 14
3132$0—2—3—1$01§§ (4.2)
6 0 3 3 0 -6 -9 -3 00 0 0|

2 -2 -2 0 0 —4 —6 —2 00 0 0

Eszerint bazisvektoroknak vélaszthatjuk az (1,3,6,2) és az (1,1,0,—2)
vektorokat is, a tobbi vektor pedig kifejezhets ezek linearis kombinacio-
jaként:

N O W
+
|
N O~
S W N -
—
N O W
N O = =

Vektor egy bazisra vonatkozé koordinatas alakja. A koordinatarend-
szer bevezetésénél ugyanazt tettiik, mint itt az el6z6 példaban: minden
vektor elGallithatd egy bazis elemeinek linearis kombinacidjaként, és e
vektor koordinatas alakja erre a bézisra vonatkozoan a linearis kombina-
ci6 konstansaibol all.

Egy altérben tobb bézist is vizsgalhatunk, és a vektorok koordinatés
alakjai kiilonb6zhetnek a kiillonbo6z6 bazisokban. A félreértések elkeriilé-
sére a bazis jelét a koordindtéas alak indexében jeloljiik, azaz a v vektor
koordinatas alakjat az A béazisban [v]4 jeloli.

Példaul az el6z6 példaban a (4.1) képletbeli redukalt 1épes6s alak nem-

zérus soraibol allo
1 0 -1 -3
0 1 1 2
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méatrix a kovetkezGket mondja. A vy = (1,1,0,-2), vo = (2,3,3,—-2),
vy = (1,2,3,0) és vq = (1,3,6,2) vektorok altal kifeszitett altérnek A =
{v1, Vs } egy bézisa, és ebben a bazisban e négy vektor koordinatai rendre

[Vila = H, [Vo]a = m, [Va]a = {_ﬂ, [Vala = [_g]

Hasonloképp a (4.2) képletbeli redukalt 1lépesss alak nemzérus soraibol

allo
10 L

R

2

matrixbol kiolvashato, hogy a fenti altérnek B = { vy, vy } is bazisa, és
ebben a bazisban a vy, vi, vo, vz koordinatas alakja rendre

[VilB = {é], Vil = |:(1):|7 [Vo]B = E], [vs]g = [ﬂ

2 2

DGR =

Bazisfelbontas és a megoldas blokkmatrix alakja®. A 4.7. tétel méaso-
dik pontjanak az el6z6 feladatban is szemléltetett egyenes kvetkezménye,
a kovetkezg allitas.

4.11. ALLITAS: BAZISFELBONTAS. Jel6lje egy m X n-es A matrix re-
dukalt 1épcsés alakjanak nemzérus soraiboél allo r X n-es részmatrixat R,
az R f6oszlopainak megfelel6 A-beli oszlopok alkotta m X r-es részméat-
rixot B, ahol r = rang A. Ekkor az R matrix j-edik oszlopa megegyezik
az A matrix j-edik oszlopanak a B oszlopai alkotta béazisban felirt ko-
ordinatas alakjaval. Képletben ez azt jelenti, hogy

A.; =BR,;, azaz A =BR.

Egy méatrix fenti A = BR alaku felbontasat bdzisfelbontdsnak nevezziik.

4.12. PELDA: BAZISFELBONTAS. Hatarozzuk meg az alabbi métrix ba-
zisfelbontasat, és magyarazzuk meg a két méatrix oszlopainak jelentését!

1 2 3 4 5
A=1|2 4 5 7 11
1 2 7 0 -11

MEGOLDAS. Az A matrix redukalt lépcsés alakja:

1 2 3 4 5 1 2 0 717
A=12 4 8 6 2= (0 0 1 -1 -4
1 2 7 0 -11 0 0 0 0 0

E matrix els6 két sora alkotja az R és az A matrix els6 és harmadik
oszlopa a B matrixot, igy a felbontas

1 2 3 4 ) 1 3
A=12 4 8 6 2l =12 8
1 2 7 0 -11 1 7

120 7 17 _

001 -1 -4 = BR.

Ellenérizziik, hogy az R oszlopai az A oszlopvektorainak koordinéatas
alakjai a B oszlopai alkotta béazisban, azaz

[v]z = B[v]s,

ahol az F indexszel a standard, B-vel a B matrix oszlopai alkotta bézis-
beli koordinatas alakjat jeloltiik ugyanannak a vektornak. Példaul

4 1 3 7 4 7
6l =12 8 l:_1:| y azZaZzZ [a4]E =16 y [34]3 = l:_1:| y (43)
0 1 7 0

ahol a4 az A negyedik oszlopvektora. |
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4.13. PELDA: NULLTER BAZISA. Hatarozzuk meg az alabbi méatrix null-

terének bazisat!
5

1 2 3 4
2 3 5 7 11
01 1 1 —1

MEGOLDAS. A nulltér, azaz a matrixhoz tartozé homogén linearis egyen-

letrendszer megoldésainak tere konnyen leolvashaté a redukélt lépcsds
alakbol.

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 01 2 7
23 5 7 11|=|01 11 —-1|=(0 1 1 1 -1
0111 -1 0 0 0O 0 0 0 0O 0
A szabad valtozokhoz rendelt paraméterek legyenek x3 = t1, x4 = to,
r5 = t3, amibdl x1 = —t1 — 2ty — Ttg és x9 = —t1 — to + t3. Innen
1 -1 —2 -7 -1 -2 -7
T -1 -1 1 -1 -1 1] [t
I3 | = tl 1 + t2 0 + t3 of = 1 0 0 tz y
Ty 0 1 0 0 1 0f |3
Ts5 0 0 1 0 0 1

azaz a nullteret harom vektor fesziti ki. Vegyiik észre, hogy a redukalt
lépcsds alak blokkszerkezete

I. S

O O

-S
X = { I, ] t
alaki, ahol t a paraméterek vektora. Itt csak annyi a kérdés, hogy a null-
teret kifeszit6 harom vektor fliggetlen-e. Ez jol latszik a harom vektorbol
képzett matrixon, mivel annak als6 blokkja I3, ami harom fiiggetlen osz-
lopvektorbdl 4ll, és ezek akkor is fiiggetlenek maradnak, ha eléjiik tovabbi
koordinatakat illesztiink. |

és a megoldas

4.14. TETEL: A MEGOLDAS FELIRASA BLOKKMATRIXOKKAL. Az egy-
szertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az r rangi A matrix elsé r oszlopa
linearisan fliggetlen — ez oszlopcserékkel mindig elérhets. Jelolje B, az
A els6 r oszlopabol allé matrixot, és legyen az [A|b] bdvitett matrix
redukalt 1épcsés alakja

IL. S d.

665

ahol d, egy r-dimenziés vektor. Ekkor az Ax = b egyenletrendszer
megoldhatd, és megoldasa

X = ol e = t
- Os Is Sy
ahol s a szabad valtozok szama, azaz s = n —r, és ts a szabad paramé-
terek vektora, rdadasul A = B,.[I.|S] és b = B,.d,.

BizoNYITAS. Mivel [I,.|S] az A redukalt lépcsés alakja, ezért ennek bar-
mely oszlopa az A matrix azonos sorszdmu oszlopanak koordinatas alakja
az B, oszlopvektoraiban, mint bazisban felirva. Ez épp azt jelenti, hogy
A = B, [I,|S]. Ez az oszloptér barmely oszlopara, igy b-re is igaz, hisz
[A|b] redukalt lépcsss alakja szerint az egyenletrendszer megoldhato, igy
b eleme az oszloptérnek. Eszerint tehat b = B,.d,..
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Az, hogy minden megoldas folirhaté ilyen alakba, a Gauss—Jordan-
modszerbdl kovetkezik. Meg kell még mutatni, hogy a tételben felirt x
vektor valoban megoldas.

d, -S
Ax =B, [I, S] ([OJ + [Is}ts)
=B, (d, — St, + St,) = B,d,
=b.

Ez bizonyitja az allitast. u

4.15. TETEL: A NULLTER BAZISA. Tegyiik fel, hogy az r rangi A
matrix els6 r oszlopa linearisan fiiggetlen — ez oszlopcserékkel mindig
elérhetd. Legyen az A matrix redukalt 1épcsds alakja

s 8

Ekkor az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer megoldasa

ahol s = n—r a szabad valtozok szama, és a [}SS] métrix oszlopvektorai

a nulltér bazisat alkotjak.

BI1ZONYITAS. A bizonyités kozvetlen kévetkezménye a 4.14. tételnek, csak
azt kell belatni, hogy [}S] oszlopvektorai a nulltér bazisat alkotjak. Ez
abbdl kovetkezik, hogy egyrészt kifeszitik a nullteret, masrészt lineari-
san fliggetlenek, hisz az alsd blokkban 1év§ I, matrix oszlopai linearisan
fliggetlenek. |

Dimenzié és rang. Az el6z6ekben bazist kerestiink egy altérhez. Azt
tapasztaltuk, hogy a bézis mindig ugyanannyi vektorbol allt. Ez nem
véletlen. Egy kiilontsen fontos tétel kovetkezik.

4.16. TETEL: BAzIS-TETEL. Tekintsiik a T™ vektortér egy tetszéleges
alterét. Ennek barmely két bazisa azonos szamu vektorbol all.

BizoNYITAs. Tegyiik fel, hogy T"-nek van olyan A altere, és annak két
olyan béazisa,

V={vi,va,...,vi }, s W ={wy,wa,..., W, }.

melyek nem ugyanannyi vektorbol allnak, azaz példaul k£ < r. Mivel V
bazis A-ban, ezért a W bazis vektorai is kifejezhetdk linearis kombinéci-
oikként, azaz léteznek olyan a;; skalarok, hogy

Wi:ai1v1—|—ai2v2—|—...—|—aikvk, (221,,7") (44)
Mivel a W bézis vektorai linearisan fliggetlenek, ezért a
W1 +cowa +...+cw, =0 (4.5)

egyenlGség csak a ¢; = co = ... = ¢ = 0 konstansokra all fenn. A (4.4)
egyenldségeit a (4.5) egyenletbe helyettesitve

C1 (0,11V1 +ajogve + ...+ alkvk) + 02(a21v1 + ag2vo + ...+ agkvk) =+
et er(amvi +arave + ..o+ appvy) = 0,

aminek V vektorai szerinti rendezése utan kapjuk, hogy

(@161 + az1c2 + ... + ar1¢,) vy + (@12¢1 + ag2¢2 + ... + arocy )V +

oo+ (a1per + agpea + . ..+ arper) vy = 0.
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Ez azt jelenti, hogy a homogén linearis

aiic1 + as1ca + ...+ a6, =0

a12C] + Q22C + ...+ apoCp = 0

aixc1 + asgco + ...+ arpcr =0

egyenletrendszernek a ¢; = co = ... = ¢ = 0 az egyetlen megoldasa.
Ez viszont a 2.36. tétel szerint nem teljesiilhet, mivel a fenti homogén
egyenletrendszer egyenleteinek szama kisebb ismeretlenjei szamanal (k <
r). Ez az ellentmondas bizonyitja, hogy indirekt feltevésiink helytelen
volt, tehat valéban, egy altér barmely két bézisa azonos szami vektorbol
all. |

Ha a haromdimenzios térben tekintiink egy origon atmend sikot, 1at-
juk, hogy barmely két fliggetlen vektora kifesziti. Azaz minden bézisa
kételemd. Ha egy origon atmend egyenest tekintiink, azt minden nem-
nulla vektora, mint egyelemi bazisa, kifesziti. A hétkoznapi életben is
hasznalt fogalom, a dimenzi6, megegyezik a bézis elemszaméval. Miutan
egy altér minden bézisa azonos elemszamu, értelmes a kovetkezé definicio:

4.17. DEFINICIO: DIMENZIO. A T™ tér egy A alterének dimenzidjdn
egy bazisanak elemszamat értjiik, és e szamot dim A-val jel6ljik.

A T™ altere sajat maganak, és standard bézisa épp n vektorbol all, igy
dim T"™ = n. A nullvektorbdl all6 altérben nincsenek fiiggetlen vektorok,
igy dimenzidja 0.

Adott véges sok T™-beli vektor altal kifeszitett altér dimenziojat agy
hatarozhatjuk meg, hogy meghatarozzuk a vektorokbol képzett matrix
rangjat. Igaz ugyanis a kovetkezs allitas:

4.18. ALLITAS: DIMENZIO = RANG. Egy matrix rangja, sorterének
dimenzibja és oszlopterének dimenzidja megegyezik. Ebbdl kdvetkezsleg
rang(A) = rang(A”).

B1zoNYITAS. A métrix rangja megegyezik 1épcsds alakjaban 1év6 nem-
zérus sorainak szaméval. A 4.7. tétel szerint viszont e sorok linearisan
fliggetlenek és kifeszitik a sorteret, tehat bazist alkotnak, igy szamuk
a sortér dimenziojat adja. Az oszloptérrdl lattuk, hogy a féelemeknek
megfelel oszlopok az eredeti métrixban linearisan fliggetlenek és kifeszi-
tik az oszlopteret, tehat e tér dimenzidja is a matrix rangjaval egyezik
meg. Az utolso allitas abbol kivetkezik, hogy A sortere megegyezik AT
oszlopterével. |

4.19. DEFINICIO: VEKTORRENDSZER RANGJA. Egy T"-beli vektorok-
bol allé vektorrendszer rangjdn a vektorokbol képzett matrix rangjat,
vagy ami ezzel egyenld, az altaluk kifeszitett altér dimenziojat értjik.

4.20. PELDA: DIMENZIO KISZAMITASA. Hatarozzuk meg az A matrix
sorterének és nullterének dimenzi6jat!

3

W W w w
W = Ut W
W N = W
W W w w

4
2
3

MEGOLDAS. Az A redukalt lépcsds alakja

1 0 -1 01
0 1 2 1 0
A= 0 0 0 0 0
0 0 0 0 O
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Innen leolvashat6, hogy a méatrix rangja 2, igy sorterének dimenzioja is
2. A nulltér dimenzioja megegyezik az egyenletrendszer megoldésterének
dimenzidjaval, ami megegyezik a szabad valtozok szaméval, esetiinkben
ez 3. Vegylik észre, hogy a sortér és a nulltér dimenzidjanak Gsszege
megegyezik a valtozok szadméval, azaz a méatrix oszlopainak szamaval,
jelen példaban 5-tel. [ ]

4.21. TETEL: DIMENZIOTETEL. Barmely A € T™*" matrix esetén a
sortér dimenzi6janak és a nulltér dimenziojanak Gsszege n.

Az angol nyelvd szakirodalomban szokas az A maétrix sorterét row(A)-
val, nullterét null(A)-val jelolni. E jeloléssel a tétel allitasa:

dim(row(A)) + dim(null(A)) = n.

B1zONYITAS. A matrix sorterének dimenzi6ja megegyezik a matrix rang-
javal, azaz az Ax = 0 egyenletrendszerben a koétott valtozok szamaval,
mig a nulltér a szabad valtozok szaméaval (1d. 4.15). Ezek osszege n. W

A sortér és a nulltér egy masik fontos tulajdonsaggal is rendelkezik:
merdlegesek egymasra. Ez lehetévé teszi, hogy ha ismerjiik e két tér
egyikét, a masikat egyértelmiien meghatarozhassuk. Erre a kés6bbi feje-
zetekben visszatériink.

4.22. DEFINICIO: ALTEREK MEROLEGESSEGE. Azt mondjuk, hogy a
T™ tér két altere merdleges egymasra, ha az egyik minden vektora me-
réleges a masik minden vektoréra.

4.23. ALLITAS: SORTER ES NULLTER MEROLEGESSEGE.. Egy mat-
rix sorterének minden vektora merdleges nullterének minden vektorara,
azaz sortere és nulltere merélegesek egymasra.

B1zonviTAS. Legyen A € T™*™. Az A nullterének vektorai megoldasai
az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszernek, azaz A minden sorvek-
tora meréleges minden megoldasvektorra. Ha viszont minden sorvektor
merGleges, akkor azok tetszéleges linearis kombinécidi is, ugyanis ha x
egy tetsz6leges megoldéasvektor, akkor

(clal* + coagy + ...+ cmam*)x = C1a14X + 222X + ... + CpAmx = 0,

azaz minden megoldas merdéleges a sortér minden vektoréra. |

Elemi bazistranszformacié®. Az el6z6 paragrafusban azt lattuk, hogy
az elemi sormfiveletek eredményeként az eredeti matrix oszlopainak egy
maésik bazisban felirt koordinatéas alakjat kapjuk meg. Ezt a paragra-
fust arra szanjuk, hogy a vektortér struktaraja fel6l is megértsiik, mi
torténik akkor, amikor a méatrix egy oszlopaban f&elemet (pivotelemet)
valasztunk, és oszlopanak tobbi elemét eliminaljuk. A folyamat lényege
egy kétoszlopos maétrixon is jol szemléltethets. Az egyszertiség kedvéért
a két oszlop legyen az a és a b vektor, a bazist, melyben e vektorok meg
vannak adva, legyen a standard béazis. Tegyiik fel, hogy a; # 0. Ekkor
az a; pozicidjat valasztva, a kikiiszobolés eredményeként a kovetkezket
kapjuk.

_ _ r [
ap b 0 b — %%ich
as by 0 by —gtaz

: : : ;
a; bz 1 aiz
[am  bm ] 0 by — %am
L ; dm
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Tudjuk, az oszlopok az elemi sormiiveletek utan az eredeti vektorokat
adjak egy masik bazisban. Az a vektor nyilvanvaldéan egy olyan béazis-
ban lett felirva, amelyben szerepel az a vektor is, mégpedig ez az i-edik
bazisvektor. Megmutatjuk, hogy mindkét oszlop az

el7e27~'~7ei—1aa7ei+15---aem

bazisban lett felirva. Az a vektorra ez nyilvan igaz. Nézziik a bb vektort!
Fejezziik ki az e; vektort az a = a1e1+...+a,e; + ...+ ame,, felirasbol:

1 1 1 1
e =——aje] — —a2e2 — ...+ —a—...— —0m€em-
a; a; a; a;
Ezt behelyettesitjik a b = bje; + ... + b;e; + ... + b, e, kifejezésbe:
b= (b — —aj)er + (b — —az)ea+ ...+ —a+ ...+ (byy — —am)en
Q; a; a; a;

Tehat valoban, a b koordinatas alakja e moédositott bazisban épp az, amit
az eredeti matrix eliminédlasa utdn kaptunk a masodik oszlopban. Az
imént targyalt lépést elemi bazistranszforméacionak nevezziik, mert egy
mésik bazisra vald attérés egy elemi lépésének tekintjiik, amikor egyetlen
bézisvektort cseréliink ki. A torténtek szemléltetésére a matrixot fejléccel
egylitt egy tablazatba irjuk, a sorok elé az eq,...,e,, bazisvektorok, az
oszlopok f6lé az oszlopvektorok neve kertil.

a b a bb
e ai by e |0 by — ,?al
e | as by e |0 by—ras
e :
€e; a; bi a 1 %
em | Gm bm en |0 by, — %am

Osszefoglalva és egytuttal altalanosabban megfogalmazva a fentieket:

4.24. TETEL: ELEMI BAZISTRANSZFORMACIO. Tegyiik fel, hogy az a
vektor E = { ey, ..., e, } bazisra vonatkozo i-edik koordinataja a; # 0.
Ekkor az E altal generalt £ altérnek az

e17e27"'7ei—1aa7ei+17"'aem

vektorok is bazisat alkotjak. Az &£ egy tetszéleges b vektoranak koor-
dinatas alakja megkaphaté e bazisban elemi sormiiveletekkel, ha a;-t
valasztjuk f6elemnek.

Az elemi bazistranszformécié alkalmas arra, hogy a béazisok valtozasan
keresztil egy més nézépontbol vilagitsa meg a redukalt lépcsés alakra
hozassal megoldhato feladatokat. Példaként vizsgaljuk meg, mi torténik
egy egyenletrendszer megoldasakor. Megjegyezziik, hogy itt nincs sziik-
ség sorcserére, mert egy oszlopbdl szabadon valaszthatunk olyan sort,
amelynek fejlécében még az eredeti béazisvektor szerepel.

4.25. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA ELEMI BAZISTRANSZ-
FORMACIOVAL. Oldjuk meg a 2.14. és a 2.22. példaban megoldott egyen-
letrendszert elemi bazistranszforméacioval.

MEGOLDAS. A tablazatokat egybefiizziik, a sorok fejlécein mindig jelez-
ziik az aktualis bazist, az oszlopok fejléceit a jobb érthetdség végett min-
dig kiirjuk, a kivalasztott f6elemeket kiilon jeloljiik:

‘ ay; Az as b ‘ ‘ ‘ ap a9 as b ‘ ‘ ‘ a; ag as b ‘ ‘ ‘ ay az as
e | 1 1 2 Ofa| 1 1 2 O0fjag| 1 O 3 =5fa| 1 0 O
e 2 2 3 2ie| 0 0 -1 2fe| 0 0 -1 2|lea| O 0 O
es| 1 3 3 4ie| 0 2 1 4jles| 0 0 3 —61lag| 0 O 1
eq | 1 2 1 5ileg| 0 1 -1 Hflax| 0 1 -1 5llag| O 1 O
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A tablazaton kicsit lehet egyszertsiteni, azt az oszlopot, amelyben mar
csak egy standard egységvektor van, felesleges kiirni, az oszlopok és a
sorok fejléceibe pedig elég csak azt a valtozot irni, amelyik a bazisba vett
oszlopvektorhoz tartozik. Igy a kovetkezét kapjuk:

z yzbl |y =zb| [z b|] | Db
1 1 2 0flx]| 1 2 0flz| 3 =5 (= 1
2 2 3 2 0o -1 2 -1 2 0
1 3 3 4 2 1 4 3 6| z|-2
1 2 1 5 1 -1 5fly|-1 5]y 3
Az egyenletrendszer megoldasa tehat x =1,y =3, 2 = —2. |

Attéres masik bazisra. Az el6z6 paragrafusokban a bézis cseréjével fog-
lalkoztunk, a standard bazisbol attértiink egy maésikra, vagy forditva. Azt
lattuk, hogy ha B egy m X r-es r rangti matrix, akkor az oszlopvektorai,
mint bazis altal kifeszitett altér egy v vektoranak e bazisbeli [v]g koor-
dinatas alakjabol a standard [v]g koordinatas alak egy egyszerd matrix-
szorzéssal megkaphato, nevezetesen

[Vle = Bp—s[v]s. (4.6)

ahol a B matrix indexébe tett F <+ B a B oszlopvektorainak bazisabol
a standard bazisra valo attérésre utal. A visszafelé mutato nyil a képlet
konnyebb megjegyezhetfségét segiti.
Példaul a 4.12. példabeli (4.3) képlet épp erre az Osszefiiggésre példa.
A tovabbiakban — egyszertisitends a dolgunkat — csak T™ két bazisa-
nak vizsgélatara szoritkozunk. Legyen

B:{b13b27"'7bn}éSC:{c17C23"'7C7L}

e tér két bazisa. Irjuk fel ugyanannak a v vektornak koordinatas alakjat
mindkét bazisban. Koztiik nyilvan f6nnall a [vlc = Bep[v]p Ossze-
fliggés, ha a Bo._p matrix oszlopai a B bazis vektorait tartalmazzak a
C' bazisban folirva. Ez azért igaz, mert a [v]p vektorral vald szorzés a
B¢ p matrix oszlopainak épp azt a linearis kombinaciojat szamitja ki,
amit keresiink, és mindezt a C' bazisban kifejezve.

Példaul a mellékelt abran

o[, Bl o[-l

A Beoop = [b; by] matrixszal valoban fonnall a [v]c = Bep[v]s

Osszefiiggés:
[3} {_2 1} {_1}
2lc 13 g

4.26. TETEL: BAZISTRANSZFORMACIO. Legyen T" két bazisa B és C.
Egyetlen olyan n x n-es Bop matrix létezik, melyet barmely v vek-
tor B-beli koordinatéas alakjaval megszorozva a v vektor C-beli alakjat
kapjuk, azaz [vlc = Be_p[v]s. E Bo.p matrix oszlopai a B bazis
vektorainak C-beli koordinétas alakjai. A C-rél B-re valo attérés mat-

. 2 A, RII AR A0 0 . -1
rixa a B-rél C-re val6 attérés matrixanak inverze, azaz B;,_ ~ = Bo_p.

Bi1zoNYITAS. 777 [ ]

4.27. PELDA: BAZISTRANSZFORMACIO. Legyen a haromdimenzios tér-
beli U = {uy, uz, uz} bazis vektorainak a V bézisra vonatkoz6 koordina-
tas alakja uy = (1,1,1)y, us = (1,2,3)y, us = (1,4,6)y. Hatarozzuk
meg az a = (2,0,4)y vektor V bazis szerinti, valamint a b = (—1,2,1)y
vektor U bazis szerinti koordinatas alakjat.
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MEGOLDAS. Az a = (2,0,4)y vektor V-beli alakja a bazisvektorok V-
beli alakjaval azonnal felirhatoak:

2 1 1 6
a= |0 =2u;+4us=21| +4(4| = |18
4], ], 6], 26],,

Ugyanezt kapjuk az attérés méatrixaval vald szorzéas utan is:

1 1 1 2 6
a= |1 2 4 0] = |18
1 3 6 Veu 4 U 26 v
Az inverz bazistranszformacié méatrixa
11 1! [0 3 -2
By =11 2 4 = 2 -5 3
136 VU _*1 2 -1 UV
Ezt folhasznalva
0 3 =2 [—1 4
b= 2 -5 3 2 = (-9
-1 2 -1 vev L 1 v 4 U

1* Példa egy testre. Jelolje Q(v/2) az Osszes a+by/2 alaki  Osszege és szorzata is Q(v/2)-beli. Ezt az
szamok halmazat, ahol a és b raciondlis szdmok, azaz
a,b € Q. Mutassuk meg, hogy Q(v/2) a szokasos Ossze- (a+bV2) + (c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2,

adéas és szorzas miiveletekkel testet alkot. )
és az
MEGOLDAS. Mivel Q(v/2) elemei egytittal valés szamok is, (a+ bv2)(c + dv2) = (ac + 2bd) + (ad + be)V/2,
igy a definicié 2-4. azonossagai fennallnak, elég csak az 1.-
et igazolni. Ehhez be kell latni, hogy két Q(+v/2)-beli szam  Gsszefiiggések igazoljak. |
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4.2. Linearis leképezések

Minden A mdtrizhoz tartozik eqy x — Ax leképezés. Ez azonban nem
csak egyszerden jellemzi a mdtrizot, hanem tul is mutat rajta.

A matrixtranszformacio6 tulajdonsagai. Mdtriztranszformdcion az X —
Ax leképezést értjiikk. Egy m x n-es A € T"*™ matrixhoz igy egy T" —
T™ leképezés tartozik, ugyanis ha x € T" és y = Ax, akkor y € T™.

4.28. PELDA: VEKTORI SZORZASSAL DEFINIALT MATRIXTRANSZFOR-
MACIO. Legyen a = (a1, as,a3) egy adott R3-beli vektor. Legyen A
az a transzformécio, mely a tér tetszéleges x vektordhoz az a x x vektort
rendeli. Tehéat

AR R?:x— axx.

Mutassuk meg, hogy az A fiiggvény egy méatrixtranszformacio, azaz léte-
zik egy olyan A maétrix, hogy A(x) = Ax.

MEGOLDAS. Az a x x vektori szorzat koordinatés alakban:
y=axx = (a1,a2,a3)><($1,3?27$3) = (a2$3—a39€27a3$1—a1$37a1332—a2$61)-

Az eredménybdl azonnal latszik, hogy e transzformacié méatrixtranszfor-
macio, hisz y minden koordinatéja x koordinatainak linearis kifejezése. A
vektorokat oszlopvektor alakba irjuk, és x koordinéatai szerint rendezziik:

a1 T1 — a3r2 + a2x3
aXX=|az| X |To| = asxi — ai1rs
as T3 — G221 + a1T2

Innen azonnal leolvashato a transzformacié matrixa, és folirhato a transz-
formécié matrixszorzatos alakja:

0 —as a2 I

axx=| ag 0 —a1| |22
—as a1 0 T3
E feladatra kés6bb még tobbszor visszatériink. |

Miiveletek matrixtranszformaciok kozott. A matrixtranszformaciok T"-
bél T™-be képzé figgvények, igy a koztik 1évé miiveleteket nem kell
definidlni, azokat ismerjiik. Az a kérdés, hogy van-e kapcsolat a méat-
rixmiiveletek és a matrixokhoz tartozoé transzformaciok kozti miiveletek
kozott! Példaul ha A és B az A és B matrixokhoz tartozo transzforma-
cio, azaz A : x — Ax és B : x — Bx, akkor igaz-e, hogy A + B-hez az
A + B tartozik?

4.29. TETEL: MATRIXTRANSZFORMACIOK MUVELETEI. Legyen A, B
és C harom m X n-es matrix, legyen A, B és C' a hozzajuk tartozé harom
matrixtranszformacio és legyen c egy skalar. Ekkor

1) A + B = C pontosan akkor igaz, ha A+ B = C, és

2) cA = C pontosan akkor igaz, ha cA = C.
Ha X, Y és Z tipusa rendre m x k, k X n, illetve m x n, és X, Y és Z
a hozzajuk tartoz6 harom matrixtranszformécio, akkor

3) XY = Z pontosan akkor igaz, ha X oY = Z, azaz matrixok szor-

zésanak a fliggvények kompozicioja felel meg.

B1zonYITAS. A bizonyitasok a matrixmiiveletek tulajdonsagaibol kovet-
keznek. Ott, ahol valamelyik méatrixazonossagot hasznaljuk, az egyen-
16ség folé egy M-betiit irunk, ahol pedig a fiiggvények kozti miveletek
definici6it hasznaljuk, ott egy F-bettit:
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1) (A+B)X£AX+BX:AX+BXZ\:4 (A +B)x=Cx =Cx.
2) (cA)x L c(Ax) = ¢(Ax) = (zA)x = Cx = Cx.
3) (XoY)x=X(Yx)=X(Yx)=X(Yx) Y XY)x=Zx=7x. B
Az f: T™ — T" fiiggvénynek a g : T" — T" fliggvény inverze, ha min-
den x € T™ helyen (f(g(x)) = x és (g(f(x)) = x, azaz ha kompozicioik
az fogésa go f fliggvények megegyeznek az identikus leképezéssel.
4.30. ALLITAS: INVERZ MATRIXTRANSZFORMACIOK. Ha az nxmn-es A

matrix inverze B, akkor e két matrixhoz rendelt A : T" — T" : x — Ax
és B :T" — T™ : x — Bx lineéaris transzformaciok inverz leképezések.

BizoNYITAs. Az allitast igazolja, hogy

A(B(x)) = A(Bx) = A(Bx) = (AB)x = Ix = x,
és

B(A(x)) = B(Ax) =B(Ax) = (BA)x = Ix = x.

Matrixtranszformaciok tulajdonsagai. Ez a paragrafus arra az igen fon-
tos tényre épiil, hogy a matrixtranszforméaciok megérzik a linearis kombi-
néciokat, azaz egy lineédris kombinacié transzformaltja a vektorok transz-
formaltjainak azonos linearis kombinaciéjaval egyenld.

4.31. TETEL: A LINEARIS KOMBINACIOT MEGORZO T" — T™ LEKE-
PEZESEK. Legyen A : T™ — T™ egy tetszoleges leképezés. A kévetkezs
harom allitas ekvivalens.
(a) Létezik egy olyan m X n-es A méatrix, hogy az A leképezés megegye-
zik az x — Ax leképezéssel, azaz A matrixtranszforméacio.
(b) Az A leképezés homogén és additiv, azaz tetszéleges x,y € T™
vektorokra és ¢ € T skalarra
1. A(ex) = cA(x) (A homogén),
2. A(x+y) = A(x)+ A(y) (A additiv).
(c) Az A leképezés meg6rzi a linearis kombinéciokat, azaz tetszGleges

x,y € T™ vektorokra és ¢,d € T skalarokra A(cx + dy) = cA(x) +
dA(y).

B1ZONYITAS. (a) = (b): Ha van olyan A métrix, hogy minden x vek-
torra Ax = Ax, akkor

A(ex) = A(ex) = cAx = cAx, és
Ax+y)=Ax+y) = Ax+ Ay = Ax + Ay.
(b) = (c): Ha A homogén és additiv, akkor
A(ex + dy) = A(ex) + A(dy) = cAx + dAy,
ahol az els6 egyenlGségnél az A additivitasat, a masodiknél a homogeni-
tasat hasznaltuk.

(¢) = (a): Tekintsiik T" standard bazisat és az Ae; vektorokbol kép-
zett A = [Aej|Aes]...|Ae,] matrixot, valamint legyen az x € T™ egy
tetszoleges vektor. Ha A olyan leképezés, mely megérzi a linearis kombi-
naciokat, akkor

Ax = A(z1e1 + z0€2 + ... + zpey)
=x1Ae; +x04es + ...+ 2, Ae,

Ty
€2

:[Ael Aey ... Aen]

Ln

= Ax
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Tehat valoban létezik olyan A matrix, hogy Ax = Ax. Réadasul ilyen
métrix csak ez az egy van, mert barmely e; béazisvektorra és barmely A
métrixra Ae; = A,;, tehat az A,; oszlopvektor csak Ae; lehet. |

Megjegyzések:

» A (c) pont csak két vektor linearis kombinéciojarol szol, de ebbdl
indukciéval adodik barmely linearis kombinaciora is az éllitds. Ezt a
bizonyitasban ki is hasznaltuk.

» Az A leképezés x vektoron valo hatasanak eredményére az A(x) és az
Ax jelolés is hasznéalatos.

» E tétel (b) és (c) pontja lehetGvé teszi a matrixtranszformacio altala-
nositasat. Ezt tessziik a kovetkezs definicioban.

4.32. DEFINICIO: LINEARIS LEKEPEZES. Legyen V, V; és V5 mind-
egyike olyan halmaz, melyen értelmezve van egy Gsszeadas és egy T-beli
skalarral valé szorzas mivelet. Azt mondjuk, hogy egy A : H; — Hy
leképezés linedris, ha homogén és additiv, azaz ha tetszéleges x,y € H;
elemekre ¢és ¢ € T skalarra A(cx) = cA(x), és A(x+y) = A(x) + A(y).
Az A : H — H lineéaris leképezéseket linedris transzformdcionak is ne-
vezziik.

4.33. PELDA: A DERIVALAS ES INTEGRALAS LINEARIS LEKEPEZES. Le-
gyen Hp az Osszes R-en értelmezett és ott differencidlhatéd fiiggvény
halmaza, Hy pedig az Osszes R-en értelmezett fiiggvény halmaza. A
D:Hy — Hy: f— Df = f leképezés linearis, ugyanis minden ¢ € R
skalarra és tetszéleges f,g € H; fliggvényre

D(cf)=(cf) =cf'=cDf, é&s D(f+g) = (f+g9)' = f'+9¢ = Df + Dg.

Hasonl6 6sszefiiggések allnak fonn az integralokra is, példaul legyen H; a
[0, 1] intervallumon Remann-integralhato fiiggvények halmaza, és legyen
H; =R. Ekkor az f — fol f leképezés linearis, ugyanis tetszéleges ¢ € R
skalarra és tetszGleges f,g € Hy fiiggvényre

/Olcfzc/olf, és /Ol(f+g)=/01f+/olg-

4.34. PELDA: SIKBELI FORGATAS, TUKROZES, VETITES. Mutassuk
meg, hogy a sikbeli vektorok egy rogzitett O pont koriili forgatasa, egy
egyenesre valo tiikrozése és mersleges vetitése lineéris leképezés.

MEGOLDAS. A sikbeli vektorok pont koriili forgatasa linearis leképezés.
Koénnyen belathatd, hogy egy tetszéleges O pont koriil a szoggel elfor-
gatva egy v vektort reprezentalo iranyitott szakaszokat, azok mind ugyan-
annak a w vektornak lesznek a reprezenténsai. Ezt a vektort tekintjiik a
v vektor elforgatottjanak. Ugyancsak konnyen lathato, hogy egy vektor
c-szeresének (c € R) elforgatottja megegyezik a vektor elforgatottjanak c-
szeresével, valamint hogy két vektor dsszegének elforgatottja megegyezik
a vektorok elforgatottjainak Gsszegével.

Hasonlban egyszertien latszik, hogy egy egyenesre valo tiikrozés egy
vektor c-szeresét a vektor tiikorképének c-szeresébe viszi, és két vektor
Osszegét a két vektor tiikérképének Gsszegébe.

Végezetiil ugyanigy megmutathato, hogy egy egyenesre valé merdleges
vetités egy vektor c-szeresét a vektor vetiiletének c-szeresébe viszi, és két
vektor Osszegét a két vektor vetiiletének Gsszegébe. |

Linearis leképezések matrixa. A 4.31. tétel bizonyitasaban megkonst-
rualtuk egy linearis A : T™ — T™ leképezéshez azt a matrixot, mely ezt a
leképezést generalja, nevezetesen bizonyitottuk, hogy minden x vektorra

Ax = [Aeq|Aeq]. .. |Ae,] x.
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4.35. PELDA: A FORGATAS MATRIXA. Irjuk fel a sik vektorait egy pont

. Y koriil « szoggel elforgatd leképezés matrixat!
(—sina; cosa) (cosa,sina)  MEGOLDAS. A 4.34. példa szerint a forgatas lineéris leképezés, igy van
métrixa, melynek alakja [Ai Aj], ahol i és j jel6li az R? standard bazisanak
a | elemeit.

\ | i v Az Ai vektor megegyezik i elforgatottjaval, ami konnyen meghataroz-
hato, ha az origd koriil forgatunk. Ai =[5 ] A j vektor a szoggel valo
4.5. abra. Az i és j vektorok a szdggel elforgatottja megegyezik az Ai vektor m/2 szoggel valo elforgatottjaval,

valé elforgatottjai azaz Aj = [ 3ine]. Igy az A-hoz tartozd matrix

. aq _ |cosa —sina
A=A 4= [sinoz cos ]

Tehat barmely x vektor « szoggel valo elforgatottja Ax = [0 —sina]y g

sina cosa

4.36. PELDA: TUKROZES MATRIXA. Irjuk fel annak a leképezésnek a
J maéatrixat, mely a sik vektorait egy egyenesre tiikrozi!

MEGOLDAS. a 4.34. példa szerint a tiikrozés linearis leképezés. A vek-
torok tiikorképe csak a tiikrozés tengelyének allasatol, példaul az els6
koordinatatengellyel bezart szogétol fligg. Legyen ez a szog o /2. Az i és
x a j vektorok képét konnyen megkapjuk, ha a tiikkrozés tengelye atmegy
az origon.

A mellékelt abrarol leolvashato, hogy i titkorképe Ai = [£55], mig a
j vektoré Aj = [ sinc 1. gy a sik vektorait az elsé tengellyel a/2 szdget

— COS &
. . 1 g . 2 A4 cosa  sina
bezard egyenesre tiikrozs leképezés matrixa [S05¢ sine ]

(sin o, — cos @) -

4.6. abra. Az i és j vektorok egy egye-

nesre valé titkdrképe 4.37. PELDA: MEROLEGES VETITES MATRIXA. Irjuk fel a sik vektorait

egy egyenesre merdlegesen vetits leképezés matrixat!

MEGOLDAS. Két megoldast is adunk.

Elsé megoldds: a 4.34. példa szerint a merdleges vetités lineéris le-

képezés. Az el6z6 példahoz hasonléan elég egy origbn atmend egyenest
vizsgalni.
- (cos? a, sin o cos @) A bizonyitas leolvashat6 a mellékelt abrarol, hisz az ott lathato két de-
rékszogi haromszog befogoinak hossza cos «, illetve sin a;, és igy példaul
a cosa hosszii szakasz két tengelyvetiilete cos? o és cosasina hosszi,
tehat i képe [ cos®a ]

(sin a cos a, sin? )

" x cosasina
ol cos? a sin v cos o
. )
4.7. abra. Azi és j vektorok merdleges suLacosa s
vetiilete Masodik megoldds: Az 1.18. tétel szerint ha a és b a sik két vektora,
és b #£ 0, akkor a-nak a b = [2;] egyenesére esé merdleges vetiilete
a-b

projp,a = ﬂb'

Eszerint i és j vetiilete
.., i-b_ 1 vl .. _Jj:b_ 1 b1bo
projp =17 b = 57 |:b1b2:| & projpd = b= e 1|
E két vektor egymas mellé irdsaval kapott matrix
1 { b? blbg}
b2+ b3 |biba b3 |
A két eredmény megegyezik, azaz
1 b2 biby _ cos? a sin «v cos o
b2 + b3 |bibe b2 | — |sinacosa sina |

ugyanis ha a b vektor z-tengellyel bezart szoge a, akkor cos v = by //b?3 + b3,

és sina = by/+/b? + b3. [ |
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4.3. Determinans

FEgy valds négyzetes mdtriz sorvektorai dltal kifeszitett parallelepipedon
térfogata jo jellemezdje lehet a mdtriznak. FEhhez kozel dll a determi-
ndns fogalma, mely eqy négyzetes mdtrizokon értelmezett skaldarértéki
fiigguény. E skaldr kénnyen kiszdmolhatd az elemi sormiveletekkel. A
determindns fontos tulajdonsdgainak egyike, hogy pontosan akkor nulla,
ha sorvektorai linedrisan ésszefiiggdk.

A determinéns a matrix egy igen fontos, és sokhelyiitt hasznalt jellem-
zGje. Fogalmat egy egyszerd és szemléletes fogalom, a parallelepipedon
elGjeles térfogatanak segitségével fogjuk bevezetni.

Parallelogramma elGjeles teriilete. A 4.39. példaban lattuk, hogy az
(a,b) és a (c,d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete |ad —
be|, és hogy ad—bc pontosan akkor pozitiv, ha az (a,b) és a (¢, d) vektorok
jobbrendszert alkotnak, és pontosan akkor negativ, ha az (a,b) és a (¢, d)
vektorok balrendszert alkotnak. Ez vezet a kdvetkezd definicidhoz:

4.38. DEFINICIO: PARALLELOGRAMMA ELOJELES (VAGQY IRANYI-
TOTT) TERULETE. Két sikbeli vektor altal kifeszitett parallelogramma
eldjeles tertiletén a teriiletét értjiik, ha a két vektor jobbrendszert alkot,
és a teriilet —1-szeresét, ha a két vektor balrendszert alkot.

Az el6z6ek szerint az u = (a,b) és a v = (¢, d) vektorok altal kifeszitett
parallelogramma elGjeles teriilete ad — be. Az elGjeles teriilet tehat egy
vektorparokon értelmezett valos értéki fliggvény — jellje most f —, mely
eleget tesz a kovetkezd tulajdonsagoknak.

1. f(u,v) = —f(v,u). Ez nyilvanvalo, hisz a két vektor sorrendjét
megcserélve megvaltozik a parallelogramma iranyitéasa.

2. f(u,u) = 0, ugyanis az elfajul6d parallelogramma teriilete 0.

3. fleu,v) =cf(u,v), és f(u,cv) = ¢f(u,v), azaz f homogén mind-
két valtozojaban. Ez igaz, mert egy parallelogramma egyik oldala-
nak c-szeresére novelése c-szerezi a teriiletét is.

4 flu,v) + flu,w) = f(u,v+w) & f(uv) + f(w,v) = f(u+
w,v), azaz [ additiv mindkét valtozojaban. Az allitas igaz volta
leolvashato a ?7. abrardl.

5. f(u,v) = f(u+cv,v) = f(u,v+cu), azaz az [§] = [ b] métrix
sorvektorai altal kifeszitett parallelogramma teriilete megegyezik a
hozzéadas sormivelete utdn kapott matrix sorvektoraihoz tartozé
teriilettel.

6. f(i,j) = 1, azaz a standard bazis altal kifeszitett egységnégyzet
teriilete 1.

Az allitasok a fenti abrakkal szemléltetett egyszerii geometriai érve-
lések mellett az f((a,b), (¢, d)) = ad — be formulaval is bizonyithatoak.
E tulajdonsagok segitségével altalanositani lehet az elGjeles teriilet fogal-
méat, és bevezetni az elGjeles térfogat fogalmat az n-dimenziés valos tér
parallelepipedonjaira.

4.39. PELDA: HANYSZOROSARA NAGYIT EGY LINEARIS LEKEPEZES?.
Az [@ Z] matrixszal reprezentalt linearis leképezés egy T teriileti sikido-
mot mekkora teriilettibe visz?



laprendszerek teriileteinek infimuma.
Hasonléan, a T-be irt kozos belsé
pont nélkiili téglalaprendszerek teriile-
teinek szuprémumét 7' belsd Jordan-
mértékének nevezziik. T Jordan-
mérhetd, ha belsé és kiils6 Jordan-
mértéke megegyezik, és e kozos érték
T Jordan-mértéke.

A Lebesgue-mérték  definidlasahoz
olyan feds téglalaprendszereket
veszliink,  melyek megszamlalhato
(tehat akar végtelen) elemszamuak, és
ezekhez a téglalapjaik teriiletosszegét
rendeljiik. A T halmazt fed§ Gsszes
téglalaprendszerhez  ilyen  moédon
rendelt szamok infimumat a T kiils6
meértékének nevezzitk és A" (T)-vel
jeloljikk. A T-t Lebesque-mérhetdnek
nevezziik, ha barmely sikbeli H
halmazra

N(H) =N (HNT)+ N (H\T).

Egy Jordan-mérheté6 T tartomany
Lebesgue-mérhets is, és e két mér-
ték ekkor megegyezik. Viszont példaul
az egységnégyzet racionalis koordiné-
taja pontjainak halmaza nem Jordan-
meérhetd, mert bels§ mértéke 0, kiils6é
mértéke 1, viszont Lebesgue-mérhetd,
mértéke 0.
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MEGOLDAS. Nem nyilvanvalo, hogy a kérdésre van-e egyaltalan valasz,
és nem fordulhat-e el§, hogy a fenti leképezés egyik sikidomot példaul a
2-szeresébe, masikat a 3-szorosdba viszi.

jiik, elég a kérdést olyan téglalapokra megvalaszolni, amelyek oldalai par-
huzamosak a tengelyekkel (lasd a széljegyzetet). Legyen egy ilyen téglalap
négy csucsa: (p,q), (p+x,q), (p,q+y), (p+z,9+y), ahol x,y > 0. Tehat
a téglalap oldalhossza x és y, teriilete zy. A cstcsok képe kiszamolhato
egyetlen matrixszorzassal:

[a b} {p p+z P ptz| _

c dil¢ g gty qty

ap+bg ap+ax+bg ap+bg+by ap+ ax+ bg+ by
cp+dg cp+crx+dg ep+dg+dy cp+cxr+dg+dy

Innen leolvashatd, hogy a téglalap képeként kapott parallelogramma ol-
dalvektorai (az,cx) és (by,dy), és igy teriilete

|(az)(dy) — (cx)(by)| = [ad — belzy.

Eszerint tehat a téglalap képének teriilete a téglalap teriiletének |ad —
bc|-szerese, s igy minden teriiletmértékkel rendelkezd sikbeli tartoméany
képének teriilete az eredeti |ad — bel|-szerese.

Gondoljuk meg, mi a kiilonbség T két képe kozt az ad — be > 0, és a
ad — be < 0 esetben? |

Parallelepipedon elGjeles térfogata. A vegyes szorzat targyalasakor lat-
tuk, hogy a valés hdromdimenzios térben harom vektor vegyes szorzata-
nak abszolit értéke a vektorok altal kifeszitett parallelepipedon térfogata
lesz, elGjele pedig aszerint pozitiv vagy negativ, hogy a hérom vektor
jobb- vagy balrendszert alkot. A haromdimenzioés tér parallelepipedonja-
ira a parallelogrammaéhoz hasonlé tulajdonsigok igazolhatok.

1. Barmely két argumentum felcserélése megvaltoztatja a fliggvényér-
ték elgjelét, pl. f(u,v,w) = —f(w,v,u).

2. Ha f barmely két argumentuma megegyezik, a fiiggvényérték 0,
pl. f(u,v,u) =0.

3. f homogén mindhérom argumentuméban, pl. f(cu,v,w) = ¢f(u,v,

4. f additiv mindharom argumentumaban, pl. f(u,v,w)+f(u,v,z) =
flu,v,w+ zz2).

5. f barmely argumentuméhoz hozzédadva egy masik konstansszorosat,
a fliggvényérték nem valtozik, pl. f(u,v,w) = f(u+ cw, v, w).

6. f(i,j, k) = 1, azaz az egységkocka térfogata 1.

A haromdimenziés parallelepipedon térfogatat ugy szamoltuk ki, hogy
két vektor altal kifeszitett parallelogramma teriiletét szoroztuk a harma-
dik vektor cstcsanak a parallelogramma sikjatol vald tavolsagaval. Ha
pedig a parallelogramma iranyitasat is figyelembe vettiik, e tavolsag els-
jeles tavolsaggéd valt, hisz az ott hasznalt skalaris szorzat a sik egyik
oldalan pozitiv, masik oldaldn negativ eredményt ad. Ugyanez az eljaras
megismételheté magasabb dimenzioban is. Példaul, ha a négydimenzios
tér egy parallelepipedonjanak elGjeles térfogatat akarjuk kiszamolni, ak-
kor egy haromdimenzios parallelepipedon térfogatat szorozzuk a negye-
dik vektor végpontjanak a masik harom terétdl valo elGjeles tavolsagaval.
Ezutan bebizonyithatnank, hogy az igy definialt elGjeles térfogat is ren-
delkezik a korabban felsorolt tulajdonsidgok négydimenzios megfelelGivel.
E helyett egy mas, egyszertibb és szebb utat valasztunk.
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A determinans definiciéja. A parallelepipedon fogalma helyett — mely
nem értelmezhets barmely szamtest esetén — egyszeriien csak az azt kife-
szit6 vektorokat, illetve az azokbol képzett matrixot fogjuk hasznalni. Az
elGjeles térfogat helyett olyan fogalmat fogunk definialni, mely specialis
esetként ezt is tartalmazza. Fz lesz a determinéns. A definicioban csak az
elGjeles térfogat vizsgalataban megismert fiiggvénytulajdonsagokat hasz-
naljuk, azok koziil is csak annyit, amennyi mar egyértelmtien definialja
azt.

4.40. DEFINICIO: DETERMINANS. A determindns a négyzetes métri-
xokon értelmezett és det-tel jelolt olyan skalar értéki fliggvény, mely
eleget tesz az alabbi tulajdonsiagoknak:

D1. lineéris a matrix minden sorara nézve,

D2. két azonos sort tartalmazé matrixhoz 0-t,

D3. az egységmatrixhoz 1-et rendel.
Az A = [a;;],, matrix determinansat det(A), |A| vagy |ai;|, jeloli.

» Az nxn-es matrixok determinénsat szokas n-edrendd determinansnak
1S nevezni.
» Részletezve az altaldnos jelolést az A méatrixra és determinanséra:

a1 a2 ... Qin ay; a2 ... Qin

as1 a2 e (05798 a1 as2 e aon
A= 7T, det(A)=

anl1 Ap2 ... 0App Gn1 Ap2 ... QApp

E jelolésnek megfelelGen a det(A) determinéns sorain, oszlopain, elemein
az A matrix sorait, oszlopait, elemeit értjiik.

» Részletezziik a definicio harom feltételét. A determinans lineéris a
matrix minden soraban, teh&t barmely c és d skalarra és barmely i-re,
ahol 1 <i<n

alx ajgx ajs

/ ” / "

cl a;, |+ d a;, | =| ca; + dai*
Apx Apx Apx

Azonos sorok esetén a determinans értéke 0, azaz ha valamely i # j esetén
a;, = aj, = b, akkor

10 ... 0

01 0
=1

00 ... 1

> Az 1 X l-es [a] matrix determinansa det([a]) = a, ugyanis a determi-
nans definici6ja szerint det([1]) = 1, és det([a]) = det([a-1]) = adet([1]) =
a. Ez a fiiggvény pedig additiv is, igy a definici6 minden feltételét kielé-
giti. A jelolésbeli zavarok elkeriilésére az 1 x 1-es [a] matrix determinan-
sara csak a det([a]) vagy det(a) jelolést hasznaljuk, mert |a| az a abszolat
értékét jeloli!
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» Az el6z6 paragrafus alapjan

a b
d

‘:ad—bc.

» Lattunk determinénst, példaul a 2 x 2-es méatrixokét. Azt azonban
még nem tudjuk, hogy létezik-e minden n-re és egyértelmt-e. A definicio
alapjan ez bizonyithat6. A bizonyitast késébbre hagyjuk, addig feltéte-
lezziik, hogy létezik és egyértelm.

» A determinéns tekinthetd olyan n-valtozos fiiggvénynek, melynek n
argumentumaba a matrix n sorvektora keriil. Nem okoz félreértést, ha ezt
a fliggvényt is det jeloli. Ha tehat A sorvektorai ai,,as,...,a,s, akkor
det(A) megegyezik a det(ajs,ass,...,a,.) figgvényértékkel. Példaul a
3 x 3-as egységmatrix determinénsa az aldbbi alakokba irhato:

det(I3) =

SO =

0 0
1 0| =det([100], [010], [001]) = det(er, ez, e3)
0 1

ahol e; es, e3 a standard egységvektorokat jeloli. A determinans fenti
definici6ja konnyen folirhato e jeloléssel is (1d. 4.3.1. feladat).

A determinans értékének kiszamitasa. A determinéns kiszamitasahoz
az elemi sormiveleteket fogjuk hasznalni. Két kérdésre kell valaszolnunk:
(1) hogyan valtozik a determinans értéke elemi sormiiveletek kdzben, (2)
mennyi a determinénsa a lépcsGs alakra hozott matrixoknak?

4.41. ALLITAS: A DETERMINANS EGYIK SORA NULLVEKTOR. Egy de-
terminans értéke 0, ha valamely sordban minden elem 0.

BizonyiTAS. Ha egy determinéns egy 0-sorat barmely ¢ szadmmal be-
szorozzuk, az 0-sor marad, igy értéke nem valtozik, masrészt a c-vel vald
szorzéas miatt c-szeresére modosul. Mivel csak a 0 egyezik meg tetszéleges
c-re sajat c-szeresével, igy a determinans értéke csak 0 lehet. |

4.42. TETEL: DETERMINANS ES AZ ELEMI SORMUVELETEK. Az elemi
sormiveletek eredményeként a determinans értéke az alabbiak szerint
valtozik:
1. sorcsere kozben elGjelet valt;
2. a c skalarral valo beszorzds utén értéke c-szeresére valtozik;
3. egy sor konstansszorosanak egy mésikhoz valé hozzdaddsa utan
értéke nem valtozik.

BI1zONYITAS. Az elsG allitas igazoldsahoz a determinédns definicidjanak
els6 két pontjat hasznaljuk (D1, D2). Csak az i-edik és j-edik sorokat
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valtoztatjuk (7 < j):

Ay A Ajx A + Ay«
D2 D1
= —+ =
aj* aj* aj* aj*
Ay + aj* A + a_j* A + aj*
D2 D1
aj* Ay + aj* —Qx
A« + aj* —Qx aj* aj*
D2 D1 D2
= + = —
—Qix —Qx A« A

A tétel masodik pontja definicié szerint igaz, marad a harmadik.

Ay A A A A A

aj* + Ca;x aj* Ca;x aj* A aj*

Az elemi matrixok egyetlen sormiivelettel kaphatok az egységmat-
rixbol, igy ezek determinénsa konnyen szamolhaté. Hasonléan kénnyen
szamolhatd egy elemi méatrix és egy tetszGleges matrix szorzatanak de-
terminénsa.

4.43. KOVETKEZMENY: ELEMI MATRIXOK DETERMINANSA.

(a) A hozzidadas sormiiveletével kapott elemi métrix determinéansa 1,
a sorcserével kapotté —1, egy sor c-vel valo sorzasaval kapotté c, azaz
képlettel

det(ESi-i-ch) =1, det(ESiHSj) = -1, det(EcSi) =c.

(b) Egy E elemi méatrix és egy tetszdleges négyzetes A maétrix szorza-
tanak determinansa megegyezik determinansaik szorzatéval, azaz

det(EA) = det(E) det(A).
B1ZONYITAS. Az (a) allitas abbol kovetkezik, hogy az elemi matrixok az

1 determinanst egységmatrixbdl kaphatok egyetlen sormitvelettel. Ha-
sonloképp adodik (b) abbol, hogy az EA egyetlen sormitivelettel kaphato

A-bol. [ |
Példaul:
1 0 0 0O
I T S
0010:1,001002—1,01023
04 0 1 00 0 1 0 0 0 3
01 0 0 O
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4.44. PELDA: PERMUTACIOS MATRIX DETERMINANSA. Mivel a permu-
tacids matrix csak elemi sorcserékkel megkaphaté az egységmatrixbol, és
a sorcsere megvaltoztatja a determinans elGjelét, ezért permutacioés mat-
rix determinansa mindig 1 vagy —1. Példaul az els6 determinans két
sorcserével, a masodik harom sorcserével kaphatd meg:

01 0 00 01 0 0 O
001 00 0 01 0O
1 0 0 0 0f=1, 10 0 0 0l =-1
00 010 0 00 01
0 0 0 01 0 0010

4.45. TETEL: HAROMSZOGMATRIX DETERMINANSA. Az als6 vagy
fels6 haromszogmaétrix, s igy a diagonalis matrix determinansa meg-
egyezik a féatlobeli elemek szorzatéaval.

B1zonviTAS. Ha egy haromszogmatrix f6atlojaban van 0, akkor a fGele-
mek szama kevesebb lesz, mint a sorok szama, azaz a matrixban van
egy zérussor, igy determinansanak értéke 0. Ha nincs O-elem a {&at-
loban, mind az als6, mind a fels6 haromszogmatrix csak a hozzaadas
sormiiveletével — azaz a determinans értékének megvaltoztatasa nélkiil —
diagonalissa alakithato a féatlon kiviili elemek kikiiszobolésével, azaz

ail 0 0 ail ? ? ail 0 0
? a2 ... 0 0 a2 ... ? 0 aso ... 0
? ? Ann 0 0 ... apn 0 0 ... Gnun

Egy diagonalis matrix determinansaban minden sorbol kiemelve a {6at-
loban szerepls szamot kapjuk, hogy

ail 0 [N 0 1 0 ... 0
0 aso ... 0 0 1 .0
. . . = 011022 ...0nn I . = a11G22 . ..0nn,
0 0 ... anpn 0 0 ... 1
tehat a determinéans értéke valoban a f6atlobeli elemek szorzata. [ |

4.46. PELDA: HAROMSZOGMATRIX DETERMINANSA. Az aldbbi deter-
minéns értéke egyetlen sorcsere utdn azonnal leolvashato:

300 0O 300 0O
300 2 0 32 000
302 00=-1302200=-3-2-2-2-3=-T72
32 0 00 300 2 0
33 3 3 3 33 3 3 3

4.47. PELDA: DETERMINANS KISZAMITASA LEPCSOS ALAKRA HOZAS-
SAL. Szamitsuk ki a

9 9 _3 1 1 1 1
, 1 2 3 4

2 2 —4| ¢ésa
15 _6 1 3 6 10
1 4 10 20

determinansok értékét lépcsds alakra hozzassal.

MEGOLDAS. Elemi sormiiveletekkel kapjuk, hogy

2 02 3| 20 12 2 —3|sess 202 -3
2 2 -4 = 00 1 = -0 1 0f=-2
45 -6 01 0 00 1
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A kovetkez§ determinénsnal sorcsere nélkiil eliminalhatok a f6atlo alatti
elemek, ezért a sormiiveleteket nem is jelezziik.

11 1 1 |t 11 o1 111 111
12 3 4 _f01 2 3 _j0o12 3_J0o123_,
13 6 10 025 9 001 3 [0o0 1 3 "
1 4 10 20 (039 19 [0 03 10 [0 0 0 1

(Egy érdekes észrevétel: a fenti determinansban és sorlécsés alakjaban is
a Pascal-haromszog szamai talalhatok.) |

Matrixmiiveletek és determinans. Kérdés, hogy milyen kapcsolat van
a méatrixmiveletek és a determinéns kozott. Fontos megjegyezni, hogy
a determinansfiiggvénynek nincs a matrixosszeadasra és a skalarral valo
szorzasra nézve miivelettarto tulajdonsaga, azaz altalaban det(A + B) #
det(A) + det(B), és det(cA) # cdet(A). A determinans definicidja sze-
rint ilyen tulajdonsiga csak a sorvektorokra vonatkozdan van.

A skalarral valo szorzés esetén viszont itt is mondhaté valami: mi-
vel egy matrix c-szeresének determinansa minden sorabél kiemelhets c,
ez annyi kiemelést jelent, ahany sora van a matrixnak. Igy tetszéleges
n X n-es A matrixra és tetszoleges ¢ skalarra det(cA) = ¢" det(A). Ez
vilagos, ha R2- vagy R3-beli vektorokra gondolunk, hisz példaul egy pa-
rallelogramma elGjeles teriilete 4-szeresére, egy parallelepipedon elGjeles
térfogata 8-szorosara nd, ha minden élét 2-szeresére noveljiik.

A determinans miivelettartdé a négyzetes matrixok szorzésara nézve.
Ezt mondja ki a kévetkezd allités.

4.48. ALLITAS: DETERMINANSOK SZORZASSZABALYA. Ha A és B azo-
nos mérett négyzetes matrixok, akkor det(AB) = det(A) det(B).

B1zoNYITAS. Tudjuk, hogy ha A szingularis, akkor AB is, azaz ha det(A)
0, akkor det(AB) is 0, tehat det(AB) = det(A) det(B). Ha A nem szin-
gularis, akkor felbonthaté elemi matrixok szorzatira: A = E1Es...Ey,
igy AB =E(E,...E;B. A 777 allitas szerint tetsz6leges E elemi mét-
rixra det(EB) = det(E)det(B). Ezt az Osszefiiggést E1Eq ... Eg-re és
E E; ... E;B-re is hasznalva kapjuk, hogy

det(A) det(B) = det(E1Es ... Eg) det(B) = det(Eq) det(E; . . . E) det(B)
= det(Eq )det(Eg) det(Es...E)det(B) =... =
= det(E) det(Eg) .det(Eyg) det(B), méasrészt
det(AB) = det(E1Es ... E;B) = det(E;) det(Es ... E,B)
= det(Eq) det(Eg) det(Es...E;B)=...=
= det(Eq) det(Es) ... det(Ey) det(B),

ami bizonyitja az allitdst. Egy mésik, nagyon szép bizonyitas talalhatod
a 4.3.3. feladatban. |

Maétrix determinansa és transzponaltjanak determinansa megegyezik.
Ez lehet6vé teszi, hogy a determinans kiszamitasahoz nem csak az elemi
sor-, de az elemi oszlopmtiveleteket is hasznaljuk, hisz egy matrixon vég-
zett oszlopmiivelet a transzponalt sormiivelete.

4.49. ALLITAS: TRANSZPONALT DETERMINANSA. Matrix determi-
nansa megegyezik transzponaltjanak determinansaval, azaz béarmely
négyzetes A métrixra det(A) = det(A”).

B1zonvyiTAS. Az A matrix redukalt 1épcsés alakra hozasanak matrixszor-
zatos alakja legyen A = E Es .. . ExR, ahol E; elemi matrix, R az A
redukalt 1épcsds alakja. A transzponalt determinénsa

|AT| = R"E; ... E;ET| = |R"|[E|... [E7|[ET].
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Ko6nnyen ellenérizhets, hogy minden elemi méatrix determinénsa megegye-
zik transzponaltjanak determinansaval (ellendrizziik!). Mivel R redukalt
lépesds alak, ezért R = I, vagy R-nek van egy zérus sora. Ha R =1, ak-
kor [R”| = |R| = |I| = 1, ha pedig R-nek van zérus sora, akkor R”-nak
zérus oszlopa, és egy ilyen matrix nem alakithato elemi sormitiveletekkel
egységmatrixsza, tehat determinansa 0. Azaz |R| = |R”| ekkor is fonnall.
Ekkor pedig

IRT|IEL|. .. |EZ||ET| = [R|[Ex|...|Eof[Ey| =
|E1[|E2| ... [E|[R] = [E{E; .. . ExR| = [A].
Tehat [AT| = |A]. [

4.50. PELDA: DETERMINANS KISZAMITASA ELEMI OSZLOPMUVELE-
TEKKEL. Az alabbi determinénst elemi sor- és oszlopmiiveletek alkal-
magzasaval 2 1épésben is kiszamithatjuk:

10010 100 1 0 1000 0
2 2 1 3 11010 1100 0
111 1 0% =1 111 01 11 0 0o=1
11120 111 2 0 11110
111 2 1 11121 11111

Amikor a determinans értéke 0. Sok kérdésben vizvalaszto, hogy a
determinans értéke zérus-e. A 4.41. allitasban lattuk, hogy a determinans
0, ha van két azonos sora, vagy egy zérussora. Most sziikséges és elégséges
feltételeket adunk.

4.51. TETEL: ZERUS ERTEKU DETERMINANS. Legyen A négyzetes

matrix. A kovetkezd allitasok ekvivalensek:

1. det(A) =0,

2. A sorvektorai linearisan sszefiiggdk.

3. A szingularis,

4. a homogén linearis Ax = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis
megoldésa.

BizONYITAS. A 777 tételben lattuk, hogy négyzetes méatrix sorvektorai
pontosan akkor linearisan Gsszefliggdk, ha a matrix szinguléris, azaz ha a
lépcsts alakra hozas soran keletkezik egy 0-sor, ez pedig azzal ekvivalens,
hogy a determinéns értéke 0. Az utolsd allitas ekvivalencidja a matrix
invertalhatdsagarol szolo 3.53. tétel kozvetlen kévetkezménye. |

4.52. PELDA: ZERUS ERTEKU DETERMINANSOK. Az aldbbi determi-
nénsok értéke 0, mert soraik linearisan 6sszefliggéek.

2 1 2/=0, =0.
3 5 6 335 7
2 2 4 6

Az els6 determinans els§ sora a méasodik és a harmadik Osszege, a méa-
sodik determinéns negyedik sora az elsé és a harmadik Gsszegének és a
masodiknak a kiilonbsége, tehat mindkét determinéns értéke 0. (Az ilyen
Osszefiiggéseket nem kell ranézésre észrevenni’, az elemi sormitveletek
gyorsan megmutatjak.)

Az el6z6 tétel, valamit a 3.53. tétel fontos kvetkezménye a determinans-
nak az egyenletrendszerek megoldhatésagaval valé kapcsolatarol szol:
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4.53. TETEL: EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSAGA ES A DETER-
MINANS ZERUS VOLTA. Legyen A négyzetes matrix. Ekkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:

l.det A # 0,
2.az Ax = b egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato,

3.az Ax = 0 egyenletrendszernek csak trivialis megoldéasa van.

A gyakorlatban — példaul mért adatok esetén — az, hogy egy determinans
nulla-e, nehezen donthetd el! Fontos tudni, hogy az, hogy a determinans
értéke kozel, vagy tavol van a nullatol, nem jelenti azt, hogy a determinans
kozel szingularis, vagy tavolrol sem az. Példaul az

10 0
1
% 0—1 és az I O—L
0 n| 7 Do T 9n
1
0 0 5

determinénsok koziil az els6 értéke tetsz6legesen nagy n-re is 1, pedig %
tetszGlegesen kozel lehet 0-hoz, és az [ ] matrix mér szingularis. A ma-
sodik determinans %In determinénsa, ami nem szingularis, pedig értéke
tetsz6legesen kozel lehet 0-hoz, igaz, csak elegendGen nagy n esetén.

A determinans minden soraban (sorvektoradban) linearis leképezés,
ami lehet&vé teszi a determinans elGallitasat determinansok lineéaris kom-
binacidjaként. Két ilyen moddszert ismertetiink a kévetkezd két para-
grafusban. Ezek igen fontosak, gyakran ezek segitségével definialjak a
determinéns fogalmaét.

Kigyok determinansa. A 2 x 2-es determinéns kiszamitasara ismerjiik
azt a formulat, amely a determinans értékét a determinans elemeinek
figgvényében irja fel: det[? Y] = ad — bc. Hasonlé formulat keresiink
tetszd6leges n-edrendi determinansokra. Ehhez a kigydkat hasznaljuk

Minden kigy6 megkaphaté egy diagonalis matrix sorainak permuté-
ciojaval, azaz minden K kigy6 felirhato K = P diag(ay,as, ..., a,) alak-
ban, ahol P egy permutécios méatrix (ezt a kigyohoz tartozé permuté-
cios matrixnak fogjuk nevezni). Mivel P determinénsa 1 vagy —1, ezért
K| =ajas...a, vagy |K| = —ajaz...a,.

A determinansok soronkénti linearitésat hasznalva érdekes felbontasat
kapjuk a determinansnak. Tekintsiik példaként az

S e
> o o
S o

determinanst. ElsS sorvektoranak
(a,b,c) = (a,0,0)+ (0,b,0) + (0,0, ¢)

felbontasat folhasznalva bontsuk fel a determindnst harom determinéans
Osszegére:

a+0+0 04064+0 0+0+c a 0 0 0 b 0 0 0 ¢
d e f =|d e fl+|d e fl+|d e f
Y h ? g h i g h i g h i

Ezutan folytassuk e felbontast a masodik sorvektorral, igy mar az eredeti
determinénst 9 determinéns 6sszegére bontottuk. Végiil tegyiik ugyanezt
az utolso sorral is. Az igy kapott 27 determinanst nem irjuk fol, de szem-
léltetésiil egy sematikus abran megmutatjuk a felbontés lépéseit. Tomor
négyzet jeloli azokat a helyeket, ahol megtartjuk a determinans eredeti
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elemeit, iires kor azokat, ahova zérust frunk. A 27 determinans mindegyi-
kének minden soraban egy elem az eredeti determinansbol vald, a tobbi
zérus. Kozottiik azonban csak 6 kigyé van. A t6bbinek van zérus osz-
lopa, igy azok értéke 0, vagyis az eredeti determinanst 6 kigy6 Gsszegére
bontottuk (a 0 értéki determinansokat sziirke szinnel jeleztiik).

moo omo
T -
- -
moo [ Jole) omo
ONO oom W00
[ 1] [ 1] (11}

Hasonl6 modon barmely n-edrendt determinéns félbomlik n™ olyan de-
terminans Osszegére, melynek minden soraban egyetlen elem az eredeti
determinansbol vald, a tobbi 0, de ezek koziil csak azok lesznek kigyok
determinénsai, melyek minden oszlopaban is van egy elem az eredetibdl.
(Ezeket nevezziik a matrixbol/determinansbol kivalaszthato kigyoknak.)
Ezek szama n!, mert az els6 sorbol n-féleképp vélaszthatunk egy elemet, a
maésodik sorbol minden esetben mar csak n—1-féleképp,. . ., és ez Osszesen
n(n—1)...3-2-1=n! eset. Igaz tehat a kovetkez§ allitas:

4.54. ALLITAS: DETERMINANS, MINT KIGYOK DETERMINANSAINAK
0OSSZEGE. Minden n-edrendt determinans folbomlik az Gsszes beldle
kivalaszthat6 kigyé determinansédnak osszegére. Ha az a1j,, azjs,,. ..,
anj, elemeket tartalmazo kigyohoz tartozé permutédcios matrix deter-
minansat d;, j, ;. jeloli (ennek értéke +1 vagy —1), akkor

|ags] = D" i 12 8245 -~ - By

ahol az Osszegzés végigfut az {1,2,...,n} halmaz Osszes lehetséges
{j1,J2,-- -, jn} permutaciojan.

Az n! az n novekedtével rendkiviil gyorsan né (pl. 10! = 3628800), de-
terminans ilyen médon valé szamitasa viszonylag kis rend esetén mar
szamitogéppel sem lehetséges emberi id6 alatt. E felbontast a determi-
nansok tulajdonsagainak vizsgalatdban hasznaljuk. Szamitashoz csak az
n = 2 és n = 3 esetekben hasznaljuk, igaz, azokra gyakran. n = 2 esetén
az el6z6 allitas szerint

a b
c d'

+

6

0 b
0 d

c O’:ad—bc7

mivel a masodik determinans egyetlen sorcserével hozhato diagonalis alakra.
n = 3 esetén — felhasznélva a fenti abrat is — kapjuk, hogy

=aqaei —afh —bdi +bfg+ cdh — ceg
=aei+bfg+ cdh —afh — bdi — ceg

+ + +

(b) aei+bfg+cdh—afh—bdi— ceg



OO
1O
OUIG

4.9. dbra. A harmadrendd determi-
nans kiszamitasara egy — IQ-tesztek
tipuskérdésére emlékeztet6 — masik
modszer: az egyforma alaktuak szorza-
tanak Osszegébdl ki kell vonni az egy-
forma szintiek szorzatait.
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E két formula kénnyen megjegyezhets egy egyszerii szaballyal, ame-
lyet az n = 3 esetben Sarrus-szabdlynak is neveznek: a f6atld irdanya
szorzatok Osszegébdl vonjuk ki a mellékatlo iranya szorzatokat. (Hogy
mit értslink f6atldo és mellékatld iranyna szorzaton, a mellékelt abrakrol
megérthetd.) Fontos, hogy hasonlé szabaly n > 3 esetén mar nem érveé-
nyes (Id. a 4.3.5. feladatot).

Permutaciés matrix determinansa®. Kigyo determinansanak kiszami-
tasdban egyetlen bizonytalan pont maradt, a hozzé tartozdé permutécios
métrix értékének kiszamitasa. Kérdés, nem fordulhat-e el§, hogy paros
és paratlan sok sorcserével is eljuthatunk egy permutaciés métrixbol az
identikusba.

Azt mondjuk, hogy egy permutéciés matrix két sora inverzioban all,
ha az elébb 4ll6 sorbeli 1-es hatrébb van, mint a mésik sorbeli. Példaul a

= o O O
o O O
O = O O

0
1
0
0

matrix inverzidinak szama 4, mert az els6-masodik, els6-negyedik, masodik-
negyedik, harmadik-negyedik sorparok inverziéban vannak.

4.55. TETEL: PERMUTACIOS MATRIX ELOJELE. A permutaciés matrix
aszerint +1 vagy —1, hogy inverzioban all6 sorparjainak szama péaros
vagy paratlan.

BizoNYITAs. Elég megmutatni, hogy egy sorcsere mindig megvaltoztatja
az inverzidk szdmanak paritasat, vagyis azok szdma parosbol paratlanra,
paratlanbol parosra véaltozik. Igy ha egy permutaciés matrix inverzidinak
szama, péaros, akkor csak paros sok sorcserével vihets az identikus mét-
rixba. Hasonloan, ha az inverzidk szama péaratlan, akkor csak paratlan
sokkal.

Ha a két megcserélendd sor szomszédos, akkor a sorcsere megvéltoz-
tatja e két sor viszonyat: ha inverziéban alltak, akkor ezutan nem fognak,
és forditva. Az el6ttiik és mogottiik 4116 sorokhoz valo viszonyuk nem val-
tozott. Eszerint az inverzidk szama eggyel nétt vagy eggyel csokkent, azaz
paritasa megvaltozott.

Ezutan cseréljiik ki az i-edik és j-edik sorokat (legyen i < j). Az in-
verziok szamanak nyomon kovetése érdekében ezt szomszédos sorok cse-
réjével valositjuk meg. Cseréljiik ki az i-ediket az (i + 1)-edikkel, majd
azt az (i+2)-edikkel,. . ., mig az eredetileg i-edik sor a j-edik helyére nem
keriil. Ehhez j—1 sorcserére van sziikség. Ezutan az eredetileg j-edik sort
j—1i—1 sorcserével az i-edik helyre vissziik. Ez sszesen 2(j —i) — 1, azaz
paratlan sok sorcsere, ami a paritast valoban ellenkezGjére valtoztatja.l

4.56. PELDA: INVERZIOK SZAMA ES A DETERMINANS. Mennyi az inver-
ziok szama abban a matrixban, melynek mellékitlojaban egyesek, egye-
biitt nulldk allnak, és mennyi ennek determinansa?

MEGOLDAS. E matrixban barmely két sor inverzioban all egymassal, igy
ha a sorok szama n, a sorparoké n(n — 1)/2. Eszerint e matrix determi-
nansa (—1)"("=1/2, [ |

A determinéns 4.54. tételbeli felbontasa a determinans értékét a de-
terminans elemeinek fliggvényeként allitja el6. Ennek sok szép és fontos
kovetkezménye van. Ime ketts:

» Egy algebrai kovetkezmény: a determinéns kiszamolésahoz elég csak
az Osszeadas és szorzas miivelete, az osztasra, melyet az elemi sormtve-
letek soran hasznalhatunk, nincs sziikség. Eszerint egész szamokbol allo
determinéns értéke egész szam.
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» Egy fliggvényanalizis korébe tartozd kovetkezmény: a determinans
értéke folytonos, s6t differencidlhato fliggvénye elemeinek. Eszerint bar-
mely kis pozitiv e-hoz van olyan § > 0 szam, hogy ha a determinans
barmely eleme legfoljebb § értékkel megvaltozik, akkor a determinans
értéke legfoljebb e-nyit valtozik.

ElGjeles aldeterminans. Az el6z6 paragrafushoz hasonléan bontsuk az

a b c
d e f
g h 1

determinéanst, az els§ sorvektoranak felbontasaval harom determinans
Osszegére, de egyuttal emeljiik is ki az els6 sor elemét, majd oszlopcse-
rékkel vigyiik az 1-est tartalmazo oszlopot az elsG oszlop helyére:

a b c 1 0 0 01 0 0 0 1
d e fl=ald e fl+bld e fl+c|d e f
g h 1 g h 1 g h i g h 1
1 00 1 0 0 1 00

=ald e fl—0ble d fl+c|f d e

g h 1 h g 1 i g h

Ha ezt Osszevetjiik a Sarrus-szabalyban kapott képlettel, igen érdekes
sejtést fogalmazhatunk meg:

a b c
d e fl=aei+bfg+cdh—afh—bdi— ceg
g h 1
=a(ei — fh) — b(fg — di) + c(dh — eg)
e f d f d e
=al, i_b‘g i+c‘g nl-

Miel6tt ezt megtennénk, némi elGkészités kovetkezik.

4.57. DEFINICIO: ELOJELES ALDETERMINANS. Az n-edrendd |A| de-
terminans i-edik soranak és j-edik oszlopanak elhagyésdval kapott
(n — 1)-edrendii determinans (—1)"*J-szeresét az |A| determindns a;;
eleméhez tartozo eldjeles aldetermindnsanak nevezzik.

4.58. PELDA: ELOJELES ALDETERMINANS. Szamitsuk ki az

1 2 3 4
4 3 5 2
2 2 2 2
01 5 3

determinidns masodik sor harmadik eleméhez tartozo elGjeles aldetermi-
nénsat!

MEGOLDAS. A determinans masodik sorat és harmadik oszlopat kiszi-
neztiik

1 2 3 4
4 3 5 2
2 2 2 2
01 5 4

Az ezek elhagyasa utdn megmaradé aldeterminéns és —1 megfelels hat-
vanyanak szorzata, vagyis a kért elGjeles aldeterminans

1
(_1)2+3 9
0

= NN

4
2l =—-1-(-2)=2.
4
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4.59. ALLITAS: DETERMINANS RENDJENEK CSOKKENTESE. Tegyiik
fel, hogy az n-edrendd |A| determinéns a;; elemének sordban vagy osz-
lopdban minden tovabbi elem 0. Jeldlje A;; az az a;; elemhez tartozo
elGjeles aldeterminanst. Ekkor

|A| = a;;Aij.

B1ZONYITAS. Legyen az |A| determinans i-edik sordban az a;;-n kiviil
minden elem 0 (hasonléan targyalhaté, ha a j-edik oszlopban vannak
nullak). Cseréljiik ki a j-edik oszlopot a (j—1)-edikkel, majd ezt a (j—2)-
edikkel. .., addig, mig az A,; oszlop az els6 oszlopba nem keriil. Ez j —1
oszlopcserét jelent, azaz a determinans értéke (—1)7 ~!-szeresére valtozik.
Ezutén hasonloképp vigyiik az i-edik sort szomszédos sorok cseréjével az
els sorba. Ehhez ¢ — 1 csere sziikséges, mikozben a determinans értéke
(—1)""L-szeresére véltozik.

a1 ai2 e alj N QA1n alj aii ai12 ... Q1
a1 a922 e ag; S A92n a2; a1 a292 SN a2n
= (-7,
0 0 i 0 aj 0 0 0
Gp1 Ap2 ... Qpj ... Qpp Upj Apl Ap2 ... Gpp
a;; 0 0 0
ai; air a2 ... QGin
_ i—1 j—1llag; a a e a
=(=1)""(-1) 2j 21 22 2n
Apj Anl1  Gp2 ... Gpp
1 0 0 0
aij ail ai12 e QA1n
al (—1)1+Jaij a2 Q21 Q22 ... Q2n
Gpj Anp1 Gp2 ... Gpn
al ai12 .. Q1n
. a1 Q22 ... dQ2pn
ol i+
= (=1)"ay
Apl Ap2 ... Qpp

= aiinj.

Az *-0s egyenl8ségnél kihasznaltuk, hogy i+ j —2 és i+ j paritdsa azonos,
tehat —1 kitevSjeként is azonos eredményt adnak, tovabbé kiemeltiik a;;-
t az elsé sorbol. A **-os egyenl6ség elstt allo determinéns kiszamitasahoz
csak a masodiktol lefelé 1év6 sorokat kell hasznalni, a végeredményt az elsé
oszlop elemei nem befolyasoljak, igy az elss sor és elsé oszlop elhagyasaval
kapott determinans értéke ugyanaz. Végiil az igy kapott determinans az
elgjellel egyiitt épp A;j, és ezzel bizonyitottuk az allitast. |

4.60. PELDA: DETERMINANS RENDJENEK CSOKKENTESE. A determi-
nans rendjének csokkentésével szamitsuk ki az alabbi determinéns érté-
két!

Lo O —
B OO NN
cocwo oo
W 3 ~1 00 W
NSO
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MEGOLDAS. Minden lépésben — esetleg egy apro atalakitas utan — tala-
lunk egy sort vagy oszlopot, melyben csak egy nemnulla szam all:

120 3 4
120 8 4 }gzi
600704-1)“3.86070
8 98] 7 6
4 2
5 40 3 2 g 3
12 3 4
B a0 0[5]0
5 4 3 2
1 2 4
(=1)*T*.5.(=8)[6] 0 0
5 4 2
2 4
1)+ g
1P 6 -9) (9]

= 2880.

Determinans kifejtése. Ritkan adodik, hogy a determinans rendje az
el6z6 (4.59.) allitas segitségével csokkenthetd, viszont folhasznalasaval a
determinansok egy gyonyort kifejtési tételét kapjuk. Ezt egyes konyvek
Laplace-féle kifejtési tételnek is neveznek (méas konyvek csak ennek egy
— a feladatok kozt megtalalhatd — altalanositasat nevezik igy, sok konyv
pedig e tételbeli Osszefliggéssel definialja a determinanst).

4.61. TETEL: DETERMINANSOK KIFEJTESI TETELE. Egy determinans
értéke megkaphato gy, hogy egy tetszéleges soranak vagy oszlopanak
minden elemét beszorozzuk a hozzé tartozo elGjeles aldeterminanssal,
és e szorzatokat Gsszeadjuk. Képletben, az n-edrendii |A| determinans
i-edik sorara és j-edik oszlopara

n n
|A| = E aikAik = E aijkj.
k=1 k=1

BizoNYITAS. Hasonldéan a korabbiakban latottakhoz, az i-edik sorvek-
tor felbontésaval a determinanst n olyan determinéans Gsszegére bontjuk,
amelyek i-edik sordban csak egy elem szarmazik az eredeti determinéans-
bol, a tobbi 0. Az egyszeriiség kedvéért e felbontast csak n =3 és i =2
esetére irjuk fel, de tetszéleges n-re ugyanigy megy. Ezutan a 4.59. allitast
alkalmazzuk mindegyik 4j determinénsra:

ailp a2 ais a1 a2 ais a1 ai2 a3
|A| = |21 0 0|+|0 ang O(+]0 0 a93
az1 asz2 ass a31 asz ass az1 asz ass

= ag1 A1 + a22Aag + aszAss

3
= E aogAgy.
k=1

A bizonyitas ugyanigy megy az oszlopokra is, amit példaként az n = 3,



Gabriel Cramer (1704-1752) genfi szii-
letésd svajci matematikus, akinek az
algebrai gorbékrdl szo6l6 , Introduction
a lanalyse des lignes courbes algébrai-
que” cimtd, 1750-ben publikalt munka-
jaban szerepelt a ma Cramer-szabaly
néven ismert tétel. A szabélyt korab-
ban mar mésok is ismerték.
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7 = 3 esettel szemléltetiink:

ai1 a2 ais a1 a2 O a1 a2 O
Al =lag1 a2 0 |+ |az1 a2 a|+|a ax 0
az1 azz 0 azg1 azx 0 azy azz2 ass

= a13A13 + a23Aas + assAss

3
= g a3 Ags.
k=1

4.62. PELDA: KIFEJTESI TETEL. Szamitsuk ki az alabbi determinans
értékét a kifejtési tételt hasznalval

o~ N W
= )
— o o~
N = = DD

MEGOLDAS. Erdemes a harmadik oszlop szerint kifejteni, mert ott két 0
is van, igy a vellik megszorzott aldeterminansokat le sem kell irni.

g ? (1) ? 2 11 3 2 2

=111 1}-1-12 1 1|=1-0=1
Lol 0 1 2 1 11
01 1 2

Determinansfiiggvény létezése és egyértelmiisége. 777

Cramer-szabaly és a matrix inverze. Eddig akar az Ax = b egyenlet-
rendszer megoldasara, akar az A matrix inverzének kiszamitasara olyan
modszert hasznéaltunk, mely csak egy algoritmust ad a szamitasokra, de
nem adja meg a kapcsolatot (képletet) az adatok és a kiszamitandok kozt.
E paragrafusban ezt potoljuk!

Jeldlje A;p azt a matrixot, melyet akkor kapunk, ha az A matrix
i-edik oszlopanak helyére a b vektort irjuk. Kifejtve

Ai,b = [a*l cee Ay -1 b Qs 441 - - - a*n].

E jelsléssel I; x matrixon az [e.; ...
értjik.

€. 1 X €411 ... €4y matrixot

4.63. TETEL: CRAMER-SZABALY. Legyen A egy n X n-es matrix. Az

Ax = b egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté6 meg egyértelmten,
ha det A # 0. Ekkor a megoldas elgall

. det Ai,b

= —— 9P (;=139,...
xl detA? (Z » < ’n)

alakban.

BizONYITAS. Az allitas els§ felét méar bizonyitottuk a 4.53. tételben. Eb-
bél felhasznéljuk, hogy mivel az egyenletrendszer megoldhato, det A #£ 0.
Kihasznalva, hogy Ax = b, tovibba hogy Ae; = a,;, kapjuk, hogy

AIi,x = A[e*l cee €y i1 X €y g1 - e*n]
= [Ae*l e Ae*,i_l Ax Ae*,i_H e Ae*n}
= [a*l cee Ay -1 b Ay 41 - .- a*n]

=Aip
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Mivel az I; x maétrix i-edik sordnak és oszlopanak elhagyasa utan egy
identikus métrix marad, ezért az i-edik sora szerint kifejtve

10 ... zz ... O
01 ... zo ... O
g : : | Vit o
detI; x = 0 0 2 0 =(-1)"""z; = z;.
00 ... z, ... 1

Igy a determinansok szorzasi szabalyét is hasznalva det(AL ») = det A, p,
amib6l z; det A = det A, p, azaz x; = det A; 1,/ det A. |

4.64. PELDA: CRAMER-SZABALY. Oldjuk meg az

20+ 5y =4
5+ 3y =6

egyenletrendszert a Cramer-szabéllyal!

MEGOLDAS. A kiszamolandoé determinansok a b = [¢] jeloléssel:

2 5 4 5 2 4
T BV IR
Innenx:}ig:%’y:%:%. -

Ha egyenletrendszert meg tudunk oldani, akkor szimultan egyenlet-
rendszert is, és igy pl. az AX = I megoldasaval a matrix inverzét is ki
tudjuk szamitani. Az x;; elem kiszdmitadsdhoz az Ax,; = e; egyenlet-
rendszert kell megoldani. A megoldas i-edik koordinataja az x;; elem. A
Cramer-szabaly szerint

det Ai,ej
xij = -
det A
Mivel az A; o, matrix i-edik oszlopdban csak egy elem nem 0, a kifejtési
tétel szerint

ai; a2 0 ain

a1 a2 ... 0 ... A2p
det Ao, = ° ' C Tl =Ay
1€ jis

7 aj1 aj2 ... 1 ... aj,

an1 aAp2 ... 0o ... QAnn

vagyis e determindns megegyezik az A egy elGjeles aldeterminansaval,
tehat
det Ai’ej det Aji
X = = .
" det A det A

Mint latjuk, az X = A~! elsallitasahoz az A elGjeles aldeterminansai
matrixdnak transzponéltjara van sziikség, amit az A adjungdltjanak ne-
veziink, és adj A-val jeloliink. Képletben

adj A = [A;;]" = [4;3].

Igy kapjuk a kovetkezs tételt:
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4.65. TETEL: MATRIX INVERZENEK ELEMEI. Tegyiik fel, hogy A egy
invertalhaté matrix. Ekkor inverzének ij indexi eleme az a;; elemhez
tartozo elGjeles aldeterminans és a determinans hanyadosa, azaz

A
Al =
ATy det A
Igy az inverz matrix az
Aot (4,57 = LIPSO (4.7)
det A det A I ’

alakba irhato.

Koénnyen ellenérizhetd, hogy az [¢ 4] matrix adjungaltja

T
. . b d - d -=b
aon=ale =15 W] =[]

igy inverze kifejezhets a segitségével:

o fa 0] 1 [d -b I
A= [c d} = ad—be {c a] = Gora MUA-

» A matrix inverzének e kifejezése azt mutatja, hogy az inverz folyto-
nos fiiggvénye a matrix minden elemének minden olyan helyen, ahol a
determinans nem 0, azaz minden olyan helyen, ahol az inverz egyaltalan
létezik.

» FEgészelemd matrix inverze pontosan akkor egészelemt, ha determi-
nénsa 1 vagy —1. Ez abbol adodik, hogy det(A)det(A™") = detI =
1, tehat ha |det A| # 1, akkor A™' nem lehet egészelemti, ha pedig
|det A| # 1, akkor a (4.7) képlet szerint A~" minden eleme egész szam.

4.66. PELDA: MATRIX ADJUNGALTJA ES INVERZE. Szamitsuk ki az

1111 020 0
01 2 3| . 2020
A=1g 0 1 3] 8 B=1g 9 g
000 1 00 2 0

maéatrix adjungaltjat és inverzét!

MEGOLDAS. Mivel det(A) = 1, ezért A~' = adj A. Az adjungalt mind
a 16 elemét nem kell kiszadmolni, mert fels6 haromszogmatrix inverze
fels6 haromszogmaéatrix. Hasonldéan kénnyen lathatd, hogy a f6atlobeli
elemekhez tartozo elGjeles aldeterminansok értéke 1. Tehat csak a f6atlo
alatti elemek elGjeles aldeterminénsait kell kiszamolni. Példaként egyet
mutatunk:

11 1
Az = (13210 2 3| =-2.
00 1

Hasonl6an kiszdmolva a t&bbit is kapjuk, hogy

T

1 0 00 1 -1 1 -1
0 e =11 00 jo 1 -2 3
A =adiA=1 1 o5 4 g Tl o0 1 -3
1 3 -3 1 0 0 o0 1

A B matrixbdl csak egy nemnulla kigy6 valaszthato ki, igy determi-
nansa konnyen szamolhaté: det B = 16. Az adjungalt kiszamitasahoz
szerencsére itt sem kell sok aldetermindnst szdmolni, mert nagy részik
lathatoan 0 értékd. Vegyiik figyelembe a szamolasnal azt is, hogy B szim-
metrikus, {gy egyrészt a szimmetrikusan elhelyezkedd elemek koziil csak
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az egyiket kell kiszdmolni, mésrészt az adjungalt is szimmetrikus, igy a
végén sziikségtelen a transzponalés.

0 8 0 -8 0o 1 0 -1

o L | 800 O _| 4 00 O
“iB=%1o000 s/~] 000 1
8 08 0 i 041 0

Mar ezekbdl az egyszert példakbol is latszik, hogy méatrix invertalasa

e modszerrel igen miiveletigényes.

Valoban, gyakorlati szamitasokhoz

nem hasznaljuk, elméleti okfejtésekben vessziik nagy hasznat.

2. 2oz
egy n-valtozos, n-dimenziés vektorokon értelmezett ska-
lar értékii fiiggvény legyen.

3° Adjunk 1j bizonyitast a determinansok szorzasszabé-
lyara azt igazolva, hogy az A — det(AB)/det(B) le-

feltételeknek.

4 izonyitsuk be az LU-felbontas folhasznalasaval a 4.49. té-
telt (matrix determinansa megegyezik transzponaltja-
nak determinanséaval).

Az A elsall PLU alakban, ahol P permutéciés méatrix, L

also, U felsg haromszogmatrix. Az L és az U haromszog-

matrixok, igy determinidnsuk megegyezik transzponaltjuk
determinénséaval, hisz a f6atlobeli elemek helyben maradnak

a transzponalas soran. A P permutaciés matrix determi-

nansa 1 vagy —1, transzponéltja pedig megegyezik inverzé-

vel, igy det(I) = det(PP”) = det(P)det(PT) = 1, azaz

P és P! egyszerre 1 vagy —1, tehat megegyeznek. Végiil

det(A) = det(PLU) = det(P) det(L) det(U), és det(AT) =

det((PLU)T) = det(UTLTPT) = det(U)det(L)det(P)
Osszevetése bizonyitja az allitast.
5% A 4-edrendidi determinansok 4! = 24 kigy6 Osszegére

bonthatok. Soroljuk fel ket! (A Sarrus-szabily 4-
edrendd determinansra csak 8 kigy6bdl allna, nem hasz-
nalhato!)

Ferde kifejtés. Vegyiik egy determinans egy soranak ele-
meit, és szorozzuk meg mindegyiket egy masik sor azo-
nos oszlopbeli eleméhez tartozoé elGjeles aldeterminansé-
val, majd képezziik ezek Gsszegét. Ez mindig 0. Hasonld
allitas igaz a determindns minden oszlopéra, azaz az i-
edik és u-adik sorra (i # u) és a j-edik és v-edik oszlopra

(G #v):

6.

Z aikAur =0, Z arjAgy = 0.
k=1 k=1

Ha az i-edik sor elemeit az w-adik sorhoz tartozo elGjeles
aldeterminansokkal szorozzuk, akkor az wu-adik sor elemeit
nem hasznaljuk, tehat szabadon megvaltoztathatjuk. Ma-
soljuk az i-edik sort az w-adik helyére, tehat minden k-ra
aik = auk. Ekkor egyrészt Y _, aiAuk = Y p_; GukAuk,
azaz e determinans u-adik sor szerinti kifejtését kaptuk, mas-
részt e determinédnsnak van két azonos sora, tehat determi-
nansa 0. Az oszlopokra vonatkozo allitas egy transzponélas-
sal visszavezethetd erre.

7° Foglaljuk egyetlen allitasba a kifejtési és a ferde kifejtési
tételeket!

A két tétel képletei kozos képletbe foglalhatok. Sorokra:

- det A, hai=u,
Z aikAuk = ¢ a Z v (48)
st 0, ha i # u,
oszlopokra:
" det A, haj=wv,
Z aij}w = J (49)
Pt 0, ha j # v.
8° Matrix inverze. A kifejtési és a ferde kifejtési (1d. az

eléz6 és a 4.3.6. feladatokat) segitségével adjunk 4j bi-
zonyitast a matrix inverzére vonatkozé ?7?eq:invadj) for-
mulatra!

A két kifejtési tételbsl adodik, hogy

[a:][Ai;]" = det(A)L,
ugyanis [a;;] i-edik soranak és [A;;]7 u-adik oszlopanak, azaz
[Aij] u-adik soranak skalaris szorzata a (4.8) képlet szerint
det(A), ha i = u, azaz a szorzat f6atlojaban, egyebiitt pedig
0. Ebbdl pedig mindkét képlet adodik.
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