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Kivonat — Littlewood t6bb mint 6tven évig nyitott diszkrét geometriai
kérdését valaszoljuk meg: létezik a térben hét paronként érintkezd,
végtelen hosszt, azonos atmérdji korhenger.

Abstract — One of Littlewood’s problems in discrete geometry, open
for more than fifty years, is solved: in the 3-space there exist seven
congruent, mutually touching infinite cylinders.

1. BEVEZETES

Dudeney szaz évvel ezel6tt megjelent
kényvében [9] szerepel az alabbi felad-
vany: helyezziink el 6t egyforma érmét
gy, hogy barmely kett§ érintse egy-
mést. Erme alatt olyan egyenes kor-
hengert értiink, amely kell6en lapos,
azaz a magassaga az atmérGjéhez ké-
pest nagyon kicsi. A hengerek magas-
sadganak — a tovabbiakban hosszédnak —
jelent6s novelésével a paronként érint-
kez6 cigarettak problémajahoz jutunk,
amelynek az altalunk ismert legkorabbi
el6fordulasi helye Gritzer Jozsef 1935-
s kiadast Rébusz cimi konyve [12]. Az
itt szerepls feladatkiirasban hat ciga-
rettarol van sz6. Martin Gardner [I1]
matematikit népszertsité munkassaga-
nak koszonhetGen kidertilt [20], hogy
nemcsak hat, hanem hét cigarettat is el

lehet rendezni ugy, hogy barmely kettd
érintse egymast (1. abra).

1. abra Hét, paronként érintkezé
cigaretta (forras: Kabai [15])

Nyitott kérdés, hogy el lehet-e nyolc
(vagy tobb) egybevago, véges hosszu
hengert helyezni a paronként érintkezés
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feltételével.  Ugyancsak tisztazatlan
a valasz az érménél hosszabb, de
a cigarettanal rovidebb hengerekre
megfogalmazott hasonlo kérdésekre.
Az 1. abran a kozéps6 henger mindkét
irdnyban, mig az Osszes tobbi henger
az egyik iranyban tetszéleges mérték-
ben meghosszabbithato.  Littlewood
[T9, 22] a 60-as évek elején fogalmazta
meg az aldbbi kérdést:  FEl lehet-e
helyezni hét, wvégtelen hosszi, azonos
atmérdji hengert gy, hogy bdrmely
kettd érintkezzen? A kérdés éaltalano-
sabban: mennyi a paronként érintkezd
végtelen hosszii egybevagd hengerek
maximélis szdma? Ez utobbi maéig
megoldatlan. Hat végtelen henger egy
lehetséges elrendezése megtalalhato
Brass, Moser és Pach konyvében [6].
Bezdek Andras bebizonyitotta, hogy
24-nél tobb végtelen henger nem lehet
paronként érintkezs [B]. Bezdek Andras
és Ambrus Gergely pedig Kuperberg
egy 8 hengeres elrendezésérsl mutatta
meg, hogy legaldbb egy hengerpar
nem érintkezik. A tajvani Tsung-Lin
Lee-vel kozosen nemrég sikeriilt meg-
mutatnunk, hogy Littlewood eredeti
kérdésére a valasz igen [H], a tovabbi-
akban ezt az eredményt foglaljuk Gssze.

2. A MODELL

A paronként érintkezd, végtelen hossza
hengerek maximalis szdma megegye-
zik azon egyenesek maximalis szamé-
val, amelyek péaronként azonos pozi-
tiv tavolsagra vannak egymastol. Litt-
lewood sejtésének ekvivalens &tfogal-
mazasa: létezik-e hét, egymastol azo-

nos pozitiv tavolsagra lévé térbeli egye-
nes? Rogzitsiik a hengerek sugarat 1-
re, vagyis az egyenesek tavolsagat 2-re.
A P; € R? ponton athaladé w; € R3
iranyvektort egyenes pontjainak para-
méteres megadasa:
ei(S)ZPi—FSWi, s e R.

Ha ¢; és ¢; kitérd, akkor a tavolsaguk
felirhato

I
PiP;) - (wi x w;)|

[lwi x w|

a(; 0 =

alakban. Legyen P; = (x;,v;,2;), w; =
(tiyui,v;). d = 2-vel és a vegyesszorzat
determinansos alakjaval felirva adodik
a kovetkez6 egyenlet:

Tj—x Y;—Yi
det t; Uj Vj
tj uj vj
—4 [(ujvj — viug)*+
+ ('Uit]' — tivj)2 + (tiu]- — uitj)ﬂ = 0. (1)

Az egyenlet bal oldalat kifejtve egy 12
valtozos, hatodfokd polinomot kapunk,
amely 84 monom linearis kombinécidja.

A valtozok szaménak csokkentése
céljabol feltehetjiik, hogy az {1 egye-
nes atmegy a P1(0,0,—1) ponton és az
iranyvektora wi = (1,0,0). Szintén
rogzithetjiik az elsé két henger érintési
pontjat — vagyis az els6 két egyenes té-
volsagat realizalod szakasz felezGpontjat
—, legyen ez az orig6. Ebbgl adodik
P2(0,0,1), ¢ iranyat pedig mar egyet-
len valtozoval jellemezni tudjuk. Az
els6 két egyenest eredetileg leird 12 val-
tozo6 helyett elegendd 1.
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Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehets, hogy az ¢; (i =3,...,7) egye-
nesek egyike sem vizszintes, ezért met-
szik a z = O sikot: 2, =0 (i =3,...,7).

Végiil az egyenesek irdnyvektoranak
hosszéraa t;+u;+v; =1 (1 =3,...,7)
feltétellel éliink. Ez ugyan kizarja a t;+
u;+v; = 0 egyenletet teljesits iranyvek-
torokat, de mivel nem az 6sszes megol-
dést keressiik, hanem legalabb egy meg-
oldast, ez a feltevés nem fog gondot
okozni: latni fogjuk, hogy az ily mo-
don sztikitett keresési térben is talalunk
gyokot.

A redukcid eredménye: 1+5x4 =21
valtozonk és 5+ 5 + (2) = 20 egyenle-
tliink maradt.

Onkényesen hozzédadunk egy plusz
feltételt: rogzitsiik az elsé két egyenes
(henger) szogét, legyenek egymasra me-
rélegesek.

A kapott 20 valtozos, 20 polinom-
egyenletbsl  all6  rendszeriink  az
alabbiak szerint csoportosithatd. Az ¢4
és l; (3 < j < T) egyenesek tavolsa-
gabol y7t3 + 2yFt u; — 2yt + yiug —
207uj +y3 + 2yt juy + 2yu3 — 2y u; —
41? — 8tjUj + 8tj — 7u? + SUJ‘ -4 =0,
mig az {5 és {; (3 < j < 7) egyenesek
tavolsagabol x?t? + 2x?tjuj — 2x§tj +
x?u? — 2x?uj + x? — 2z tju; — 2xjt? +
225, —4’(1,? —8tju;+8t; —7t§—|—8u3‘ —4 =
0, végiil az ¢; és ¢; 3 <1< j<7T)
egyenesek tavolsagdbol —4dx;y;t;u;tju;

+4xixjtiuitjuj +4xiyjtiuitjuj
+4yixjtiuitjuj +4yiyjtiuitjuj
—4xjyjtiuitjuj —Qx%tiuitjuj
—2y§tiuitjuj —Qx?tiuitjuj

_Qy?tiUitjUj —dx;ritiuu; +4xixjtiu§
Haizjuity —Avizjuitiu; +Hyy;tiu

—4y1'yj tiuitj _4yiyj titj U j —|—4y1'yj uit?

+4xixjuiuj +4yiyjtitj +(E12t$u?
faiuit; yitiud Fyiuit? daitiul
+riuits +yitiud +yiudts +2miyitiug
—|—2xiyiu§t? —2xixjtfu? —2xixju§t?
—2xiyjtfu? —inyjufti —2yixjtfu?
—2yixju§t? —2yiyjtfu? —2yiyju§t?
—|—2xjyjt12u§ —|—2xjyju12t§ —2xiyit§uj
—2xiyitiu? +2xiyjt?uj +2xiyjtiu§
+2xiyju§tj +2xiyjuit? —2xiyiu§tj
—2xiyiuit? —|—2yixjt?uj —|—2yixjtiu?
+2yixju§tj +2yixjuit§ —2xjyjt§uj
—ijyjtiu? —ijyjuftj —ijyjuit?
—2x%tiu? —2x2u?t; —2y?tiu; —2yi2uit?
—Qx?tiu? —2x?uftj —2y?t§uj
—Qy?uit? —|—2x?tiuiuj —|—2x12uitjuj
+2yi2tiuitj +2yi2titjuj +2x?tiuiuj
—|—2x?uitjuj —|—2yj2»tiuitj +2yj2.titjuj
+2xiyitiuitj +2xiyitiuiuj +2:Ciyititjuj
+2xiyiuitjuj —2xiyjtiuitj
—2xiyjtiuiuj —2xiyjtitjuj
—2xiyjuitjuj —2yixjtiuitj
—2yixjtiuiuj —2yixjtitjuj
—2yixjuitjuj +2xjyjtiuitj
+2:ijjtiuiuj +2xjyjtitjuj
+2xjyjuitjuj —2xfuiuj —2y?titj
—QQZ‘?UiU,j —Qy?titj —inyitiui
—|—2x¢yitiuj +2xiyiuitj —2x¢yitjuj
—|—2x¢yjtiui —2xiyjtiuj —2x¢yjuitj
+2xiyjtjuj +2yixjtiui —2yixjtiuj
—2yixjuitj +2yixjtjuj —ijyjtiui
+2xjyjtiuj +2xjyjuitj —2£ijjtjuj‘
—2w;xju? —inxju? —2y¢yjt? —2y,y,12

+24tuitjuy +xiui Friud +yit? +ypt?

2,2 2,2 242 2,2 2,2
+aju; Hxjui Fyit; yity —12t7ug

—12uft? —4t2 —4u? —4t? —4u?
—Stiuitj —Stiuiuj —Stitjuj +8tiu§

—|—8t?uj —|—8u12tj —|—8ult§ —8uitjuj —|—8titj
+8u;u; = 0 adodik.
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A fenti polinomok — legalabbis a har-
madik tipus — bonyolultak, de a ko-
vetkez6 megfontolas szerint messze nem
annyira, amennyire lehetnének. Az (1)
egyenletbdl szarmazo polinomrél meg-
allapitottuk, hogy 12 valtozos, a foka
6 és 84 tagja van. FEzek a latszolag
szaraz adatok egy igen hasznos koril-
ményt mutatnak: a polinom igen ritka.
Egy ,tipikus” 12 valtozos hatodfoku po-
linomnak (168) = 18564 tagja van. Ez az
erds ritkasag szerencsére megmaradt a
v; és a z; valtozok kikiiszobdlése utan
is (137 tag a lehetséges (184) = 3003 he-
lyett). A kapott egyenletrendszer rit-
kasagat a kovetkezd részben ismertetett
megoldd modszer jol ki tudja aknazni.

3. A TOBBVALTOZOS
POLINOMRENDSZER MEGOLDASA

A tobbvaltozos polinomrendszerek a
nemlinearis egyenletrendszereken beliil
egy altalaban nehezen megoldhat6 csa-
ladot alkotnak. Néhany valtozo esetén
még miikodik a Grobner-bazisok mod-
szere, a rezultans modszer vagy annak
altalanositasai. A Newton-iteracio is
alkalmazhato, azon erGs feltevés mel-
lett, hogy van egy jo kozelitésiink a
keresett megoldésra és egy még pon-
tosabb kozelitést keresiink. Ha a po-
linomrendszerben a valtozok — és az
egyenletek — szama lényegesen tSbb
mint 2-5, tovibba nem feltétlentil csak
egy, hanem akar az 0sszes gyokot keres-
siik és nem is allnak rendelkezésre ko-
zelit§ értékek, emellett még a rendszer
ritkasagat is szeretnénk kihasznalni, ak-
kor jelenlegi ismereteink és tapaszta-
lataink szerint a homotopids modszer

az utolsé reménysugar. A homotopids
modszernek itt mindossze az alapotle-
tét vazoljuk: a megoldando P(x) po-
linomrendszerhez tarsitunk egy alkal-
mas, ugyanannyi valtozobol allo olyan
Q(x) polinomrendszert, amelynek az
Osszes gyOkét ismerjiik. A két polinom-
rendszer parametrikus (0 < ¢ < 1) kon-
vex kombinaci6jat képezve, a

H(x,t)=(1-1)Q(x)+tP(x)=0

polinomrendszer megoldasait keresstik.
A t = 0-bodl indulva a gyokoket is-
merjilk, majd ¢ értékét lassan novelve,
és az el6z6 lépésben kapott gyokoket
egy-egy Newton-iteracidé kezd&pontja-
ként felhasznélva, a ¢ = 1 végpont-
ban megkapjuk a P(x) polinomrend-
szer gyokeit. A homotopids modszer
részleteit illetGen Chen, Lee és Li [1]
Drexler [8], Garcia és Zangwill [I0], Hu-
ber és Sturmfels [4], Lee, Li és Tsai
7], Li |I8], Morgan és Sommese [Z1]
dolgozatait ajanljuk.

Az el6z6 fejezetben felirt poli-
nomrendszeriinkh6z tartozé6 homoto-
pias rendszernek 121 milliard megoldéas-
jeloltje van, ezeket egyenként meg kell
vizsgalni és kivalogatni a valds koze-
lit6 megoldasokat. Tsung-Lin Lee téars-
szerzénk 12 magos Intel Xeon X5650
2.66 GHz szamitogépe havonta 20 mil-
li6 gyokjeloltet tudott megvizsgalni. A
teljes elemzés igy — valtozatlan hardver-
és szoftverrel — 6050 honapot, azaz bd
500 évet igényelt volna. Mi azonban
megelégedtiink egy-két valés megoldas-
sal is. Az els6t 3 honap utan kaptuk
meg, a masodikat pedig egy honappal
kés6bb.
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4. A GYOKOK ELLENORZESE

Szilassi Lajos [30] tobb példat is
felsorol arra, hogy a lebeg&pontos
szamitasokkal kapott 10, 20 vagy
akar még tobb tizedesjegynyi pon-
tossdg mnem szir ki minden hamis
gyokot. Meg kell tehat vizsgalni, hogy
nemcsak egy jo kozelité megoldast
kaptunk, hanem a polinomrendszernek
valoban létezik izolalt valos gydke a
kapott érték kis sugari kornyezeté-
ben.  Két gyoktesztel algoritmust
alkalmaztunk, a Smale «-elméletén
[28] alapul6 alphaCertified modszert
[13], valamint Krawczyk intervallumos
modszerét |16, 26]. Mindkét eljaras
igazolta, hogy a kapott két megoldas
wvalodi”,  ezzel belattuk Littlewood
sejtését.

Tétel [B]: A péaronként érintkezd,
végtelen hosszii, azonos sugart henge-
rek maximalis szdma legaldbb 7.

2. abra Hét, paronként érintkezd
végtelen henger [5]

Megjegyezziik, hogy ha a fenti mo-
dellt 8 hengerrel irjuk fel, akkor egy 25

valtozos, 27 egyenletbdl allo polinom-
rendszert kapunk. Pusztan abbol, hogy
az egyenletek szama nagyobb, mint a
valtozok szama, azaz az egyenletrend-
szer tulhatarozott, még nem feltétleniil
kovetkezik, hogy nincs megoldasa.
Mindenesetre ha valamilyen modon
sikeriilne igazolni az egyenletek fiig-
getlenségét”, precizebben azt, hogy az
ezen polinomok altal generélt idedlban
benne van az 1 polinom, akkor abbdl
az is kovetkezne, hogy a paronként
érintkezd, végtelen hosszii, azonos
sugari hengerek maximélis szama
7. Jelenleg azonban a legjobb ismert
fels6 korlat 24 [3], a legjobb ismert
als6 korlat pedig az imént bizonyitott 7.

Ahogy korabban ramutattunk, a
munkankban lényegesen hasznaltuk
Hauenstein és Sottile alphaCertified
programjat [I3], ami egyebek kozt
(pontos) valoés megoldas létezésére
ad tanuasitvanyt. Munkink motivaci-
6jaul szolgalt a tanusitvanyt keress
algoritmus tovabbfejlesztéséhez, amely
tulhatarozott egyenletrendszerek
esetén is mikodik [T, [29)].

5. AUXETIKUS TERRACSOK

Szeretnénk megemliteni a paronként
érintkez6 hengerek egy érdekes fizikai
alkalmazasat. Az auxetikus (vagy
mésként mondva negativ Poisson-
tényezGji) anyagok jellemzGje, hogy
ha nytjtjuk ket egy iranyban, akkor
tagulast mutatnak valamely erre
merdGleges iranyban is. A szokatlan
tulajdonsdg miatt antiguminak is
mondjak ket (a gumirol jol ismert,
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hogy ha nyujtjuk egy irdnyban, akkor
zsugorodik a mer6leges iranyokban).
Auxetikus 0Osszetevét, PTFE polimert
tartalmaznak példaul a Gore-Tex
ruhazati anyagok.

Peter Pikhitsa fizikus és szerzGtéarsai
[23, 25, 24] szalakbol (hosszt kérhen-
gerekbdl) allo auxetikus tulajdonsagu
szerkezeteket vizsgaltak. Ezek épitcks
jellegii alapegységei N paronként érint-
kez6 hengerbdl allo szerkezetek. Az
alapegységek alkalmas, racsszerd ismét-
16déseket mutatd Gsszeépitésével alakul
ki az auxetikus tulajdonsagu szerkezet.
Példaikban az N értéke 6, 7, 8 vagy 9,
a hengerek sugara viszont nem feltétle-
niil azonos. Megallapitasaikat elvi mo-
dellek segitségével igazoltak.

6. EGY TOVABBI NYITOTT KERDES

A 2. fejezetben felépitett modellben
onkényesen hozzaadott feltétel — két
henger merd6legessége — elhagyésaval
djra egy 21 valtozos, 20 egyenletes po-
linomrendszert kapunk. Természetesen
adodik a sejtés, hogy ennek végtelen
sok megoldésa lehet, egy szabadsagi
fokkal. Meg tudjuk mutatani, hogy en-
nek végtelen sok valés megoldéasa van.
Az Gjabb szamitasaink, melyek a Karl
Scherer é&ltal készitett animacioban
[27] is lathatok, azt sugalljak, hogy
a megoldashalmaz tartalmaz ,hossza
gorbét”. Az egzakt bizonyitashoz
azonban még tovibbi lépések sziik-
ségesek, az eddig hasznalt eszkoztar
csak pontonkénti vizsgélatra alkalmas.
A 3. abran egy olyan hengerhetes
szerepel, amely a lehet6 legkisebb
helyet foglalja el abban az értelemben,

hogy az ugyanazon hengeren 1évé
érintési pontok maximalis tavolsaga a
legkisebb.

3. abra Hét, paronként érintkezd
végtelen henger fapalcikakkal

KOSZONETNYILVANITAS

A szerz6k megkoszonik Kabai Sandor
hozzajarulasat az altala készitett Wolf-
ram Mathematica demonstraciobol [T
késziilt 1. dbra felhasznélasahoz.

Katona Janost (Szent Istvan Egye-
tem, Ybl Miklos Epitéstudomanyi Kar,
Epitémérncki Intézet, Matematika és
Informatikai Szakcsoport) kétszeresen
is koszonet illeti: egyrészt a 3. abran
szerepl6 fapalcikas valtozat plexigytri-
jéhez felhasznalt furosablon CAD raj-
zéért. Masrészt pedig téle tudjuk, hogy
a paronként érintkezd cigarettak prob-
lémaja az altalunk addig legrégebbinek
ismert Gardner-cikknél [IT] 24 évvel ko-
rabban megjelent Gritzer Jozsef kony-
vében [I2].

A szerz6k koszonik Gal Péter fotoit
(2. és 3. abra).
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