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ELOSZO

A jdtékelmélet olyan helyzetekkel foglalkozik, amelyekben legalabb két dontéshozo (pél-
daul egyén, csalad, vallalat, intézmény, orszag, stb.) probalja sajat hasznossagfiiggvé-
nyét maximalizalni. A nehézséget az okozza, hogy minden szerepl hasznossagfiiggvénye
fiigg legalabb egy masik szerepld dontésétdl is, és a szereplék dontésiiket egymaéastol fiig-
getlentil hozzék. A jdték jelzd els6 latasra tarsasagi jatékokra (példaul a sakk, poker,
stb.) utal, de Neumannt kovetve olyankor is jatékelméletrsl beszéliink, amikor gazda-
sagi, katonai vagy biologiai alkalmazasra gondolunk.

Sziiletésekor, a Neumann—Morgenstern (1944, 1947) monografia megjelenésekor
a jatékelméletet a tarsadalomtudoméany csodafegyverének tekintették. Az 1950-60-as
években azonban még az elméleti kozgazdaszok zomének is a jatékelmélet matemati-
kai jatékszernek tiint. Hosszu vajudéas utén, az 1970-es évektdl kezdve a jatékelmélet
kezdi bevaltani a téle vartakat: az arverések elméletétsl kezdve az oligopolelméletig
szinte mindeniitt terjed a hasznélata. Ezt a sikert mutatja, hogy 1994-ben a kozgaz-
dasagi Nobel-dijat a jatékelmélet harom uttorsjének, a magyar szarmazést Harsanyi
Janosnak, az amerikai John Nash-nek és a német Reinhard Seltennek adtak.

Ez a jegyzet egy vazlatos, de igényes jatékelméleti bevezetést tartalmaz, amelyet
a BME matematikus hallgatéinak tartok. Arra térekedtem, hogy csupan a lehets leg-
sziikségesebb fogalmakat és tételeket ismertessem, és teljes bizonyitasok helyett beértem
vazlattal vagy utalassal.

Elemi bevezetést nyujt Filep (1985). Jegyzetem nem-kooperativ jatékokrol szolo
részeihez hasonlo nehézségi és hosszusagu Tirole (1988, 11. fejezet) és Varian (1992, 15.
fejezet). Szintén bevezetd jellegt, de sokkal tobb anyagot tartalmaz Rasmusen (1989)
és Gibbons (1992). Miszaki alkalmazéasokat is nyujt Szidarovszky—Molnar (1986). Fi-
gyelemre mélté6 Gomori (2001) monografidja az informécioé gazdasagtanarol.

Sokkal teljesebb matematikai targyalast ad magyarul Szép—Forgo (1974) és ennek
korszertsitett angol nyelvi valtozata (Forgo et al., 1999). Hasonloan mélyebbek és telje-
sebbek Osborne-Rubinstein (1994) ,kurzusa” és Mas-Colell et al. (1995) jatékelmélettel
foglalkozo egyes fejezetei. Osborne-Rubinstein pontos torténeti utalasokat is ad, egyes
tételek évszamat is t6le veszem &t, az itthon elérhetetlen forrasok megadésa nélkiil.
Kiilén ajanlom az Olvasonak Mérs (1996) népszertsits konyvét.

A csillaggal jelolt pontok nehezebbek, elsé olvasaskor kihagyhatok.

Koszonetnyilvanitas. Eziton fejezem ki halamat Forgd Ferencnek, Gomori Andrés-
nak é¢s Tasnadi Attilanak (BKAE), valamint a BME matematikai hallgatoinak a jegyzet
korabbi valtozataihoz flizott értékes megjegyzéseikért. Természetesen az esetleges hiba-
kért a felsoroltakat semmilyen felel6sség nem terheli.
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I. RESZ. STATIKUS NEM-KOOPERATIV JATEKOK

A jegyzet zomében (I. és II. részben) a nem-kooperativ jatékokkal foglalkozunk, ahol a
jatékosok nem tehetnek a jaték megkezdése el6tt olyan igéreteket, amelyeket be lehetne
tartatni a jaték folyaman. Ez nem jelenti azt, hogy esetleg ne kooperalnanak, de ezt
onkéntesen kell tenniiik.

Specidlisan ebben a részben a statikus jatékokkal foglalkozunk, ahol a jatékosok
egyméstol fiiggetleniil a jaték elején meghozzék az Osszes dontésiiket. Mivel a jatéko-
sok tobblépcsds dontéseket, azaz stratégidkat is mérlegelnek, ezért sokkal gazdagabb a
statikus jatékok vilaga, mint els§ latasra gondolnénk.

Az 1. pontban néhany bevezets példat mutatunk be, amelyen szemléltethetk az
alapvetd kérdések. A 2. pont a nem-kooperativ jatékelmélet alapfogalmait ismerteti.
A 3. pont az elméletben kozponti szerepet jatszé Nash-egyensulyt vezeti be. A 4.
pont a néhany vallalatbol allo oligopol piacra alkalmazza az elméletet. Az 5. pontban a
kétszemélyes nullaosszegi jatékokat elemezziik, amelyek logikai és torténeti szempontbol
is attors szerepet jatszottak. A 6. pontban az evolicios jatékelméletet kérvonalazzuk,
amely a darwini kivalogatodas elve alapjan probalja megijitani a jatékelméletet. A
7. pont a bayesi jatékokrol szol, ahol az egyes jatékosok nem ismerik a tobbi jatékos
jellemz6it, csak azok eloszlasfiiggvényét.

1. BEVEZETO PELDAK

Az 1. pontban néhany bevezets példat mutatunk be, amelyen szemléltetheték a nem-
kooperativ jatékelmélet alapvets kérdései. Az itt adott meghatarozasok sziikségképpen
vazlatosak. Az egyszerliség kedvéért ebben a pontban két jatékosra szoritkozunk. Le-
gyen S7 és Sy két véges halmaz: a két jatékos stratégidinak halmaza; melyek altalanos
elemei s; és so: a két jatékos stratégiai. (Dontés helyett stratégiarol irunk, mert tobb-
lépéses dontéseket is megengediink.) A két jatékos egymastol fliggetleniil dont (nem
kooperél), s hasznuk (hasznossaguk, profitjuk, nyereségiik, nyereményiik, kifizetésiik)
rendre uj($1,52) és ua(s1,s52) valos szam. Mindkét jatékos sajat hasznossagfiiggvényét
akarja maximalizalni, de a maximum fiigg a méasik jatékos stratégiajatol is. Foltessziik,
hogy mindkét jatékos mindent tud a masik lehetGségeirdl és érdekeirdl, csupan konkrét
szeresen ilyen jatékelméleti feladatokkal, bar Neumann elsé jatékelméleti cikke 1928-bol
szarmazik.

1.1. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai rendérség letartoztat
két gyanusitottat, akik feltehetsleg egylitt kovettek el egy btint, de nincs ra elegendd
bizonyiték. A két foglyot elkiilonitik egyméstol, és elkezdik Gket vallatni. Amerikai
szokés szerint, ha valamelyik gyanusitott vall (és a méasik nem), akkor az ,énekls” eny-
hébb biintetést kap, esetleg szabadlabra keriil, s6t jutalmat is kap. A nyeremény-par
az 1. egyediili kozremiikbdése esetén (3, —3), a 2.-é esetén (-3, 3). Ha mindketts ta-
gad (kooperal), akkor szabadlabra keriilnek, jutalom nélkiil, nyereménypéar: (2, 2). Ha
mindketts ,kop”, akkor mindketten bortonbe keriilnek, de mindketten jutalmat is kap-
nak, nyereménypar: (-2, —2).

Erdemes a fenti adatokat az un. kifizetési mdtrizba rendezni:
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1.1. tablazat. Fogolydilemma

2. biinéz6 Kop Tagad
1. bilinézs
Kép (727 72) (37 73)
Tagad (-3, 3) (2, 2)

Mi lesz a jaték egyensulya? Erre altalaban nehéz véalaszolni, de ebben a specialis
esetben nincs probléma. Valoban, akarmit 1ép a masik jatékos, az egyik jatékos mindig
jobban jar, ha kop, mint ha tagad: a képés domindlja a tagadast: pl. az 1. jatékos
szempontjabol, ha 2. kop, az 1. tagadasa rosszabb a kopésénél (-3<—2); ha 2. tagad, az
1. tagadasa ismét rosszabb a kopésénél (2<3). Az mar mas kérdeés, hogy a (kop, kop)
egyensily kettGjiiknek egyiittesen nem optimalis, hiszen mindkét jatékos veszit ahhoz
képest, mint ha mindketts tagadna. ]

Példank végére érve, megjegyezziik, hogy a jatékelmélet miivelGi szeretik ilyen frivol
példakon megfogalmazni a probléméakat, de azért vannak fontos alkalmazasok is.

Gondoljunk az OPEC-re, s az egyszertiség kedvéért legyen az egyik jatékos Szaud-
Arabia, a masik pedig a tobbi tagorszag. Két stratégiapar van: egylittmikodnek a ter-
melés visszafogasaban (s akkor magas olajarat érhetnek el) vagy sem. Az igazi OPEC-
optimum az lenne, ha mindkét fél visszafogna a termelését. Mivel nem biznak meg
egymésban, mindkét fél abban reménykedik, hogy a masik visszafogja a termelését és 6
pedig kihasznalja az igy ad6do kedvezd lehetGségeket. A valodi helyzet joval bonyolul-
tabb, de az elmélet mégis ad valamilyen magyarazatot a tényleges folyamatokra.

Kovetkezd példankban egyik jatékosnak sincs dominans stratégiaja, ezért most ne-
hezebb egyenstilyt talalni.

1.2. példa. A nemek harca. A Fiu és a Lany szeret egyiitt lenni, de a Fia inkabb
meccsre menne, a Lany inkabb moziba. A kifizetési matrixpar most a kovetkezo:

1.2. tablazat. Nemek harca

Lany meccs mozi
Fia
1MeCcs (3, 2) (1, 1)
mozi (1, 1) (2, 3)

Valdban, a Fia szamara ,a meccs” stratégia jobb, mint a ,;mozi”, ha a lany is meccsre
megy (3>1), de rosszabb, ha a lany moziba megy (1<2). A Lany szaméara éppen for-
ditva. Vegyiik észre azonban, hogy a (meccs, meccs) stratégiaparnak a kovetkezs vonzo
tulajdonsidga van: mindkét jatékos szamara optimalis a szamara kiosztott stratégia, ha
a masik jatékos is a parban szerepld stratégiat valasztja. (Ezt a stratégiapart fogjuk
Nash-egyensilynak nevezni.) Valoban, ha a lany meccsre megy, akkor a fia szamara is
a meccs optimalis (3>1); és ha a fitt meccsre megy, akkor a lany szamaéra is a meccs az
optimalis valasztas (2>1).



Hasonlo6 érveléssel belathato, hogy a (meccs, meccs) par mellett a (mozi, mozi) par
is Nash-egyenstuly. Felvetddik a kérdés: A résztvevSk melyiket valasszék a két egyen-
suly koziil? Hogyan koordinalja a szerelmespar a valasztast? (Hogy ne a lany menjen a
meccsre és a fit a mozibal) ]

Még nehezebb a helyzet a kovetkezs példaban, ahol még Nash-egyensily sem 1éte-
zik, legalabbis kozonséges értelemben nem.

1.3. példa. Forintparositas. Két jatékos egyidejtileg elhelyez 1-1 Ft-ot Fejre vagy
Irasra. Ha azonost valasztanak, az 1. nyer; ha kiilonboz6t, akkor a 2., mindkétszer 1
Ft-ot.

1.3. tablazat. Forintpdrositds

2. (,oszlop”) jatékos Fej Iras

1. (,sor”) jatékos
Fej (17 71) (717 1)
Iras (-1, 1) (1, 1)

1700 koriil keletkezett elképzeléseket ujra felfedezve, Boreltsl és Neumann Janostol
szarmazik az Otlet, hogy az eddigi tiszta stratégidk mellé kevert stratégiakat kell be-
vezetni, ahol a stratégia véilasztasa a véletlenen alapszik. Ekkor az ellenfél nem tudja
kiismerni a jatékos dontését. A Nash-egyensuly a kevert stratégiakra is definialhato és
létezése igazolhato.

1.3. példa. (Folytatéas.) Konnyen belathato, hogy a Forintparositasban egyenstlyi
megoldas, ha mindkét jatékos egymaéstol fliggetleniil 1/2-1/2 valoszintiséggel valasztja
a Fejet vagy az Irast. Valoban, legyen rendre & és n a két jatékos F valasztasanak a
valoszintisége. Ekkor az 1. jatékos varhatod nyeresége a négy elemi esemény nyereségének
a varhato értéke, azaz uq (£,n) = En—E(1—n)—(1—=&)n+(1—-&)(1—n). Derivalva &-szerint
és 0-va téve a derivaltat, adodik: n* = 1/2. Itt valt u; &-szerinti derivaltja pozitivbol
negativba, tehat u;-nek lokalis és globalis maximuma van. Hasonléan £* = 1/2.

Azaz mindkét jatékos foldobja a sajat pénzét, és ahogy esik, ugy puffan. Ekkor
mindkét jatékos varhato nyeresége 0. Ha azonban az 1. jatékos eltér e szabalytol, pl.
&€ > 1/2, akkor a 2. jatékos ezt kihasznalhatja, s mindig I-t tesz: n = 0, tehat az érmék
kiilonbozGségének valoszintisége 1/2 folé keriil, s a 2. jatékos nyer. [

Miel6tt tovabb mennénk, harom feladatot tiiziink ki megoldésra.

1.1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az 1.2. példaban, a nemek harcaban a Fit
(2/3, 1/3) és a Lany (1/3, 2/3) kevert stratégiaja az egyetlen valodi kevert Nash-
egyensily.

1.2. feladat. ,Gyava nyul.” Két személy a kovetkez§ életveszélyes jatékkal szora-
kozik. Egy keskeny hid két oldalardl indulnak egymassal szembe — és sokan nézik Gket.
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Két dontés lehetséges: Kitérni vagy Hajtani. Ha mindketté Hajt, akkor egymaéasnak
titkdznek a hidon, a ,nyereségpar” (-3, —3). Ha mindketts Kitér, akkor leégnek a nézsk
el6tt: a ,nyereségpar” (1, 1). Ha az els¢ Kitér, s a méasodik Hajt, akkor az 1. poféara
esik, a masodik sikert arat: a ,nyereségpar” (0, 2), és hasonloan a szimmetrikus esetben
(2, 0).

a) Van-e a jatéknak tiszta Nash-egyensulya?
b) Hatarozzuk meg a jaték kevert Nash-egyensulyét!

c) Mi a valoszintisége, hogy a kevert Nash-egyensilyban a versenyzok életben ma-
radnak?

d) Melyik egyensily adja a legnagyobb hasznot az 1. jatékosnak?

Egy jaték szimmetrikus, ha azonos a stratégidk halmaza és a két jatékos kifizetési
méatrixa egymas tiikkorképe. Figyeljik meg, hogy a felsorolt jatékok koziil szimmetrikus a
fogolydilemma (1.1. példa), a gydva nyil (1.2. feladat). Azt varnank, hogy az egyensulyi
stratégiak is azonosak, ez azonban &ltaldanosan nem igaz (lasd 1.2. feladat, de a 3.5.
tételt).

1.3. feladat. Koordinacios jaték. Szimmetrikus jatékban elegendé az 1. jatékos
nyereségmatrixat feltiintetni.
2 0
U= (0 1) |

Lassuk be, hogy két szigoru tiszta Nash-egyensuly 1étezik és egy kevert szimmetrikus
Nash-egyenstly!

Eddig olyan jatékokat mutattunk be, ahol a jatékosok egyszer és egy id6ben 1épnek.
Most olyan jatékra hozunk példat, ahol a két jatékos egymast kovetve 1ép.

1.4. példa. Ragadozo jaték. Egy piacot egy bentlévs (I=incumbent) vallalat
monopolizal, de egy masik vallalat (E=entrant) probal belépni. Ha E belép, akkor I
kétféleképpen valaszolhat: vagy alkalmazkodhat a belépshoz, visszafogva kibocsataséat,
hogy megdrizhesse a piaci arat; vagy felveheti a harcot a belépével: ragadozo magatartdst
tanusit, leengedi az arat, hogy elriassza vagy kiszoritsa a belépst. A jaték stratégiai
alakja (amelyet eddig elemeztiink), a kovetkezd:

1.4. tablazat. Ragadozo jaték

Bentlevs vallalat (1) harcol alkalmazkodik
Belépé vallalat (E) ki (0, 2) (0, 2)
be (-3, -1) (2, 1)

A stratégiai alak elemzése két Nash-egyensulyt ad: (E kint marad; I harcol, ha E
belép) és (E belép; I alkalmazkodik, ha E belép). Szinte ranézésre lathato, hogy az elss
egyensily elfogadhatatlan (E kint marad, de I mégis arra késziil, hogy E belép) és nem
is hiteles I fenyegetése, hogy harcol (nyeresége —1), mig alkalmazkodésnal a nyereség

1. 1

A dinamikus leirast az un. extenziv alak adja, amelyben az egymas utani lépéseket
egy fa irja le.



(1.1. abra )

Ratériink a részletesebb targyalésra.

2. ALAPFOGALMAK

A bevezetés utan ismertetjiik a nem-kooperativ jatékok alapfogalmait.
Nem-kooperativ jatékok

Legyen n > 1 természetes szam a jatékosok szdma, és képviselje ¢ = 1,..., n az egyes
jatékosokat (Mas-Colell et al. (1995, 8. fejezet és matematikai fiiggelék)). Legyen S;
absztrakt halmaz az i-edik jatékos stratégidinak halmaza; altalanos eleme s; € S; a jaté-
kos tetszéleges stratégidja. A jatékosok egymastol fiiggetleniil valasztjak stratégiajukat,
azaz dontenek (nem kooperalnak), s az i-edik jatékos haszna u;(s1,...,S;,...,S,) valos
szam. Minden jatékos sajat hasznossagfiiggvényét akarja maximalizalni, de a maximum
fligg a tobbiek stratégiajatol is. Foltessziik, hogy mindegyik jatékos mindent tud a tob-
biek lehetGségeirsl és érdekeirdl, csupan konkrét stratégidjukat nem ismeri elére. Legyen
S =51 x...x 8, a stratégia-egyiittesek halmaza.

Az 1.3. példdban mar talalkozunk a kevert stratégiaval. Most altalanositsuk e
fogalmat! Tegyiik fol, hogy mindegyik S; stratégiahalmaz véges: m;!

Definicié. Véges jatékok esetén kevert stratégidarol beszéliink, ha az i-edik jatékos
a megfelels o; véges-dimenzids valoszintiségeloszlas szerint valasztja ki S; adott elemét,
egy tiszta statégidt, és az egyes jatékosok egymastol teljesen fliggetleniil dontenek. A
kevert stratégiak alkalmazasaval létre jov6 bovitett stratégiahalmazt A(S;) jeloli. Ekkor
az i-edik jatékosnak az (s1,...,s,) tiszta stratégia-egyiittes melletti u; (s, . . . ,s, ) haszon
helyére vdrhato haszna 1ép, amely az egyes o; valoszintiségvektorok n-linearis fiiggvénye
(itt hasznaltuk {6l a Fiiggelékben targyalt vdrhatd hasznossdgfigguényt):

wi(o1, .. 0n) = > o Y ui(s)or(s) - on(sn).

s1€S51 Sn€Sn

Megjegyzések. 1. Természetesen elfajult valoszintiségeloszlasnal, ahol 1 valdszi-
niiséggel egy tiszta stratégiat valasztunk, elfajult kevert stratégiat kapunk. FEzért a
tiszta stratégiak halmaza része a kevertekének: S; C A(S;).

2. Végtelen jatékokra is lehet definialni a kevert stratégiat, de altalaban erre nincs
sziikség. (Ebben a jegyzetben egy kivétellel talalkozunk majd: a 3.1. példaban.)

3. Ha nagyon precizek akarnank lenni, akkor a varhaté hasznossagfiiggvényt més-
ként jelolnénk, mint az eredetit, azonban erre nincs sziikség.

Az 1. pontban tobb példat is mutattunk kevert stratégidk alkalmazésara. Most
gyakorlatként felirjuk a legegyszertibb nem trivialis jatékot — altalanos hasznossagokkal.

2.1. példa. Két jatékos két-két stratégiaval. Folirjuk a jaték hasznossagi matrix-
parjat.



2.1. tablazat. Altaldnos 2 x 2 tdbla

2. jatékos s3 s3
1. jatékos
oy
51 (ui™,u3") (u1®,u5”)

Dominans és dominalt stratégiak

Mar a legelsé bevezetd példanal lattuk, milyen fontos a dominans stratégidk fogalma.
Most modszeresebben megvizsgaljuk e fogalmat.

El6szor a tiszta stratégidkra szoritkozunk. A rovidség kedvéért bevezetiink egy
némileg pongyola jelolést: az m = ). m;-dimenzioés s = (s1,...,si,...,s,) hipervek-
torbol az i-edik komponens elhagyéséaval keletkezé m_; = (m — m;)-dimenzios vektort
S_; — (81, ce e 98i—19Si41 - - - ,Sn) Jeloh

c s 02

Definicié.  Egy (i) jatékos egy (sf € S;) stratégiajat szigorian domindnsnak
nevezziik, ha barmely més (s; € S;, s; # s;) stratégianal nyereségesebb, fliggetleniil
attol, hogy mit 1ép a tobbi jatékos. Képletben:

wi(85,5-3) > u;(Si,5—;) tetszoleges s_; € 8_;—re.

Természetesnek tiinik, hogy ha minden jatékosnak van szigoriian dominans straté-
gidja, és ezt tudjak egymaésrol, akkor minden jatékos a szigortian dominans stratégiajat
jatssza.

Némileg altalanosabb a kovetkezd fogalom:

cz 0z

Definicié. Egy (i) jatékos egy (si € S;) stratégiajat gyengén domindnsnak ne-
vezziik, ha legalabb olyan nyereséges, mint barmely mas (s; € S;) stratégia, fliggetleniil
attol, hogy mit 1ép a tobbi jatékos; és legalabb egy esetben nyereségesebb is. Képletben:

u;i(87,5—i) > ui(8i,5-4) tetszoleges s_; €S_;—re
és
ui(sf,s’ ;) > ui(s;,s";)  alkalmas s, € S_i—re.

Kevésbé természetes, hogy ha minden jatékosnak van gyengén dominéns stratégi-
aja, és ezt tudjak egymésrol, akkor minden jatékos a gyengén dominans stratégidjat
jatssza (lasd késébb a 2.2. példat).

Az 1.2. példanal lattuk, hogy mér a legegyszertibb esetben sem létezik sem szigo-
raan, sem gyengén dominans stratégia. Probalkozzunk meg az ellenkezé oldalrol!

Definicio. Egy (i) jatékos egy (s; € S;) stratégiajat szigorian domindltnak

nevezziik, ha van egy masik stratégiaja (s

'), amely mindig nyereségesebb az el6z6nél,
fiiggetlentil attol, hogy a tobbi fél mit lép:

w;i(sh,5_;) > ui(si,5_;) tetszoleges s_; € S_;j—re.

Kissé altalanosabb a kovetkezé fogalom:
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Definicié. Egy (i) jatékos egy (s; € ;) stratégiajat gyengén domindlinak nevez-
ziik, ha van egy maésik (s}) stratégiaja, amely legalabb olyan nyereséges, mint az el6zd,
fliggetleniil attol, hogy a tobbi fél mit 1ép; és legalabb egy esetben nyereségesebb is.

wi(s3,5-i) > ui(s4,5;) tetszéleges s_;, €S_,—re
és
ui (s}, ;) > ui(siyst;) alkalmas s, €S _;—re.

Ha van dominans stratégia, akkor minden mas stratégia dominalt.
Két feladat kovetkezik.

2.1. feladat. Milyen egyenlGtlenségeknek kell teljesiilniiik a 2.1. példaban ahhoz,
hogy a (felss, bal) dontésparos szigortian dominans legyen?

2.2. feladat. Furcsa osztozkodas. A kovetkezd osztozkodasi jatékot mérlegeljiik.
100 Ft-ot kell elosztani két fél kozott kerek Ft-okban. A két jatékos egyszerre és egy-
mastol fliggetleniil dont és jelenti be igényét a birénak. Ha az igények 6sszege nagyobb,
mint 100 Ft, akkor egyik fél sem kap semmit. Ha az igények 6sszege legfeljebb 100 Ft,
akkor mindkét fél megkapja azt, amit kért, s az esetleges maradékot a bir6 jotékonysagi
célra forditja, s ez k6zombos a jatékosok szamara.

a) Mik e jatékban a szigortian dominalt stratégiak?

b) Mik e jatékban a gyengén dominalt stratégiak?

¢) Mutassuk meg, hogy nincs dominans stratégial

Altalaban feltehetjiik, hogy a jatékosok nem jatszanak szigorian dominalt stratégi-
akat. S6t, érdemes a jatékban egymas utan, iterativan kikiiszébolni a szigortian dominalt
stratégidkat. Belathato, hogy a végeredmény fiiggetlen a kikiiszobolés sorrendjétsl. A
maradék jaték mar joval kisebb és attekinthetSbb, szélsé esetben egyetlen egy stratégia-
egyiittesbdl all. Az iterativ kikiiszobolés nemcsak azt jelenti, hogy az egyes jatékosok
racionalisak, hanem azt is, hogy ezt tudjak egymasrol, egészen a végtelenségig.

Bonyolultabb a helyzet a gyengén dominalt stratégidkkal.

2.2. példa. Gyengén dominélt stratégiak. Tekintslink egy kétszemélyes jatékot,
ahol az 1. jatékosnak 3, a 2.-nek 2 lehetGsége van.

2.2. tablazat. Gyengén domindlt stratégidk

2. jatékos Left (bal) Right (jobb)
1. jatékos

Up (fent) (5, 1) (4, 0)
Middle (kozépen) (6, 0) (3, 1)
Down (lent) (6, 4) (4, 4)

Ebben a jatékban az 1. jatékosnak két gyengén dominalt stratégidja van: U és M,
mindkettét gyengén domindlja D.

Ellentétben a szigorian dominalt stratégiaval, egy gyengén dominalt stratégiat nem
lehet csak tgy kikiiszobolni. Valoban, ha az 1. jatékos biztosan tudnd, hogy a 2. jatékos
L-t 1ép, akkor az 1. jatékos tényleg racionélisan véalaszthatna M-t is, hiszen ebben az
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esetben ugyanannyit hoz a konyhara, mint D. Ha azonban akdrmilyen kicsi, de pozitiv
valoszintisége van annak, hogy a 2. jatékos R-t lépi, akkor az 1. jatékos racionalisan
nem valaszthatja M-t. [

A dominalt és dominans stratégia fogalma kevert stratégiakra is kiterjeszthets.

3. NASH-EGYENSULY

Ebben a pontban a nem-kooperativ jatékelmélet kozponti fogalmaval, a Nash-
egyensullyal foglalkozunk, amely akkor is létezhet, ha egy jatéknak nincs dominéans
stratégia-egyiittese (lasd 1.2. példa).

A fogalom
Tekintsiink egy n-szereplés nem-kooperativ jatékot.

Definicié. Felfedezsje tiszteletére azt mondjuk, hogy a jatékosok (s7,...,s5) € S
stratégia-egyiittese Nash-egyensulyt alkot, ha semelyik jatékosnak sem érdemes egyol-
dalian eltérnie az egyensulyi stratégia-egyiittesben szerepls sajat stratégiajatol.

A Nash-egyenstly egyszertien megfogalmazhato korabbi jeloléstinkkel:

wi(s7,8%;) > ui(si,s™;) tetszoleges s; € S;—re, i=1,...,n.

A jobb megértés kedvéért érdemes bevezetni a legjobb valasz fogalmat.

Definicié. Az s; € S; stratégia az i-edik jatékos egy legjobb vdlasza a tobbi jatékos
valamilyen s_; € S_; stratégia-egyiittesére, ha s_; € S_; esetén 5; maximalizalja az i-
edik jatékos hasznat:

i (8i,8—4) > u;(Si,5—4) tetszGleges s; € S;—re.
Az i-edik jatékos legjobb vdlaszainak halmazdt b;(s—;) C S; stratégia-részhalmaz jeloli:
i (85,8—;) > w;i(85,8-) tetszoleges s; € S;—re, 5; € bi(s—;).

Megjegyzések. 1. Nyilvanvalo, hogy a Nash-egyensily azt jelenti, hogy min-
den jatékos stratégiaja (nem feltétleniil egyértelmii) legjobb valasz a tobbiek egyenstlyi
stratégiajara:

s; € bi(s;), i=1,...,n.

2. Erdemes megemliteni a Nash-egyenstly kivetkezs értelmezését: tegyiik fol, hogy
az i-edik jatékos azt vdrja, hogy a tobbiek s° , stratégiat jatsszak és eszerint a varakozas
szerint maximalizalja a hasznat. Ha minden jatékos varakozasa helyes, azaz a vdrako-
zdsok raciondlisak: s¢, =s_;,1=1,..., n, akkor Nash-egyensuly valosul meg.

3. Néha megkiilonboztetik a gyenge és az erds Nash-egyensilyt: az el6bbiben
egyenlGséget is megengediink, az utobbiban szigoru egyenlGtlenség all. Mi altalaban a
»gyenge” fogalommal dolgozunk.

A kovetkezd példa folytonos stratégiahalmazon szemlélteti a Nash-egyenstlyt.

8



3.1. példa. Telephely-valasztas. Hotelling (1929) a kévetkezs elhelyezkedési fel-
adatot elemezte. Tegyiik fol, hogy 1 km hosszt strandon a strandolok egyenletesen
oszlanak el. Két fagylaltos kinalja azonos aron azonos mingségi portékajat, és min-
den strandol6 ahhoz a fagylaltoshoz megy, aki kozelebb van hozza. A fagylaltosok a
forgalmukat akarjak maximalizalni. Képviselje a strandot a [0, 1] intervallum. Ha az
1. fagylaltos z1-ben all, és a 2. fagylaltos zo > x1-ben all, akkor z* = (z1 + 22)/2 a
fagylaltosok kozti felez6pont. Az 1. fagylaltoshoz mennek a (0,z*) szakasz strandoldi,
és a 2.-hez az (z*,1) szakaszé.

a) A fagylaltosok Nash-egyensiulyban a strand kozepén helyezkednek el. (Ha
r1 < xg, akkor az 1.-nek érdemes jobbra hiuzddnia, a 2.-nek pedig balra: tehat Nash-
egyensulyban x; = zo. Ha z1 = x5 < 1/2, akkor az 1.-nek érdemes jobbra hizddnia,
ellentmondva az xo > x feltevésnek. Nash-egyensuly: mindkét fagylaltos kozépen all.)

b) A tarsadalmi optimum az (1/4, 3/4) felallas lenne, mert ekkor a fogyaszto altal
megteendd atlagos tavolsag 1/8, ellentétben az egyensilyi 1/4-del.

c) Belathato, hogy hérom fagylaltos esetén nincs tiszta, de van kevert Nash-

egyensily. 1

;;;;;

zése. Tegyiik 6], hogy a valasztok preferenciai (pl. az addkulcs nagysagéarol) a [0, 1]
intervallumon egyenletesen oszlanak meg. Két part van, amelynek programja a [0, 1]
intervallum egy-egy pontja. A Nash-egyensilyban mindkét part a kozépen elhelyezkedd
szavazd kegyeiért esedezik. [

Visszatériink a korabbi feladatainkhoz.

3.1. feladat. (A 2.1. feladat folytatasa.) a) Ha a 2.1. feladatban a (felss, bal)
dontésparos Nash-egyensuly, akkor milyen egyenlGtlenségeknek kell teljesiilniiik?

b) Ha a (felsd, bal) dontésparos dominans, akkor Nash-egyenstly-e?

c) Mi annak a feltétele, hogy a (felsd, bal) Nash-stratégia az 1. jatékosnak tobbet
fizessen, mint a jaték minimaz értéke: vy = min; max; ullj ?

3.2. feladat. (A 2.2. feladat folytatasa.) Mi(k) a 2.2. feladat jatékanak Nash-
stratégiaja(i)?

Megjegyzés. A Nash-egyensuly fogalménak egyik gyengesége, hogy egy jaték-
nak sok egyensilya is lehet, kifizetési értékiik kiilonbozs (pl. a Nemek harcdban) és
nincs egyszerti mod a kozos egyensuly megtaldlasara. Még az is megeshet, hogy a kii-
16nb6z6 jatékosok a kiilonbo6zs egyensulyi stratégiak megfeleld komponensét valasztva
nem egyensulyi helyzetbe keriilnek.

Tavirati stilusban utalunk a Nash-egyensuly értelmezésére.

(i) Ha egy jatéknak egyetlen egy logikus kimenetele létezik, akkor az a jatéknak
Nash-egyenstlya.

(ii) Tobb Nash-egyensulybol a jatékon kiviili szempontok is kivalaszthatjak az
egyensilyt: gyujtopont. Példaul futballmeccs altaldban szerdan és szombaton van.

(iii) Nash-egyensily mint betarthaté megallapodas.

(iv) Nash-egyensily mint stabil tarsadalmi szokas.
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Létezés

Lattuk mar az 1. pontban, hogy nem minden jatékban van Nash-egyensuly. Milyen
feltételek elégségesek ahhoz, hogy legalabb egy Nash-egyensiily 1étezzék?

A valaszhoz bevezetjiik a kovetkezs fogalmakat és segédtételeket.

A kozgazdasagtani egyensulyelméletben altalaban és a jatékelméletben specidlisan
alapvetd szerepet jatszanak a fixpont-tételek (Hegediis—Zalai, 1978 és Zalai, 1989, 6.
fejezet Fliggeléke).

3.1. segédtétel. (Brouwer-féle fizpont-tétel, 1913.) Legyen q egy természetes
szdm. Ha K C R? kompakt és konvex halmaz, és f : K — K folytonos fiigguény, akkor
az [ fliggvénynek létezik legaldabb egy fixrpontja: z* = f(x*).

A maximalizalando fliggvények vizsgalatakor gyakran hasznos a kovetkezd

Definicié. Egy f: R? — R filiggvényt kvdzikonkdimak neveziink, ha egy X C R?
konvex halmazon van értelmezve és ha minden {x € X : f(x) > t} felsd szinthalmaza
konvex, ahol t tetsz6leges valos szam.

Akarcsak a konkav fliggvényeknél, a kvazikonkav fliggvényeknél is igaz, hogy a rajuk
vonatkozo maximumfeladatoknal a lokalis maximum egyben globalis is. Természetesen
egy konkav fliggvény kvazikonkav. A kvazikonkav fliggvények valoban altalanositjak
a konkav fliggvényeket abbol a szempontboél, hogy az el6bbieknek barmely monoton
transzformaéltja is kvazikonkav, mig az utobbiaknal a transzformalt lehet nem konkav
is.

Mivel a maximum nagyon gyakran nem egyértelmii, sziikségiink van a halmazértékd
fliggvényekre.

Definiciék. 1. Leképezésnek neveziink két absztrakt halmaz, X és Y kozotti
f: X — Y hozzéarendelést, amely minden =z € X ponthoz egy f(z) C Y halmazt rendel.
(Ha f(z) minden esetben pont, akkor fiiggvényrdl beszélhetiink.)

2. A folytonos fliggvény egyik lehetséges altalanositasaként egy leképezést feliilrdl
félig folytonosnak neveziink, ha barmely olyan {z™} C X sorozatra, amely konvergal
x € X-hez, és amelynél y™ € f(z™) C Y, {y™} konvergal y € Y-hoz, akkor y € f(x)
teljesiil. Kompakt X tér esetén ez azt jelenti, hogy az [z, f(z)] graf zart halmaz.

Ko6nnyen belathato a

3.2. segédtétel. Legyen Y és V egy véges-dimenzios euklideszi tér kompakt és
konvex részhalmaza, és legyen a g :' Y x V. — R fiigguény folytonos az (y,v) szerint és
kvdzikonkdv az y szerint. Rendelje a h leképezés minden v € V-hez a mazimumot ado
pontok halmazdat Y -ban. Ekkor a h leképezés nem-iires, feliilrdl félig folytonos és konvex
értek.

A folytonos fliggvényekre vonatkozé Brouwer-féle fixpont-tételt (a 3.1. segédtételt)
altalanositja leképezésekre a

3.3. segédtétel. (Kakutani fizpont-tétele, 1941.) Ha X egy véges-dimenzids
euklideszi tér nem-tres, konvex és kompakt halmaza; ha f az X-nek eqy onmagdra valg,
feliilrol félig folytonos leképezése, amely minden x € X-hez nem-tires konver halmazt
rendel, akkor f-nek létezik fixpontja: z* € f(x*).

A most felsorolt fogalmak és segédtételek szinte sugalljak a nem-kooperativ jaték-
elmélet alaptételét:
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3.1. tétel. (Nikaido—Isoda, 1955.) Egy n-személyes jatéknak létezik legalabb egy
Nash-egyensiilya, ha teljesiilnek a kovetkezd feltételek: a) az S; stratégiahalmaz
egy véges-dimenzios euklideszi tér nem-iires, konvex és kompakt halmaza;

b) Az i-edik jatékos w;(s1,...,Si,...,S,) hasznossdgfiiggvénye folytonos minden
valtozojaban és kvazikonkav s;-ben, i =1,..., n.

Bizonyitas. A 3.2. segédtétel szerint minden jatékosra a legjobb-valasz leképe-
zés nem-lires, konvex értéki és feliilrél félig folyonos. Definialjuk a kovetkezd leképe-
zést: b(s1,...,8n) = b1(s—1) X +-+ X bp(s—n). Ez a leképezés az egyéni b; leképezések
Descartes-szorzata, a nem-iires, konvex és kompakt S halmazt énmagéara képezi le és
szintén feliilrél félig folyonos. Kakutani fixpont-tételének minden feltétele teljesiil, azaz
létezik olyan s* € S stratégia-egytittes, amely legjobb vélasz 6nmagéra: s* € b(s*). 1

Mivel a 3.1. tétel a Kakutani-féle fixpont-tétel nélkiil is igazolhato (pl. Szép—Forgo
(1974)), érdekes a

3.3. feladat. Bizonyitsuk be a 3.1. tétel segitségével a Brouwer-féle fixpont-tételt!

Kevert stratégiak

Véges jatékoknal altalaban nem létezik (tiszta) Nash-egyensily (1.3. példa). Mar Borel
is latta, de Neumann bizonyitotta be, hogy mar a nulladsszegi ,,matrixjatékok™nal (lasd
5. pont) un. kevert stratégidkra van sziikkség ahhoz, hogy az ellenfelek ne ismerhessék ki
egymést. Ekkor viszont mindig van Nash-egyensuly.

Valoban, a 3.1. tételnek viszonylag egyszert kovetkezménye a

3.2. tétel. (Nash, 1951.) Ha az n-személyes jaték eredeti S; stratégiahalmazai
végesek, akkor a keveréssel létrejové A(S;) halmazok szorzatdn definialt jatéknak van
legalabb egy kevert Nash-egyensiilya (o*):

ui(o;,0%;) > ui(0,0" ;) tetszGleges o; € A(S;)—re, i=1,...,n.

Megjegyzés. Figyelemre méltd, hogy Nash egyik bizonyitasa olyan altalanos
volt, hogy nyugodtan kimondhatta volna a 3.1. tételt is.
Most ramutatunk a kevert stratégidk egy érdekes tulajdonsagara.

3.3. tétel. Legyen o egy kevert stratégia-egyiittes, és legyen S (o) C S; azoknak
a tiszta stratégiadknak a halmaza, amelyeket az i-edik jatékos pozitiv valoszintiséggel
jatszik ebben az egyiittesben. A o* stratégia-egyliittes akkor és csak akkor alkot Nash-
egyenstilyt, ha minden jatékosnak maximalis hasznot adnak a pozitiv valoszintiséggel
jatszott tiszta stratégiak, azaz minden i-re

wi(si,0" ;) = wi(sh,0";) tetszoleges 54,85 € S (0*)—ra,

wi(si,0%;) > u;(s;,0%,) tetszoleges s; € Sf(a*)—ra, s, & Sf(a*)—ra.

Megjegyzések. 1. Ezek alapjan a kovetkezSképp érvelhetnénk: minek bibelédjék
egy jatékos azzal, hogy optimélisan vilassza meg a Nash-egyensulybeli kevert stratégia-
jat, amikor barmelyik tiszta stratégia ugyanazt a hasznot adja neki. De ez csak latszat:
az egyensulyban mindenkinek egyensulyi stratégiat kell jatszania!

2. Ugyanakkor ez a tulajdonsig jol hasznalhato a Nash-egyensily kiszamitasanal,
lasd pl. az 1.2. feladatot.
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Bizonyitas. Indirekt. Teljesiiljon
ui(8:,0%;) < wi(sh,0%;) alkalmas s; € S —re, s, ¢ St—re

Ha kicseréljiik s;-t si-re, akkor né az i-edik jatékos haszna, tehat ¢* nem volt Nash-
egyensily. ]

Figyelemre mélto, hogy a 3.1. tétel specialis esetének, a 3.2. tételnek az igazolasa-
hoz elegendd a Brouwer-féle fixpont-tétel (3.1. segédtétel):

3.4. feladat.* Jelolje x, az x valos szam pozitiv részét: ha x > 0, akkor
xy = x, egyébként nulla. A véges S; {39 1) stratégiahalmazok szorzaténak
A(S) = x1A(S;) kevert bovitésén megadunk egy f fliggvényt, amely a halmazt 6n-
magaba képezi le: o0 € A(S) esetén,

01(0) = s o)~ ool file) = D f =)

Igazolja, hogy a) a jaték minden Nash-egyensilya az f fliggvény fixpontja, és b) szar-
maztassa a 3.2. tételt a Brouwer-féle fixpont tétel segitségével! (Ezt az utat kovette
Nash 1951-es doktori értekezésében).

A 2.2. példaban emlitettiik, hogy a gyengén dominélt stratégiak kizarasa nem
igazdn megnyugtatd. Vegylik a kovetkezs példéat:

3.3. példa. Olyan Nash-egyensiily, amelynek mindkét stratégiaja gyengén domi-
nalt.

3.1. tablazat. Gyengén domindlt stratégidk képezhetnek Nash-egyensulyt

2. jatékos L R
1. jatékos
U (13 1) (Oa 73)
D (737 O) (07 0)

Valoban, (D,R) gyenge Nash-egyenstly, de az 1. jatékosnak gyengén elényGsebb az
U stratégia, s a 2. jatékosnak gyengén el6nyosebb az L stratégia. Természetesen (U,L)
is Nash-egyenstly, amely mindkét jatékosnak elény6sebb, mint (D,R). ]

Hogyan lehetne megszabadulni ezektsl az alsobbrendid egyensulyoktol? FErre vo-
natkozik Selten (1975) javaslata, amelyet csak elnagyoltan ismertetiink. Tekintsiik a
véges elemi S; stratégiahalmazok kevert bovitését: A(S;)-t, i =1, , n; és tekintsiik
a hozzatartozo jatékot: I'y-et. Perturbaljuk a jatékot a kovetkezoppen, megkoveteljiik,
hogy minden stratégiat legalabb e;(s;) > 0 valoszintiséggel jatsszanak: 'y (e). (Magya-
razat: remeg a jatékosok keze, és olyan stratégiat is jatszanak, amelyet nem is akarnak.)
Remegd-kéz tokéletesnek neveziink egy Nash-egyensilyt, ha létezik a perturbalt jaté-
koknak egy olyan {I'y(g¥)} sorozata, amely aszimptotikusan tart I y-hez, és amelynek
van olyan {o(¥)} Nash-egyenstly-sorozata, amely tart I'y Nash-egyensilyahoz. Ez a
finomitds kizarja a gyengén dominalt stratégiakat a Nash-egyensulyok 0sszetevéi koziil,
pl. a 3.3. példa alsobbrendii Nash-egyensilyat is.
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Egyértelmiiség*

Az egyensily létezése nagyon hasznos, de gyakran szeretnénk, ha az egyensuly egyér-
telmii is lenne. Erre szolgal a kovetkezs fogalom és tétel (Forgo et al. 1999, 4. fejezet).
Legyen X egy teljes metrikus tér, ahol p a metrika. Egy f : X — X metrikus
térbeli fiiggvényt kontrakcionak neveziink, ha a képpontok tévolsaga hatarozottan ki-
sebb, mint a targypontoké: Van olyan 0 és 1 kozotti A valos szam, (0 < A < 1) amelyre
p(f(@),f(2") < Ap(a’2”), ' # x”. A kontrakcios tételhez hasonloan adodik

3.4. tétel. Ha egy jatékban a legjobb-valasz fiiggvények egyiittese kontrakcio,
akkor a jatéknak legfeljebb egy Nash-egyensiilya létezik.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy most feltessziik, hogy a legjobb valasz nem
leképezés, hanem fiiggvény!

Bizonyitas. Indirekt. Legyen két kiilonb6z6 egyenstlyi pont: s* # s’ és s* = b(s*)
és s’ =b(s"). 0 < p(s*,s") = p(b(s*),b(s")) < Ap(s*,s"), ellentmondas.

Kétszemélyes szimmetrikus jatékok

Maér a bevezets példainkban is lattunk kétszemélyes szimmetrikus jatékokat, és a tovab-
biakban is tobbszor fogunk talalkozni veliik, pl. a 6. pont evolucios jatékelméletében.

Definiciék. 1. Egy kétszemélyes jatékot szimmetrikusnak nevezziik, ha a jaté-
kosok stratégiahalmaza azonos: S; = Ss; és hasznosséigfiiggvényiik szimmetrikus egy-
masra: u(s1,52) = ua(s2,81)-

2. Egy Nash-egyensilyt szimmetrikusnak neveziink, ha a két jatékos egyensulyi
stratégiaja azonos: s = s3.

Azt méar az 1.2. (Gyava nyul) feladatban lattuk, hogy van olyan szimmetrikus jaték,
ahol semelyik tiszta stratégiaja Nash-egyensuly nem szimmetrikus. (Természetesen, ha
(s7,s5) Nash-egyensuly, akkor (s3,s7) is az.) Ugyanakkor az eddig talalt kevert stra-
tégiaju Nash-egyensilyok szimmetrikusak voltak. Mi a helyzet altaldban? A kérdésre
valaszt ad a

3.5. tétel. A 3.1. tétel feltételei mellett minden szimmetrikus jatéknak van
legalabb egy szimmetrikus Nash-egyenstilya.

Bizonyitias. Barmely kétszemélyes jatéknal a bi(ss2) legjobb-vélasz leképezés a
jaték szimmetridja miatt az 57 halmazt dnmagara képezi le, tehat a b, leképezésnek
van fixpontja: s} € by(s]), ugyanigy bo-re. ]
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4. OLIGOPOLIUM

A hagyomaéanyos kozgazdasigelmélet kizardlag a monopoliumot és a tokéletes versenyt
tanulméanyozta. A valésdgban nagyon gyakori viszont, hogy néhany vallalat alkotja a
piacot: ez az un. oligopol piac. Ilyen volt példaul a sokéig zart amerikai autopiac a
hires harmassal: a General Motors, a Ford és a Chrysler. Ebben a pontban ezt az esetet
vizsgaljuk, amely kivalo alkalmazéasa a Nash-egyenstilynak.

Duopdlium

Az ipari szervezetek (industrial organizations) elméletében az els6 1épés a valosag pon-
tosabb leirdsa felé a két vallalatbol allo piac vizsgalata volt. Figyelemre mélto, hogy az
uttérs Cournot (1838) két vallalat esetében szinte megel6legezte Nash egyensulyfogal-
mat.

Definicié. Cournot-duopdliumrol beszéliink, ha két vallalat verseng egymaéssal és
az i-edik vallalat felteszi, hogy a j # i-edik véllalat kibocsatasa g;, s ennek megfelel6en
ugy valasztja meg ¢;(q;) kibocsatasat, hogy adott ¢; mellett a m;(¢;(g;),q;) profitja
maximalis legyen. Bels¢ maximumnal:

(41) Ti,q; (q’MQJ) = 07 1= ]-7 2.

Cournot-egyensily esetén a két feltételezés Gsszhangban van egymassal:
(4.2) G =qlqg) =12

4.1. tétel. a) Megfelel6 technikai feltételek mellett létezik a Cournot-egyensiily.

b) A Cournot-duopoldr nagyobb, mint a versenyér; és kisebb, mint a monopolar,
tehat a megfelel6 duopol-kibocsatas kisebb, mint a verseny-kibocsatas; és nagyobb, mint
a monopol-kibocsatas.

Az elmondottakat a kovetkezd két feladat szemlélteti a legegyszeriibb esetben.

4.1. feladat. a) Linearis keresleti fiiggvény és kiilonb6z§ linearis koltségfiiggvényd
két vallalat esetén hatarozzuk meg a Cournot-egyensulyt! b) Mikor igaz, hogy a legjobb-
valasz fliggvény kontrakcio?

4.2. feladat. Kvadratikus keresleti fiiggvény (p = 1 — (g1 + ¢2)?) és azonos nulla
koltségfiiggvény két vallalat esetén hatarozzuk meg a Cournot-egyensuly termelését és
profitjat!

Tirole (1989) 5. fejezetében kulcsszerepet jatszik az tn. Bertrand-paradoxon. Méar
Bertrand (1883) kétségbe vonta Cournot modelljének a helyességét, nevezetesen azt,
hogy a termelSk nem az arakrol, hanem a volumenekrsl dontenek. Szerinte a termelGk
az arakrol dontenek, és a fogyasztok az alacsonyabb ard termel6t részesitik elényben.
Jelolje ¢ a két vallalat kozos termelési egységkoltségét. Tehat az i-edik vallalat terméke
iranti kereslet

D(p;) ha p; < pj;
Di(pisp;) = q D(pi)/2 hap; =pj;
0 ha p; > pj;

profitja pedig m;(pi,p;) = (pi — ¢)D;(pi,p;)-
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4.2. tétel.  (Bertrand-paradoxon, Tirole, 1989, 209-212. o.) A Nash-
egyensilyban mindkét vallalat a versenyzd egyensilyt valasztja, ahol az ar egyenld az
egységkoltséggel: p1 = ps = c.

Bizonyitas. Barmely c-nél nagyobb arral probalkozzék az egyik vallalat, a masik
alaigérhetne és ezzel egyoldaltian pozitiv profithoz jutna. 1

Miért paradox a Bertrand-tétel? 1. Azt allitja, hogy a piaci versenyzsi egyensuly
mar két vallalat esetén is megvalésul. 2. Nem magyarazza meg, hogy miért akarnak
egyaltalan a vallalatok termelni, ha nincsen nyereségiik.

A Bertrand-paradoxon magyarazata a kévetkezd (Edgeworth, 1897):

1. Nyitva hagyja, hogy mi torténik akkor, ha semelyik vallalat sem képes egyediil
kielégiteni a teljes keresletet: kapacitaskorlat. 2. Az elemzés elhanyagolja az idébeli
reakciokat. 3. Az elemzés elsiklik a termékek kozti kiilonbségek f6lott.

A Bertrand-paradoxon minden hibaja ellenére érdekes, mert élesen ravilagit arra az
esetre, amikor kisszami termeld késhegyig mené harcot viv egyméssal. Ezt szemlélteti
a

4.3. feladat. Mi torténik, ha a 3.1. példaban targyalt elhelyezkedési feladat-
ban az eladok kiilonboz6 arakat kérnek, és a fogyasztd kozlekedési koltsége aranyos a
tavolsaggal?

Oligop6lium
A duopolium természetes altalanositasa az oligopolium.

Definicié. Oligopoliumrol beszéliink, ha a piacon jelenlévs vallalatok szama
nagyobb, mint 1, de olyan kicsi, hogy nem lehet elhanyagolni az egyes szerepl6k dontései
kozti kolesonhatasokat.

Jelenleg nincs altalanosan elfogadott elmélet. Szemléltetésiil a kdvetkezs példat
tanulmanyozzuk.

4.1. példa. Szimmetrikus oligopol piac. A piacon n egyforma vallalat tevékenyke-
dik, egységkoltségiik egyarant c. A piac keresleti fiiggvénye linearis: Q(p) = a — bp, ahol
Q =), q;- Foltessziik, hogy a > bc, azaz p = ¢ minimuméarhoz tartozo6 kereslet pozitiv.
A Cournot-megoldas altalanositasabol adodik a Nash-egyensily, ahol minden i-re adott-
nak véve a tobbi vallalat dontését, az i-edik vallalat optimuma a Nash-egyensulybeli
érték. Képletben: alkalmazva a ¢ = (¢;,q—;) folbontast, legyen az i-edik vallalat pro-
fitfiiggvénye m;(q;,q—;). Ekkor a ¢* vektor Nash-egyensily, ha minden i-re és minden
gi-re

mi(q; a7 ;) > mi(qia”;)-

Esetiinkben Nash-egyensilyban az egyes véllalatok kibocsitésa azonos, és a

Q*(n) = ngj(n) 6sszkibocséatas, valamint az ar rendre

n(a — be) a + nbe
43 * = — - A * =
(43) @m="00 s rm= g
Erdemes kiszamitani az egy vallalatra jutd profitot és az Gsszprofitot:
. . . a — be ) . . n(a — be
m(n) = (p (n)—c)%(”):m s I (n):”71(n):(7£+—1)21))-
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Két hatareset létezik:
a) monopolium: Q3; = (a — be)/2 és pi; = (a + be)/2b;
b) tokéletes verseny: Q¢ = a — bc és p& = c. ]

Osszefoglalva: A példa esetén a versenyzé vallalatok szaméanak novekedésével a
kinalat né (tokéletes versenynél éppen kétszer akkora, mint a monopoliumnéal); az ar
pedig csokken (tokéletes versenynél megegyezik a hatarkoltséggel).

Végiil egy meglepd feladat, amely ravilagit a Cournot-modell egyik gyengeségére.

4.4. feladat. (Salant et al., 1983.) Lassuk be, hogy ha egy n-szereplds piacon az
1. vallalat kettéosztja onmagat, akkor a haszna jelentGsen né, de a tobbieké annyira
csOkken, hogy a termelSk Gsszhaszna is csokken!

5. KETSZEMELYES NULLAOSSZEGU JATEKOK

A jatékelmélet elss igazi eredménye Neumann (1928) cikke volt, amely a kevert stratégia
segitségével a kétszemélyes nulladsszegii matrixjatékokra bebizonyitotta legalabb egy
minimax egyensulyi stratégia létezését. Az egyensilyt sokszemélyes jatékra altalanosito
Nash-dolgozat azonban fokozatosan hattérbe szoritotta a kezdeti elméletet. Manapsag
a kozgazdaszok szdmara irt anyagok mar szinte nem is foglalkoznak a kétszemélyes
nullaGsszegii matrixjatékokkal, pedig ez a speciélis eset tovabbra is hasznos példa (Szép—
Forgo, 1974, 4. fejezet).

A minimax-tétel

A 3. pontban bevezetett fogalmakat nem ismételjiik meg, kivéve a Nash-egyensulyét.
Kétszemélyes jatéknal

(5.1) u1(s7,85) > ui(s1,85) tetszoleges s1 € Sy—re
és
(5.2) u2(87,85) > ua(sy,s2) tetszoleges s9 € Sy—re.

Uj viszont a kovetkezd

Definicié. Nullaosszegii jatékrol beszéliink, ha a két jatékos hasznossiganak
Osszege azonosan nulla:
u1(s1,82) + u2(s1,s2) = 0.

Ilyen jaték példaul a sakk, ha a gy6zelem 1 pontot, a vereség —1 pontot és a dontetlen
0 pontot ér (itt a szokasos pontokat 2-vel megszorozzuk és 1-et levonunk).

A tovabbiakban az 1. jatékos hasznossagfiiggvényébdl elhagyjuk az indexet: wu, és
a 2. jatékos hasznossagfiiggvényét —u-val jeloljiik.

c sz

(5.1") u(sy,85) > u(s1,55) tetszoleges 51 € Sy—re
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és

(5.2") —u(sy,85) > —u(si,s2) tetszGleges S9 € So—re.
(5.2")-t —1-gyel beszorozva, egyesithets a két egyenl6tlenség:

(5.3) u(s1,s5) < u(si,ss) <wu(sj,s2) minden s; € Sj—re, so € Sy—re.

Tehat a kétszemélyes nulladsszegii jaték barmely Nash-egyensulyi pontja nyeregpont: az
1. valtozo6 szerint maximum, a mésodik szerint pedig minimum.
Belatjuk a kévetkezd tételt:

5.1. tétel. (Neumann, 1928.) Ha teljesiil a minimax-feltétel:

5.4 i = mi

akkor a jatéknak van Nash-egyensiilya, és a jaték értéke az (5.4) egyenl6ség két oldalan
allo kifejezés kozos értéke: v.

Bizonyitas. Tekintsiink egy olyan sj stratégiat, amelyre teljesiil

5.5 i T, =,
(5.5) min u(sfss) = v

és egy olyan s3 stratégiat, amelyre teljesiil

(5.6) max u(s1,85) = v.

Rendre behelyettesitve (5.5)—(5.6)-ba s3-ot és si-ot, adodik a kévetkezs egyenlGtlenség-
par:
u(s1,52) < v < u(sy,85),

azaz u(s},s5) = v. Visszahelyettesitve (5.5) minimumfeltételbe és (5.6) maximumfelté-
telbe, adodik (5.3). ]

5.1. feladat. Megforditas. Mutassuk meg, hogy — bizonyos regularitasi feltételek
mellett — a 5.1. tétel megforditasa is igaz.

A kovetkezd két példa és egy feladat a legegyszertibb eseteket targyalja.

5.1. példa. Az 1.3. (forintparositasi) példaban a tiszta stratégidk terében nem
érvényes a minimax tétel: max minu = —1 és minmaxu = 1. ]

5.2. példa. Papir, Ollo, K6. Két jatékos jatssza a kovetkezd bugyuta jatékot.
Egyszerre valasztanak a harom lehetéség koziil: P, O, K. Az Oll6 vagja a Papirt, a K6
csorbitja az Ollot és a Papir letakarja a Kovet, azaz ezekben az esetekben az elsének
emlitett stratégia nyer 1 dollart a masodiknak emlitett ellen. Mas stratégiaparok ese-
tén mindkét jatékos nyereménye nulla. Nyilvanvalo, hogy ez egy szimmetrikus jaték, és
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mindkét jatékos egyetlen Nash-stratégiaja (1/3, 1/3, 1/3) kevert stratégia. ]

5.2. feladat. Tamadas és védelem. Az 1. orszag két ponton tamadhatja meg a
2. orszagot: A-ban és B-ben. Mivel mindkét orszagnak csak egy harci egysége van,
a tamadas el6tt egymastol fiiggetleniil el kell donteniiik, hogy mit tdmadnak, illetve
mit védenek. A két objektum értéke mindkét fél részére rendre v4 és vp, va > vp.
A tamadé pontosan akkor gy6z, ha a megtamadott objektum nincs védve. Irjuk fol a
haborut egy kétszemélyes nulladsszegii jatékként és szamitsuk ki a Nash-egyenstlyt!

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy nulladsszegii jatéknal a tobb egyensuly létezé-
sébdl fakadd nehézség magatol megoldodik.

5.2. tétel. Ha egy kétszemélyes nullaGsszegii jatékban két kiilonbozé egyenstly
létezik: (s7,s%), (s9,89), akkor jatékértékiik azonos, és a beldliik képzett (s7,s9) és (s3,s3)
wvegyes paros” mindegyike egyensiily.

Bizonyitds. Behelyettesitve (5.3)-ba s1 = s9-t és so = $9-t:
u(s?,83) < u(sy,55) < u(s],s3).
zimmetria” miatt igaz a kovetkezs egyenlGtlenség is:
u(s1,83) < u(s7,55) < u(s?,s5).

A két egyenlGtlenséget Osszehasonlitva, mindeniitt egyenldség adodik. [

5.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a kétszemélyes nulladsszegii jatékban (s7,s3)
Nash-egyensuly és v a jaték értéke, akkor u(si,s5) = v-b6l még nem koévetkezik, hogy
s1 egy Nash-egyensiily komponense!

Visszatériink a 3. pontban tanulmanyozott szimmetrikus jatékokhoz. Eddig csak
azt tudtuk, hogy létezik szimmetrikus egyensuly (v6. 3.5. tétel). A nulladsszegii jaté-
koknal élesithets ez az eredmény.

5.3. tétel. Kétszemélyes szimmetrikus nulladsszegii jatékban
a) a jaték értéke nulla: v = 0;
b) a két jatékos egyensiilyi stratégiahalmazai azonosak: Fy = Fs.

Bizonyitis. a) A szimmetrikussig és a nulladsszegiiség feltevése szerint u(s,s) =
—u(s,s), tehat u(s,s) = 0. Indirekt bizonyitunk: ha v = wu(s},s5) > 0, akkor (5.3)
masodik egyenl6tlensége szerint 0 < u(sj,s3) < u(sj,sj) = 0, ellentmondés. A negativ
érték hasonlo ellentmondéshoz vezet.

b) Legyen (s7,s5) egy Nash-egyensily. A szimmetria értelmében (s%,s7) is egyen-
suly. 5.2. tétel alapjan adodik a méasodik allitas is. ]

18



Matrixjatékok
Tegyiik fol, hogy az S és S5 kiindulo stratégiahalmaz véges:

51 = {3}17“}21:1 ¢s S = {Sg}?zﬁ

és kevert stratégidkat alkalmazéasaval A(S7) és A(S2) stratégiahalmaz jon létre. Eb-
ben az esetben mdtrizjatékokrol beszéliink, és élesithet6k az eredményeink. Ekkor

up;-vel jeloljik az 1. jatékos nyereségét az (s?,sg) = (h,j) tiszta stratégiaparnal.
Legyen U = (up;) az 1. jatékos nyereségmdtriza és x = (x1,...,Th,...,Tm), il
y="(y1,---¥j,.--,Yq) az 1., ill. a 2. jatékos keverési vektora, (nem-negativ és 1 &sszegt

vektorok). Ekkor az 1. jatékos vdrhato nyeresége
u(z,y) = aUy = Z Z ThUR;Yj-
hJ

A Nash-tétel (3.2. tétel) specialis eseteként adodik az

5.4. tétel. Neumann (1928.) Minden maétrixjatékban létezik legalabb egy Nash-
egyensiily.

Megjegyzések. 1. Ez volt az elsé komoly jatékelméleti eredmény, s innen sza-
mitjuk a jatékelmélet kezdetét. Neumann fixpont-tételes bizonyitasat késébb sokan
egyszertsitették.

2. Valojaban Neumann nemcsak a matrixjatékokra, hanem a 3.1. tételben szerepls
altalanos hasznossagfliggvény és stratégiai halmazokra mondta ki a tételét.

Szimmetrikus matrixjatékoknél kénnyen belathaté, hogy a nyereségmatrix anti-
szimmetrikus: U = —U7T, avagy Upj = —Ujp.

Sziikségiink lesz az Osszegz6 vektor jelolésére (a dimenziot nem jeloljiik): 1 =
(1,...,1).

Minden matrixjatékot szimmetrikussa tehetiink a kovetkezé modon:

5.5. tétel. Ha U egy m X g-es matrix, akkor legyen
0 v -1

rP=|-UT 0 1
1T 1T 0

Ekkor az (m + q + 1)-edrendii négyzetes antiszimmetrikus méatrix egy szimmetrikus
jatékot definial, amelynek szimmetrikus egyensilyi megoldasiaban az elsé m komponense
a sor-jatékos, masodik q komponense az oszlop-jatékos optimalis kevert stratégiajanak
az elemei, és utolsé6 komponense a jaték értéke.

Bizonyitas. Legyen a szimmetrikus jaték egy szimmetrikus Nash-egyensulya z =
(u,w,\). Ekkor a szimmetrizalt nyeregpont-feltétel szerint Pz < 0, azaz

Uw < A1, uwlU > A1, 1lu — 1w < 0.
Belathato, hogy 0 < A < 1, 1u = 1w > 0 és
a=(1-X)/2, ¥ =u/a, Y =w/a, v =\«
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jeloléssel adodik az eredeti jaték nyeregpont-feltétele:

Uy* <ol és z*U > vl.

Most megmutatjuk, hogyan lehet visszavezetni a szimmetrikus jatékok megoldésat
a linedris programozds, roviditve LP feladat megoldasara. (Ez azért is érdekes, mert
ekkor a Nash-egyenstly létezését a nagyon mély fixpont-tételek nélkiil bizonyitjuk.)

Kitérs az LP feladatra

Tekintsiik a kovetkezd primdl LP feladatot: = > 0 a ¢-dimenzidés termelési vektor, b az
m-~dimenzios eréforras-vektor, ¢ pedig a g-dimenzios nyereségvektor. Az m x g-dimenzios
U matrix irja le, hogy = termelésvektornak Ux az eréforras-igénye, s ez legfeljebb ak-
kora lehet, mint az eréforras kinalata. (E linearis 6sszefiiggés miatt beszéliink linearis
programozasrol.) A cél: cx 6ssznyereség maximalizalasa a fenti feltételek mellett.

Nagyon gyakran folvet6dik a primal feladat dudlisa: Milyen m-dimenzios y > 0
arvektor méri helyesen az erdforréasok értékét, azaz mennyivel né az optimalis Ossznye-
reség, ha az i-edik eréforras mennyiségét egységnyivel néveljiik? Atfogalmazva: mennyit
kérhet a régi termelS egy 1j termel6tél az erdforrasaiért, hogy mindkettének megérje
az tzlet? A régi termel$ minden tevékenysége minden egységéért legalabb a korabbi
egységnyi nyereséget szeretné elérni: yU > ¢, az ) termel§ pedig minimalizalni akarja
az yb eréforras-koltséget!

Téablazatos formaban is felirjuk a primal-dual feladatot:

Primaél x>0 Dual y>0
Uz <b yU > ¢
cTr — max. yb — min.

5.1. segédtétel. Ha a primadl és a dudl LP feladatnak van megengedett megolddsa:
x* >0 ésy* > 0, akkor a primdl feladat célfiigguény-értéke legfeljebb akkora, mint o
dudlis feladaté:
cx® < y*b.

Bizonyitas. Szorozzuk be a primalfeladat feltételét balrol y*-nal, a dualfeladatét
jobbrol z*-szel: cx* < y*Ux* < y*b. ]

5.2. segédtétel. Ha a primdl és a dudl LP feladatnak van olyan megengedett
megolddsa: x* > 0 és y* > 0, amelyre a két célfiiggvény-érték azonos, akkor mindkét
megoldds optimalis.

Megjegyzések. 1. A segédtétel rokon az 5.1. tétellel.
2. Belathato, hogyha a primalfeladatnak van optimalis megoldasa, akkor a dualfe-
ladatnak szintén van.

Bizonyitas. Az 5.1. segédtétel egyenlGtlenségébe helyettesitsiink be egy tetszé-
leges x megengedett megoldast és a kitiintetett y* megoldast és vegylik figyelembe az
5.2. segédtétel feltételét: cx < y*b = cx™. Ebbdl lathato, hogy z* tényleg maximumot
ad. Hasonléan igazolhato az allitas masodik fele. ]

20



Alkalmazas

Szerkessziik meg a programozasi feladat paramétereibdl a kovetkezs antiszimmetrikus
matrixot:

0 U -b
(5.7) pP=|-UT 0 c
pT T 0

A P szimmetrikus méatrixjatéknak van szimmetrikus Nash-egyensiilya, ennek egyik
Osszetevagjét jelolje z = (r,s,A). Kimondjuk a kovetkezd tételt:

5.6. tétel. Ha a (5.7)-beli szimmetrikus P métrixjaték értéke pozitiv: \ > 0,
akkor x = s/\ a primél, és y = r/)\ a dual LP feladat optimélis megoldasa.

Bizonyitas. Az (5.3) nyeregpont-feltétel egyik fele szerint Pz < 0. Elvégezve a
behelyettesitéseket:

Uz < b, — Uty < —¢, by — cx < 0.

A harmadik egyenl&tlenséget Osszevetve az 5.1. segédtétel by > cx egyenlStlenségével,
azt kapjuk, hogy by = cx, s ez az 5.2. segédtétel és a hezzaflizott 2. megjegyzés szerint
az optimalitas sziikséges és elégséges feltétele. ]

5.4. feladat. Még egy megforditds. Bizonyitsuk be az 5.6. tétel megforditasat:
ha egy LP feladatnak van megoldasa, akkor az (5.7)-ben hozzéarendelt szimmetrikus P
matrixjatéknak van olyan szimmetrikus Nash-megoldasa, amelynek az utols6 6sszeteviGje
pozitiv.

6. EVOLUCIOS JATEKELMELET

Az evolucios jatékelmélet biologiai eredetii: kezdeményezsi (pl. Maynard Smith, 1974)
a jatékelmélet eszkozeivel probaltdk meg modellezni a darwini kivalogatodést. Késébb
a kulturalis és gazdasagi evoliiciora is kiterjesztették az elméletet. Altalanos targyalast
ad Weibull (1995) és (Larry) Samuelson (1995).

Szimmmetrikus jatékokrol

Mivel az evolicios jatékok elmélete szimmetrikus jatékokra épiil, célszert osztalyozni a
2 x 2-es szimmetrikus jatékokat. Eltekintve a kivételes esetektsl, ahol két nyeremény
azonos, lényegében harom fajtaval talalkozunk. Induljunk ki az altalanos esetbdl:

U1z U2
U= )
U21 U222

Vonjuk ki usi-et az 1. oszlopbdl és uio-t a 2.-bol, s ekkor normalizdlva a jatékot, az

U — (v U2 0
0 U292 — U12
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ekvivalens matrixot kapjuk. Uj jelolést bevezetve,

/ up 0
U= ( 0 ’LL2> '
Ha a sikban abrazoljuk az (uj,us) pontot, akkor az elgjelparoknak megfelelen beszél-
hetiink NW (északnyugat), NE (északkelet), SW (délnyugat) és SE (délkelet) kategori-
akrol.

Az NW-jatékoknal (u; < 0 < ug) a 2. stratégia szigorian dominélja az 1. straté-
giat. Ide tartozik a fogolydilemma (1.1. példa): uy = —5 és ug = 5.

Az NE-jatékoknal (uq,us > 0) két tiszta szigori Nash-egyensuly van és egy kevert
szimmetrikus egyensuly: & = wua/(u; + ug2). Ide tartozik a koordinacios jaték (1.3.
feladat).

Az SW-jatékoknal (uj,us < 0) nincs dominalt stratégia, de mindkét tiszta straté-
giara a masik a legjobb valasz. Tehat két aszimmetrikus tiszta Nash-egyensily 1étezik
és megint egy szimmetrikus kevert Nash-egyenstly: & = ua/(u1 + ug). Ide tartozik a
Gyéva nyil és a 6.1. példaban targyalanddé Héja—Galamb jaték.

Az SE-jatékok az NW jatékok tiikorképei, csak a két stratégiat kell atjelolni.

Evolaciésan stabil stratégiak

Legyen m egy természetes szdm, m > 1. Tekintslink egy altalanos szimmetrikus m x m-
es matrixjatékot: Uj jeldléseket hasznélva: S = {e1,...,e;,} a tiszta stratégiak halmaza
(elhagytuk az 1-es indexet és s; helyett az m-dimenzios e; egységvektorok jeldlik a tiszta
stratégiakat!), u(e;,e;) valos szam az 1. jatékos nyereménye az (e;,e;) stratégiapar ese-
tén. Ertelemszerten a 2. jatékos nyereményét az u(e;,e;) fliggvény adja. Tekintsiink egy
o (véges-dimenzios) valoszintségeloszlast /kevert stratégiat az S halmazon, jelolje rovi-
den o; = o(e;) az e; stratégia valoszintségét, és legyen A(S) a véges eloszlasok/kevert
stratégiak halmaza. Ekkor a nyereményfiiggvény kiterjeszthets (A(S))2-re:

u(o,0’) = Z Zu(ei,ej)amg, o0’ € A(S).
i

Elérkeztiink az evolucios jatékelmélet kdzponti fogalmahoz.

Definicié. Egy kétszemélyes szimmetrikus matrixjatékban egy o* € A(S) stra-
tégiat evolucidsan stabilnak neveziink (ESS=evolutionary stable strategy), ha barmely
mas (mutdns) o € A(S), o # o* stratégiat megfelelen kis mértékben hozzakeverve, az
ES stratégia nyereménye a kevert kornyezetben nagyobb, mint a mutéansé. Képletben:
van olyan € > 0 valos szam, hogy tetszéleges 0 < € < € esetén

u(c*eo+ (1 —€)o*) > u(o,eo0 + (1 —€)o™).

Itt csak réviden emlitjiik meg, hogy a meghatarozas mogott az az elképzelés hiizodik
meg, hogy egy nagyszamu népességben a jatékosok o; hanyada jatszik e; stratégiat, és
két jatékos fliggetlen valoszintiséggel talalkozik, tovabba nincs kiilonbség, hogy melyik
az 1. és melyik a 2. jatékos.

6.1. példa. Héjak és Galambok (v6. 1.2. feladat). Egy adott fajon beliili talalko-
zéaskor kétfajta stratégia jatszhato: a harcias (Héja) és a szelid (Galamb). Talalkozaskor
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a részvevlok nem tudjak, milyen stratégiat valaszt a mésik. Ha két egyed talalkozik, ak-
kor nyereségiik a stratégia-egyiittestdl a kovetkezGképpen fiigg:

6.1. tablazat. Héjak és Galambok

2. jatékos Héja Galamb
1. jatékos
Héja (—25, —25) (50, 0)
Galamb (0, 50) (15, 15)

Tegyiik fol, hogy a héjak arédnya a népességben £ > 0, a galamboké 1 — & > 0.
Kérdés: melyik allapotban stabil evolicidsan a népesség, azaz milyen kezdeti népesség-
aranyt lehet egy kicsit kitériteni gy, hogy az arany visszatérjen?

A Héja varhato nyeresége ug = —25¢ 4+ 50(1 — &) = 50 — 75¢.

A Galamb varhato nyeresége ug = 0+ 15(1 — §) = 15 — 15¢.

Egyensulyban a két nyereség egyenld (lasd a 3.3. tételhez flizott 2. megjegyzést):
ug = ug: & =7/12.

Ha ¢ < ¢*, akkor ug > ug, tehat a Héjak jobban szaporodnak, mint a Galambok;
ha & > &*, akkor ug < uq, tehat a Héjak rosszabbul szaporodnak, mint a Galambok.
Tehat a (£*,1 — £*) par az evolucidsan stabil egyenstly. [

Megjegyzés. Aszimmetrikus jatékokat is kellene vizsgalni, hiszen egyes gazda-
sagi alkalmazasoknal nem mindegy, hogy példaul valaki elad6 vagy vevs. Ennek ellenére
mi a szimmetrikus jatékokra szoritkozunk ebben a pontban.

Erdemes megemliteni egy ekvivalens meghatéarozast.

Definicié. Egy o* € A(S) stratégiat evolicidsan stabilnak neveziink, ha bar-
mely mas (mutdns) o € A(S), o # o* stratégiaval Osszevetve, az ESS-ESS talalkozas
nyereménye a) vagy nagyobb, mint ha a muténssal talalkozna, b) vagy ha egyenls, ak-
kor az ESS—mutans talalkozé haszna nagyobb, mint ha a mutans 6nmagéval jatszana.
Képletben:

(a) u(o”,0%) > u(o,0");

(b) ha u(o*,0") = u(o,0"), akkor u(o*,0) > u(o,0).

Megjegyzés. A masodik definicidonak az az elénye, hogy vilagossa teszi, hogy az
ESS a) a Nash-egyensily és b) egy stabilitasi kovetelmény kombinacioja.

6.1. tétel. Ha o* ES stratégia, akkor a (o*,0*) par Nash-egyensilyt alkot,
amely izolalt a szimmetrikus Nash-egyensulyok halmazaban. Ha (o*,0*) szigori Nash-
egyenstily, akkor c* ES stratégia.

Az els6 allitast — az izolaltsag nélkiill — méar a masodik definicio taglalasanal lattuk.
A masodik allitas szintén a mésodik definiciobodl kévetkezik, a mésodik eset ugyanis a
szigorusag miatt elesik.

Azt tudjuk, hogy Nash-egyensiily altalanos feltételek mellett létezik. Mi a helyzet
az ESS létezésével? Kezdjiik a kovetkezé megéllapitassal.
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6.2. tétel. Egy 2 X 2-es szimmetrikus métrixjatékban tegyiik fel, hogy u(ey,e1) #
u(eg,e1) és u(ey,ex) # u(ea,e2). Ekkor a jatéknak van ES stratégidja.

Baj van azonban méar a 3 x 3-as jatékoknél.

6.2. példa. Amikor nem létezik ESS:

1 2 =2
U=|-2 1 2
2 =2 1

Egyetlen Nash-egyensuly van: ¢* = (1/3, 1/3, 1/3). Kiszamolhato, hogy minden stra-
tégia legjobb valasz o*-ra. Az e; stratégiara teljesiil u(e;,e1) = u(o*,e1), tehat (b)
értelmében o* nem ESS. (Igaz, itt gond van a Nash-egyenstllyal is, hiszen nem szi-
gort!) ]

Dinamika

Most az evoliciés jatékok dinamikajat fogjuk vizsgélni. Nagyon hasznos a replikdtor
dinamika fogalma: Legyen N;(t) az e; tiszta stratégiat jatszo jatékosok szama a t id6-
pont(szak)ban, és N(t) az Osszes jatékos szama. Ekkor az e; tiszta stratégiat jatszo
jatékosok aranya a t idépont(szak)ban x;(t) = N;(t)/N(t) és z(t) = (x1(t),...,zn(t))
az aranyok vektora. Diszkrét ideji dinamika esetében logikus a kovetkezs feltételezés:
minden idészakban csak egy nemzedék él. Az i-edik tipus utdédainak széma az = alla-
potban a tipus xz;(t) létszaméval és az u(i,x) > 0 nyereménnyel aranyos. Legyen az atlag
nyeremény u(x) = ) . z;u(i,x). Ekkor a dinamika differenciaegyenlete a kovetkezo:

milt +1) = mi(t) =S

(
(Egyszert szamolassal adodik, hogy > . x;(t+ 1) =) . z;(t) = 1.) A valtozast hangsu-
lyozza a kovetkezs alak:

u(i,z(t)) — u(x(t))

xi(t+1) —z;(t) = zi(¢) ~ , i=1,...,n.
u(z(t))
Ebbdl hataratmenetben adodik a folytonos ideji véltozat:

u(z)
Megvaltoztatva az idGskalat, egyszeriisithetd a differencialegyenlet-rendszertink:
t; = xi(u(i,x) — u(x)).

Mi lesz az egyensily? A rovidség kedvéért az utolsd egyenletrendszerre szoritko-
zunk. A differencidlegyenletek elméletébdl ismert, hogy megfeleld technikai feltevések
esetén (amelyek most teljesiilnek), adott zy kezdeti feltétel mellett egyetlen egy megol-
das létezik.
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Definiciék. 1. Az z* € X allapotot az & = f(x) differencidlegyenlet staciondrius
dllapotdnak nevezziik, ha f(xz*) = 0.

2. Az z* € X stacionarius allapotot (Ljapunov) stabilnak nevezziik, ha tetszéleges
V' C R" kornyezetéhez taldlhatd olyan U C V kornyezet, hogy amennyiben zy € U,
akkor z(t) € V minden pozitiv t-re.

3. Az x* € X stabil stacionarius allapotot aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha
van olyan W kornyezete, hogy amennyiben xg € W, akkor lim;_, o, z(t) = 0.

Megjegyzés. A stacionérius pontot szokas még nyugvopontnak, fixpontnak,
egyensilyi helyzetnek nevezni.
Nyilvanvalo a

6.3. tétel. Ha (z*,x*) a G jatéknak egy Nash-egyensiilya, akkor x* a replikdtor
dinamika stacionarius allapota.

Megjegyzés. Belathato, hogy a forditott allitas altalaban nem igaz. Pél-
daul ha z;0 = 1 valamilyen i-re, akkor z;; = 1, (az i-nél jobb stratégiakat senki
sem jatssza) tehat x = e; stacionarius allapot, holott altalaban nem része semmilyen
Nash-egyensulynak.

c stz

xf >0 és u(i,x*) = max; u(j,z*) (3.3. tétel), tehat u(i,x*) — u(z*) = 0. ]

Erdemes megvizsgalni a stabil allapot és a Nash-egyensily kapcsolatat, hiszen itt
bekeriilhetnek a korabban kizart stratégidk.

6.4. tétel. Ha x* a replikidtor dinamika stabil allapota, akkor (x*,x*) a G
jatéknak egy Nash-egyensiilya.

Megjegyzés. Belathato, hogy a forditott allitas altalaban nem igaz, amint azt
a kovetkezd feladat mutatja.

6.1. feladat. Instabil Nash-egyensuly. Bizonyitsuk be, hogy a koordinacios ja-
ték (1.3. feladat) kovetkezd alakjanak van olyan Nash-egyenstlya, amely a replikator
dinamikanak nem stabil allapota:

1 0
U= (0 O) |

Megjegyzés. Igaz, az ellenpélddban szereplé Nash-egyensily nem eléggé ,ro-
busztus”, de ismert olyan példa is instabil Nash-egyenstilyra, amely robusztus.
Mégis igaz a

6.5. tétel. Ha x* a replikitor dinamika aszimptotikusan stabil allapota, akkor
(z*,x*) a G jatéknak egy remegd-kéz tokéletes és izolalt Nash-egyensiilya.

Megjegyzés. A megforditas ismét nem igaz, de létezik valamilyen kapcsolat az
ESS és az aszimptotikus stabilitas kozott.
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6.6. tétel. a) Minden ES stratégia aszimptotikusan stabil. b) Barmely 2 x 2-es
jatékban a forditott allitas is igaz: minden aszimptotikusan stabil dllapot ES stratégia.

Kovetkezzen egy tjabb példa.

6.3. példa. Egy 3 x 3-as szimmetrikus jaték, amikor egy aszimptotikusan stabil
allapot nem ESS.

0 1 1
U=|-2 0 4
1 1 0

Egyetlen szimmetrikus Nash-egyensily van: ¢* = (1/3, 1/3, 1/3), amely tokéletes, izo-
lalt és aszimptotikusan stabil. Belathat6 azonban, hogy nem ESS, hiszen u* = 2/3 és
o=(0,1/2,1/2) esetén u(o,0*) =2/3, de u(o,0) =5/4 > u(c*,0) = 7/6. ]

7. BAYESI JATEKOK

A kovetkezs vice szolgaljon szemléltetésiil. Kovacsot elmegyogyintézetbe zarjak, mert
azt hiszi, hogy egér, s fél a macskaktol. Meggyogyitjak, majd kieresztik a korhézbol.
A korhéaz kapujaban varatlanul talalkozik egy macskaval és foldbe gyokerezik a laba. A
kisérd orvos rarivall: ,De hiszen tudja, hogy maga nem egér!” Mire Kovécs azt valaszolja:
,En tudom, de vajon a macska tudja-e?”

Komolyra forditva a szét: olyan helyzetet vizsgalunk, ahol egyes jatékosok nem is-
merik més jatékosok hasznossagfiiggvényét vagy stratégiahalmazat. ElGszor az altalanos
modellt ismertetjiik, majd egy kozgazdasigi alkalmazést mutatunk be.

A keret

Harsanyi (1967/68) alkotta meg a hidnyos informécios jatékok modelljét az un. bayesi
egyensuly alapjan. Tegylik f6l, hogy az i-edik jatékos tipusat egy t; € R™ vektor
jellemzi. Mindenki szdméra ismert a jellemz6k — itt az egyszertiség kedvéért véges
— egylittes eloszlasa, és minden jatékos ismeri sajat tipusat. Tehat az i-edik jatékos a
sajat tipusara vonatkozo peremeloszlés szerint szamol, amikor olyan s; stratégiat valaszt
(ez most mar lehet kevert stratégia is), amely Nash-értelemben maximalizalja nyeresége
feltételes varhato értékét:

D op(tilt)ui(sy ()= ((E-i)) 2 D> plt—altui(si(t),si (=), i=1,...,n,

s((z)) egy olyan vektor-vektor fiiggvényt jelol, ahol a k-adik fliggd vektor csak a k-adik
fiiggetlen vektortol fiigg.
A 3.1-3.2. tétel alapjan belathato a

7.1. tétel. Ha minden jatékos tipusanak eloszlasa véges, és minden rogzitett
tipusra teljesiilnek a 3.1. vagy a 3.2. tétel feltételei, akkor a bayesi Nash-egyensily
létezik.
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Megjegyzések. 1. Végtelen eloszlas esetén is megfogalmazhato a feladat, de akkor
mértékelméleti eszkozokre van sziikség.

2. A 3.3. tételhez hasonldan a tiszta stratégiakra épiilé bayesi Nash-egyensulyban
minden jatékosnak a legjobb vélaszt kell adnia ellenfelei barmelyik tipuskombinéciéjéra,
amelyekkel pozitiv valoszintiséggel taldlkozhat.

Példat hozunk bayesi egyenstlyra.

7.1. példa. Az 1. tipusa ismert, a 2.-é 1/2-1/2 valosziniiséggel lehet to és t). 1.
léphet 61 (Up) és le (Down), 2. léphet balra (Left) vagy jobbra (Right). A kifizetési
matrix most a kovetkezs:

7.1. tablazat. Bayes-i stratégidk

Tipus to t
2. jatékos L R L R
1. jatékos
U (3, 1) (2, 0) (3, 0) (2, 1)
D (0, 1) (4, 0) (0, 0) (4, 1)

Vegyiik észre, hogy 1. nyereménye csupan attol fiigg, hogy mit valaszt (6 és) 2.,
de fliggetlen 2. tipusatol. Mindkét tipusi 2.-nek van dominans stratégidja: a to tipus
L-et valasztja, a t, tipus R-et. Ezért a helyzet olyan, mintha 1. ellenfele egyforma
valoszintiséggel jatszana L-et és R-et. FEzért 1. nyeresége U esetén (3+2)/2=2,5; D
esetén (0+4)/2=2, azaz s} = U. ]

A bayesi megoldas tetszetGs, de korantsem problématlan: Ugyanis minden
stratégia-egyiitteshez talalhatd olyan hitrendszer, amely mellett a stratégia-egyiittes
Nash-egyensuly.

Most visszatériink a 4. pontbeli duopoliumhoz.

7.1. feladat. Bayesi duopdlium. Tegyiik fol, hogy két vallalat egy piacon duopo-
liumot alkot. Ha a két véllalat kibocsatasa g és qo, akkor a piaci kereslet-ar fliggvény
p(g1 + q2) = 1 — ¢1 — q2. Mindketts egységkoltsége (c¢), egymastol fiiggetlen véletlen
valtozo: 1/2-1/2 valoszintiséggel ¢, ¢. Mindkét vallalat ismeri a sajat koltségét, de a
masik vallalat koltségének csak az eloszlasat ismeri.

a) Mi a profitmaximalizal6 vallalatok bayesi Nash-egyensulya?

b) Milyen matematikai feltételeknek kell teljesiilnitik, hogy az eredmény kozgazda-
sagilag értelmes legyen?

Az arverés bayesi modelljei

Az arveréseket elGszor Vickrey (1961) modellezte, mintegy megelSlegezve Harsanyi
bayes-i egyensilyi fogalmat. Ismertetésiink forrasa Tirole (1988, 11. fejezet) és Szat-
mari (1996). Egy értékes targyat (kép, olajmezd, stb.) n szamu licitalo (jatékos) akar
megszerezni az eladotol. Egyedisége miatt is a targy valodi értékét jobban ismerik a
licitalok, mint az eladod, ezért célszerd arverésen értékesiteni a targyat. Itt mindenki egy
ajanlatot tehet — lepecsételt boritékban. (Masképp vizsgalando a jolismert angol arverés,
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ahol egy kikalto vezeti az arverést — ez méar a I1. részbe tartozo dinamikus jaték.) Tegyiik
fol, hogy az i-edik licitalo v;-re (valos szamra) értékeli a targyat, és ennek fliggvényében
b; (valos szam) ajanlatot nyujt be, ¢ = 1, 2,..., n. A hataridg lejarta utan az elado
kinyitja a boritékokat, és annak adja el a targyat, aki a legjobb ajanlatot tette és az
ajanlat a vételi ar. (Mindjart latni fogjuk, hogy nem ez az egyetlen lehet&ség, és nem
is ez a legjobb valasztas.) Kérdés: hogyan célszerii az ajanlatokat tenni, hogy utolag ne
banjak meg a licitalok ajanlatukat? Feltessziik, hogy az értékelések valdszintiségi érte-
lemben fiiggetlenek egymastol, valamint a haszon az értékelés és az ajanlat kiilonbsége:
Uy = Uy — bz

Ha a jatékosok ismernék egymas értékeléseit, akkor az volna a célszerd, ha a leg-
a 2.) értékelésénél egy egészen kicsivel (0) nagyobb ajanlatot tesz: by = vy +0. Valoban,
ekkor az 1. licitalé nyeresége uy, = v1 — v2 > 0, s a tébbié nulla.

7.2. feladat. (Vickrey, 1961.) Lassuk be, hogyha a kézismert szabalyt modositjuk,
és a legjobb ajanlatot tevd jatékosnak a masodik legjobb ajanlatot kell kifizetnie, akkor
az igazmondas a nyerd stratégia még akkor is, ha a jatékosok nem ismerik egymas
értékeléseit!

Viszont itt éppen az a probléma, hogy a licitadlok nem ismerik egymas értékeléseit, és
a gyGztesnek az ajanlatat kell kifizetnie. Ha most mindenki Gszinte, akkor a gy6ztes meg-
atkozza magat, hogy til sokat fizetett a targyért. Ezért engedjiik meg, hogy barki vissza-
fogja magat, és sajat értékelésénél kevesebbet ajanljon. Harsanyi megoldasat kovetve
tegytik fol, hogy adott az értékelések n-vektoranak egy egyiittes folytonos valoszintiség-
az i-edik licitalo varhato nyeresége u;(b1,....b;,...,bn) = P(b; > bj, j # i)(v; — b;),
ahol P(b; > b;, j # i) annak az eseménynek a valoszintisége, hogy az i-edik ajanlat a
legnagyobb. Vegyiik észre, hogy minden licital6 varhaté nyeresége fiigg az Gsszes tobbi
licitalo ajanlatatol is, ez a jaték. Ugyanakkor a bayesi varhatd nyereségek maéar tel-
jes informacion alapulnak, ahol a hagyomanyos Nash-egyensuly alkalmazhat6. Eszerint
az egyensulyi ajanlatok (b),b*,) vektora olyan, hogy ha az i-edik licital6 egyoldalian
eltérne téle, akkor rosszul jarna:

ui (b7,07;) > ui(bi,b7,), b; # b, 1=1,2,..., n.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fol, hogy az egyes értékelések egyenletes eloszlasu
valoszintiségi valtozok a [0, 1] intervallumon. A szimmetria miatt tegyiik f6l, hogy
mindegyik licitalo viselkedését azonos b = B(v) értékelés-ajanlat fiiggvény irja le.
Mivel B(v) novekvs fliggvény, van inverze: v = V(b). Ekkor kiszamolhato, hogy
P(b; > by, j # i) = vt = V(b)"', azaz, u;(bi,b_;) = V(b;)" *(v; — b;). El-
hagyva az indexet, ekkor u(b) = V(b)" (v — b), amelyet b szerint derivalva adodik a
maximumfeltétel:

u'(b) = (n — D)V (6)" 2V (b)(v —b) — V(b)" ! = 0.

Végiil v = V(b)-t behelyettesitve a maximumfeltételbe (n — 1)V’ (b)[V (b) — b] = V(b)
adodik. A differencialegyenletet megoldva megkapjuk az egyensilyi fliggvényt: V(b) =
bn/(n — 1). Visszatérve az eredeti fiiggvényhez: b = B(v) = v(n — 1)/n, azaz b; =
vi(n —1)/n.

Osszegezve:
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7.2. tétel. Tegyiik fol, hogy az egyes értékelések egymastol teljesen fiiggetlen,
egyenletes eloszlast valoszintiségi véltozok a [0, 1] intervallumon. Ekkor n licitalé esetén
a bayesi Nash-egyensiilyban az egyéni ajanlatok az egyéni értékelések (n—1)/n-szeresei.

Megjegyzés. Természetesen minden ajanlat kisebb, mint a megfelels értéke-
lés, de a részvevok szamanak novelésével az egyes ajanlatok gyorsan tartanak az igazi
értékelésekhez.

7.3. feladat. Két vevs (i = 1, 2) licital egy targyra zart boritékos modszerrel. A
targy értékelése v;, a licit b;. Az nyer, aki tébbet ajanl. Hatarozzuk meg a bayesi Nash
egyensulyi értékelés-ajanlat fliggvényt, ha az értékelések eloszlasa egyméstol fliggetlen
és azonos: F(v) =v*, o > 0.
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II. RESZ. DINAMIKUS NEMKOOPERATIV JATEKOK

Eddig eltekintettiink attol a koriilménytél, hogy a jatékosok &altaldban nem egyszerre
lépnek, és egy jatékos kés6bbi lépése fligghet egy masik jatékos korabbi és megfigyelt
lépésétsl. A dinamikus nemkooperativ jatékoknal fel kell tiintetni a lépések sorrendjét.
A 8. pontban az tn. extenziv alakot ismertetjiikk. A 9. pontban az ismételt jatékokat
elemezziik. A 10. pont a bayesi elképzelések dinamikus racionalitasat korvonalazza. A
11. pontban a jatékelmélet és a lélektan kapcsolatat vazoljuk.

8. JATEKOK EXTENZIV ALAKJA

A dinamikus nemkooperativ jatékoknal fel kell tiintetni a lépések sorrendjét. Fdleg
tokéletes informacidju jatékokat tanulmanyozunk, ahol minden jatékos minden lépés-
ben megfigyeli az Gsszes addigi 1épést (és emlékszik is rajuk) (Kuhn, 1953 és modern
tankonyvi feldolgozas: Mas-Colell et al., 1995, 9. fejezet).

Extenziv alak

Az Gn. extenziv alak teljes leirdsa nagyon bonyolult. Elgszor megelégsziink egy intuitiv
leirassal.

Tegyiik f6l, hogy a jatékot a grafelméletbdl ismert véges iranyitott fa irja le. A fanak
van egy gyokere (ahol a jaték kezdddik), és minden pontjahoz a gy6kérbdl pontosan egy
uton lehet eljutni. A graf minden pontjan meg van hatarozva, hogy melyik jatékos 1ép
és milyen lépéseket tehet. A fa minden végpontjan egy n-elemi vektor megszabja, hogy
az egyes jatékosok mennyit nyertek. (Ha a fa végtelen lenne, akkor nem biztos, hogy
lennének végpontjai.)

Most méar megprobalkozunk a pontos meghatarozassal.

Definicié. (Mas-Colell et al., 1995, 227. o.)

(i) Adott a csomdpontok véges halmaza: X, a lehetséges dintések véges halmaza:
A, és a jatékosok halmaza: N ={1, 2,..., n}.

(ii) Az xg gydkeret leszamitva minden x csomopontnak egyetlen egy elddje van: p(x)
és nulla, egy vagy tobb (kozvetlen) utddja: s(z). Az utdd nélkili pontok a végpontok,
halmazuk: T, a tobbiek a dontési pontok.

(iii) Egy a: X\ {zo} — A dontési fiigguény minden, a gyokértsl kiillonbozs ponthoz
egy dontést rendel tgy, hogy ha egy pontnak legaldbb két kiilonb6z6 utodja van, akkor
a hozzajuk tartozd dontések is kiillonbozék. Minden csomoépontban adott a lehetséges
dontések halmaza: c(z) ={a € A: a=a2), 2’ € s(x)}.

(iv) Adva van az informdcids halmazok egyittese: 'H, és egy H(x) : X — H fiigg-
vény, amely minden x dontési ponthoz egy H(z) € ‘H informéacios halmazt rendel. Meg-
koveteljiik, hogy azonos informécios halmazhoz tartozé dontési pontokon ugyanazokat a
dontéseket hozhassak a jatékosok. Ezért a H informacios halmazon elérhets valasztasok
halmaza C(H) = {a € A:a € ¢(x) alkalmas © € H—ra}.

(v) Egy ¢t : H — {0, 1, 2,..., n} fiiggvény minden informacios halmazhoz hozza-
rendeli azt a jatékost (vagy a Természetet, 0 indexszel), aki azon a dontési ponton 1ép.
Az i-edik jatékos informacios halmaza H; = {H € H :i = (H)}.
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(vi) Egy p : Hox A — [0,1] fiiggvény valoszintiségeket rendel azokhoz az informacios
halmazokhoz, ahol a Természet dont, és kielégiti a kovetkezo feltételeket: p(H,a) = 0,
ha a ¢ C(H) és > ,cowm p(H,a) =1, ha H € Ho.

(vii) A hasznossagfiiggvények u = (uq, ... ,u,) egylittese minden elérhets végpont-
hoz n hasznossagot rendel: u;, : T — R,i=1,..., n.

8.1. példa. Egyidejt forintparositas. Az 1.3. példaban leirt forintparositasi jaték-
ban az volt a kiilonlegesség, hogy dontéshozatalkor egyik jatékos sem tudta, hogy mit
tett a masik. Ennek a jatéknak a dontésfajat mutatja a 8.1. abra, feltéve, hogy az 1.
jatékos 1ép elGszor, és a 2. jatékos mésodszor, de a 2. jatékos nem latja, mit lépett az 1.
jatékos. Az x5 és az x3 pont egy informécioés halmazban fekszik, ezért egy kerek sarku
téglalap tartalmazza Sket a 8.1. dbran. ]

(8.1. &bra)

Modositjuk e jatékot.

8.2. példa. Egymas uténi forintparositas. Tegyiik fol, hogy az 1. jatékos 1ép
el6szor, és a 2. jatékos masodszor, és a 2. jatékos latja, mit lépett az 1. jatékos. Ekkor
egyszeriibb a jaték és a faja is. Az xo és az x3 pont mem egy informéciés halmazban
fekszik, ezért hidnyzik a 8.1. abrardl ismert, tartalmazo kerek sarku téglalap. ]

(8.2. 4bra)

E két példa sugallja a kovetkezd meghatarozast.

Definicié. Egy extenziv alakban adott jatékot tokéletes (vagy perfekt) informdci-
djunak neveziink, ha minden informéaciés halmaz egyetlen egy dontési pontot tartalmaz,
azaz a jatékosok mindig tudjak, hogy el6zdleg mi tortént. (Az egyideji forintpéarositas
nem ilyen jaték, az egymés utani ilyen.)

Vilagos, hogy a jatékfan a végpontoktdl a kezdGpontig visszafelé haladva, ha lé-
pésenként optimalizalunk, akkor a stratégidkat is optimalizaljuk: megforditott iranyi
indukcio. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kovetkezs tételt.

8.1. tétel. (Kuhn, 1953.) Minden tokéletes informéciéji véges jatéknak van
tiszta stratégiaji Nash-egyensiilya, amely a megforditott iranyid indukcioval is megha-
tarozhaté. Ha semelyik jatékosnak sincs ugyanakkora haszna semelyik két végpontban,
akkor egyetlen egy Nash-egyensiily létezik.

Megjegyzés. Hagyomanyosan Zermelo (1913) cikkét tekintik az els§ jatékelmé-
leti cikknek. Nemrég deriilt csak ki, hogy mennyire fontos szerepet jatszott az elmélet
tovabbfejlesztésében Konig és Kalmar 1928 koriil irt német nyelvi cikkei (v6. Schwalbe—
Walker, 2001).

Intellektudlisan az egyik legizgalmasabb jaték a sakk.

8.3. példa. Sakk. A sakkban két jatékos (a vilagos és a sotét) jatszik egymas ellen.
Meghatéarozott szabalyok szerint léphetnek felvaltva, s az gy&z, aki a mésiknak mattot
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ad. Dontetlen a jaték, ha vagy az egyik fél nem tud lépni, pedig a kiralya nincs sakkban;
sz0, de olyan bonyolultrél, hogy ,eddig még” senki sem tudta meghatarozni a gyGztes
stratégiat. 1

Kevésbé intellektualisak és nagymértékben szerencsétdl fliggnek a kartyajatékok.

8.4. példa. Kanaszta. Francia kartyaval jatssza két vagy harom személy. Egyszer
is lehet jatszani, de igazan az ismétlés az érdekes (lasd 9.4. példa késébb). A lapokat
csak bizonyos sorozatokba (pl. legalabb 3 db kiraly) rendezve lehet lerakni, de csak
akkor, ha az elGszor lerakott lapok pontértéke elér egy kiiszobot. Aztén még ki lehet
egésziteni a csomagokat. A(z alap)jaték akkor ér véget, ha valaki lerakja az 6sszes lap-
jat. A kézben marado lapok pontértékét levonjak. Nem tokéletes informécidju jaték,
mert a jatékosok nem ismerik egymas kézben 1évG lapjait. [

Részjaték-tokéletes Nash-egyenstly

Térjiink vissza a bevezets példak kozt emlitett 1.4. példara (a ragadozo viselkedésrdl).

Mint mar emlitettiik, ebben a példaban szerepel egy hiteltelen fenyegetést tartalmazo

Nash-egyensiily. A tovabbiakban ezt akarjuk kikiiszobolni — megkoveteljiik a szekvencid-

lis racionalitds elvének teljesiilését: minden jatékos stratégiaja a jatékfa minden pontja-

ban optimalis (Selten, 1975). Példaul a bentlevs vallalat ,harcolni, ha a kintlevs vallalat

belép” stratégidja nem ilyen, hiszen ekkor a nyereség —1, egyébként pedig 1 lenne.
Szabatos meghatéarozast ad a kévetkezd

Definicié.  Egy extenziv alaku jaték részjatéka az eredeti jatéknak egy olyan
része, amely

(i) egy olyan informaciés halmazban kezdédik, amely egy csomépontbol all, és
tartalmazza e csomoépont Osszes kozvetlen és kozvetett utodjat, és méas csomodpontot
nem tartalmaz;

(ii) ha az = dontési pont része a részjatéknak, akkor a H(x) informéciés halmaz
barmely =’ pontja is része (azaz nincsenek torott informacios halmazok).

Példaul a ragadozo jatékban két részjaték van: az eredeti jaték és a bentlévé vallalat
egyszemélyes végjatéka.

A kovetkezGkben kizarjuk azokat a Nash-egyensulyokat, amelyek a részjatékra meg-
szoritva nem Nash-egyensilyok. Ezt fejezi ki a kovetkezd

Definicié. Egy s* = (s7,...,s) stratégia-egyiittes egy extenziv alaku jatéknak a
részjdték-tokéletes Nash-egyensilya, ha az adott jaték barmely részjatékara megszoritva
Nash-egyenstlyt képez.

8.5. példa. (Az 1.4. példa folytatésa.) A ragadozd jatékban talalt két Nash-
egyensily koziil a masodik részjaték-tokéletes, az els6 nem. [

« ..,

tokéletes Nash-egyenstlyok halmaza azonos a forditott iranyt indukcioval kapott Nash-
egyensilyok halmazaval. Ezért igaz a
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8.2. tétel. Minden tékéletes informéciéju véges jatéknak van tiszta stratégiaji
részjaték-tokéletes Nash-egyensiilya. Ha semelyik jatékosnak sincs ugyanakkora haszna
semelyik két végpontban, akkor egyetlen egy részjaték-tokéletes Nash-egyensiily létezik.

C s

Megjegyzés*. Nem tokéletes informéacioju véges jatékoknal is alkalmazhato a
forditott iranyd indukci6 — igaz, altalanositva — a részjaték-tokéletes Nash-egyensulyok
megkeresésére. A lépések a kovetkezdk:

1. Indulj el a jatékfa végérdl, és hatarozd meg a Nash-egyensilyokat a végsd rész-
jatékokra (amelyeknek nincs valodi részjatéka).

2. Valassz ki egy Nash-egyensulyt minden végsd részjatékbol és alkosd meg azt
a redukalt extenziv alaku jatékot, ahol a szoban forgd részjatékok helyére azokat a
hasznokat irjuk, amelyeket az egyensiilyi stratégidk adnak ezen részjatékokban.

3. Ismételd meg az 1. és 2. 1épéseket a redukalt jatékra, egészen addig, ameddig a
jaték minden lépése meghatarozodik.

A kovetkezs példa jol szemlélteti az ,én azt gondolom, hogy & azt gondolja, stb.”
gondolatlancot.

8.6. példa. (vo. Osborne-Rubinstein, 1994, 71. o.) Hiitlen asszonyok. Egy
faluban vannak htitlen asszonyok. Minden férfi tudja minden nérél/feleségrol, hogy az
illeté hiiséges-e vagy sem, kivéve a sajat feleségét. Egy nap a biré kidobolja, hogy a
faluban vannak hiitlen asszonyok, akiket a férjeknek el kell tizniiik a falubol, anélkiil
hogy mas férfiaktol érdeklédnének sajat feleségiikrsl. A bird azt is bejelenti, hogy
amig a parancsat nem teljesitik, minden nap kidobolja a hirt. Hét nap utan a htitlen
asszonyokat kitizték a falubol. Mi tortént?

Ha n hiitlen asszony van, szdmozzuk &ket is, férjiiket is 1-t6l n-ig. A k-adik férj

eleve tudta, hogy az 1,..., k—1, k+1,..., n sorszamu feleség hiitlen; és hogy az n-nél
nagyobb sorszamu asszonyok htiségesek, de nem tudta, hogy a sajat felesége hiiséges-e.
A t6bbi az (n-nél nagyobb sorszamu) férj tudta, hogy az 1, ..., n sorszamu feleség

hiitlen, a tobbi nem, s a sajatjat illetGen bizonytalan volt.

Ha csak egy hiitlen asszony van, azaz n = 1, akkor a hirbél a megcsalt férj azonnal
rajon, hogy a felesége a hititlen, tehat aznap elzavarja a feleségét, és masnap mar a bird
a rendrdl szamol be.

Ha két hitlen asszony van, mondjuk 1. és 2., akkor az 1. férj eleve csak azt tudta,
hogy a 2. feleség hiitlen, a tobbi nem, a 2. férj csak azt tudta, hogy az 1. feleség hiitlen,
a tobbi nem, de sajat feleségérdl egyik sem tudott semmit sem. Varnak egy napot —
azzal a feltételezéssel, hogy csak egy hiitlen asszony van — ekkor azonban az el6z8 pont
szerint mar az els6 nap utan eliizi a mésik férj a feleségét. Mivel ez nem tortént meg, a
2. napon mindketten eltizték feleségiiket.

Es igy tovabb n hiitlen asszonyig, amikoris a megcsalt férjek kezdetben nem tudjak,
hogy n — 1 vagy n hiitlen asszony van. Indukcios feltevésként azt teszik fol, hogy n — 1
hiitlen asszony van. Varnak n — 1 napig. Ha a feleségiik htiséges lenne, akkor a tobbi
n—1 megcsalt férj rajonne, hogy mi a helyzet. Mivel nem jonnek ré, a bizonytalan férjek
is megbizonyodnak, hogy &ket is megcsaltak, tehat a kovetkezd nap mar elzavarjak a
feleségliket. [
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Stackelberg-duopdlium

A 4. pontban mar foglalkoztunk a Cournot-féle duopdliummal, amelyben a két jatékos
egyszerre 1ép. Most dinamizéaljuk a jatékot és feltételezziik, hogy az egyik vallalat el6bb
lép, mint a masik.

Stackelberg-duopdliumnal a két vallalat szerepe nem szimmetrikus, pl. az 1. val-
lalat a Vezetd, a 2. vallalat pedig a Kovetd. A Vezetd ismeri a Kovets stratégiajat,
s igy valasztja meg sajat kibocsatasat. Pontosabban: ElGszor 2. meghatarozza sajat,
paraméteres ¢2(q1) optimuméat a (4.1) feltételb6l. Ezt ismeri 1. is, s ennek nyomén

meghatarozza sajat — nem paraméteres — optimumaét (4.1) modositasabol:

(8.1) g, (47 42(q7)) = 0.

Végiil 2. kiszamithatja tényleges dontését:
(8.2) 72 = q2().-

8.3. tétel. (Stackelberg, 1934). a) Megfelel6 technikai feltételek mellett a
Stackelberg-duopdlium egyensiilyi megoldasa is létezik.

b) Stackelberg-duopolar nagyobb, mint a versenyar; és kisebb, mint a monopolar,
tehat a megfelel6 duopol-kibocsatas kisebb, mint a verseny-kibocsatas; és nagyobb, mint
a monopol-kibocsatas.

Megjegyzés. A Stackelberg-modellben kiviilrsl kell megallapitani, hogy ki a
Vezets, és ki a Kovets. Ha mindkét vallalat azt feltételezi, hogy a maésik vallalat a
Vezets, akkor visszajutunk a Cournot-modellhez. Ha mindkét vallalat azt feltételezi,
hogy a masik vallalat a Kovetd, akkor a tokéletes versenyre jellemzé helyzet kévetkezik
be.

8.1. feladat. Linearis keresleti fiiggvény és kiilonbo6z6 linearis koltségfiiggvényt
két vallalat esetén hatarozzuk meg a Stackelberg-egyensulyt!

Két tiirelmetlen alkudozo

c s

alkudozé modelljét egy példan és egy feladaton.

8.7. példa. Tiirelmetlen alkudozok. Tegyiik fol, hogy két jatékosnak, A-nak és
B-nek meg kell osztozni 1 $-on. Elére megallapodnak, hogy naponta csak 1 ajanlat
tehetd, és legfeljebb 3 napig alkudoznak: az els6 és a harmadik nap A, mésodik nap B
tesz ajanlatot. Az ajanlatot vagy elfogadja a masik fél, vagy elutasitja. Ha 3 napon
beliil nincs megegyezés, akkor egyik fél sem kap semmit. K6zombosség esetén a jatékos
elfogadja az ajanlatot. Minden nap egy cent az A jatékos szaméra a-szorosat, a B
jatékos szaméra [(-szorosat éri az el6z6é napinak, ahol 0 < o, < 1. Ha a jatékosok
teljesen racionalisak, akkor az optimalis osztozkodésnél az A jatékos megtart maganak
1 —36(1 — a)-t, és felajanl 5(1 — «)-t B-nek az 1. napon.

Ismét visszafelé kell megoldani a feladatot. A 3. napon méar nincs vélasztasa a B
jatékosnak, barmit el kell fogadnia, amit A ajanl: 0-t is. De a 2.-r6l a 3. napra annak
értéke, amit A megtarthat magénak, lecsokken a-szoroséra. Tehat elegendd, ha a 2. nap
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B a-t ajanl A-nak, tehat 1 — a-t megtart maganak. De nemcsak ezt tudja A, hanem
azt is, hogyha a (1 — «)-t pénzosszeget az 1. napon ajanlja {6l B szaméara, akkor ez B
szamaéara ugyanannyit ér, mint a 2. napi eredmény. Tehat az A jatékos megtart maganak
1 —B(1 — «a)-t, és felajanl 5(1 — «)-t B-nek az 1. napon, és ezt B el is fogadja. ]

8.2. feladat. Tiirelmetlen alkudozok. Oldjuk meg a 8.6. példat tetszéleges id6-
szakra! Mi torténik, ha az id6tav a végtelenhez tart?

Az informacié gazdasagtana

A jatékelmélettsl némileg fliggetleniil fejlédott, de nagyon fontos alkalmazéasi teriilet az
informdcio gazdasdgtana, ahol a szereplSk tevékenységétdl is fligg, hogy mi ismert és
mi nem. Olyan jol ismert jelenségekkel foglalkozik ez az elmélet, mint az aszimmetrikus
informdcio, a kontraszelekcio és az erkélcsi kockdzat. Magyar nyelven e témarol jo atte-
kintést nyujt Vincze (1991), szintén magyar nyelven elérhetd alapcikkek a kovetkezdk:
Arrow (1973).

A kovetkezdkben a legegyszeriibb modellt ismertetem — Spence (1973) nyoméan, aki
Akerloffal és Stiglitz-cel egyiitt 2001-ben kozgazdasagi Nobel-dijat kapott az informé-
cibgazdasagtan tovabbfejlesztéséért. A jelzési modellekrdl lesz szd, ahol az egyetemi
oklevél megszerzése nemcsak tanuléasi tevékenység, hanem informacios jelzés.

A népességen beliil kétféle ember létezik, mégpedig azonos aranyban: (i) a tehet-
ségtelen, akinek a munkéba allas utani termelékenysége 1 egység; ill. (ii) a tehetséges,
akinek a munkaba allas utani termelékenysége 2 egység lesz, fiiggetleniil attol, hogy
jart-e egyetemre vagy sem. Mindenki tudja magérol, hogy tehetséges-e vagy sem, de az
alkalmazo6 semmit sem tud a alkalmazottakrol (aszimmetrikus informacio).

Tegyiik f6l, hogy mindenki elvégezheti az egyetemet, s a diplomasak 2, a diploma
nélkiiliek 1 egység bért kapnak. Az egyetemi vizsgak letétele vizsganként a tehetségtelen
diaktol ¢y, a tehetségestdl co < ¢q raforditast kovetel. Ha e a vizsgak szama, akkor cqe,
ill. coe a vizsgaraforditas. Foltessziik, hogy mind a foglalkoztatas, mind a raforditas
egész életre vonatkozik. Ekkor a vizsgarendszer sziiréként, rostaként miikddik, ha a
tehetségeseknek érdemes elvégezniiik az egyetemet, a tehetségteleneknek pedig nem: 1—
cre <0< 1—cqe,azaz 1/c; < e < 1/co. Sziikségiink lesz a kovetkezé meghatéarozasra:

Definicié. Egy elosztast Pareto-optimdlisnak neveziink, ha nem létezik egy olyan
masik elosztas, amely szintén megvalosithato, amelyben senki sem jar rosszabbul és
legalabb egy szerepls jobban jar, mint a széban forgd elosztasban.

Kimondhato a

8.4. tétel. (Spence, 1973.) a) Ha nincs egyetemi oktatas, akkor minden alkalma-
zott egységesen 1,5 bért kap. Ez nem hatékony, mert a tehetségtelen tobbet, a tehetséges
pedig kevesebbet kap, mint amennyi a hatdrtermelékenysége. b) Ha van oktatds, és a
sziiré miikodik, akkor mindenki a hatartermelékenységének megfelels bért kapja. Ez
az elosztas azonban nem Pareto-optimalis, mert ha a tehetségtelenek bevallandk, hogy
tehetségtelenek, akkor az oktatast megsziintethetnék, és a tehetségesek joléte anélkiil

néne, hogy a tehetségteleneké csokkene.
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9. ISMETELT JATEKOK

Kiilonleges atmenet az egyidejl és egymas utani lépések kozott az az eset, amikor egy-
azon statikus jatékot véges vagy végtelenszer megismételnek. Ekkor a statikus jaték
t-edik lejatszasa, a ,kor” utdn minden jatékos azonnal megfigyelheti a tébbi jatékos leg-
frissebb 1épését, és emlékszik a korabbi stratégidkra is: h! = (s9,...,s') a jatékosok
kozos emlékezete a t-edik idGszakban. A kovetkezd kor stratégiaja fiigg az emlékezettdl:
sir1 = ver1(hY). (Forgo et al., 1999, 12. fejezet.)

Mivel a végtelenszer ismételt jatékok elmélete egyszertibb, mint a végesé, vele kezd-
jik a targyalést.

Végtelenszer ismételt jatékok

Mi torténik, ha végtelen sokszor megismétlédik a jaték? Ahhoz, hogy a hasznok 0sszege
konvergens legyen, nemcsak célszert, de szinte elengedhetetlen leszamitolni az egyes
id6szakok hasznait vagy idGatlagot képezni, S < 1 mellett.

A teljes egyéni hasznok a koéronkénti hasznok diszkontalt Gsszege:

ui(h®) = Blui(s),
t=0

ahol az i-edik jatékos leszamitolasi tényez&je 3;, 0 és 1 kozotti valds szam, 1-et kizarva.

Ha azt hissziik, hogy a végtelen most is jo kozelitése a nagy végesnek, akkor téve-
diink. A végtelenszer ismételt jatékoknak sok olyan részjaték-tokéletes Nash-egyensulya
is van, amely a véges sokszor ismételt jatékoknél gyakran hidnyzik. Ezekre az a jellemza,
hogy a fogolydilemmaéaban megismert kooperativ stratégidhoz hasonlitanak. ElGszor a ja-
tékosok megprobaljak ezeket jatszani, és csak biintetésként, ha valamelyik moho jatékos
elhajlik, akkor térnek vissza az eredeti Nash-egyensulyhoz (v6. 3.1.c feladat).

9.1. tétel. (Forgé et al., 1999, 12.2. tétel) Legyen egy alapjaték Nash-egyensiilya
s* és legyen 5 egy masik stratégia, amely minden jatékosnak hatarozottan jobb, mint
s*: ui(8) > ui(s*), i =1, ..., n. Az (5,s%) feltételes biintets stratégia a végtelenszer
ismételt jaték Nash-egyensiilya, ha a leszamitolasi tényezdk elég nagyok:

B —

ug — ui(8) ,

;> i=1,...,n,
bi 2 uP — u;(s*)

ahol uP = u;(b;(5_;),5_;) az i-edik jatékosnak az 5_; stratégidra adott legjobb valasza-

nak az iddszaki haszna.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy mindenki a feltételes biintets stratégiat jatssza.
Példaul 0-adik és a (t —1)-edik id6szak kozott s-t, majd a t-edik id6ben az i-edik jatékos
eltér, tehat a (t + 1)-edik idészaktol kezdve mindenki visszatér a Nash-stratégidhoz.
Ekkor az i-edik jatékos nem kaphat Gsszességében tébbet, mint

(4 Bt B n(s) + Bl + (B - Juals”)
_ 1 - Bf (s t, B ﬁf—i_l A o*
— 1_—@’[},1(8) + ;Wi + 1_—/87:Uz(8 )
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Hasonlitsuk Ossze ezt a kifejezést azzal, amit akkor kapunk, ha a jatékosok végig a
kooperativ stratégiat jatsszak. Azt kérdezziik, hogy az utobbi hozama: u;(5)/(1 — ;)
mikor nagyobb, mint a fenti kifejezés. ¢ = 1-re adodik a feltétel, ¢ > 1-re méginkabb. g

9.1. feladat. Végtelen sokszor ismételt fogolydilemma. Mekkora a legkisebb le-
szamitolasi tényezs, amelynél mar érdemes kooperalni?

Erdemes bevezetni a kovetkezé meghatarozast.

Definicié. Tegyiik fol, hogy a megmarad6 n — 1 jatékos 6sszefog az i-edik jatékos
ellen, és a keletkez§ kétszemélyes nulladsszegii jatékban az i-edik jatékos nyeresége v;:
v; = ming_,es_, MaXs,es, Ui(s—4,5;). Ekkor minden olyan stratégiat, amely az i-edik
jatékosnak v;-nél nagyobb nyereséget hoz, egyénileg raciondlis stratégidnak neveziink.

Bizonyos feltételek mellett belathato a 9.2. tétel élesitése is:

9.2. tétel. Tekintsiink egy tetszbleges egyénileg racionalis hasznossagvektort.
Ha elég nagy a kozos leszamitolasi tényezd, akkor ez a hasznossagvektor megvalésithato,
mint a végtelenszer ismételt jaték Nash-egyensiilyi haszna.

Megjegyzés. Ez az Gn. ,nép-tételek” lényege, amelyeknek az eredete-szerzGsége
a homalyba vész, akarcsak a népdaloké.

Véges sokszor ismételt jatékok

A véges sokszor ismételt jaték nem kiilonosebben érdekes abban a specialis esetben, ha
minden Nash-egyenstiilyban minden jatékos hasznossidga a minimax haszon, mint pl. a
fogolydilemmaban (v6. 3.1.c feladat). Ekkor igaz a

9.3. tétel. Ha az alapjatéknak egyetlen egy tiszta Nash-egyensiilya van, és az
minimax, akkor az ismételt jatéknak is egyetlen egy részjaték-tokéletes Nash-egyensiilya
van, nevezetesen az alapjaték Nash-egyensilyanak az ismétlése.

Bizonyitas. Megforditott iranya indukciéval. ]

A korabban bemutatott jatékok ismétlését tekintjiik.

9.1. példa. (Az 1.1. példa ismétlése.) Tegyiik fol, hogy a fogolydilemméat véges
sokszor jatsszak le. Az ismételt jaték egyetlen részjaték-tokéletes Nash-egyensilya a
(k6pni, kopni) par ismételt alkalmazasa. ]

9.2. példa. (A 8.4. példa folytatasa.) Kanaszta-sorozat. Valdjaban az egyszeri
jatékot megismételjiik, az egyéni résznyeremények osszeaddodnak. Mégsem ismételt ja-
tékkal allunk szemben, mert az alapjatékok annyiban valtoznak, hogy a felhalmozott
nyereségek novekedésével (csokkenésével) né (csokken) a kiiszob, amely alatt nem lehet
elkezdeni a kartyak lerakasat. A sorozat-jatéknak akkor van vége, ha az egyik jatékos
nyereménye eléri vagy meghaladja a gyGzelemhez sziikséges értéket. Figyelemre mélto,
hogy a jaték hossza nincs elére rogzitve, s6t az is elképzelhets, hogy a sorozat-jaték
végtelen sokaig folytatodik. ]

Erdekesebb az az eset, amikor elég hosszi jaték esetén a jatékosok kitérhetnek az
egyszeri jaték rossz egyensulyainak ismétlésébdl.
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9.4. tétel. Tegyiik fol, hogy az alapjatéknak egyetlen egy Nash-egyensiilya
van: s*, és tegyliik f6l, hogy ez az egyensiily egyénileg raciondlis. Ekkor barmilyen §
stratégia-egyliittes és ¢ > 0 esetén van olyan T* egész szam, hogy T > T* esetén a
T-szer megismételt jatéknak van olyan Nash-egyensiilya, amelyben az i-edik jatékos
haszna u;(8)-t6l kevesebb, mint ¢ > 0-nal tér el.

Bizonyitasvazlat. A végtelen sokszor ismételt jatékot csonkoljuk.

Megjegyzés. Az ismételt jaték ,,j6” Nash-egyensiillya nem lehet részjaték tokéle-
tes, ha az alapjatéknak csak egyetlen egy Nash-egyensulya van. A ,,j6” Nash-egyensily
viszont részjaték-tokéletes, ha az alapjatéknak legalabb két Nash-egyenstilya van, és
tovabbi feltevések is teljesiilnek.

9.3. példa. Az iizletlanc paradoxona. (Az 1.4. példa folytatésa. Selten, 1978.)
Tegyiik 6], hogy a ragadozo jatékot n kiilonbo6z6 helyen, egymés utan jatsszak le. A
szamos Nash-egyensily kozott egyetlen egy részjaték-tokéletes Nash-egyensuly van: (al-
kalmazkodj, ..., alkalmazkodj). Elég nagy lanc esetén azonban, ha az elején sokszor
harcol a bent levé vallalat, lehetséges, hogy a késébb belépni szandékozok elallnak szan-
dékuktol, és kint maradnak. (Folyt. kov. a 10. pont végén.) ]

A nagy halhaboru

Ebben az alpontban a dinamikus programozas egyik jatékelméleti alkalmazasat mutat-
juk be Levhari-Mirman (1980) alapjan (magyarul Simonovits, 1998, 8.4. alfejezet). A
kiindulas Nagy-Britannia és Izland ,t6kehalhdbortja”. A viszaly tétje az volt, hogy
mennyi halat foghatnak ki évente a brit halaszok az izlandi vizekben, hogy az izlandi
halaszoknak is, no meg az utékornak is maradjon zsakmany. Mig az 1950-es években
az allomany 2,5 milli6 tonna és az évi fogas 250 ezer tonna volt, 1995 koriil e két érték
600 és 150 ezer tonnara siillyedt.

Ratériink a modell ismertetésére. Legyen k; a halallomény mértéke a t-edik idGszak
elején. Ha nem volnadnak halaszok, akkor a haldllomény a biolégiai torvények szerint
néne:

(91) kt—|—1 = k’?, ahol O<a<l.

Nyilvanvalo, hogy a biologiai egyensilyi haldllomény k° = 1 (a szamszerd mérték nor-
malas kérdése). Ha a tényleges halallomany az egyenstulyinal nagyobb /kisebb, akkor az
j 4llomany is ilyen, de az el6z6hoz képest az csokkent /né, azaz az egyensuly felé mozog.

Két orszag is halaszik azonban e vizeken, indexiik ¢ = 1, 2. A t-edik idGszakban az
i-edik orszag c; ; mennyiséget fog ki. Ekkor (9.1) értelemszertien modosul:

(92) kt+1 = (kt —C1,¢t — Cg’t)a.
Mindkét orszagnak Cobb—Douglas idészaki hasznossagfiiggvénye van, 3; leszamito-
lasi tényezével, T idGtavval.
T
U; = Zﬁf log ¢; ¢, 1=1, 2.
t=0
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Az egyszertiség kedvéért foltessziik, hogy mindkét orszag adottnak veszi a masik
orszag stratégiajat, azaz Cournot—Nash-stratégiat jatszik. Formaélisan: ha az i-edik
orszag a masik, j-edik orszag {c;.} fogyasztasi palyajat adottnak veszi, akkor a (9.2)
feltétel mellett optimalizalhatja az U; hasznossagfiiggvényét. Ha van olyan {c;.} és
{c2.+} sorozat, amelynek mindkét tagja optimalis a masikra nézve, akkor Cournot-Nash-
optimumrol beszéliink.

Miel6tt megadjuk a T' id6tavi megoldast, a kovetkezd jeloléseket vezetjiik be:
T
U, =af;, Sir= Z‘Pf
t=0

9.4. tétel. (Levhari-Mirman, 1980.) T id6tav esetén az t-edik id6szak optiméalis
Cournot—Nash-politikaja

WiSir—1—t

9.3 cj, =
(9:3) T S ¢Sy

k:7 i:1727 .]7&@7

ahol a fogasok és az allomany kozti oszefiiggést (9.2) adja.

Bizonyitas. T-szerinti teljes indukcioval. [

Eredményiink egyszertisodik, ha végtelen horizontra tériink at.

9.5.  tétel. (Levhari-Mirman, 1980.) Végtelen idétav esetén az optimélis
Cournot—Nash-fogaspolitika fiiggetlen az id6tol:

(9.4) * (=)

= kf L =1,2, j#1
CZ,t \Ijl+\112—q]1ql2 to ? ) “ ]#27

mig a haldllomany aszimptotikus egyensiilyi értéke

1 1 a/(a—1)
9.5 k= (— - 1) .
( ) q:jl + \112

Bizonyitas. (9.3) aszimptotikus értéke (9.4). Ekkor a halallomany t-edik id6szaki
értéke is konnyen kiszamithato:

o aﬁlﬁ? B at ;o
= [51 +52—0é5152] o, =12

Hatarértékben adodik (9.5). ]

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy minél gyengébb a leszamitolas (azaz minél
nagyobb a leszamitoléasi tényezs), annal nagyobb az egyensilyi haladlloméany.

9.2. feladat. Ellendrizziik a szamitasokat!
9.3. feladat.* a) Oldjuk meg a feladatot, ha a két orszag Gsszefog, optimélisan és

egyenls mértékben (c1; = ca+ = ¢;) és egyenld tiirelemmel (3; = (2 = () halaszik! b)
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Mutassuk meg, hogy ebben az esetben adott haldllomanybol kevesebbet fognak ki, de
az egyensulyi halallomény (k° > k*) annyival nagyobb, mint a versengs esetben, hogy
az egyensulyi fogéas (c° > ¢*) mégis nagyobb!

9.4. példa. A halhabort numerikus szemléltetése. Legyen a = 0,5; g = 0,95.
Ekkor k* = 0,29; ¢* = 0,103 és k° = 0,45; ¢© = 0,124. A meritési hanyados (c¢;/k)
allandosult értéke rendre 0,355 és 0,275. A dinamika szemléltetésére legyen kg = 0,5k™.
A kooperacios és a harcos palyadkat a 9.1. &abran szemléltetjiik. Erdekes, hogy az els6
néhany idGszakban a harcos palya fogasa feliillmilja a kooperaciosét. [

(9.1. &bra)

10.* ELKEPZELESEK ES SZEKVENCIALIS RACIONALITAS

A részjaték-tokéletesség gyakran hasznos a hamis egyensulyok kisztirésében, de vannak
olyan esetek, amikor mas rostakra van sziikség (Mas-Colell et al. (1995, 9. fejezet)).

10.1. példa. Modositott ragadozod. A 8.5. példat modositsuk gy, hogy kétféle
belépés forduljon els, de a bentlévs vallalat ne tudja, hogy melyik aleset kovetkezik be.
Az els6 alesetben (ug,u;) = (3, 0), a masodik alesetben (ug,u;) = (2, 1). Belathato,
hogy most is két Nash-egyensuly létezik, s az els§ megint nem hiteles. A mésodik: (els6
belépés, alkalmazkodés). De most nem alkalmazhato a részjaték-tokéletesség fogalma
szirGként, mert nincs valodi részjaték. ]

(10.1. abra )

Segitségiil hivjuk a bayesi Nash-egyenstly dinamikus valtozatat.

Definicié. Egy extenziv alaka jatékban egy elképzelésrendszer egy olyan u va-
l6szintiségeloszlas, amely a dontési pontokon van meghatéarozva, és minden informécio-
halmazra a valoszintiségek Gsszege 1.

A szekvencialis racionalitds meghatarozasahoz célszerd a kovetkezs jelolést beve-
zetni: E(u;|H,pu,05,0_;) az i-edik jatékos varhaté haszna a H informéaciés halmazon,
ha elképzeléseit a H kiilonb6z6 pontjain pu irja le, feltéve, hogy az 6 stratégidja o;, a
tobbieké o_;.

Definicié. Egy extenziv alaku jatékban a o* = (o7],...,0}) stratégia-egyiittes

szekvencidlisan raciondlis a H informéciés halmazon a p elképzelésrendszer mellett, ha
t(H)-val jelolve a H-n 1ép6 jatékos indexét, E(’U,L(H)|H,M,O‘L(H),O'iL(H)) a o, szerinti
maximumat JZ‘( H)-ban veszi f6l. Ha ez minden H informacios halmazra teljesiil, akkor o*
stratégia-egyiittest szekvencidlisan raciondlisnak nevezziik, adott p elképzelésrendszer
esetén.
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E két definici6 segitségével mar meghatarozhatjuk a gyenge tokéletes bayesi egyen-
salyt: (i) adott elképzelésrendszer mellett a stratégidknak szekvencialisan racionalisnak
kell lenniiik és (ii) ahol csak lehetséges, az elképzeléseknek konzisztenseknek kell len-
niiik a stratégidkkal. (V6. a Nash-egyenstuly 3. pontbeli definicidja utani, a racionalis
varakozasokrol szolo 2. megjegyzéssel.) A nehézséget az okozza, hogy bizonyos kevert
stratégidknal nem minden dontésnek adunk pozitiv valdszintséget. Ezt kiiszoboli ki
a teljesen kevert stratégia, ahol minden dontésnek pozitiv valészintiséget adunk. Eb-
ben az esetben a konzisztencia a Bayes-szabdlyra egyszertisodik: annak valdszintisége,
hogy egy jatékos a H informécios halmazanak egy x csomoépontjara jut a o stratégia
alkalmazasakor, a kovetkezs:

P(zl|o)

Pl e) = s Pla)

10.1. példa. (Folytatas.) Ha a belépd vallalat 1/4 valoszintiséggel kint marad,
1/2 valoszintiséggel az 1. modon 1ép be, és 1/4 valoszintiséggel a 2. modon 1ép be, akkor
a bentlevs vallalat informécios halmazara 3/4 valoszintiséggel keriil. Ezen beliil 2/3 és
1/3 a két ag feltételes valoszintisége. ]

Kovetkezhet a

Definicié. A (o,u) stratégia-egyiittest és elképzelésrendszert gyenge tokéletes
bayesi egyensiulynak nevezziik, ha teljesiil a kovetkezs két feltétel:

(i) A o stratégia-egyiittes szekvencialisan racionalis a u elképzelésrendszerre nézve.

(i) A p elképzelésrendszert a Bayes-szabaly segitségével szamitottak ki a o
stratégia-egyiittesre nézve:

_ P(z]o)

w(z) = W, feltéve, hogy P(H|o) > 0.

A gyenge tokéletes bayesi egyensuly és a Nash-egyensuly kozti kapcsolatot fogal-
mazza meg a

10.1. tétel. Egy extenziv alakti jatékban egy o stratégia-egylittes akkor és csak
akkor Nash-egyensiily, ha létezik egy olyan u elképzelésrendszer, amelyre

(i) a o stratégia-egyiittes szekvencidlisan raciondlis a p elképzelésrendszerre nézve,
amely pozitiv valészintiségi informaciés halmazokon van adva;

(ii) és a p elképzelésrendszert a Bayes-szabaly segitségével szamitottak ki a o
stratégia-egylittesre nézve.

Megjegyzés. Nash-egyenstulynél csak az egyenstlyi palyara koveteljiik meg a
szekvencialis racionalitast, a bayesi egyensilynal mindeniitt.

10.1. példa. (Ujabb folytatas.) A (kint maradni; harcolni, ha a masik belép)
Nash-egyensuly nem lehet része semmilyen gyenge tokéletes bayesi egyensulynak. [

Ebben és szdmos mas példaban viszonylag konnyt meghatéarozni a gyenge tokéletes
bayesi egyensulyt, mert egyes jatékosok optimalis stratégiaja fiiggetlen sajat elképzelé-
seiktGl és ellenfeleik késébbi lépéseitsl. A kovetkezd példa nem ilyen.
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10.2. példa.* (Mas-Colell et al., 1995, 9.C.3. példa és 9.C.3. abra.) Modositsuk
a 10.1. példat!

(10.2. 4bra. )

Egy olyan fixpontot keresiink, amelynél az elképzelés éltal szarmaztatott viselkedés
konzisztens az elképzeléssel.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik f6l, hogy v > 0 és legyen o annak valoszintisége,
hogy az I vallalat harcol az E belépése esetén, és pq az I vallalat feltételes vélekedése,
hogy az 1. tipusu belépés kovetkezett be, és legyen rendre 0,071,002 annak valésziniisége,
hogy az E vallalat a kintmaradast, az 1., illetve a 2. tipust belépést valasztja. Az I
vallalat pontosan akkor veszi fol a harcot pozitiv valoszintiséggel, ha —1 > —2uy +1(1—
p1), azaz ha py > 2/3. Ha pg > 2/3, akkor az I vallalatnak biztosan harcolnia kell, azaz
az B vallalatnak a 2. tipusu belépést kell valasztania, azaz a bayesi elv azt kovetelné,
hogy p1 = 0, ellentmondas.

Hasonloan igazolhato, hogy a 1 < 2/3 esetben a biztosan alkalmazkodo E vallalat-
tal szemben I-nek érdemes az 1. tipusi belépést valasztania, azaz p; = 1, ellentmondas.

Marad p; = 2/3, amikoris az E vallalatnak randomizalnia kell a kétféle belépés ko-
zOtt 2:1 aranyban. Az I vallalatnak olyan valoszintiséggel kell harcolnia, hogy E k6z6m-
bos legyen a két tipus kozott: —lop+3(1—op) = yop+2(l—o0oF), azaz op = 1/(v+2).
Ez pozitiv hasznot hoz E-nek, tehéat be kell 1épnie: (0g,01,02) = (0, 2/3, 1/3), stb. &

Akércsak a 3. pont gyenge dominans Nash-egyenstlyainal, most is érdemes meg-
szlrni a gyenge tokéletes bayesi egyensulyokat, s akkor a gyenge jelz6t is elhagyhatjuk.
Egyik lehetGség a remegd kéz elvének (3.3. példa utani rész) alkalmazésa, ahol (i) a o
stratégia-egyiittest egy teljesen kevers {o¥} stratégia-egyiittes sorozattal kozelitjiik, (ii)
s a szarmaztatott {u*} elképzelésrendszer sorozatnak konvergalnia kell u-hdz. A kapott
egyensilyt szekvencidlis eqyensiulynak is nevezik.

10.2. tétel. Egy extenziv alaku jaték barmely (o,u) szekvenciélis egyensilyaban
az egyensiilyi stratégia-egylittes a jatéknak részjaték-tokéletes Nash-egyensiilya.

I[lyen és més finomitasok egy sereg illetéktelen Nash-egyensiilyt kisztirnek, de furcsa
modon, még maradnak maés, szintén nem odavalé Nash-egyenstlyok.
Visszatériink az tizletlanc-paradoxonhoz.

10.3. példa. Az iizletlanc paradoxonanak megoldéasa. (A 9.3. példa folytatasa.
Selten, 1978; Osborne—Rubinstein, 1994, 12.3.2. szakasz.) Tegyiik fol, hogy a ragadozo
jatékot n kiilonbo6zd helyen, egymas utan lejatsszak. Az tlizletlanc boltjai kis valdszinii-
séggel lehetnek agresszivek is, és akkor olyan hasznossagfiiggvényiik van, hogy érdemes
harcolniuk. A potencialis belépSknek szamolniuk kell ezzel a lehet&séggel is, ezért csak
a jaték végéhez eléggé kozel keriilve probalnak meg belépni. [

Lassunk most egy nevezetes torténelmi példat a hiteltelennek vélt fenyegetés be-
valtasara, a reputéci6 kiépitésére!
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10.4. példa. Megérte-e Nagy-Britannidnak a Falkland-szigeteket visszafoglalni?
1982-ben Argentina katonai erdvel elfoglalta a Nagy-Britannidhoz tartoz6 Falkland-
szigeteket. Argentina feltehetGen ugy szamolt, hogy Nagy-Britannidanak nem éri majd
meg bosszat allni. Nem ez tortént: Thatcher asszony korméanya visszavagott, és a sziget
értékét messze meghaladd aron visszafoglalta a szigeteket. Valoszintleg az egyszeri kifi-
zetési matrixba bele kellett volna venniink tovabbi tényezéket: Thatcher Gjjavalasztasi
esélyeinek ugrasszert megjavulasat, Kina elrettentését Hong Kong elfoglalasatol, stb. g

11. JATEKELMELET ES LELEKTAN

Ebben a pontban Mérd (1996) népszertsité konyve alapjan elészér bemutatunk néhany
olyan jatékot, ahol a hagyomanyos elmélet nem miikodik, majd olyan jatékokat muta-
tunk be, ahol bonyodalmak lépnek fel.

11.1. példa. Dollararverés. (Shubik, 1971.) Az asztalra ki van téve egy 1 dollaros.
Két jatékos felvaltva licitalhat, 1épésenként legalabb 1 centet és legfeljebb 10 centet
emelve a téten. Az nyer, aki a legtobbet igéri, de az utolsé el6tti licitet is ki kell fizetnie
az utolso eldtti licitalonak.

Nem szabvanyos jaték, de jol jellemzi a konfliktusok fokozatos kiterjedését (esz-
(x,x+ 1) par, hiszen az utolso licitalo koltsége csak 2 c-tel né és nyereménye 0-rol 1 $-ra
ng. Ugyanakkor a két jatékos Osszkoltsége (2x + 1) ¢, azaz (49 ¢, 50 c) utén a teljes
koltség tobb, mint 1 $, tehat tarsasagi szinten irracionalissa valik a részvétel. Ennek
ellenére gyakran csak a készpénz hidnya vet véget a jatéknak. [

11.2. példa. ,Kicsi a rakas, nagyot kivan”. Adva van egy nyereményhatar, mond-
juk 1 milli6 $, és széles korben meghirdetik a részvételi lehet&séget. Ha n részvevs van,
akkor a nyereménye 1/n millio $, amit egyetlen egy — sorshuzas utjan kivalasztott —
részvevl kap meg.

A hagyomaéanyos jatékokban a részvevsk szaméanak noévekedésekor csak a gyGzelem
valoszintisége csokken forditott aranyossag szerint, de a jaték dsszege fix (vagy akar né
is, mint a lotténal). Itt minél nagyobb a tolongas, annal jobban elolvad a nyeremény. g

11.3. példa. (vo. 2.2. feladat.) Tisztességes osztozkodas. 100 Ft-ot kell elosztani
két fél kozott. Az 1. jatékos Ft-ban egész értékd ajanlatot tesz a 2. jatékosnak, aki
vagy elfogadja az ajanlatot és akkor hozzajut a pénzhez, vagy elutasitja, és akkor egyik
jatékos sem kap semmit sem. Egy racionélis jatékos 1 Ft-tal is beérné (az is tobb, mint
0), de a kisérletekben 30—40 Ft-nal kevesebbel nem szokas beérni. ]

11.4. példa. Hogyan befolyasolja a megfogalmazas (a ,csomagolas”) a jatékot?
Induljunk ki a fogolydilemma kévetkezd valtozatabol:

43



11.1. tablazat. Fogolydilemma

2. jatékos Egytittmtikodik Verseng
1. jatékos
Egytittmikodik (3, 3) (1, 4)
Verseng (4, 1) (2, 2)

Ismert, hogy az egyensulyi megoldas a (Versengés, Versengés).
Fogalmazzuk at a feladatot a kovetkezGképpen:

11.2. tablazat. Atfogalmazott fogolydilemma

Magadnak Maésiknak
Egyiittmiikodik 1 2
Verseng 2 0

Ha az egyiittmikodés gombot nyomod meg, akkor magadnak 1-et adsz, a masiknak
2-t; ha a verseng gombot nyomod meg, akkor magadnak 2-t adsz, a mésiknak 0-at.
Belathato, hogy az ered6 az el6z6 tablazatban leirt nyereménypérok tablazata. Ennek
ellenére ezt a jatékot a kisérletekben sokkal kooperativabban jatsszék, mint az eredetit,
mert nyilvanvalé benne, hogy csak a masiktol johet az igazi nyereség. ]

A kovetkezd példaban egy olyan helyzetet tanulmanyozunk, ahol a jatékosoknak
ott is a részjaték-tokéletes Nash-egyensilyt kell jatszaniuk, ahova el sem jutnak.

11.5. példa. A szazlabu (Rosenthal, 1981). Két jatékos van, akik felvaltva lépnek:
,allj” vagy folytasd”. Kiindulasként mindkettének 1-1 eFt van az asztalan. Amelyik
jatékos ,folytasd”-ot mond, az koteles 1 eFt-ot dtadni a méasik jatékosnak, aki kap még 1
eFt-ot kiilss forrasbol. A jaték 100 1épés utdn mindenképpen véget ér. Belathato, hogy
a részgjaték-tokéletes Nash-egyensily az ,allj” stratégia, tehat mindkét jatékos beéri 1-1
eFt-tal, lemondva a lanc végén elnyerhets 100-100 eFt-rol. Itt is érdemes a remegd kéz
elvére tamaszkodni, hogy elkeriiljiik a rossz egyensulyt. ]

A kovetkezd példa az igazmondésra 6sztonzésrsl szol.

11.6. példa. Salamoni itélet (Biblia). Két asszony egyszerre sziilt egy helyen. Az
egyiknek azonnal meghalt a gyereke, és magaénak kovetelte a mésikét. Kiils§ szemléls
utdlag mar nem tudta megallapitani, hogy valdjaban kié a gyerek. Salamon izraeli kiraly
(i.e. 1000. koriil) a kovetkezs cseles itéletet hozta: kettévagom a gyereket és mindketten
megkapjik a gyerek felét”. Az igazi anya rogton lemondott a gyerekrsl (neki a gyerek
élete a legfontosabb), s ebbdl Salamon megtudta, hogy ki az igazi anya. ]

A kovetkezd példa a fliggetleniil hozott dontések 6sszehangolaséarol szol.

11.7. példa. Férjek és feleségek (v6. Shakespeare: Makrancos holgy). A brit TV-
ben nagy sikerrel jatszottak a kévetkezs jatékot. Tobb hazaspart behivnak, elkiilonitik
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a férjeket és a feleségeket. Egy sor kérdést tesznek fol nekik. Minél tobb valasz egyezik
egy hazasparnal, annal nagyobb a siker. Hogy ne allapodhassanak meg a parok elére
az i-edik kérdésre adando valaszrol, a kérdéseket eltéré sorrendben adjak fol. Mi az
optimalis stratégia? Példaul a férj azt véilaszolja, amit gondol, és a feleség igazodik a
férje izléséhez. ]

A kovetkezd példa egy szokatlan, de elgondolkodtato jatékot ismertet.

11.8. példa. Az egyszam-jaték. A jatéknak sok részvevdje van. Mindenkinek
gondolnia kell egy természetes szamot, amelyet bekiild a jatékvezetGhoz. Az nyer, aki
a legkisebb olyan szdmot gondolta, amelyet mas nem gondolt. Ha 2n + 1 részvevé van,
akik koziil pesszimélis esetben éppen ketten gondoljak az 1-et, a 2-t,..., n-et, akkor
n + 1 lesz a nyer6szam. Minden més esetben kisebb a nyerészam. A Mérs-féle Fiiles-
palyazaton tébb mint 8 000 részvevs indult, tobb mint 2000 szamot kiildtek be és a
legkisebb egyedi szam a 120 volt. (Az evolucios jatékok elmélete segit a megoldasban.)g

A kovetkez$ példa egy izgalmas kisérletrsl szamol be, amely azt vizsgélta:
kialakulhat-e kooperacié egy olyan vilagban, ahol mindenki 6nzg?

11.9. példa. Stratégiak kisérleti versenye a fogolydilemma ismételt lejatszasanal.
Axelrod 1979-ben versenyre hivott fel sok ismert tudost. Minden részvevének be kellett
kiildenie egy szamitogépes programmal leirt stratégiat, amelytsl a maximalis nyere-
ményt remélheti egy korversenyben, ahol a fogolydilemmat sok menetben lejatsszak, de
a részvevok el6re nem ismerik a jaték hosszat. A beérkezd 14 program koziil Rapo-
port szerezte a legtobb pontot a Tit for Tat nevi stratégidjaval. Mindossze két sorbol
allt a program: 1. Az els6 lépésben kooperal. 2. Ezutan azt lépi, amit a partnere
az el6z6 lépésben lépett. Axelrod két vonast fedezett fel a sikeres programok kozott:
baratsagossagot és megbocsatast.

Miutan széles korben kozolte a verseny eredményeit, Axelrod 1982-ben egy méasodik
versenyt is kifrt. Ezuattal sokkal t6bb részvevs indult, de ismét csak Rapoport nyert,
ugyanazzal a programmal. Most Axelrod harom tujabb jegyet is folfedezett a sikeres
programok kozott: provokalhatosagot, reakcioképességet és kiismerhetdséget. Erdekes,
hogy Rapoport programja mind az 6t tulajdonsidgot maximélisan tartalmazta, és utélag
megallapithato, hogy ez volt ismételt sikerének a kulcsa. ]
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ITI. RESZ. KOOPERATIV JATEKOKROL

Eddig foltettiik, hogy a jatékosok nem tehetnek olyan igéreteket, amelyeket be is kell
tartaniuk. Most foltessziik, hogy tehetnek ilyen igéreteket, s6t tetszéleges igéreteket
tehetnek, amelyeket be is tartanak. Ezt a sajatossagot fejezi ki a kooperativ jelzd, s
az a tény, hogy a jatékosok koalicidkat alkotnak. Ez nem feltétleniil jelenti azt, hogy a
jatékosok érdekei azonosak, lasd pl. a koltségelosztast.

Ebben a részben harom kérdéssel foglalkozunk. A 12. pont a kooperativ jaték ka-
rakterisztikus fiiggvényes megfogalmazasat vazolja, feltéve, hogy koaliciok altal elérhetd
eredmény egy skalar érték, amely a tagok kozott eloszthato. A 13. pont a jaték magvat
tanulméanyozza, azaz olyan elosztasokat, amelyek minden koalicionak legalabb annyit
adnak, mint amennyi a koalici6 értéke. A 14. pont a Shapley-értékrsl szol, amely a
tisztességes elosztasok axiomatikus megfogalmazasa.

12. KARAKTERISZTIKUS FUGGVENY

Egy kooperativ jatékot a kovetkezs fogalmakkal hatarozunk meg. N = {1,..., n} a
jatékosok halmaza, amelynek egy tetszéleges S részhalmazat kozkelet szoval koalicionak
nevezziik: S C N. Legyen S a részhalmazok, azaz a lehetséges koaliciok halmaza. Az
N alaphalmazt teljes koalicionak nevezziik.

A kooperativ jatékok tanulmanyozéasara a karakterisztikus fiiggvény szolgal. (Nem
tévesztends Ossze a valoszintiségszamitasi névtarsaval.)

Definicié. Egy v : § — R fiiggvényt a kooperativ jaték karakterisztikus fiigg-
vényének neveziink, ha minden S részhalmazon megadja koalicid értékét: v(S). Az iires
halmazon nulla az értéke: v(0)) = 0. A jaték jele (N,v). A v(S) értéket a koalicio képes
tagjai kozott felosztani.

Gyakran foltessziik, hogy a jaték szuperadditiv, azaz két diszjunkt koalicid egyiitt-
véve legalabb annyit ér, mint kiilon-kiilon 6sszesen:

v(SUT) >v(S)+v(T), ha SNT = 0.

Mar korabban emlitettiik, hogy feltevésiink szerint a jaték soran keletkezd skalar
értéki eredményt tetszGleges mértékben eloszthatjuk (az atadhaté hasznossag angol
megfelelGjének, a transferable utility-nak roviditése: TU). Ebbél kovetkezik a

Definicié. Egy n-dimenzios © = (z1,...,x,) vektort elosztdsnak neveziink, ha
(i) a teljes koalicié tagjai egytlittesen a jaték értékét kapjak:

és
(ii) minden jatékos az elosztas szerint legalabb annyit kap, mint amennyi a sajat ér-
téke:

x; > v({i}), i=1,...,n.

Természetes kovetelményt fogalmaz meg a kévetkezd
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Definicié. Egy jatékot monotonnak neveziink, ha egy nagyobb koalici6 legaldbb
annyit ér, mint egy kisebb:

ha SCTCN, akkor v(S) < ou(T).

12.1. feladat. Mutassunk egy monoton jatékot, amely nem szuperadditiv!

A neoklasszikus kozgazdasagtanhoz hasonléan fontos a hatarelemzés. Ezt tiikrozi
a kovetkez6

Definicié. Az i-edik jatékos hatdrhozzdjdruldsdt az S koalici6 értékéhez a kovet-
kez§ kifejezés adja:

di(S) = v(S) —v(S\{i}), ha ieS

Ha a jaték szuperadditiv, akkor a hatarhozzajarulas legalabb akkora, mint a jatékos
érteke: d;(S) > v({i}) — a minimalis hozzajarulas.

A matematikaban a skalar-skalar fiiggvény konvexitasat az érinté meredekségének
a novekedésével fejezik ki. Erre rimel a kovetkezd

Definicié.  Egy jatékot konvernek neveziink, ha karakterisztikus fliggvényének
els¢ differenciaja monoton. Képletben:

ha SCTCN, akkor d;(S) < di(T) minden 1€ N —re.

A kooperativ jatékelméletben a karakterisztikus fliggvény konvexitasa hasonld dol-
got fejez ki, mint a kozgazdasigtanban a névekvs hozadék.
A jaték konvexitasat fogalmazza at a

12.2. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy (IV,v) kooperativ jaték akkor és csak
akkor konvex, ha barmely S, 7 C N halmazparra teljesiil, hogy

v(S)+u(T) <v(SNT)+v(SUT)!

Speciélisan, ha egy (NNV,v) jaték konvex, akkor szuperadditiv.

Erdekes esetben a teljes koalicié egyiitt tobbet ér el, mint kiilon-kiilon Gsszesen:

v(N) > 35 o({7}).

A kovetkezd definicio az egyetértést altalanositja — széls esetben akar a diktataraig.

Definicié. Egy (N,v) kooperativ jatékot dltaldnositott egyetértés-jatéknak neve-
ziink, ha létezik egy olyan kitiintetett S C N nem iires részhalmaz, amelyre igaz, hogy
ha S C T, akkor v(T") = v(S) és egyébként v(T') = 0.

Most egy-egy politologiai és kozgazdasigtani példat mutatunk kooperativ jaté-
kokra.

12.1. példa. Parlamenti jaték. Tegyiik fol, hogy a parlamentben n szamu partnak
van képviselSje, s az i-edik part silya a; > 0. Természetesen Y ., a; = 1. Az egy-
szertiség kedvéért gydztes koalicioknak nevezziik azokat a partegylitteseket, amelyeknek
az egyiittes parlamenti stlya nagyobb, mint 1/2. Képletben: S C N, > . _qa; > 1/2.
Ennek a jatéknak a karakterisztikus fiiggvénye is egyszert: v(S) = 1 gy6ztes koaliciokra,
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0 egyébként. [

12.2. példa. Walrasi egyensuly. (Zalai, 1989, 6. fejezet.) Egy cseregazdasagban
n héaztartas van: i = 1,..., n ésm aru: j =1,..., m. A csere el6tt az i-edik haztar-
tasnak w; = (w1, ... ,Wim) készletvektora volt, és a csere utan x; az elosztasvektora. Az
(z,w) piaci csere lehetséges, ha minden arubdl az Gsszkészlet egyenls az Osszelosztéassal:
Yo ,wi =y, x;. Az i-edik haztartds szamara egy x; elosztasvektor értékét az w;(z;)
hasznossagfiiggvénye mutatja. Feltessziik, hogy a hasznossagok — mintha pénzosszegek
lennének — veszteség nélkiil atadhatok. Egy S C N koalicid értéke a koalicioban rész-
vevl haztartdsok hasznossidgainak maximalis Gsszege, amelyet 6nerdre tamaszkodva el

tudnak érni:
v(S) —max{z:u2 : ZwZ:ZxZ}

(24) i€s i€s

Egy cseregazdasag egy lehetséges elosztasat walrasi egyensilynak nevezziik, ha van
egy m-dimenzi6s pozitiv elemt arvektor: p > 0, amely az i-edik haztartas szamara meg-
szabja a koltséguetési korldtot: pxr; = pw;, amely mellett a héztartas maximalizalja a
hasznossagfiiggvényét, i = 1, ..., n. Bizonyos feltételek mellett 1étezik legalabb egy wal-
rasi egyensuly, és a bizonyitasban a Nash-egyensuly létezésének igazolasanal hasznalt
fixpont-tételek szerepelnek. Beldthatdé még, hogy minden walrasi egyensily Pareto-
optimalis (elss joléti tétel). ]

13. A JATEK MAGVA

Ebben a pontban a kooperativ jatékelmélet egyik kozponti fogalmat, a jaték magvat
korvonalazzuk és mutatunk egy kozgazdasagi alkalmazast is.

Absztrakt jaték magva
Kezdjiik a kévetkezé meghatérozaspérral.

Definiciék. 1. Egy n-dimenziés x = (x1,...,z,) elosztasvektort hatékonynak
neveziink, ha barmely valodi koalicio tagjai az elosztas szerint legalabb annyit kapnak,
mint amennyi a koalicié értéke:

:inZU(S), ha S CN.
ieS

2. A hatékony elosztasok halmazat a jaték magvdnak nevezzik.

Egy jaték magva, amelyet C(v)-vel jeloliink, zart konvex halmaz, amely lehet iires.
A jaték magva hasonlo szerepet jatszik a kooperativ jatékok elméletében, mint a Nash—
egyensilyok halmaza a nemkooperativ jatékok elméletében: ha egy elosztas nem eleme a
magnak, akkor legalabb egy koalicionak érdemes megakadalyozni a szoéban forgd elosztés
megvalosulasat.

Két példat mutatunk be.
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13.1. példa. Egy kétszemélyes jaték magva. A v karakterisztikus fliggvény ese-
tén a jaték magva azoknak az (z1,r2) sikvektoroknak a halmaza, amelyekre fennall

x1 + a9 =0v({1, 2}) és 1 > v({1}), z2 > v({2}). ]

13.2. példa. Egy magnélkiili jaték. Tegyiik fol, hogy egy haromparti parlament-
ben nincs olyan part, amelynek egyediili tobbsége lenne, de barmely két partnak tobb-
sége van. Ekkor a parlamenti jatéknak nincs magva. Valoban, irjuk fol a hatékonyséagi
kovetelményeket:

T1+x0 > 1, T2 +x3 > 1, r3+x1 > 1, 1 +x2 + 23 = 1.

Adjuk Ossze a kéttagi koaliciokra vonatkozo feltételeket: bal oldalon kétszer kapjuk
meg az egyes partok stlyainak 6sszegét, s ez egyenls 2-vel, jobb oldalon a teljes koalicio
értéke miatt viszont 3-at kapunk, s ez ellentmondas. ]

A kovetkezd definicidsor és feladat az eddig bevezetett fogalmakat szemlélteti.

Definiciék. Egy jatékot egyszerinek neveziink, ha barmely S koaliciora v(S) vagy
0 vagy 1. Egy S koaliciot gydztesnek neveziink, ha v(S) = 1, természetesen v(N) = 1.
Egy jatékost, aki minden gy6ztes koalicionak tagja, vétojdatékosnak neveziink.

13.1. feladat. Egyszeri jatékok és vétojatékosok. Igazoljuk, hogy a) ha nincs
vétojatékos, akkor tires a jaték magva! b) Mutassuk meg, hogy ha van(nak) vétojaté-
kos(ok), akkor a mag azokbdl a lehetséges elosztéasokbol 4ll, amelyek a tobbi jatékosnak
semmit sem adnak!

Mi az altalanos feltétele annak, hogy egy jaték magva ne legyen iires?
Létezik egy fogalom, amely bonyolult, de hasznélhat6 sziikséges és elégséges feltételt
ad arra, hogy a jaték magva ne legyen iires.

Definiciék. 1. Legyen S a koaliciok halmaza, S € N, s legyen 1g az S halmaz

indikdtorvdltozoja:
(1) = 1, haielsS;
570700, hai¢s.

2. A (As)ses € [0, 1] szamok egyiittesét kiegyensilyozott silyrendszernek nevezziik,
ha minden i-re teljesiil

(13.1) > Asls = 1n.

3. Az (N,v) jatékot kiegyensilyozotinak nevezziik, ha minden kiegyensulyozott
stulyrendszerre teljesiil, hogy

(13.2) D As(S) < v(N).

A definici6 értelmezése: minden jatékosnak egységnyi ideje van, amelybdél Ag id6t az S
koalicioban tolt.
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13.1. tétel. (Bondareva, 1963 és Shapley, 1967). A jatéknak akkor és csak akkor
van nem lires magva, ha kiegyensilyozott, azaz (13.2) teljesiil.

Bizonyitas. a) Tegyiik fol, hogy a jatéknak van nem iires magva. Legyen = egy
kifizetés a magbol és legyen (As)ses € [0, 1] egy kiegyenstulyozott sulyrendszer. Ekkor
(13.1) felhasznalasaval

D Asv(8) <> Asa(S) =x(N) > Ag = x(N) = v(N),

Ses ses S3i
azaz (13.2) all. b) Tegyiik f6l, hogy a jaték kiegyensilyozott: (13.2) all. Ekkor a
konvex kupok elvalaszté hipersikjanak létezésébdl kovetkezik az eredmény (Osborne—
Rubinstein, 1994, 263. o.). [

13.2. feladat.* (Osborne-Rubinstein, 1994, 263.2. gyakorlat.) Legyen N =
{1, 2, 3, 4}. Tekintsiik a kovetkezs jatékot:

1, ha S = N;
v(S) = {3/4, ha S = {1, 2} {1, 3} {1, 4} {2, 3, 4};
0 egyébként.

Mutassuk meg, hogy a jaték magva iires, mert van olyan kiegyensulyozott sulyrendszer,
amely a kozépsé sortoél kiilonbozé 6sszes koaliciora 0!

13.2. tétel. Ha egy jaték konvex, akkor a magva nem Tlires.

A bizonyitast a kdvetkezs pontra halasztjuk, mert sziikség lesz egy masik fogalomra
is.
A piaci jaték magva
Az &ltalanos egyensulyelméletben eléggé altalanos feltételek mellett megmutathato,
hogy a mag nem iires (ezt Osborne-Rubinstein (1994, 264-265. o.) a 13.1. tétel segit-
ségével bizonyitja), és ha minden szerepld kellGen kis silyu, akkor a mag és a walrasi
egyensilyi elosztasok halmaza kozel van egymashoz (Edgeworth, 1881; Mas-Colell et al.,

1995, 18.B. alfejezet). Itt a legegyszeriibb esetet kérvonalazzuk (Osborne-Rubinstein,
1994, 272. o.).

13.3. tétel. A piaci jaték magva minden walrasi elosztast tartalmaz.

Bizonyitas. Hasonlit az els6 joléti tétel bizonyitasahoz. Legyen z* = (x7,...,z})

egy walrasi elosztas és p az egyensilyi arvektor. Indirekt bizonyitunk: van egy olyan
S C N részhalmaz és egy olyan {z;};cs elosztasvektor-egyiittes, amelyre x(S) = z(5)
ésu;(x;) > ui(xf). A walrasi egyensily definicioja és egyenl6tlenségiink miatt px; > px}
minden ¢ € S-re, tehat >, ¢ px; > ), ¢ prj, ellentmondas a fenti egyenléséggel. ]

A tétel megforditasa természetesen nem igaz, hiszen a legegyszeriibb esetet (m =
n = 2) abrazoldé Edgeworth-dobozban az egyezség-gorbe minden elosztisa benne van a
magban. A helyes allitas kozelits tartalmazast allit, ha sok kicsi haztartas van.

Debreu—Scarf (1963) fogalmaztak meg a modellt: legyen h a héaztartasok egyik
tipusa, h = 1,..., q; és sokszorozzuk meg e tipusokat r-szer: m = ¢r a haztartasok
szama és (h,k) a h-adik tipusu k-adik haztartas indexe. Belathato a
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13.1. segédtétel. Ha a grm-dimenzids elosztasvektor eleme a piact jaték magud-
nak, akkor az azonos tipusu hdztartdsok azonos mennyiségeket fogyasztanak.

Bizonyos specialis esetben a 13.1. segédtétel leegyszertisodik.

13.3. feladat. Bizonyitsuk be kozvetleniil, hogy egy olyan cseregazdasigban, ahol
a hasznossagfiiggvények folytonosak és szigoruan kvazikonkavok, minden walrasi elosz-
tasra teljesiil, hogy azonos tipusi fogyasztok azonos elosztasban részesiilnek!

Ez a segédtétel lehetévé teszi, hogy grm-dimenzios vektorok helyett gm-dimenzios
vektorokat tekintsiink, amelyeket tipuselosztdsnak neveziink, jele: z* = (z7,...,z}).
Legyen C, az r-szeresen sokszorositott piac magvanak a tipusa. Konnyen belathato,

hogy C,4+1 C C,.. Kérdés: mi torténik C,.-rel, ha r tart a végtelenhez?

13.4.* tétel. (Debreu-Scarf, 1963.) Ha az x* = (z7,...,z;) tipuselosztds minden
r-re mag-tulajdonsagu, azaz r* = (x7,... ,xZ) € C,, akkor x* egy walrasi egyensiilyi
elosztas.

Bizonyitasvazlat. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy minden fogyaszto
szaméara hasznosabb a kezdeti készlete, mint barmilyen olyan elosztas, amelynek van
nulla eleme. Ekkor a mag belsé pontokbol all.

Indirekt bizonyitunk. Feltessziik, hogy van olyan =z = (z1,...,r,) megengedett
tipuselosztéas, amely mag-tulajdonsagi, de nem walrasi egyensulyi elosztas. Feltehet-
jik, hogy ez az elosztas Pareto-optimalis és minden eleme pozitiv. A maéasodik joléti
tétel értelmében megfelel transzferekkel walrasi egyensullyé tehetd. Azaz van olyan
m-~dimenziés arvektor: p, amely mellett pl. az 1. tipusu fogyasztok pozitiv transzfere-
ket kapnak. Ekkor belathatd, hogy elég nagy r-re a tobbi tipusu fogyasztonak érdemes
szovetkeznie r — 1 szamu 1. tipusu fogyasztoval, stb. ]

14. SHAPLEY-ERTEK

A most bevezetends Shapley-érték bizonyos szempontbol elényésebb mint a mag, mert
mindig 1étezik és egyértelmd.

Absztrakt jatékok

A Shapley-érték egy olyan fliggvény, amely a karakterisztikus fliggvényeket leképezi az
elosztasok terébe; jele:

o) = (p1(v), .- pn(v)),  ahol  @1(v)+ -+ pn(v) =v(N).

Jellegzetessége, hogy nem egyetlen jatékra definialjuk, hanem jatékok egész halmazara,
e halmaz jele: J(N). A kivetkezs axiomak teljesiilését koveteljiik meg.

Definicié. Két jatékost, i-t és j-t a v jatékban felcserélhetének neveziink, ha
hatarhozzajarulasuk azonos: d;(S) = d;(S) minden olyan S C N-re, amelyre 7,5 € S.
Al. Szimmetria. Ha 7 és j a v jatékban felcserélhets, akkor a két jatékos Shapley-
értéke is egyenld:
@i(v) = p;(v).
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A2. Egyszeri jatékos. Ha valamelyik i-edik jatékos minden koalicioba belépve csak
minimalisan — v({i})-vel — néveli a koalici6 értékét, akkor a Shapley-értéke is minimalis.
Képletben: Ha minden S C N-re, amelyre i € S, teljesiil d;(S) = v({i}), akkor ¢;(v) =
o({i}).

A3. Additivitas. Ha u és v két tetszSleges jaték J(N)-ben, akkor az Gsszegjaték
értéke a jatékértékek Osszege:

vi(u+v) = @i(u) + p;(v), 1=1,..., n.

Belathato, hogy a harom axiomanak egyetlen egy értékfiiggvény tesz eleget.

14.1. tétel. (Shapley, 1953.) A J(N) fiiggvények terén az A1-A3. axiémanak
egyetlen egy p fliggvény tesz eleget, nevezetesen az egyes jatékosok egyéni hatarhozza-
jaruldasanak az atlaga (varhato értéke):

n!
SCN

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a hatarhozzajarulasok sulyai binomialis egyiitt-
hatok reciprokai, melyek annak valoszintiségét mutatjak, hogy az S koalicioba az i-edik
jatékos utolsonak 1ép be.

Bizonyitasvazlat. Azt, hogy a képletben adott érték eleget tesz a harom axiéma-
nak, konnyt belatni. Az igazi nehézséget az egyértelmiiség igazolasa okozza (Osborne—
Rubinstein, 1994, 293-294. o.).

A f6bb 1épések a kovetkezdk:

a) Belatjuk, hogy minden (N,v) € J(N) jaték elgallithaté a 12. pont végén beve-
zetett vg egyetértés-jatékok — amelynek karakterisztikus fiiggvénye csak S-t tartalmazo
koaliciokra nem nulla — egyértelmi linearis kombinaci6jaként:

v = Z )\Svs,

SCN
mert a vg jatékok algebrai bazist alkotnak. (A generatorrendszer elemszama 2INI-1
ezért elég a linearis fliggetlenséget igazolni: indirekt, van olyan T koalicio, amelyre
0= > gcnBsvs és pr # 0. Valasszuk a legnagyobb elemszami ilyen koaliciot. Ekkor a
maximumtulajdonsag miatt barmely S D T-re 8s = 0, az egyetértési tulajdonsag miatt
barmely S 2 T-re vg(T) = 0, tehat az Gsszeg jobb oldala Sr = 0, ellentmondas.)

A szimmetria és az egyszeriiség miatt barmely pozitiv a-ra p(avr) = «/|T|, ha
1 €T, és 0 egyébként. A linearis kombinaciéban a pozitiv és negativ egyiitthatos tago-
kat szétvalasztva az additivitas miatt adodik a képlet. ]

El6szor a legegyszertibb két esetet mutatjuk be.
14.1. példa. Kétszemélyes jaték Shapley-értéke:

or(v) = S+ U({lé 2D -v2h) -y = 2D+ v({12, 2}) —v({1})
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Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a Shapley-érték a kooperaciobol fakado els-
nyoket egyenlGen osztja el, ezért is nevezik ezt az értéket tisztességesnek:

oi(v) — v({i}) = v({1, 2}) — 0(2{1}) - U({Q}), i=1,9

14.1. feladat. Szamitsuk ki a haromszemélyes jaték Shapley-értékét, feltéve, hogy
az egyszemélyes koaliciok karakterisztikus értéke 0, és a teljes jatéké 1 !

Most harom példat mutatunk arra, hogy ha a harom axiémabol csak kettd teljesiil,
akkor a Shapley-értéktdl kiillonbozs értékek is vannak.

14.2. példa. Olyan érték, amely kielégiti az A2 (egyszerd jatékos) és az A3 (ad-
ditivitas) axiomat, de nem elégiti ki az Al (szimmetria) axioméat. Az atlagos hatarhoz-
zdjarulés kiszamitasanal csak azokat a sorrendeket vessziik figyelembe, amelyek az 1.
jatékossal kezdGddnek. [

14.3. példa. Olyan érték, amely kielégiti az Al (szimmetria) és az A3 (additivitas)
axiomat, de nem elégiti ki az A2 (egyszeri jatékos) axiomat. Minden jatékos a jaték
atlagértékét kapja. [

14.4. példa. Olyan érték, amely kielégiti az Al (szimmetria) és az A2 (egyszeri
jatékos) axiomat, de nem elégiti ki az A3 (additivitas) axiomat. Az egyszerd jatékosok
megkapjak az értékiiket, és a tobbi jatékos megkapja a maradék koalicio értékének az
atlagat. [

Parlamenti jatékok

Ebben az alpontban a Shapley-érték politikatudomanyi alkalmazasat szemléltetjiik pél-
dékon és feladatokon.

14.5. példa. A mérleg nyelve. Az egykori NSZK parlamentjében lényegében két
nagypart volt (baloldal, jobboldal), kizel 50 %-os stllyal és egy kis part (kozép), alig
érve el az 5 %-os also kiiszobot: a3 = ay = 1/2 — ¢ és az = 2¢. Szimmetria okokbol
kovetkezik, hogy mindharom Shapley-érték azonos, azaz 1/3. Osszhangban a Shapley-
értékkel, e torpepart adta az alkancellart, aki egyben kiiliigyminiszter is volt, és gyakran
a gazdasagi minisztert is. [

14.6. példa. Erdviszonyok az 1990-ben vélasztott magyar parlamentben (Gyet-
van, 1994). A Shapley-értéket most nemcsak az egyszert, hanem a mindsitett (2/3-os)
tobbségre is kiszamitjuk.
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14.1. tablazat. Helyek és értékek

Helyek Egyszeri Kétharmados
Part szazalékban tobbség értéke
MDF 42,7 56,2 57,6
SZDSZ 24,4 11,2 24,3
FKGP 11,4 11,2 7,6
MSZP 8,5 11,2 7,6
FIDESZ 5,7 4,5 2,6
KDNP 5,5 2,9 2,6
Fiiggetlenek 1,8 2,9 0,9

14.2. feladat. Kiegyenstlyozatlan kesztytipiac. Hatarozzuk meg a kdvetkezd jaték
magvat és Shapley-értékét! n =3, v({1, 2, 3}) = v({1, 3}) =v({2,3}) =1 ésv(S) =0
egyébként. Az 1. és a 2. jatékosnak van egy-egy bal kesztyiije, a 3.-nak pedig egy jobb
kesztyfije.

14.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a 12. pont végén bevezetett altalanositott
egyetértés-jatékban a Shapley-érték v(S)-t egyenlGen osztja el a kitiintetett koalicio
tagjai kozott, és nullat ad a tobbi jatékosnak!

A kovetkezd tétel a 13.2. tétel élesitése.

14.2. tétel. (Mas-Colell et al., 1995, 18.AA.1. allitds.) Ha egy (N,v) kooperativ
jaték konvex, akkor a Shapley-érték eleme a jaték magvanak.

Bizonyitasvazlat. Vezessiikk be a kovetkez§ jelolést a Shapley-érték S C N-
részhalmazra valo leszikitésére: ¢(S,v). Elég igazolni, hogy ha i € S C T, akkor

SO’L'(S’U) < i (T7U)' |

Koltségmegosztas

Koltségmegosztdsrol beszéliink, ha bizonyos kézosen felmeriils koltségeket méltanyos és
ésszerti modon akarunk felosztani a részvevsk kozott (Forgo et al., 1999, 20. fejezet).
A Shapley-érték az egyik kézenfekvs lehetdség a koltségmegosztasra (Shubik, 1962).
Nyilvanvalo, hogy most v(S) annak az Osszkoltsége, hogy pontosan az S koalicio igé-
nyeit elégitik ki. Példadul a Bés—Nagymaros Vizilépcsénél a tamogatok és az ellenzék
sokat vitatkoztak azon, hogy az ikerlétesitmény mennyiben szolgél energetikai, kozleke-
dési, illetve vizgazdéalkodasi célokat. Az egymast koveté magyar korményok 6nkényesen
valtogatva az aranyokat, dontottek elGszor az épitésrél, majd a nagymarosi korgat le-
bontéasarol, s6t még az Gjraépités is felvet6dott.

14.4. feladat. Koltségmegosztas. Az A falu 1, a B falu tovabbi 2 km-re fekszik
a forrastol, ahonnan csérendszeren akarjak a vizet a falvakba vezetni. Egy km vezeték
épitési koltsége 1 mFt. Hogyan osszék el (Shapley-modjara) az épitési koltségeket a két
falu kozott?
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Kiilon elméleti érdekesség, hogy bizonyos alkalmazasok (pl. egy egyetemi telefon-
kozpont koltségeinek lebontasa tanszékek kozott) folytonos valtozokat igényelnek. Ilyen-
kor a Shapley-érték helyére az Aumann—Shapley-drak 1épnek (pl. Billera et al. (1978),
magyarul: Simonovits (1980)).

JelentGsen altaldnositjuk a feladatot. Egy vallalat n arut termel, x; volumen-
ben, i = 1, 2,..., n, F(x) = F(x1,...,z,) Osszkoltséggel. F(z) a nemnegativ or-
tanson értelmezett, nemcsokkens és skalarértékd sima fliggvény. Modelliinkben az
(egység)arak fiigghetnek a volumenvektortol: p(z) = (p1(z),...,pn(z)). Koltség-
megosztasrol beszéliink, ha fogyasztoi kiadasok Gsszege megegyezik az Osszkoltséggel:
p(@) x =3, pi(z)z = F(z).

Természetesen a nehézséget az jelenti, hogy a koltségfiiggvény altalaban nem ad-
ditiv. Ha additiv lenne, azaz F(x1,...,2,) = > ., Fi(z;) teljesiilne, akkor p;(x;) =
F;(x;)/z; megadna a koltségmegoszto arakat.

A kozgazdasagelméletbdl ismert egy mésik megoldés is, az alkalmazhatosaghoz
azonban nagyon megszoritd feltevést kell tenniink: a koltségfliggvény elsdfoki homo-
gén, azaz minden x-re és minden p-re fennall

Fuzy, ... uxy) = pF(x1,...,2,).

Mindenekel6tt ismertetem az els6fokt homogén fliggvényekre vonatkozé nevezetes
tételt.
Euler tétele: Ha az F(x1,...,x,) fliggvény elséfoki homogén figgvény, akkor

— OF
F({L‘17_ .- 71.71) = Z ax(’r>m’b

7

Bizonyitas. Derivéaljuk a definici6 mindkét oldalat p szerint. A teljes derivélas
szabalya szerint

“~ OF

8%2'

d
—F(pzq,. .. puxy,) = (px)x; = F(21,...,2n).

dp

=1

Behelyettesitve p = 1-et, adodik az allitas. [

Ebben az esetben a kozgazdasagtanban kozponti szerepet jatszo, un. hatdarkolt-

ségvektor, — alkalmas koltségmegoszto arrendszerként.

Az altalanos esethez azonban tovabbi gondolatokra van sziikség. A Shapley-értéknél
alkalmazott eljarast kovetve, axiomatikus felépitést valasztunk, és egyszerre minden F'
osszkoltségfiiggvényre és T volumenvektorra hozzarendeliink egy p(F,z) arvektort.

A kovetkezs axiomakat kivanjuk meg e hozzarendeléstol.

1. Mértékegységfiiggetlenség. Térjiink at az eredeti mértékegységekrdl egy olyanra,
ahol az i-edik termék 1j egysége a régi \;-szerese: \; > 0, és az érték a régi u-szerese.
Példaul ha kg helyett tonnaban, és Ft helyett fillerben szamolunk, akkor a Ft/kg ar
helyetti fillér/tonna ar 100/1000 = 1/10 szeres lesz. Jelolje (\) a A;-elemekbdl &llo
diagonalis méatrixot. Ekkor azonossagként teljesiil

G(z) = p 'F((\a).
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Ezzel 6sszhangban megkoveteljiik a kévetkezs azonossagot:
P(G.7) = i A Yp(FLNE).

2. Additivitds. Tegylik fol, hogy az F' koltségfiiggvény két koltségfliiggvény, G és H
osszege: F(x) = G(z) + H(z). Ekkor az arvektor a két dsszetevs koltségfiiggvényhez
tartozo arvektor osszege: p(F,z) = p(G,z) + p(H,T).

3. Nemnegativitds. Az arvektor nemnegativ: p(F,z) > 0.

4. Nulla koltség—nulla dr. Tegyiik fol, hogy az i-edik art termelésének volumene
nem hat az Osszkoltségre: létezik olyan G(z1,...,2,-1,Zit1,. .. ,&y), amelyre

F(:Ula w3 li—15L4 5 Lip 1y - - 7:Cn) = G(xlv sy Li— 15T 41 - - - 7x’n)-

Ekkor az i-edik aru ara azonosan nulla: p;(F,z) = 0.

5. Homogenitds. Koltség szempontbol azonos termékek arai azonosak. Tegyiik fol,
hogy a i-edik termék y; és z; volument altermékre bonthato, de a teljes koltségfiiggvény
csak az Osszegiiktdl fiigg:

G(Il, ey Li—13Yi 925, L5414 - - - ,.’L‘n) = F(Il, ey Li—1,Y4 + ZiyLj41y - - ,.Tn).

Ekkor a két altermék ara is azonos: p; ,(G,z) = p; .(G,z) = p;(F,T).

Végiil a koltségmegosztasi feltétel.

6. Koltségmegosztds: p(x) -z =Y pi(x)x; = F(x).

Széamos, gyakorlatban alkalmazott arazési mechanizmus nem elégiti ki a fenti hat
kovetelmény egyikét-masikat. Példaul a hatarkoltségar altalaban nem tesz eleget a kolt-
ségmegosztasnak, az atlagkoltségar sérti a szimmetriat vagy a nulla koltség—nulla ar
kovetelményt. A repiilGjegyek arazasaban hasznalt APEX-mechanizmus sérti a szim-
metria és az additivitasi kovetelményt.

Latni fogjuk, hogy a hatar- és az atlagéar sajatos kombinacidja eleget tesz mind a hat
kovetelménynek. Ezt a koltségmegoszto arrendszert AS (Aumann—Shapley)-arvektornak
nevezziik, és képlete

L [ToF,
p(F,z) = ; %(m)dt.

14.3. tétel. Az AS-arvektor eleget tesz az 1-6. kiévetelményeknek.

Bizonyitas. Az 1-5. kévetelmény kovetkezik abbol, hogy a hatarkoltségar is eleget
tesz e kdvetelményeknek. A 6. kovetelmény beldtasdhoz a Newton—Leibniz-formulét és
a teljes derivalt képletét alkalmazzuk:

F(3) = F(z) — F(0) = /O Cii—];(ta‘;) =3 /0 gﬁ; (t7) dt.

Sokkal nehezebb azonban belatni a 14.3. tétel megforditasat.
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14.4. tétel. Csak az AS-ar eleget tesz az 1-6. kivetelményeknek.

Erdekes valoszintiségszamitasi hattér adhato az AS-arnak. Tegyiik fol, hogy az &
kereslet részletekben valosul meg. Példaul legyen m egy természetes szam, és bontsuk
fol x;-t m egyenls részre. Képzeljiik azt, hogy a keresletek egymésutan, véletlensze-
rien érkeznek, és minden rendelésnél az 1j rendelés altal okozott tobbletkoltséget kell
kifizetni. Legyen az i-edik termék egységéara a varhato érték. A nagy szamok torvénye
szerint a legtobb esetben a rendelések tigy oszlanak el, hogy a tébbletkoltségek a 0 és
az T pontot 6sszekdts atlo koriil helyezkednek el, és a varhato érték az AS-ar.

A szakasz végén megemlitek még egy kutatasi iranyt, amely meginditdsa szintén
Aumann nevéhez fliz6dik. Az atommentes jatékok és a versenygazdasig kapcsolatarol
sz016 Aumann (1964) cikk volt az elsd, amely a kontinuum szdmossagu fogyasztobol allo
modellben igazolta, hogy a versenygazdasagban az egyensily és a jaték magva egybeesik,
s ezzel elegansabbé tette Debreu—Scarf (1963) cikkét. Erre épiilt az atommentes jatékok
értékének elmélete, amelynek emlitett alkalmazésa a koltségmegosztas.
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FUGGELEK: DONTES KOCKAZAT MELLETT

A kockazat melletti dontés elmélete alapvetd szerepet jatszik a jatékelméletben. Ezért
ebben a fiiggelékben roviden vazoljuk ezt az elméletet, és bemutatjuk egy alkalmazasat.
Teljesebb leirast ad Varian (1992, 11. fejezet) és Mas-Colell et al. (1995, 6. fejezet).

A Neumann—Morgenstern-féle hasznossagfiiggvény

Foltessziik, hogy adott egy preferenciarendezés, amely nemcsak biztos dijakon, hanem
bizonytalan kimeneteli kockézatos dolgokon, szemléletesen a lottok halmazéan (jele L)
is értelmezve van. A fogyasztd p valdszintiséggel z-et, 1 — p valdszintséggel y-t kap,
szimbolikusan: pox + (1 — p) oy. A dij lehet pénz, aru, s6t lottd. Foltessziik, hogy
1) az 1 valosziniiségli nyeremény azonosithaté a biztossal, 2) a dijak felsorolasi rendje
k6z6mbos, és 3) a fogyasztod szaméara k6zombos a valoszintiségek ,csomagolasa’, azaz

go(pox+(1—p)oy)+(1—q)oy~(gp)ox+(1—gp)oy.

A tobbesélyes lotto visszavezethets a kétesélyes lottora. Lassuk pl. a hdromesélyes
lotto visszavezetését:

ox +

oy|+(1l-—p—g)oz
p+q p+q )

pow+qoy+(1—p—q)02~(p+Q)o(

Preferenciarendezések helyett gyakran egyszertibb hasznossagfiiggvényekkel dol-
gozni, kiilonosen akkor, ha a hasznossagfiiggvény egyszerd. Ezt az igényt elégiti ki
a varhatoé hasznossigon alapulé Neumann—Morgenstern-féle hasznossagfiiggvény, amely
a preferenciarendezéseket specialisan reprezentalja.

CELOK:

(i) Monotonitas a preferenciarendezés és az u hasznossagfiiggvény kozott:

Ha z > y, akkor u(x) > u(y).

(ii) (Varhato hasznossag). A kombinécié hasznossaga a hasznossagok kombinacioja:

u(por+ (1 —p)oy)=pu(z)+ (1 -puly).

(iii) A hasznosséagfiiggvény lényegében egyértelmii. Azaz, ha egy u hasznossagfiigg-
vény mellett van egy mésik U hasznossagfiiggvény, akkor U pozitiv lineéris fiiggvénye
u-nak:

U(z) = au(x) + 3, 8> 0.

Kiegészits axiomak:

C1. Zartsag. Azoknak a p valoszintiségeknek a halmaza, amelyekre poz+(1—p)oy >
z, zart. Ugyanaz pox + (1 — p) oy =< z-re.

C2. Fiiggetlenség. Ha két dij kozott a fogyaszto kozombos, akkor egy harmadik dij
azonos valoszintiségll hozzékeverése utén is fonnmarad a kézombosség:

Ha x ~ vy, akkor poxr+(l—ploz~poy+(1—p)oz.
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Megjegyzés. A zartsagi axioma technikai jellegi. A filiggetlenségi axioma
viszont a szoban forgd elmélet sarkkove, és kovetkezik (i)—(ii)-bél. Valoban, (ii) esetén
u(x) = u(y) ekvivalens u(pox+ (1 —p)oz) = pu(y) +u((1 — p) o z) egyenlséggel, tehat
a reprezenticié miatt C2 teljesiil. Ilyen axiémaval nem talalkozunk a hagyoményos
mikrookonomiai fogyasztaselméletben: két kozonséges fogyasztasi joszaghalmaz kozti
valasztas hatarozottan fligg egy harmadik joszag jelenlététsl: pl. teljes benzinhiany
esetén nem sokra megyiink az autoval. Nagy felttinést keltett, amikor Allais (1953)
kisérleti példat mutatott arra, amikor nem teljesiil a C2. axiéoma.

F.1. példa. (Allais-paradox, 1953.) Héarom pénzdij létezik — milli6 dollarokban
megadva 2,5; 0,5 és 0. Négy lottot mérlegeliink: 2, = (0; 1; 0), 2} = (0,1; 0,89; 0,01)
xo = (0; 0,11; 0,89), =4, = (0,1; 0; 0,90). Koriilbelill az emberek fele z;-et elényben
részesiti xj-sal szemben, de x,-t részesiti elényben xo-vel szemben. Ez ellentmond a C2.
axiomanak, mert =) = =3 + (0,1; —0,11; 0,01), k =1, 2. ]

Végiil még egy technikai jellegii axiéma.
C3. L-ben van legjobb és legrosszabb dij: b és w. Azaz minden x € L-re b = = > w.
Most méar kimondjuk az alaptételt.

F.1. tétel. (Neumann-Morgenstern, 1947.) Az axiomék teljesiilése esetén létezik
és lényegében egyértelmiien meghatarozott az NM-hasznossagfiiggvény.

Bizonyitasvazlat. Normaélas: u(w) = 0 és u(b) = 1. Konstrukcié: Legyen b >
z = w, ekkor C1. szerint létezik pontosan egy olyan p, valoszintiség, amelyre p, o b +
(1 —p.)ow ~ z. Ekkor (ii) folytan u(z) = p,u(b) + (1 — p,)u(w) = p,. Szamolassal
ellendrizhetd, hogy a szerkesztett hasznossagfiiggvény kielégiti a varhato hasznosséag (ii)
feltételét és az (i) monotonitast (F.1. feladat).

Az egyértelmiiség a kovetkezSképpen igazolhato: Legyen egy masik hasznosség-
fiiggvény U, ahol U(b) = v > U(w) = (. A varhato hasznossagfiiggvény tulajdonsa-
gat alkalmazva a fenti kombinaciora és rendezve: U(z) = p,U(b) + (1 — p.)U(w) =
u(z)y + (1 —u(2))f, azaz o = v — 3 esetén igaz a (iii) azonossag. ]

F.1. feladat. Ellendrizziik szamolassal, hogy a bizonyitasban megszerkesztett
hasznossagfiggvény kielégiti a varhaté hasznosséag feltételét és monoton!

Megjegyzések. 1. A varhatéo hasznossig tétele elsGsorban nagyon kényelmes
elemzési eszkoz. Mésodsorban megkovetelhetd, hogy okos elemzék gy rendezzék a
bizonytalan lehet&ségeket, hogy a valasztasok kielégitsék az axiomakat.

2. A bizonyitas nagyon hasonlit a Debreu-féle tétel bizonyitasdhoz, amely altaldnos
rendezések hasznossagfiiggvényel torténd reprezentélhatosagarol szol (Zalai, 1989, 5.
fejezet Fiiggeléke). A jelen tétel azonban 1947-bél szarmazik, Debreu-é pedig 1954-bdl!

F.2. példa. Nagyon j6 dolog autoval a hegyekbe menni, nagyon rossz dolog auto-
balesetben meghalni. Elméletiink szerint létezik olyan kicsi pozitiv baleseti valoszintiség,
amelynél kozombosek vagyunk a kévetkezs két lottod kozott: hegyek kozott autozva, au-
tobalesetben meghalunk, ill. otthon maradunk és TV-t néziink. ]
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Kockazatkedvelés vagy kockazatkeriilés

Az NM-féle hasznossagfiiggvény nem ekvivalens a pénzben kifejezett nyereséggel, hiszen
nem a varhato pénzre, hanem a varhato hasznossagra vonatkozik az additivitas.

F.3. példa. A lottojatékos alkalmanként 100 Ft-os biztos kiadassal jut hozza egy
olyan szelvényhez, amelynek varhato értéke kb. 30 Ft. Viszont a kis valdszintségi
nyeremény olyan nagy, hogy hetente tobb milli6, tobbé-kevésbé racionalis egyén vesz
lottot. 1

Definicié. Egy személyt kockdzatkedveldnek/kockdzatkerilonek neveziink, ha
elutasit /elényben részesit egy biztos pénzdijat egy olyan lottoval szemben, amelynek a
matematikai varhato értéke azonos vele:

pu(z) + (1 —plu(y) > u(pox+ (1 —p)oy): kockdzatkedveld,
pu(z) + (1 —p)u(y) <u(pozx+ (1 —p)oy): kockazatkerild.

A tovabbiakban kockazatkeriil6 egyénekkel foglalkozunk, hiszen a normélis esetek-
ben ez fontosabb, mint a maésik.

F.2. tétel. Egy dintéshozo akkor és csak akkor kockazatkeriils, ha az u hasz-
nossagfiiggvény szigortan konkav (u” < 0).

Bizonyitas.  Szigortan konkdv u fiiggvények egyik tulajdonsiga (a Jensen-
egyenlGtlenség) szerint két kiillonb6z6 x # y pontot Osszekotd hur végig a fliggvénygdrbe
alatt helyezkedik el: tetsz6leges 0 < p < 1 esetén

pu(z) + (1 = p)u(y) < u(pz + (1 —p)y).

Torténetileg az els§ (logaritmikus) hasznossagfiiggvény a kovetkezs feladatban je-
lent meg:

F.4. példa. A szentpétervari paradoxon (Daniel Bernoulli, 1735). Fej-vagy-irast
jatszunk addig, amig el6szor nem nyeriink. Az n-edik lépésben 2" a tét. A varhato
pénznyereség 1, de a varhato tékeigény végtelen. Ha a hasznossagfliiggvény konkav és
korlatos, akkor a jaték értéke véges. (]

Definicié. (Arrow és Pratt.) Ha w a fogyaszté gazdagsaga, akkor a kockdzatke-
rilés abszolut és relativ egyiitthatdja rendre
u//(w)

u!(w)

a(w) = — és r(w) = wa(w).

A kovetkezSkben bebizonyitjuk, hogy a(w) valoban az abszolut kockazattal kapcsola-
tos, (angolul: Absolute Risk Aversion, roviditése ARA). Tegyiik fol, hogy az u hasz-
nossagfiggvényd w gazdagsagiu fogyaszté egy p valdszintiségl x nyereményért a 1 — p
valoszintiségl y(r) maximalis veszteséget hajlando elviselni.
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F.3. tétel. a) A veszteség/nyeremény ardny a nulla hatarértéknél egyenld a
nyerési-valoszintiség /vesztési-valoszintiség aranyéaval:

b) Adott nyerési-valészintiség esetén a maximalis veszteség masodik derivaltja ara-
nyos a Arrow—Pratt-féle abszolit kockazatkertilési egyiitthatoval:

P

—(1 mp a(w).

y"(0) =

Bizonyitds. a) A kézombosségi feltétel szerint
pu(w +x) + (1 = plu(w —y(z)) = u(w).
Differencialjuk az azonossagot x szerint:
pu'(w+x) = (1 = p)u'(w - y(z))y'(z) = 0.

Lokalisan vizsgalodva (z = 0) adodik az elsé aranyossag.
b) Mégegyszer differencialjuk az azonossagot z-szerint és x = 0-t véve:

pu” (w) + (1 = p)u” (w)y'(0)* — (1 — p)u’(w)y" (0) = 0.
Behelyettesitve az 3’(0)-ra kapott képletet, adodik

7 _ pu”(w)
O =T v

Példak kovetkeznek allando kockazatkeriilési egytlitthatos hasznossagfiiggvényre.

F.5. példa. Allando abszolit kockazatkeriilési egyiitthatos (CARA) hasznossag-
fiiggvény: u(w) = Ae™7". ]

F.6. példa. Allandé relativ kockazatkeriilési egyiitthatos (CRRA) hasznossagfiige-
vény: u(w) = Ao lw, hao < 1,0 #0 és u(w) = Alogw, ha ¢ = 0. (Ha u(w)-t nem
szoroznank be o~ !-gyel (vagy o-val), akkor o < 0-nal u(w) cstkkend fiigvény volna!) g

Megjegyzés. Ha nincs kockazatvallalas (o = r(w) = —o0), akkor megsziinik az
additivitas, elttinnek a valoszintiségek és u(z,y) = min(z,y).
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Biztositas

Talan a biztositas a legegyszertibb példa a kockazatkeriilésre. Biztositasi modelliinkben
egy lgyfél eredeti jovedelme w, amelyet a p valészintiségii baleset w —c¢ < w-re csokkent.
Mivel az tigyfél hasznossagfiiggvénye W(w,w — ¢) = pU(w — ¢) + (1 — p)U(w), és U
konkdv, az iigyfélnek érdemes a balesetmentes jovedelmét csokkentenie, hogy baleset
esetén megmaradd jovedelmét novelje. A biztosité kozombos a kockazattal szemben,
szaméara csak az fontos, hogy ne veszitsen az {izleten (tokéletes verseny és nulla koltség).
A b biztositasi dij ellenében a balesetet szenvedd tigyfél k Osszegti kartéritést kap, igy a
biztositott fél feltételes jovedelme w — b és w — ¢ — b+ k. Az ligyfél optimalizal: olyan
k-t valaszt, amelynél W (w — b,w — ¢ — b+ k) maximalis. Biztositéasi dij: b = pk.
Teljes biztositdsrol beszéliink, ha k = c.

F.4. tétel. Teljes biztositasnal a biztositott biztosan megkapja a biztositasnélkiili
jovedelmének varhaté értékét, joléti vesztesége minimalis.

Bizonyitias. A Jensen-egyenlGtlenség értelmében W(w — bw — ¢ + (1 — p)k) =
pU(w—c+(1=p)k)+(1-p)U(w—pk) < Ulp(w—c+(1-p)k)+(1—p)(w—pk)] = U(w—pc),
ahol a W minimumhelye w — ¢+ (1 — p)k = w — pk, azaz k° = c.

Megjegyzések. 1. A valosidgban a biztositasnak van koltsége (d), s6t u normal-
profitot is kell hoznia, ezért az altalanos esetben b = pk helyett b = (pk + d)(1 4 )
all.

2. Nagyon gazdag embernek vagy intézménynek (allamnak) nem érdemes bizto-
sitast kotnie viszonylag kis karokra (példaul az osztrak allamnak a Burgra, a Hunga-
rocamionnak a jarmiiveire), mert a biztositd6 haszna nagyobb lenne, mint a kockéazati
veszteség.

3. A biztosités ténye és a kartérités Osszege novelheti a baleset valoszintiségét (p
novekvo fiiggvénye k-nak), ezért a probléma bonyolultabb: célszerti lehet csak részleges
biztositast nyujtani, k < c. Ezzel a kérdéssel az informéaciogazdasagtan foglalkozik (vo.
a 7. pont vége).

Kritika

Allais kovetve, tobb kutaté ramutatott olyan esetekre, amikor a Neumann—
Morgenstern-axiomak nem teljesiilnek. FEzen iranyzat leghatasosabb képviselGjét,
Kahnemann-t (megosztott) kozgazdasagi Nobel-dijjal jutalmaztak 2002-ben. Legne-
vezetesebb cikke Kahnemann—Tversky (1979), Kahnemann szerzétarsa, Tversky méar
korabban elhunyt.) Magyar nyelven j6 6sszefoglalast ad Es6—Loranth (1993) és Hamori
(2003).
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FELADATMEGOLDASOK

1.1. feladat. Lasd 1.2. feladat megoldasat.

1.2. feladat. a) A (H,H) par nem egyensily, mert hozama pl. az 1. szamara
-3, s ha egyoldaliaan eltér téle, azaz K-t valasztja, akkor hozama 0-ra ng. A (K,K) par
sem egyenstuly, mert hozama pl. az 1. szdméra 1, s ha egyoldalian eltér téle, azaz H-t
valasztja, akkor hozama 2-re ng. Viszont a (H,K) és a (K,H) par mindegyike Nash-
egyensuly. Pl. ha (K,H)-t6l az 1. jatékos eltérne, akkor hozama 0-rél —3-ra csokkenne;
ha a 2. jatékos térne el, akkor pedig annak hozama 2-rél 1-re esne.

b) Tegyiik fol, hogy az 1. a Hajt stratégiat £, a Kitér stratégiat 1 —¢ valoszintiséggel
valasztja; a 2. pedig n, ill. 1 — 7 valészintséggel. Ekkor

ur(§n) =&n-(=3)+&1—n) -2+ (1-En- 0+ (1 -1 —n)-1=—-4n+&—n+ 1

Derivalva & szerint: u; ¢ = —4n+ 1, n* = 1/4-nél 0, tehat ott u;-nek lokalis és globalis
maximuma van. Szimmetria miatt £* = 1/4-ben us-nek lokalis és globalis maximuma
van.

c) Csak akkor van halal, ha mindkét jatékos egymastol fiiggetlentil H-t jatszik,
ennek valoszintisége *n* = 1/16. Az életben maradasé tehat 15/16.

d) wvi(H,K) = 2, uy(K,H) = 0 és 16u1(§*m*) = —3+3-24+0+3-3-1, azaz
ur(&*,n*) =12/16 = 3/4.

1.3. feladat. Trivialis. A kevert stratégia (1/3, 2/3), vo. 1.2. feladat.

2.1. feladat. Az 1. jatékos haszna az s} déntés esetén nagyobb, mint az s? dontés
esetén — ha a 2. jatékos dontése s}, akkor uil > u2l; ha a 2. jatékos dontése s3, akkor
U%Z > u%2.

A 2. jatékos haszna az s5 dontés esetén nagyobb, mint az s3 dontés esetén — ha az
1. jatékos dontése si, akkor uil > ui?; ha az 1. jatékos dontése s7, akkor u3l > u3?.

2.2. feladat. Ha akarmelyik jatékos tobbet kér, mint 100, akkor 100-ra csokkentve
az igényt nem jar rosszabbul. Tegyiik tehat fo6l, hogy mindkét igény 0 és 100 kozott van,
megengedve a szélsé értékeket.

a) Az 1. jatékosnak nincs szigorian domindlt stratégidja, mert ha a 2. jatékos
100-at kér, akkor az 1. 0-t kap, fiiggetleniil attol, hogy mit lépett. Ugyanigy a 2.-re.

b) Ha az 1. jatékos O-t kér, azt ,gyengén dominalja” az 1 Ft-os kérelem, mert az
alternativ esetben az 1. jatékos csak az ellenfél 100-as igényénél kapna 0-t, egyébként
1-et kap. Szimmetria miatt ugyanez igaz a 100-as igényre. A t6bbi eset nem gyengén
dominalt, mert az x igény (x = 1,..., 99) szigortian a legjobb valasz a 2. jatékos 100 —x
igényére.

¢) Ha van dominans stratégia, akkor minden mas stratégia dominéalt.

3.1. feladat. a) Az 1. jatékos haszna az s} dontés esetén nagyobb, mint az s?
dontés esetén, amikor a 2. jatékos dontése si: uil > uil.

A 2. jatékos haszna az s} dontés esetén nagyobb, mint az s3 dontés esetén, amikor
az 1. jatékos dontése si: udl > ui2.

b) Igen, mert a 2.1. feladat négy feltétele koziil csak kettének kell teljesiilnie: vo.

a).
¢) v1 = min; max; uf = min;{ui!, max{ui?u??}}, azaz ui! > ui? uf?.
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3.2. feladat. Nash-egyensly: (z,100—z), z =0, 1,..., 99, 100, mert x és 100 — z
egymésra a legjobb valaszok. Kozvetleniil: ha rogzitjiik a 2. jatékos igényét: 100 — x,
akkor az 1. jatékos x-nél tobbet kérve 0-t kap, x-nél kevesebbet kérve x-nél kevesebbet
kap, tehat rosszul jar, s ugyanigy a 2.-re. (Figyelem: gyengén domindlt stratégiapar is
lehet Nash-egyensily, bar csak elfajult egyenstly.)

3.3. feladat. Legyen a kétszemélyes jaték a kovetkezs: S; = So = S, uy(z,y) =
—|x — f(y)|, ua(z,y) = —|z — y|. Létezik a Nash-egyensuly: (z*,y*). A 2. jatékosnal a
legjobb valasz y = x, az 1. jatékosnal = = f(y).

3.4. feladat.* a) ff >0, Z;n:ll ff = 1. Ha o a fiiggvény fixpontja, akkor rendezés-

sel gf = a{ >, g¥. Ha o nem volna Nash egyensily, akkor alkalmas i-re Y, g¥(o) > 0
J

lenne, azaz o] > 0 és gg > 0, azaz ui(sg,a_i) > u;(0;,0_;) ekvivalens lenne, de ez
ellentmondana u;(0,0-;) = 3_; ui(s],0-;)0]-nek.
b) Az f fiiggvény az S kompakt és konvex halmazon folytonos, az S szimplexet

onmagaba képezi le, és a Brouwer-féle fixpont-tétel értelmében van fixpontja: ¢° =

f(@°).

4.1. feladat. a) Cournot-egyensiuly. Az 1. jatékos nyeresége m1(q1,q2) = (1 —c1 —
¢1 — q2)q1. Derivéalva q; szerint és nullava téve a derivaltat: m 4,(q1,92) =1 —c1 —q2 —
2g1 = 0, rendezve: 2q1 + g2 = 1 — ¢1. Szimmetria miatt: ¢ + 2¢2 = 1 — c3. Megoldva
az egyenletrendszert:

. 1—261—}-02
B 3

. 1—2CQ+01

*

q1

s q

A feladat koézgazdasagilag csak akkor értelmes, ha mindkét vallalat kibocsatasa pozitiv:
2¢1 —cg < 1 és 2¢o — ¢ < 1. Szimmetrikus esetben ¢ = ¢o < 1.

b) A
, _l—ca—q
4 = 9
legjobb-valasz fiiggvény kontrakcio, A > 1/2-del.

4.2. feladat. Az 1. jatékos nyeresége m1(q1,q2) = (1 — (g1 + q2)?)q1. Derivélva ¢
szerint és nullava téve a derivaltat: m 4, (¢1,92) = 0. Bevezetve a QQ = g1 + ¢2 jelolést és
rendezve: —2Qq; + 1 — Q? = 0. Szimmetria miatt: —2Qqs + 1 — Q? = 0. Megoldva az
egyenletrendszert: q1 = g2, Q = 2q, tehat —4¢> +1 —4¢> =0, azaz ¢} = ¢4 = 1/\/§

, , _l-—c-—aq
& =

4.3. feladat. Legyen p; és po az x1-ben és xo-ban elhelyezkeds elado altal szabott
ar és v a fajlagos kozlekedési koltség. Az x-ben tartozkodo vevs koltsége py + J|x — 21|,
illetve po + ¥z — x| lenne, aszerint hogy melyik eladohoz megy. Mivel optimalizél, a
kisebb koltségii helyre megy. A kozombos vevs helyét a py +9|x* — x1| = po +9|z* — x9|
egyenlet hatarozza meg, feltéve, hogy z* € [0, 1]. Az x = 0-ban levs vevs akkor vasarol a
kozelebbi eladotol, ha p1+9x1 < po+ixe, azaz p1—ps < J(ra—2x1). Szimmetria miatt az
x = 1-ben levs vevs akkor vasarol a kozelebbi eladotol, ha py +9(1—xz1) > pa+9(1—x2),
azaz ps — p1 < V(xg — x1).

Tehat a k6zombos vevs a két fagylaltos kézott helyezkedik el:

PR -t 2 + Yz — 1)
299
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Ennek figyelembevételével kiszamithaté a két eladé haszna és attél kezdve a
Bertrand-modell alkalmazand6. Az arak

(24 21 + x2)0 ) (4— 21 —x2)0

—= eés ==
p1 3 b2 3

Erdekes, hogy ez az elemzés csak lokalisan érvényes, és ha a két fagylaltos kizel van
egymaéshoz, akkor nincs tiszta Nash-egyensily (Rasmusen, 1989).

4.4. feladat. A 4.1. példa szerint 275 (n) > 7} (n + 1), ha n > 2 és egyenldség all,
han =2

5.1. feladat. TetszGleges korlatos és folytonos fiiggvényre igaz, hogy

max min u(sq,s2) < min max u(sy,S2).
51€51 52€852 ( b 2) T 52€52 51€51 ( b 2)
A tulajdonképpeni feladat az ellentétes iranya egyenlGtlenség igazolasa.
(5.3) értelmében
min u(sy,s2) > u(sy,sy) > u(s1,s5).

52

Vegyiik a kifejezések maximumat s; szerint:

max min u(sy,s2) > maxu(sy,ss),
s1 S2 s1

ahol a méasodik kifejezés nyilvanvaloan legalabb akkora, mint ming, maxg, u(s,$2), azaz
igazoltuk az ellenkezé irdnyu egyenlGtlenséget is.

5.2. feladat. Legyen £ és n annak a valészintisége, hogy az 1., illetve a 2. orszag
A-ba kiildi a harci egységét. Ekkor u({,n) = va&(l —n) + vp(l — &)n az 1. orszag
hasznosséagfliggvénye. u(&,n) = va€ — [va€ + vp(1l — &)]n miatt az n szerinti szélsGérték
akkor lép fel, ha va&+vp(1—¢&) =0, azaz £* = vp/(va+vp). Szimmetria okokbodl n* =
va/(va+wvp). Tehat a tamadonak a kisebb értéki objektumot nagyobb valoszintiséggel
érdemes tamadnia, a védelemnek viszont kisebb valészintiséggel érdemes védenie.

5.3. feladat. Legyen
1 0
U= (1 0).

Ekkor az (1, 1) stratégiapar Nash-egyenstly, a jaték (egyik) értéke 1. A (2, 1) stratégia-
par viszont nem Nash-egyenstly, hiszen a 2. jatékosnak érdemes ekkor a 2. stratégidjat
valasztani, hiszen ekkor —1 helyett 0-t nyer.

5.4. feladat. Legyen az LP feladat primal megoldésa x, a dual megoldésa pedig
y. Legyen A =1/(1x + 1y + 1), s = Az és r = \y. Ekkor a z = (s,r,\) vektor kielégiti
Pz <0 feltételt.

6.1. feladat. Valoban, (e2,e5) Nash-egyenstly, de barmely olyan kezdgértékre,
amelyre x1 9 > 0, limy_ oo 21 (t) = 1. ]

7.1. feladat. a) Az 1. vallalat nyeresége m1(q1,q2) = (1—c1 —q1 —q2)q1. Mivel a 2.
vallalat kibocsatésa linearisan szerepel a profitfiiggvényben, a varhato profit a varhato
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kibocsatastol, Eqy = (gz + ¢2)/2-t61, fiigg. Adottnak véve a 2. vallalat dontésének
varhato értekét, Emi(q1,q2) = (1 —c1 — Eq2)q1 — ¢3. Derivalva q; szerint és nullava téve
a derivaltat: Emy 4, (¢1,92) = 1—c1 —Eqga—2¢1 = 0, rendezve: ¢1(c1) = (1—c1 —Eqg2)/2.
Varhato értéket véve ¢ szerint: Eqp = (1—Ec—Eqy)/2, rendezve: 2Eq; +Eqgy = 1—Ec.
Szimmetria miatt: Eq; +2Eq¢, = 1 — Ec. Megoldva az egyenletrendszert: Eq; = Eqs =
(1 — Ec)/3. Visszahelyettesitve:

1—01—1_TEC  2—-3c1 + Ec
2 B 6 '

qi(c1) =

Ugyanez ¢z (c2)-re.

b) A kozgazdasagi feladatnak csak akkor van értelme, ha az ar, a kibocsatasok és
a profitok egyarant pozitivak. A maximalis profitok pozitivak, ha az ar pozitiv. Az ar
akkor és csak akkor pozitiv (megfelelGen kicsi pozitiv kibocsatasokra), ha ¢ < 1. Pozitiv
arak esetén a kibocsatasok is pozitivak.

7.2. feladat. Elegendd a két legtobbet igérs jatékost vizsgalni. vy > vs, by, bo. Ha
b1 > by, akkor u; = vy — by és us = 0. Ha by < by, akkor us = vo — by és u; = 0. Egyik
jatékosnak sem érdemes foliiligérnie, mert szavan fogjak, és vesztességel rajta ragadhat
az aru. Egyik jatékosnak sem érdemes alaigérni, hiszen a gyGztesnek is csak a méasodik
legnagyobb ajénlatot kell kifizetnie, viszont az alaigér6tsl ,elhappolhatjak” a targyat.

7.3. feladat. A 7.2. tétel bizonyitasatol két ponton tériink el: egyrészt a jatéko-
sok szama csupan 2, masrészt az értékek eloszlasa nem egyenletes, hanem F(v) = v®.
Kovetve és modositva az ottani érvelést: P(by > be) = F(v1)* = F(V(b1)), azaz,
u1(b1,b2) = F(V(b1))(v1 — b1). Elhagyva az indexet, ekkor u(b) = F(V(b))(v — b),
amelyet b szerint derivalva adodik a maximumfeltétel:

u'(b) = F'(V(b))V'(b)(v = b) = F(V(b)).
Végiil v = V(b)-t behelyettesitve a maximumfeltételbe
FI(V(O)V'(b)(V(b) = b) = F(V (D).
Felhasznélva, hogy F'(v) = av®~1, adédik, hogy
aV'(b)(V(b) — b) = V(b).
A differencialegyenletet megoldva megkapjuk az egyensilyi fiiggvényt: V(b)) =1+ 1/ab

8.1. feladat. Stackelberg-egyensily. A kovetd vallalat reakciofiiggvényét mar
a Cournot-egyensulynél (4.1. feladat) meghataroztuk: g2 = (1 — c2 — ¢1)/2. Behe-

lyettesitve m1(q1,q2) = (1 — ¢1 — ¢1 — g2)q1-be a reakciofuggvényt: m1(q1,92(q1)) =
(1 —q1 + c2 — 2¢1)q1 /2. Maximumnal a szorzat két tényezdje egyenld:

s 1—201+CQ

1 + 201 - 302
a; ) ) -

tehat o 1

A feladat kozgazdasagilag csak akkor értelmes, ha mindkét vallalat kibocsatasa pozitiv:
2c1 —cg < 1 és 3¢y — 2¢1 < 1. Szimmetrikus esetben ¢; = o < 1.
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8.2. feladat. Visszafelé kell megoldani a feladatot. Legyen T' = 2K péros szam
az alku id6tavja. Legyen rendre x; és 1 — x; a t-edik id6szakban az 1. és a 2. jatékos
megajanlott része. A 8.6. példa logikajat kovetve t = 2k-edik péaros idGszakban az 1.
jatékos tesz ajanlatot: x;. Az el6z6, t — 1 = 2k — 1-edik idGszakban a 2. jatékosnak
elegendd, ha csak axs-t ajanl, tehat maganak megtartana 1 — axs-et. Az ezt megel6z6,
t — 2 = 2k — 2-edik idGszakban az 1. jatékosnak elegendd, ha csak (1 — auxy)-t ajanl
a 2. jatékosnak, tehat maganak megtartana 1 — G(1 — axy)-et. Tehat yx = zop jelo-
léssel, yp—1 =1 — (1 — ayr) = 1 — f + afy. Elsérendi linearis differenciaegyenletet
kaptunk, amelynek fixpontja y° = (1 — 3)/(1 — af). Az §r = yr — y° eltérésvaltozo be-
vezetésével yr_1 = afyr homogén egyenletet kapjuk, amely egyszerti mértani sorozat:
9o = (aB)X ik, azaz jeldlve az idétavot is: yo(2K) = y° + (aB)K (1 — 4°).

Végtelen idészakra térve yo(oo) = y°. Belathato, hogy mas megoldéas nincs (Ru-
binstein, 1982).

9.1. feladat. A 9.2. tételben u;(s*) = —2, u;(5) = 2 és uP = 3. Behelyettesitve:
Biz(3-2)/B-(-2) =1/5

12.1. feladat. v({1}) = v({2}) =2/3 és v({1, 2})=1.
12.2. feladat. Atrendezve: Igazolando

v(S)—v(SNT) <v(SUT)—ov(T).

Legyen {i1,...,ip} = SN (N\T). Ekkor {iy,...,ip} = (SUT)NT. Felirva a bizo-
nyitando6 egyenlStlenség mindkét oldalat a hatarhozzajarulasok teleszkoposszegeként, és
alkalmazva a jaték konvexitasanak eredeti értelmezését, adodik az allitas.

13.1. feladat. b) Legyen W a vétojatékosok halmaza, és V = N\W. Tegyiik fol,
hogy a jatéknak nem iires a magva, pl. az x elosztés eleme. Irjuk fol a hatékony elosztas
definiciojat W-re: x(W) > 1. Mivel v(NN) = 1 és a fiiggvény szuperadditiv, z(V) = 0.
a) Ha W {ires, akkor V' = N, ellentmondas a z(N) > v(N) kovetelménnyel.

13.2. feladat.

13.3. feladat. Indirekt. Tegyiik fol, hogy az 1. és a 2. fogyasztéonak mind a
kezdsGkészlete, mind a hasznossagfiiggvénye azonos: w1 = ws és u; = ug, de az optimalis
elosztasa kiilonbozs: =] # x5. Modositsuk az elosztasokat: x1 = zo = (2] + x5)/2.
A koltségvetési feltétel valtozatlan marad és a konkavitas miatt az 4j hasznossagok
szigorian nagyobbak, mint a régiek.

14.1. feladat.

v({1, 2}) +v({1, 3}) — 2v({2, 3}) + 2
3 )

1(v) = stb.

14.2. feladat. A mag (0, 0, 1), a Shapley-érték pedig (1/6, 1/6, 2/3).

14.3. feladat. Szamitsuk ki a hatarhozzajarulasokat egy tetszéleges T' C N rész-
halmazra. A jaték szerkezete miatt d;(1") = v(T")—v(T'\{i}) altalaban nulla, kivéve, ami-
kor 1-0=1 alak 1ép fel, ha S\T' = {i}. Ez |S|-féleképpen teljesiilhet, tehat p;(v) = 1/]S|
és 0 egyébként.
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14.4. feladat. Kétszemélyes jaték Shapley-értéke v({A}) = 1, v({B}) =
v({A, B}) = 3 mellett

wa(v) = v({4}) +v({A, B}) —v({B}) _1+3-3 1

2 5 :

) op(v) = LUBD F oA, BY) —o({Al) _ 3+3-1_ 5
2 5 5

F.1. feladat. a) Legyen z = pox+ (1 —p)oy. Legyen p, és p, olyan valosziniiség,
amelyre u(x) = py és u(y) = py, azaz pyob+ (1 —py)ow ~ x és pyob+ (1 —py)ow ~ y.
A kombinalasi szabaly szerint z ~ p(py ob+ (1 —pg) ow) + (1 —p)(py o b+ (1 —
py) ow) = (ppz + (1 — p)py) o b+ (p(1 — pz) + (L — p)(1 — py)) o w. ,Visszairva™
u(z) = ppe + (L — p)py = pu(z) + (1 — p)u(y).

b) Legyen = > y. Ahhoz hasonldéan, amit az F.1. tétel bizonyitasaban lattuk,
igazolhato, hogy létezik olyan 0 < p < 1, amelyre y ~ poxz + (1 — p) o w, azaz

uly) = pulx) < ulx).
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