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ELOSZO

Ezt a jegyzetet a BME alkalmazott matematikus szakos hallgatéi szamara készitettem.
A torzsanyagot Hall-Taylor (1997) konyve alapjan irtam. Akinek van pénze, annak ér-
demes beszereznie magat a konyvet, vagy mas makrookonémiai tankonyvet: a frissebb
Mankiw (1999)-t vagy Mellar (1998), Meyer—Solt (1999) és Pete (1997) magyarul, és
Burda—-Wyplosz (1997) angolul. A fliggelékekben haladottabb matematikai modelleket
mutatok be. Aki ezeket részletesebben kivanja tanulményozni, annak az irodalom-
jegyzékben megadott forrasok mellett ajanlom sajat munkaimat: Simonovits (1998) és
(2002).

Ebben a jegyzetben probalom osszefoglalni a legfontosabb tudnivalokat. Tekintet-
tel a hallgatosag matematikai el6képzettségére, ahol lehet, képletekkel dolgozom. Fi-
gyelembe véve, hogy Magyarorszagon éliink, igyekszem magyar példakat is hozni.

A szerzdk legfontosabb abrait csatolom és magyar adatokkal egészitem ki.

Sajat érdeklédésemet kovetve réviden vazolom a makrookonémiabol kihagyott de-
mografiat és nyugdijrendszereket. Mivel vildgrengets idSket éliink, a megfelels helyeken
kitérek a 2008-ban kezd6d§ vilagvalsagra.

Reményeim szerint a jegyzetet a tovabbiakban tokéletesitem, ezért is minden meg-
jegyzést szivesen veszek.

Budapest, 2012. januar

Simonovits Andras
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I. RESZ. A MAKROOKONOMIA ALAPJAI

A makrookonomia a kozgazdasagtannak az az aga, amely arra keresi a valaszt, hogy mi-
ért és hogyan nd, ingadozik és valtozik a gazdasag idérol idére. A kozgazdasagtan méasik
aga a mikrookonomia, amely az egyéni fogyasztok, vallalatok és a piacok viselkedését
tanulmanyozza. Ami a mikrodkonémiaban adott (arak, jovedelmek, foglalkoztatas), az
a makrookonomidban megmagyardzando. Elvileg a makrodkonémiidnak a mikrookono-
miéra kellene épiilnie, ez azonban ma még(?) inkabb vagy, mint valosag.

1. A makrogazdasag

1.1. A makrogazdasag teljesitménye

Vesstink elGszor egy pillantast néhany jellegzetes EU-27 orszag 2008. évi teljesitményére.
Az 6sszehasonlitéas figyelembe veszi az egyes orszagok valutainak kiilonb6zd vaséarloere-
jét.

A. tablazat.
Néhany europai orszdg eqy fore juto dssztermelési mutatdja, EU-27=100, 2008.

Ausztria Gorogorszag Szlovénia Magyarorszag  Lengyelorszag

123 94 80 64 56

Ez a sorrend valtozik, példaul Magyarorszag sokaig fejlettebb volt, mint Gorogor-
szdg. A makrogazdasagok hosszu tavon évi néhany szazalékos iitemben nének, révid-
és kozéptavon azonban csokkenhetnek. Példaul 1929-33 kozott a Nagy Valsag idején az
egész vilagon a kibocsdtds (GNP=Gross National Product) 10-40%-kal visszaesett, és
évek kellettek ahhoz, hogy kiillonbo6z6 orszagokban a termelési mutatok visszatérjenek a
korébbi cstcsokhoz. (Hall-Taylor, 1.1. és 1.2. abra.) Ugyanez tortént a volt szocialista
orszagokban az 1990-es években és szerte a fejlett vilagban 2008 &szétsl kezdve. Az
egy-két éves visszaeséseket recesszionak nevezziik, ilyenek 2002 koriil voltak legutobb.

1. és 2. 4bra

A foglalkoztatottsag tobbé-kevésbé kiveti a kibocsatas alakulasat, azonban a munka
termelékenysége folyamatosan né. (Hall-Taylor, 1.3. abra.) Példaul Magyarorszagon
1999-ben kb. 25%-kal kevesebb dolgozo allitott eld ugyanannyit, mint 1989-ben, azaz
a munkatermelékenység kb. 33%-kal nétt tiz év alatt, azota ez a szam jelentGsen, kb.
25%-kal tovabb nétt.

3. abra

A makrogazdasag méasik fontos mutatoja az infldacids ttem, azaz az atlagos arszin-
vonal évi valtozasi iiteme. Az inflaciot figyelmen kiviil hagyé mutatokat a nomindlis, az
inflacioval kiigazitott mutatokat a redl jelzével nevezziik. (Hall-Taylor, 1.4. abra.)

4. abra

Ugyancsak fontos mutato a kamatlab, amely a hitel, illetve a kolcson utén fizetett
dij. Az inflaciot figyelmen kiviil hagyé mutaté a nomindlis kamatlab, az inflacioval
kiigazitott mutato a redlkamatldb. (Hall-Taylor, 1.5. &bra.)

1



5. abra
A piacgazdasagokban a pénz mennyisége fontos szerepet jatszik, szintén nominéalis
és real valtozatban.

1.2. A hosszt tava novekedés magyarazata

A gazdasag megértésének elsé lépése a hosszu tavi novekedés megértése. Teljes foglal-
koztatottsagot feltételezve, hogyan hat a téke, a munka és a technikai fejlédés a kibo-
csatasra. Alapfeltevés, hogy az arak hosszu tavon rugalmasak, és a gazdasag dinamikus
egyensilyban van. Az aggregalt kereslet (adott viszonyok mellett Gsszegzett kereslet)
csak az arszinvonalra hat, a kibocsatéast a potencialis GNP adja. (Révid tavon azonban
az arak ragaddsak, ezért a gazdasag rovid tavon nincs egyenstulyban.)

1.3. Az ingadozasok magyarazata: a teljes modell

A gazdasagot idénként sokkok érik: csokken/né a fogyasztok kereslete, a vallalatok be-
ruhazasa vagy az allami kiadas, esetleg ugrik a kéolaj ara (pl. 1999-és 15 dollaros
mélypontrol 2008 nyaran mér 140 dollar folé ugrott, majd a valsag hatasara 70 dol-
larra zuhant). Rovid tavon az arakat merevnek vessziik, és ebbdl hatarozzuk meg a
kibocsatast (Keynes, 1936).

1.4. Gondolati aramlatok a mai makrodkonémiaban

A Eklasszikus makrodkonomia a kereslet-kinalat eszkozét alkalmazza az egész gazdasagra.
Alapvetd felismerése, hogy az aggregalt keresletet stabilan kell tartani. Az 1970-es évek
valsaga folrobbantotta a makrockonomiai egyetértést. A monetaristdk szerint a pénz
mennyiségét a termelékenységet kovetve stabilan kell novelni, s akkor nincs inflacio. Az
ugklasszikusok szerint a véletlen ingadozasoktol és tévedésektsl eltekintve a gazdaség
mindig egyenstlyban van, ezért az allamnak passzivnak kell maradnia. A keynesi iskola
szerint az ingadozasok kilengése tigyes korméanyzati politikdval tompithat6. A mostani
valsag hatasara a hagyomanyos keynesi nézetek 1j erére kaptak. (Az USA-ban az dllami
jelzé az 50 tagallam valamelyikére vonatkozik, a szovetségi dllam helyett kormdnyzatot
mondanak.)

2. A gazdasagi teljesitmény meérése: kibocsatas és jovedelem

Hogyan mérjiik az 1. fejezetben bevezetett valtozokat?
2.1. A brutté nemzeti termék (GNP)

Az 1.1. alfejezetben elmondottakat pontositva, létezik folydaras (nominéalis) és allando-
aras (real) GNP. Emellett a GNP-t haromféleképp mérhetjiik: kiadas, termelés és jove-
delem oldalrol.

2.2. A GNP kiadasi oldala

Brutt6 nemzeti termék = Fogyasztas +Beruhézas + Kormanyzati kiaddsok + Netto
export.
Angolul: GNP = Consumption+Investment+Government purchases+Net export.
Képletben:
Y=C+1+G+X.



A fogyasztds a haztartéasok altal adott idGszakban elkoltott jovedelem. Hérom cso-
portja van: tartoés javak, nem tartos javak és szolgaltatasok. A beruhdzds adott idGszak-
ban a vallalatoknak épitményekre, berendezésekre és készletekre forditott kiadasa és a
héztartasoknak a lakasépitésre forditott kiadésa.

A tékedllomdny a korabbi beruhazasok eredményeképpen létrejott és fennma-
radt termels tGke teljes mennyisége. Ha megbecsiiljiik a tékeallomany évi kopasat,
az amortizdciot, akkor a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk: Tdékedllomany az adott év-
ben=T¢kedllomény az el6zé évben-+Beruhazas—Amortizacidé. Matematikai jelolésekkel:

Kt - Kt—l —|— It - At-

(Valojaban sok beruhazas tobb évre elhuzodik, ezért meg kell kiilonboztetni az
adott évben inditott beruhazasokat, az éves beruhazasi teljesitést és az adott évi tizembe
helyezéseket.)

Az export aruknak és szolgaltatdsoknak kiilfoldre valo kivitele. Az import &ruknak
és szolgaltatasoknak kiilfoldrsl valé behozatala. Nettd export az export és az import
kiilonbsége, mas néven: kiilkereskedelmi egyenleg.

Altalaban a GNP-nek kb. 2/3-3/4-e fogyasztas, 1/3-1/4-e beruhdzas. Az export,
illetve az import ardnya az orszag nyitottsdgat fejezi ki, de persze ez utdbbi fligg az
orszag méretétdl is: minél kisebb egy orszag, annal nyitottabbnak kell lennie.

Nézziik a kiilkereskedelem szerepét. Példaul az USA 2008. évi (juliustél juniusig
szamitott) kiilkereskedelmi mérlege negativ, a hidny oriasi; 836 milliard dollar. Mivel az
USA-nak kb. 300 milli6 lakosa van, az egy fére jutoé hiany majdnem 3000 dollar, a GDP-
nek tobb, mint 6%-a. A fizetési mérleghiany a valsig hatésara szinte megfelez6dott.
Magyarorszagon 2007-ben a fizetési mérleg hidnya szintén hatalmas volt, de a valsag
hatasara szinte eltiint, a hitelez6k nyomasara el kellett tiinnie (B. tablazat lejjebb).

2.3. A GNP megkozelitése termékoldalrol

Ha az egész gazdasag éves teljesitményét akarjuk mérni, nem szabad egyszertien Gssze-
adni a kiilonbo6z6 vallalatok brutté kibocsataséat, mert akkor egy dolgot tobbszor sza-
molnank. Példaul az autdogyartasnal a gumi értékét figyelembe vennénk a nyersgumi-
gyartasban, az abroncsgyartasban, az autogyartasban és az autdeladasban. Ha viszont
a nettd kibocsatasokat adjuk oOssze, akkor mindent csak egyszer szamoltunk, s ez az
értelmes eljarés.

2.4. A GNP megkozelitése jovedelemoldalroél

A termelés folyaman hozzaadott értékért az erdforras tulajdonosok ellenszolgaltatast
kapnak, a t&kések profitot és a munkasok bért. Ezekbdl is kiadodik a GNP, mas kifeje-
zéssel: nemzeti jovedelem. Hasonléan a beruhézas-fogyasztis megoszlashoz, a profit-bér
megoszlas is kb. 1/4-3/4.

Megjegyezziik, hogy a GNP-nél talan még gyakrabban alkalmazzidk a GDP-t, Gross
Domestic Product, brutté hazai terméket, amely foldrajzi, nem tulajdonosi alapon sza-
mol. Tehat, ha egy francia véllalatnak van egy német leanyvallalata, akkor a német
vallalat hozzaadott értéke a német GDP-hez, de a francia GNP-hez tartozik. Burda—
Wyplosz (1997, 2.1. tablazata) alapjan két szélsé példat emeliink ki (1993-as adatok):
Irorszagban a GNP 11%-kal volt kisebb, mint a GDP, ellenben Kuvaitban 18,5%-kal
volt t6bb.



2.5. Megtakaritas (S) és beruhazas (I)

Zart és korményzat nélkiili gazdasagban a kiadasi és a jovedelmi szemlélet ekvivalenci-
ajabol azonnal kovetkezik a megtakaritas és a beruhézas azonossdga: S = I. Nyitott
és korményzott gazdasdgban bonyolultabb a helyzet. Ennek tisztédzasara jeloléseket ve-
zetiink be: F =kormaéanyzati transzferek, N =korményzati adéssiag kamatai, T =adok,
S, =maganmegtakaritas, S, =kormanyzati megtakaritas (azaz koltségvetési egyenleg),
S, =kiils6 megtakaritas. (Erdemes a nevekre utalé indexeket allo, nem pedig délt be-
tiivel jelolni.)
A korabban bevezetett jelolésekkel a kovetkezs azonossagok irhatok fol:

Sy=(Y+F+N-T)-C.
S, =(T—F - N)-G.

Osszeadva a hdrom azonossagot, és 0sszevonva a jobb oldali tagokat, adodik a beruhéazas:

(2.4) I=5+8+5=Y-C-G-X.

2.6. Fizetési mérleg és az arfolyam

A folyo fizetési mérleg egy orszag nettd exportjat, a korméanyzat ajandékait és kamat-
torlesztéseit koveti nyomon. A tékemeérleg a kolcsonfelvételt és a -nyujtast rogziti. Ta-
nulsagos a magyar foly6 fizetési mérleget bemutatni, 2008-as hatalmas tilkoltekezéssel,
és a 2009-es dramai megszoritassal, némi kerekitési hibaval.

B. tablazat. Magyarorszdg fizetési mérlege, 2008-2009, mrd eurd

Evek 2008 2009
1. Kiilkereskedelmi mérleg 0,9 9,5
export 86,6 71,8
import 85,7 66,3
2. Jovedelmek és transzferek -8,4 -5,3
3. Folyo fizetési mérleg 7,5 0,2

Egy orszag valutadrfolyama egy masik orszaggal szemben azt fejezi ki, hogy hany
hazai pénzegységet kell fizetni a masik orszag egységnyi pénzéért. Pl. 2012. februarja-
ban egy USA dollarért kerekitve 230 magyar Ft-ot kellett fizetni. Zavaro, hogy kétféle-
képpen is mérik az arfolyamot. 1. Amerikaban azt mondjak, hogy Eg ¢ = 0,74 £/$, s
ha ez az érték né, akkor a dolldr erdsodik az eurdval szemben. Eurépaban viszont azt
mondjak, hogy E¢ ¢ = 1,368, s ha ez az érték csokken, akkor a az eurd gyengiil. Mivel
a konyv elsésorban az USA-r6l szol, altalaban az 1. eljarast alkalmazzak.

Egy pénz nem attol fliggéen jo, hogy egy egysége sokat ér, hanem hogy az arfolyama
a legtobb orszagéhoz képest javul. Az arfolyam els6dlegesen a pénz vasarloértékétsl
fiigeg, de alakulasat méas tényezGk is befolyasoljak (fizetési mérleghianyok, kamatlab-
kiilonbségek, stb).



3. A gazdasag megfigyelése: inflacié és foglalkoztatas

3.1. Az inflaci6 mérése

Az inflacids rdta az altalanos arszinvonalnak az egyik idgszakrol a kévetkezd idGszakra
torténd valtozasi sebessége. Példaul Magyarorszagon — a hadbortuk utani hiperinflaciot
nem szamitva — a cstucstarto 1991-es 35%-hoz képest az inflacios rata 2006-ban 3% koriil
alakult, de 2010-ra még 4% volt és ot is marad.

Tobbféle arindex van: fogyasztoi, maginflacio, termelsi, GDP-arindex, stb. A
mindennapi életben a fogyasztoi arindexszel, illetve a magindexszel talalkozunk (az
utobbiban kizarjuk az dtmenetinek tiinp energia és élelmiszer-arvaltozasokat). Az éarin-
dex szerkesztésének egyik lehet&sége, amikor kivalasztunk egy fogyasztoi kosarat, azaz

(q1,- - ,qn) volumenvektort, amely feltehetSleg jol képviseli a fogyasztast, és megnézziik,
hogy ez a kosar mennyiszer keriil tobbe a targyidészakban (1), mint a béazisidészakban
(0). Ha (p?,...,p%) és (pi,...,pL) a két id6szak megfelels arvektora, akkor az drindex

a kovetkezs: )
_ Zz Diqi
Zi Pg qi

Attol fiiggSen, hogy a (qi,...,q,) volumenvektor a 0. vagy az 1. id&szakot jellemzi,
nagyobb, vagy kisebb szamot kapunk, tehat az arindex eleve nem objektiv.

Egy nagyon fontos arindex a csereardny-vdltozds, amely azt mutatja meg, hogy két
idgszak kozott egy orszag exportarai mennyivel nének gyorsabban/lassabban, mint az
importéarai: Ty = Px/Py. Az 1973-as olajsokkot kévetSen a nem olajtermels orszé-
gok (koztiikk Magyarorszag is) hatalmas cserearany-veszteségeket szenvedtek el, amelyek
gyakran feliilmiltak az éves termelésnévekedés mértékét is.

Gyakorlati jelent&sége miatt megadjuk a korrekcié képletét is:

m(q)

Y =Y, + X1, — M,
ahol Y; a GDP, Y;* a GDI (hazai brutté jovedelem), X; exportvolumen és M; import-
volumen. Vintrova (2005, 584. o., 4. tablazat) a kovetkezs figyelemre mélto téablazatot

kozli néhény eurdpai orszag kétféle novekedési titemérdl.

C. tablazat. Kétféle éves novekedési titem néhdny orszagban, 2001-2004

Orszag GDP-¢é GDI-¢é
Csehorszag 4,2 3,1
Magyarorszag 4,1 3,9
Szlovakia 4,0 4.7
Szlovénia 3,7 3,2
Lengyelorszég 2,6 29
EU-25 1,4 1,3

Figyelemre mélto, hogy Csehorszag esetében a korrekcié évi +1,1%, Szlovakia ese-
tén viszont —0,7%.



3.2. Foglalkoztatottsag, munkanélkiiliség és keresetek mutatoéi

A foglalkoztatottsagot a munkaképeskori lakossaghoz kell viszonyitani. Példaul a szoci-
alizmus idején az egészséges és nyugdijkorhatar ala esé embereknek elvben kotelezs volt
dolgozniuk, ekkor az aktivitasi arany 90% koriil mozgott. Jelenleg Magyarorszagon ez
a mutato 65% koriil van, a csokkenés nagyjabol egyenlGen oszlik el a munkanélkiiliek, a
rokkantnyugdijasok és a munkaerépiacrol visszavonultak kozott.

A foglalkoztatas mérése nem egyértelmt, és pl. az 1980-as években a brit konzer-
vativ Thatcher-kormany ,komoly sikereket ért el” a munkanélkiiliség visszaszoritasaban
a kategoéria folyamatos sziikitésével. Eleve problémat okoz a részmunkaidGsok kérdése.
A Koézponti Statisztikai Hivatal (KSH) altal is kovetett nemzetkozi gyakorlat szerint, ha
valaki egy héten akar 1 orat is dolgozott, az mar nem munkanélkiili.

Egy normalis piacgazdasagban szinte mindig van surldddsos munkanélkiliség. Ezen-
kiviil ismert a strukturdlis munkanélkiliség, amikor a hanyatlo iparagak elbocsatott dol-
gozoi sokdig nem talalnak maguknak allast. Ha csak surlodasos munkanélkiiliség van,
akkor természetes munkanélkiiliségi ratdrél beszéliink, amely par szazaléknyi.

Keresetek (bérek és fizetések) képezik a termelési koltségek legfontosabb elemét. A
redlkereset egyenlé a nominalis kereset és a fogyasztéasi arindex hanyadosaval. 1990-1996
k6zott hazankban a realbérek jelentGsen csokkentek (kivéve az 1994-es valasztasi évet),
1997 6ta folyamatosan emelkedtek 2006-ig, azota siillyedt, most viszont stagnél.

3.3. A termelékenység

Termelékenység az egységnyi raforditasra juté kibocsatas mennyisége. Specidlisan, a
munkatermelékenység az egységnyi munkaraforditasra jutd kibocsatas mennyisége. A
termelékenység atfogdobb mutatdszama a teljes tényezd termelékenység, amely a munka-
termelékenység mellett a tékehatékonysagot is figyelembe veszi: jele A;.

Altalanos nemzetkozi tapasztalat, hogy a munka termelékenysége hosszt tavon né.
Ezzel szemben a teljes tényez6 termelékenység pl. a szocialista gazdasiagokban nem
megfelels mértékben nétt, s6t, gyakran csokkent. (Pl. a szovjet mezdgazdasdgban
az 1970-80-as években a hatalmas beruhazasok ellenére sem nétt a termelés, pedig a
mezdgazdasagi foglalkoztatas ardnya viszonylag magas maradt.)

4. A hosszu tavi novekedési modell

A hosszi tava novekedési modell nem foglalkozik a potencidlis GNP-t6l valo révid tavia
eltérésekkel. (Hasonloan ahhoz, hogy az éghajlat tanulményozasanal eltekintiink az
idgjaras-valtozastol.)

4.1. A gazdasagi n6vekedés meghatarozoi

A gazdasagi novekedés meghatarozoi: 1. munkaerd, 2. tékealloméany és 3. technologiai

szint. El6szor sziikségilink lesz a termelési fiigguény fogalméra, amely a munka (N) és a
téke (K) fiiggvényében meghatéarozza a kibocséatast (Y):

(4.1) Y = F(N,K).

Mikrookonomiabol ismertek a termelési fliggvény tulajdonsagai, pl. a csokkend hatér-
hozadék fogalma.



4.2. Egyensulyi munkapiac és potencialis GNP

Egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy egy dolgozo és egy vallalat létezik. A valosagban
természetesen ez nem igaz, és ez az aggregalas sok problémat okoz. A munkakereslet
a vallalatok profitmaximalizalési torekvéseibsl hatarozhaté meg: legyen P az ar és W
a bér, adott tékedllomany mellett a PF (N, K) — WN fiiggvényt derivalva adodik az
optimum sziikséges és (konkavitas mellett) elégséges feltétele: PFy(N,K) — W =0: a
munka hozadéka azonos a realbérrel: Np(WW).

A munkakindlat a munkas hasznossagfliiggvény-maximalizalasabol hatarozhato meg:
U(C,N) — max, feltéve, hogy PC = WN. Itt a hasznossagfiiggvény a fogyasz-
tasnak novekvs, a foglalkoztatasnak csokkend fliggvénye. Nem egyszerd az Ng(W)
munkakinalati-fiiggvény felrajzolasa, mert a helyettesitési hatas csokkentd, a jovedelmi
hatas novels. A személyi jovedelemadoé-kules emelése mindazonéltal altalaban csékkenti
a munkakinélatot.

Munkapiaci egyensulyrol beszéliink, ha a munka kereslete és kindlata megegyezik:
Np(W) = Ng(W), az egyensilyi munkabér W*, s az egyensulyi foglalkoztatas N* =
Ng(W*) és a potencialis GNP:

(4.2) Y* = F(N* K).

4.3. A gazdasagi névekedés egyenlete

A t6ke és a munka mennyiségén kiviil a technolégia is szerepet jatszik a kibocsatas
alakulasaban. A t-edik évben

(4.3) Y, = AANPK! P,

1d6 szerint derivalva az egyenletet, adodik

S ~ d _
(4.3 Y, = ANPK! P + A%[NEKQ A.

Dderivalva a szorzatot, adodik

d _ 4 _ .
SINVE = BN TN+ NP (L= KPR,

Behelyettesitve (4.3)-ba:

(13") B A g o gRe

Bevezetve az

és az

(4.4) n(t) = a(t) + Br(t) + (1 = B)x(t).



(Az y helyett n-t, k helyett pedig k-t irunk, mert a kés6bbiekben még szerepelni fog az
y=Y/N ésak=K/N.)

Eves vagy negyedéves adatoknél a logaritmikus derivalt helyett relativ valtozas
szerepel, ekkor az egyenlet csak kozelitéen igaz:

(4.4") e~ ar + Py + (1 — B)ky,

ahol
AY A AN AK
Ty YT VTN TR

A témardl tovabbi ismereteket kozol az A. fliggelék.
4.4. Novekedésosztonzs intézkedések

Egyel6re még nem eléggé ismert, mitél fligg a munkatermelékenység novekedése, a t6-
kealloméany béviilése, ezért nehéz 6szténdzni a névekedést. (Hall-Taylor, 4.7. &bra.)
6. és 7. abra

5. Koltségvetési és monetaris politika teljes foglalkoztatottsag mellett

Ha tobb év atlagaban elemezziik a gazdasagot, akkor az USA-ban 19852008 kozott
feltehettiik, hogy teljes foglalkoztatas volt, ma mar nem (az Europai Unidoban — réviden
az EU-ban —szintén nem).

5.1. A makrogazdasagi politika hatasa a kibocsatasra

A kéltséguetési (fiskdlis) politika definicié szerint a kormanyzati vasarlasokat (G), az
adokat (T'), a transzfereket (F') és a korményzati adossagok kamatait (V) érinti [(2.2)].

(5.1) Sy =(T'—F—N)-G.

A koltségvetési politikat az USA-ban az elndk és a kongresszus hatarozza meg.

A monetdris politika a pénzkinalatot szabélyozza, az USA-ban a kozponti bank, a
Szovetségi Bankrendszer (angolul: Federal Reserve System, Fed) felelgs érte. Magyar-
orszagon az MNB, az eur6ovezetben pedig az ECB, az Eurdpai Kézponti Bank.

A hosszu tava egyensuly modelljében sem a koltségvetési, sem a monetéaris politika
nincs hatéssal a kibocsatasra, de megvaltoztathatja annak szerkezetét.

5.2. A makrogazdasagi politika hatasa a kibocsatas Gsszetevéire

A 2. fejezetben szerepls felbontast némileg atrendezziik:
(5.2) Y=(C+I+X)+G.

A zaréjelben a nem korményzati vasarlasok allnak, G pedig a korményzati vasarlasokat
jeloli. Mivel G csokkentése nem hat Y-ra, sziikségképpen azonos mértékben néveli
C+ I+ X-t. Ahhoz, hogy megtudjuk, hogyan oszlik meg a névekedés a harom Gsszetevd
k6zott, ismerniink kell ezen 6sszetevsk kamat(lab)érzékenységét. Definialjuk a kévetkezs
fiiggvényeket: C(r), I(r) és X(r). A kamatlab ndvekedése egyarant, de kiilonbozd
mértékben csokkenti a fogyasztast, a beruhézast és a nettéexportot.
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5.3. Pénzpiac és arszinvonal

Mindenekel6tt a pénzkeresletet kell megérteniink. 1. Adott arszinvonal mellett nagyobb
kamatlab mellett az emberek kevesebb (nem kamatozo) pénzt akarnak tartani, tehat az
M(r, -,-) fiiggvény csokkend. 2. Adott arszinvonal mellett nagyobb jévedelem mellett
az emberek tobb (nem kamatozd) pénzt akarnak tartani, tehat az M (-,Y,-) fiiggvény
novekvs. 3. Adott kamatlab és adott jovedelem mellett magasabb arszinvonalnél az
emberek nagyobb pénzkészletet akarnak tartani: M (-, -, P) névekvs. A legegyszertibb
specifikacio:

(5.3) M(r,Y,P) = (uyY — p,1)P.

Eltériink a konyv latin betts egyiitthato-jeloléseitsl, helyette a konnyen memorizalhato
gbrog betils, als6 indexes jeloléseket hasznaljuk, ahol matrixszertien a gorog betd a
fliged, az als6 index pedig a fliggetlen valtozora utal.

Egy orszag pénzkindlatdt a kdzponti bank szabalyozza. A pénzkinédlat és a pénz-
kereslet egyenl&ségét a kamatlab, a jovedelem és az arszinvonal igazodéasa teremti meg.
Példaul teljes egyensulyban az arszinvonal a kibocsatashoz igazodik:

(5.4) M(@r*,Y*,P) = (uy Y™ — p,r*)P.

5.4. Inflacio

Ha a pénz forgasi sebessége allando, akkor hossz tavon az inflacios tényezs (m = P/P_q)
egyenld a pénz noévekedési tényezGjének (u = M/M_1) és a termelés novekedési tényezs-
jének (n =Y/Y_1) a hanyadoséaval: = = u/n. Tehat az inflaci6 oka, hogy a pénzmennyi-
ség a sziikségesnél gyorsabban né. A laza pénzpolitika egyrészt id6legesen elharithatja
a visszaesést, mésrészt a kormanyzat szdmara kézenfekvs adoztatast jelent, ugyanakkor
aldadshatja a gazdasag alapjait.

5.5. Klasszikus dichotomia (kizarolagos kettdsség)

Hosszu tavon 1) a realvaltozok kozti dsszefliggések fliggetlenek a nominélis valtozoktol,
és 2) a nominalis valtozok kozti Osszefliggések fliggetlenek a realvaltozoktol. Rovid tavon
azonban ez nincs igy, mert a pénzbGség idSlegesen béviti a termelést is.

6. Rovid tava ingadozasok
Rovid tavon a kihasznalatlan erdforrasok, kiilondsen a munkanélkiiliség jelenléte modo-
sitja a hosszi tava egyensulyi tételeket.
6.1. A munkapiaci egyenstlytalansag

Ha munkanélkiiliség van, azaz a munkakereslet kisebb a munkakinalatnal, és a keresetek
egyensulyi szinten vannak, akkor mind a vallalatoknak, mind a dolgozoknak érdeke a
munkamennyiség novelése. A reakcié azonban nem azonnali.
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6.2. Ellenhato erdk

Milyen erdk téritik el a gazdasagot az egyenstlyi szintjétsl? (i) A munkapiac egyensily-
talansaga és (ii) az arak ragadossaga.

Aggregdlt keresleti fiiggvénynek nevezzik azt a fiiggvényt, amely adott kibocséatas-
hoz meghatérozza a hozza tartoz6 arszinvonalat: P = Pp(Y). Angolul: aggregate
demand, azaz AD. Tulajdonképpen itt az inverz keresleti fliggvényt irtuk fol, de ez gya-
kori a kozgazdasagtanban. Geometriai Abrazolasnal gérbérsl beszélnek, és valtozasoknal
az AD gorbe eltolodasarol. De az is lehet, hogy az arszinvonal valtozik meg. Mindketts
hatasara a kibocsatas valtozik.

6.3. Aggregalt kereslet és a kiadasi egyensuly

Ellentétben a hosszu tavi névekedési modellel, ahol szekvenciélis egyenletekkel dolgoz-
tunk, az aggregalt keresleti modellben szimultan egyenleteket kell megoldanunk. Itt a
keresletbdl, a pénzkinalatbol és az adott arszinvonalbol indulunk ki. Ezutén viszont
szimultan egyenleteket kell megoldani ahhoz, hogy meghatarozzuk a kibocsatast és a
kiadési egyensulyt megteremts kamatlabat. Ezutan a termelési fiiggvénybdl visszafelé
hatarozzuk meg a foglalkoztatast.

A rovid tavra vonatkozo alapfeltevések: (i) az aggregalt kereslet hatarozza meg a
kibocsatast, és (ii) az arak rugalmatlanok.

6.4. A jovedelem és a kiadasok egyensilyi pontja

A kiindul6pont a jovedelem és a kiadasok azonossiga. Ismételten:
(6.1) Y=C+1+G+X.

A fogyasztdsi fiigguény a fogyasztast a rendelkezésre allo Gsszes jovedelem (Yy) fiigg-
vényében hatarozza meg: C' = C(Yy). Linearizalva:

(62) ¢ :’Y+’)/de7

ahol vy a fogyasztdsi hajlanddsig. Ha 7 az atlagos adokulcs, akkor Yy = (1 — 7)Y.
Vagyis a rendelkezésre allo jovedelmet kiejtve:

(6.3) C=v+w({l-7)Y, 0<yy,7<L

Behelyettesitve (6.3)-at (6.1)-be, az Y jévedelemre egy implicit egyenlet adodik:
(6.4) Y=794+9w(1-7)Y+I+G+X.

Rendezve adodik a jovedelem:

7t I+G+ X

(6:5) Cl-w(1-1)

Altalanosan, nem-linearis fogyasztasi fiiggvénynél az implicit fiiggvény tételét lehet al-
kalmazni.
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Mi torténik, ha megvaltozik a beruhazas értéke?

Al

(6.6) AY = R g

Figyeljiikk meg, hogy a beruhézas értékének valtozésira a fogyasztas sokszorozottan
valtozik, a szorzé értékét multiplikatornak nevezik:

1
6.6’ =
(68 R R
6.1. példa. Ha vy = 0,9, 7 = 0,3, akkor p = 1/(1 —0,9-0,7) = 2,7. Az 1930-as
évek valsdgaban erre az egyszert példara hivatkoztak a kézmunkak hivei, hogyan lehet
a valsagot deficitfinanszirozassal lekiizdeni.

A matematikailag képzett olvaso folismerheti, hogy (6.6') jobb oldalan a végtelen
mértani sor Osszegképlete all, tehat a multiplikator kifejezhetd végtelen mértani sorként
is:

(6.6") p=1t (L= + o+ (L= 7)) 4.

Ez azt jelenti, hogy a AI tobbletberuhazasbol fakado tobbletjovedelem az elsé korben
ugyanannyival noveli a jovedelmet, de ez (yy (1 — 7))AI tobbletfogyasztast ad, ugyan-
annyi tobbletjovedelmet szarmaztat, ez (vy (1 — 7))2Al tébbletfogyasztast ad, egészen
a végtelenségig.

Ha a nett6 export csokkend fiiggvénye a jovedelemnek, X = X (Y), linearis kozeli-
tésben:

(6.7) X ={-&Y,

akkor csokken a multiplikator:

1
Tl ()

(6.67) ©*

6.2. példa. Modositas: ha &y = 0,1; akkor pu* =1/(1—-0,9-0,740,1) = 2,1; joval
kisebb, mint a zart gazdasigé.

6.1. feladat. Hatarozza meg a nyitott gazdasig egyensilyi jovedelmét a (6.1),
(6.3) és (6.7) egyenlet altal meghatarozott gazdasagban.

7. Az IS-LM modell

A 6. fejezetben eltekintettiink a kamatlab hatésatol, most visszahozzuk a kamatlabat.
Az IS rovidités, az investment = saving (beruhazas = megtakaritas) egyenlGséget, az LM
pedig a liquidity = money (likviditds = pénz) egyenlGséget kielégits pontok halmazéra
vonatkozik.
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7.1. Beruhazas és kamatlab

A 6. fejezetben a beruhézas kiviilrél adott nagysagu volt: egzogén wvdltozd, most a
kamatlab segitségével a modellben meghatarozott: endogén valtozova tesszik.

Legyen a beruhézas kereslet a kamatlab csokkend fliggvénye: I = I(r). Lineéaris
kozelitéssel:

(7.1) I=0v—1ur.

Itt r egy reprezentativ kamatlab, tovibba az inflacié hatasat mar ugyanigy kiszirtiik,
mint a tobbi valtozonal.

7.2. Nettoé export és kamatlab

A nett6 export nemcsak a jovedelemnek, de a kamatlabnak is csokkend fiiggvénye: X =
X (Y,r), linearis kozelitésben:

(7.2) X=¢-&Y =&

7.3. Az IS és az LM gorbe

Osszeallt a kép. Behelyettesitve a fogyasztasi, a beruhazasi és a nett6 export fiiggvényt
a GNP-azonossagba:

(a) Y=CY)+I(r)+G+ X(Y,r)
és hozzavéve a pénzegyenletet:
(b) M(r,Y,P) = M,

két alapegyenletiink van, két ismeretlennel: Y és r. Az implicit fliggvény tétele szerint,
ha adott Gg, My és P, esetén az egyenletrendszernek van megoldasa: Yy és rg, és ha
teljesiil egy regularitéasi feltétel, akkor Gy, My és Py kozelében tetszSleges G, M és P
esetén létezik Y és r megoldas.

Linearis specifikacio:

(6.1) Y=C+I+G+X.

(6.3) C=y+vw(1-7)Y, 0<vy,7<1.
(7.1) I =t—1m.

(7.2) X =(-&Y =&

(5.3) M(r,Y,P) =(puy'Y — p,r)P.

Elosztva az (5.3) egyenletet P-vel, adodik a realpénz-egyenlet, az un. LM gérbe:

M(rY,P
(7.3) % = puyY — ppr.
Behelyettesitéssel adodik az IS gorbe:
(7.4) Y=94+1+&+ (w1 —7)=&)Y — (1 + & )r + G,
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illetve a kamatlabat kifejezve:

’}/—|-L—|-€ 1—’)/}/(1—7)—}—51/ 1
7.5 = — Y + :
(75) LA ot & ot &
Az LM-gorbét mas alakban is felirjuk:
Hny 1 M
7.7 r=—Y - ——.
(7.7) TP

Egyenlové téve a (7.5) és a (7.7) egyenlet jobb oldalat, megfelels 1j jelolések bevezetése
utan, rendezéssel adodik az egyensulyi kibocsatas:

M
(7.9) Y:n+ngG+?7mF.

Visszahelyettesitve (7.9)-et (7.7)-be, adodik az egyensilyi kamatlab is.
7.4. Gazdasagpolitika az IS-LM modellben

Most mar elemezhetjiik a gazdasagpolitika hatasat.

Monetdris politika: ha az M névleges pénzmennyiség nd, akkor (7.9) szerint az Y
kibocsatas is nd, (7.7) szerint az r kamatlab viszont csékken (sok szamolas). Ez az
altalanos, nemlinearis esetben is igaz.

Koltséguetési politika: ha a G kormanyzati kiadas né, akkor (7.9) szerint az Y ki-
bocsatéas is nd, (7.5)—(7.9) szerint az r kamatlab is né. Ez az altalanos, nem-linearis
esetben is igaz. A monetaris és a koltségvetési politika értékelésekor abrakra kell hivat-
kozni, mert az analitikus levelezetés tulsagosan koriilményes.

A gorbék érintGinek meredekségétol fligg a kétféle gazdasagpolitika hatasossaga. A
koltségvetési politika hatasos, ha a kormanyzati kiadés egységnyi névelésére a kibocsatas
jelentGsen ng, s a kamatlab kevéssé valtozik. A monetéaris politika hatasos, ha a realpénz
egységnyi novelésére a kamatlab jelentGsen csokken, és a nettd exportot erdsen 6sztonzi.
(Hall-Taylor, 7.11. abra.)

8. abra

8. A teljes modell

A hosszu tava noévekedési modell (4. fejezet) és az aggregélt keresleti fiiggvény (7.
fejezet) mellé most bevezetjiik az igazodasi almodellt, s ezzel teljessé tessziik a modellt.

8.1. Ragadds arak

Mig az arak egy ideig valtozatlanok maradnak, a kinalati oldal szerepléi felmérik, ho-
gyan valtoznak a keresleti feltételek. A kibocsatast rovid tavon a kereslet hatarozza
meg. A munkanélkiiliséget Okun torvényével hatarozzuk meg: a GNP 1%-os eltérése a
potencialis GNP-t6l kb. 0,3%-kal tériti el a foglalkoztatottsagot a ,teljes” foglalkozta-
tottsagtol.

Az aggregalt kereslet képlete:

M
(7.9) Y:n+nGG+an.
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8.2. Arigazodas

A kozgazdasédgban alapvets szerepet jatszanak a vdrakozdsok. Tavirati stilusban szolva:
a mult a jelent a jovére irdanyuld varakozasokon keresztiil hatarozza meg (részletesen
lasd a B. fiiggeléket).

Tapasztalati tény, hogy minél nagyobb a GNP-rés, annal jobban haladja meg az
inflacié a vart értéket. Ezt fejezi ki a
varakozasokkal kiegészitett Phillips-gorbe:

Y, -Y*

(8.1) T=n°+f v

Eredetileg Phillips (1961) varakozasok nélkiil fogalmazta meg a modellt, s csak Phelps
(1967) és Friedman (1968) adtak hozza a varakozasokat, amelyet adaptivnak képzeltek,
¢ — 7, =Y(r_1 —7%,), ahol 0 < < 1. Mas alakban:

(8.2) ¢ =yr_1+ (1 —Y)ne,.

Speciélis eset a naiv vdrakozds, ahol a varakozas egyenld a kordabbi tényértékkel: ¢ = 1,
azaz ¢ = m_1.
Az inflacios szorzo Osszekoti az egymast kovets arszinteket:

(8.3) P=nxP_,.

Az 1970-es évektol kezdve egyre jobban elterjedt a raciondlis vdarakozasok feltevése.
Determinisztikus kornyezetiinkben ez a racionalis varakozasok tokéletes elérelatasat je-
lenti: 7© = w. A kés6bbiekben még foglalkozunk a racionalis varakozasokkal is.

8.3. Az aggregalt kereslet és az arak egyiittes igazodasa

Az eddigieket egy modellbe egyesitve megkaptuk a teljes modellt. Az el6z6 idGszak
adott valtozoibol (8.1) megadja a 7 inflacios szorzot, s (8.2) a n° inflacios varakozast.
E két valtozot behelyettesitve (8.3)-ba, adodik a P 1j arszinvonal, majd (7.9)-bdl az 4j
kibocsatas: Y.

9. Makrogazdasagi politika: elsé nekifutas

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a gazdasagot ért véletlen zavarok hatasat. Két fajta
sokkal foglalkozunk: 1) az aggregdlt keresleti sokkjdval és 2) az drsokkal. Megvizsgaljuk,
hogyan képes a makropolitika a sokkhatéasokat ellenstilyozni.

9.1. Sokkok

Az aggregalt kereslet kiils6 ok miatt hirtelen valtozhat, mert a kiilfoldi fogyasztok elpér-
tolnak a hazai termékektsl: csokkend irdnyba tolodik el a nettd export iranti keresleti
fiiggvény; vagy az 1j hitelkartya miatt tetszéleges redlpénzmennyiség esetén csokken a
pénzkereslet, vagyis csokkend iranyba tolja el a pénzkeresleti fliggvényt.

Az arszinvonal is t6bb okbol valtozhat hirtelen. Példaul emelkedik a k&olaj ara,
emelkednek a bérek vagy a cégek tullének a célon az aremelésnél.
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9.2. Stabilizaciés politika — valasz az aggregalt keresleti sokkra

Ha megné a pénzkereslet, akkor a kormanyzat a pénzkinalat azonos értékd novelésé-
vel semlegesitheti a hatast. Ha a tilzottan optimista maganberuhazok miatt megnd
a beruhazési igény, a kormanyzat a korményzati kiadédsok parhuzamos csokkentésével
ellensilyozhatja a kialakul6 egyensulytalansagot.

A Nagy Valsag éveiben Keynes (1936) azt javasolta, hogy a magénberuhazok pesszi-
mizmusat a kormanyzat optimista viselkedésével kell és lehet ellenstilyozni. A monetaris-
tak (M. Friedman) szerint az allami beavatkozés csak tovabb ront a helyzeten, helyette
kiszamithaté pénzpolitikat kell folytatni, s varhato termelésnévekedéssel parhuzamosan
kell a pénzkinalatot b&viteni.

9.3. Valasz az arsokkra

Tegyiik fol, hogy arsokk éri az orszagot, s ezért passziv korményzat esetén a kezdeti
arszinvonal Py-r6l Pj-re nd, ezzel parhuzamosan a kibocsatéas révid tavon Y *-rol Yi-re
csokken. Hosszi tavon az arszint Py-ra, mig a kibocsatas Y *-ra tér vissza.

Ha a korméanyzat ligyesen noveli a pénzkinalatot, akkor a kibocsatas Y* kozelében
marad, de az arszint soha tobbé nem tér vissza eredeti szintjére.

9.4. A gazdasagpolitika mint hiivelykujjszabaly

Eddig a gazdasagpolitikai valtozokat kiviilr6l meghatarozottnak, egzogénnek tekintet-
tiik, amelyeket szabadon valaszthat meg a korméanyzat. Mostandban azonban utat tor
az a felfogas, amely ezeket a valtozokat is endogénnek, egy tagabb modellben meghataro-
zottnak tekinti. Minél merevebb a gazdasagpolitika, annal nagyobb a munkanélkiiliség
és annal kisebb az inflacio.

9.5. Inflaci6csokkentés

Minél gyorsabban szoritja le a kozponti bank az inflacios ratat, annél nagyobb az idéSleges
termeléskiesés és munkanélkiiliség. Példaul 1980-ban az USA-ban a 10% f616tti inflaciot
ugy torte le a konzervativ politika, hogy sziikité pénzpolitikaval leszoritotta a termelést,
megloditotta a munkanélkiiliséget, 5-rél 10%-ra (Hall-Taylor, 9.12. abra). Most a valsag
hatésara az amerikai munkanélkiiliség tjra 5-r6l 10%-ra ugrott.
9. abra

Mas esetben minél jobban meglepi a korméanyzat a maganszektort az inflacioval,
annal kisebb visszaesést kovetel a stabilizdcio. Példaul 1995-ben a magyar Bokros-
csomag az inflaciot 18%-rol 28%-ra novelte, s a beragadt nominéalbérek miatt a realbérek
14%-0s zuhanéasa akadalyozta meg a termelés visszaesését, utat nyitva az exportnak. Ma
a vilagvalsagban, ahol a keresletvisszaesés szinte altalanos, lehetetlen a bels§ kereslet
megszoritasat a nettdoexport novelésével ellensilyozni.

9.6. Monetaris kontra koltségvetési politika

Laza koltséguetési politikdrol beszéliink, ha a kormanyzati kiadasok vagy transzferek
hirtelen nének, vagy az adok hirtelen csokkennek. Szoros kéltséguetési politika pedig a
laza ellentéte.

Laza monetdris politikdrol beszéliink, ha a pénzkinalat hirtelen né vagy kis nyitott
gazdasag esetén a kamatlab alacsony, és az arfolyam gyenge. Szoros monetdris politika
pedig a laza ellentéte.

15



Magyarorszagon 2001 és 2006 kozott laza koltségvetési politikat feszes monetaris
politika kisért: magasabb kamatlab, elfojtott inflaci6 és stabil arfolyam. A f6aram kép-
visel6i szerint ez helyes volt, mert dllandéan mutatta a kormanyzatnak, milyen felelGtlen
koltségvetési politikat kovet. A kisebbségi vélemény szerint (amelyet én is osztok), bar a
f6 felelsség a kormanyzatoké volt, az orszag érdekét jobban szolgélta volna egy lazabb
monetaris politika: alacsonyabb kamatlab, gyorsabb inflacié és folyamatos leértékelés.
2006-t0l szigorodott a koltségvetési politika, de laza maradt a devizaalapi maganhitelek
szabalyozasa, amelyek a 2008-as valsdgban megrendiiltek.

II. RESZ. AZ AGGREGALT KERESLET MAKROOKONOMIAI ALAP-
JAI

10. A fogyasztasi kereslet

A fogyasztas a GNP-nek kb. 2/3-3/4-e, tehat az aggregalt keresletnek messze a legfon-
tosabb része.

10.1. A GNP, a fogyasztas és a jovedelem ingadozasai

Hosszu tavon a GNP és a fogyasztas hasonlé iitemben nének, révid tdvon azonban a
fogyasztas simabban nd, mint a GNP. Hasonlé kapcsolat all fonn a fogyasztas és a
jovedelem kozott. Ez utobbi kapcesolatot fejezi ki a keynesi fogyasztdsi fligguény [(6.2)].
Az USA-ban 1952-1989 kozott a kovetkezs fogyasztasi fiiggvényt becsiilhettiik: C =
0,92Yy.

10.2. Az egyszerii fogyasztasi fliiggvény hianyossagai

Ez a fogyasztasi fiiggvény els6 latasra jol illeszkedik, azonban a hibatag vizsgéalatabol
kideriil, hogy 1965-1982 kozott a hiba negativ, el6tte és utana pozitiv volt, méghozza
jelentGs kilengésekkel.
Némileg javithatjuk a becslést, ha megkiilonboztetjiik a rovid és hossza tava fo-
gyasztasi hajlandosagot, az el6bbi meghatarozasa AC = y*AYy, értéke v* = 0,72.
Tovabb finomithaté a kép, ha megkiilonboztetjiik a nem tartos cikkeket és a szol-
galtatasokat egyfeldl, és a tartos cikkeket masfeldl.

10.3. Az elére tekints fogyasztaselmélet

A hiba kikiiszobolésére tobbféle elmélet koziil egy elmélet kristalyosodott ki: Modigliani
életciklus-elmélete (Modigliani-Brumberg 1954). A C. fiiggelékben az életciklus-elmélet
folytonos ideji modelljét ismertetjiik. Itt megelégsziink a tankonyv leegyszertisitett
targyalasaval.

Legyen A;, Wy és Cy rendre a t-edik idGszak elejének vagyondllomdnya, folyaménak
nett6 munkajovedelme és fogyasztasa, p = 1+ r a kamattényez6. (A vagyonallomany
netto kategoria, pozitiv elGjellel szerepel benne a lakis és egyéb eladhatd targyak ér-
téke, a megtakaritasok allomanya, negativ elGjellel szerepelnek a tartozasok.) Ekkor a
fogyaszto intertempordlis kéltséguetési korldtja a kovetkezs:

(103) At+1 = pAt + Wt - Ct, t= 0, 1, ceey T.
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Figyelemre mélto, hogy a (10.3)-ban szerepls T + 1 feltétel egyetlenegy feltételbe stirit-
hetd, ha bevezetjik a (diszkontdlt) jelenérték fogalméat, angolul present value, roviditve:
PV. A {C;} sorozat 0 évre vett jelenértéke a p kamattényezsvel diszkontéalva

T
PVIC] =) Cip".
t=0

Hasonléan felirhat6 a kereset jelenértéke:

T
PVIW] => Wip™".
t=0

Adottnak tekintve a vagyonallomany kezdeti és végértékét: Ap-t és Apiq-et, adodik az
egyesitett feltétel:
PV[W] =PVI[C] + Arp1p 771 — A,.

Ha kiegyenlitett a fogyasztas: Cy = Cy, akkor — felhasznalva a mértani sor Gsszeg-
képletét —, konnyen kiszamithato a fogyasztas értéke:

—1
Co = (PV[W] = Apy1p™" 71 + Ag) pr——l_ll
Matematikusoknak érdemes megjegyeznilik, hogy a jelenérték modszer ekvivalens a
Laplace-transzformacioval, vagy a valtozé egyiitthatoju linearis differencidlegyenletek
megoldasanal alkalmazott megoldd szorzok modszerével.

Lathato, hogy minél nagyobb a zarévagyon, annal kisebb a fogyasztas.

Természetesen ha az emberek 1épést akarnak tartani az altalanos fejlédéssel, ak-
kor a fogyasztast egyenletesen névelik. Minél nagyobb a fogyasztas névekedési iiteme,
annal kisebb a kezdéfogyasztas, illetve annal nagyobb a végfogyasztas. (Itt a keresetek
dinamikajat rogzitettiik!)

Eddig foltettiik, hogy a jovedelem-palya el6re ismert. Mi van, ha varatlan megle-
petések érik a fogyasztot? Ekkor megfelel idGpontban tjra kell szamolnia a hatralévs
idGszak fogyasztasi palyajat.

10.4. Mennyire j6 az elSretekints elmélet?

Legegyszeriibb szamitas szerint
(10.4) C =ryYq+74A.

Ando-Modigliani (1961) statisztikai becslésiikben vy = 0,7 és aya = 0,06 értéket kap-
tak, (10.4) sokkal jobban illeszkedett az adatokhoz, mint az egyszerti keynesi fogyasztasi
fliggvény.

Azo6ta a racionalis varakozéasok figyelembe vételével probaltak finomitani az ered-
ményeket, de nem kaptak igazan jo illeszkedést. Ugy tiinik, hogy sok csalad egyszertien
nem jut elérhetd hitelhez. Az USA-ban hitelt tartosan igénybevevéknek a fogyasztoi
hitelkamatlab 20% koriil van, annak ellenére, hogy az inflacié méar elhanyagolhat6. Ma-
gyarorszagon stabil 10%-nal lassabb inflacié mellett még mindig 20-30% a hitelkamatlab.
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10.5. Realkamatlab, fogyasztias és megtakaritas

Irving Fishert kovetve érdemes kiilon elemezni a két-idGszakos esetet: T = 1, ahol se
kezds, se zarovagyon nincs: Ag = 0 = Ay. A koltségvetési feltétel a kdvetkezs:

pCo + Cy = pWo + Wi.
A legegyszeriibb hasznossagfiiggvény a diszkontalt Cobb—Douglas-hasznossagfiiggvény:
u(Co,C1) = log Cy + Blog C1,

ahol ( egy 0 és 1 kozotti valos szam, a diszkonttényezd. (Figyelem: illogikus modon,
minél kisebb a diszkonttényezs, annal erésebb a leszamitolas!) Kifejezve C1-et a koltség-
vetési feltételbdl és behelyettesitve a hasznossagfiiggvénybe, egy egyvaltozos fliggvényt
kapunk:

U(Co) = log Cy + Blog(pWo + W1 — pCy).

Derivalva a konkéav fliggvényt és nullava téve a derivaltat, adodik az optimumfeltétel:
U'(Co) = Cyt + B(pWo + Wi — pCo) ™ (—p) = 0.
Rendezéssel: .
_ Wo + Wip™ = B(pWo + W1)
i+ 1+8
Lathatjuk, hogy az els6 idGszak fogyasztasa csokkend, a masodiké pedig novekvé fiigg-
vénye a p kamattényezének. A fogyasztas novekedési tényezGje viszont egyszeriien [p,

amely attol fiiggGen nagyobb vagy kisebb, mint 1, hogy a diszkonttényezs kisebb-e vagy
nagyobb-e, mint a kamattényezs. Kifejezve a megtakaritast:

Sy = BpWo — W1
p(1+3)

Nyilvanvalo, hogy Sp > 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha pWy > W;. Tobb idészakra
(valojaban folytonos idére) és altalanosabb hasznossagfiiggvényekre lasd a C. fliggeléket.

Co

10.1. feladat. a) Legyen a fogyaszto célfiiggvénye min(Cy, Cy). Hatarozza meg az
optimalis fogyasztasi palyat! b) Mekkora a fiatalkori megtakaritas és mikor pozitiv?

10.6. Fogyasztas és az IS gorbe

A 7. fejezetben az egyszert keynesi fogyasztasi fiiggvénnyel hataroztuk meg az IS-
gorbét. Mi torténik az altalanosabb fogyasztasi fliggvényeknél? Ha a fogyasztas fligg a
kamattényez6tsl, akkor lehet meredekebb is és laposabb is az IS gérbe, mint eredetileg
gondoltuk.

11. A beruhazasi kereslet

A beruhézas az aggregalt kereslet leginkdbb ingadozé Gsszetevije. Harom tényezétol
fiigg: a beruhazéasi kereslettdl, a megtakaritaskinalattol és a beruhézasi kinalattol. Most
az elsé tényez6t vizsgaljuk.
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11.1. A beruhazasok ingadozasa

A beruhézasoknak harom OsszetevGje van: 1) iizleti, 2) lakas és 3) készlet. Ebbdl az
utols6 nagyon kicsi, de nagyon hevesen véltozik, visszaesésnél negativ is lehet.

11.2. A vallalat beruhazasi dontése

Jorgenson (1961) nyomén tegyiik {61, hogy a vallalat a tékéjét bérli (lizingeli). Belathato,
hogy a bérleti koltség egyenls a (redlkamatlab plusz amortizacios rata) szorozva az 0j
gép araval:

(11.2) ™ = (r + d)P¥.

11.3. A beruhéazasi fliggvény

A vallalat beruhdzdskeresleti fligguénye azt mutatja, hogy adott nagysagu tervezett ki-
bocsétés és adott tékebérleti dij esetén a cég mennyi tékét vasarol.

Legyen a kivdnt tékedllomdny K* valamilyen fiiggvénye a fenti adatoknak. Linearis
kozelitésben:

(11.3) K* = kyY.

Hogyan valtozik a tényleges tékealloméany? Ha nincs amortizacié és a beruhazas egy
idgszak alatt valosul meg, akkor

(11.4) I=K-K_;.
Ha K* = K, akkor
(11.8) I=kry(Y —=Y_)

Ez az egyenlet az akcelerdtor (gyorsitd)-hatdst irja le.

A teljesebb leiras késleltetéseket is figyelembe vesz. Példaul nagyon driga lenne
minden évben a tényleges tékedlloményt a kivanatos tékedllomény szintjére emelni,
méginkabb csokkenteni. Ezért a kivanatos valtoztatdsoknak csupan egy része valdsul
meg:

(11.9) I =g (K" — K_4), 0 <t <L

Az aggregalt beruhazasi kereslet a vallalati beruhazési fliggvények ereddjeként jon létre.
11.4. Adok és beruhazasok

Kihagyva.

11.5. Lakascéli beruhazasok

A leglényegesebb kiilonbség az iizleti célu beruhazasokhoz képest az, hogy a lakisok alig
kopnak: a megfelel6 amortizaciés egyiitthatok értéke dg = 0,1 helyett dgy = 0,02.

A jelenlegi vilaggazdasagi valsag kialakuldsdban hatalmas szerepet jatszott a la-
kaspiaci buborék keletkezése és kipukkadasa, ezért érdemes a lakascélu beruhézasokrol
kiilon beszélni. A legnagyobb kiilénbség a gazdasdgban a lakdsokban mutatkozik meg.
Szegényebb emberek oriilnek, hogy fedél van a fejiik folott, gazdagabb embereknek nya-
ralojuk (nyaraloik) vannak, nem is akadrmilyenek. Mas javakkal ellentétben a lakasok
(foldek) értéke nehezen becsiilhets meg, ezért az lakasarak gyakran elszakadnak a reélis
mértéktsl. 1990-ben a japan és a brit, 2006-ban az amerikai ingatlanok ara emelkedett
az egekbe, hogy aztan a mélybe zuhanjon. A vilagbajnok balti valsagot (a GDP 15-20%-
kal esett egy év alatt) is csak a lakdspiac mértéktelen felfutasaval, majd sziikségszerti
Osszeomlasaval magyarazhatjuk.
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11.6. Készletberuhazasok

T6bb ok miatt van sziikség készletre. 1) Eltér a termelés és a fogyasztas idébeli alaku-
lasa, kiillonosen a mezdgazdasagban, de a szezonalis cikkeknél is. 2) Gyakran célszertitlen
a kis tételekben valo beszerzés. 3) Bizonytalansagok athidalasara.

Kétféle készlet van: a késztermékkészlet és a felhasznéloi készlet. Egy jol mikods
gazdasadgban a késztermékkészlet dominél (a hianygazdasidgokban viszont a felhaszné-
16i készlet). Az USA-ban a készletallomany a teljes éves kibocsatasnak kb. 20%-aval
egyenld.

11.7. A beruhéazasi fliggvény és az IS gorbe

A beruhazasi fliggvény teljesebb leirasa modositja a korabbi képet, nagyobb szerepet
juttat a kamatlabnak.

12. Kiilkereskedelem és valutaarfolyam

Manapsag a kiilkereskedelem egyre fontosabbé valik, még a korabban nagyrészt zart
gazdasagok szamara is, mint amilyen az USA volt. Egy olyan kis orszig, mint Magyar-
orszag szaméra pedig kiilonosen fontos a kiilkereskedelem.

12.1. Kiilkereskedelem és aggregalt kereslet

Az USA kiilkereskedelmi egyenlege (nett6 exportja) 1982-2008 kozott egyre névekvs
mértékben negativva valt, azéta megfordult az irdny. Magyarorszag kiilkereskedelmi és
fizetési mérlege is évtizedek ota negativ volt, majd a valsdg hatéséra a hiany hirtelen
elttint, a hazai fogyasztas és beruhazasok visszaestek (lasd 2.2. pont). Természetesen
vannak olyan orszagok, amelyeknek a mérlege pozitiv, példaul Japan, és egyes délkelet
azsiai orszagok, és néhany nyugat-eurépai orszag.

12.2. Valutaarfolyam

Egy orszag valutajanak (példaul az USA-énak) egy mésik orszig, vagy valutadvezet
valutajaban (példaul az euréban) kifejezett értéke a valutadrfolyam (nevezetesen a dollar
marka arfolyama). Példaul 2000. elején 1 eurdért 1,17 dollart lehetett kapni, majd par
honap milva csak 0,83 dollart, 2010. februérjaban viszont 1,36 USD-t a cstcs 1,6 volt.
Természetes jelenség szabadon atvalthato (konvertibilis) valuték esetén a tranzitivitds,
azaz ha F4 p az A orszag valutadrfolyama B orszag pénzében kifejezve, és hasonléan
egy tovabbi C orszégra, akkor teljesiil

Ex c=FEaBER, C.

A szocialista orszagoknak nem volt szabadon atvalthaté valutajuk, ezenkiviil tobb
arfolyamuk is volt, példaul a leginkabb piaci Magyarorszag 1968-ban 60 Ft/dollarral
szamolt a kiilgazdasagban és 30 Ft/dollarral szamolt az idegenforgalomban. (Méar csak
emiatt sem lehetett szabad kereskedelem és szabad pénzvaltéas, hiszen akkor mindenki
30 Ft-os turistadollarral vasarolt volna Nyugaton és 60 Ft-os kiilkereskedelmi dollarral
adott volna el, ameddig csak a Nemzeti Bank valutakészlete birta volna.)

De az atvalthato valutadk arfolyama lehet rogzitett és lebegs. 1945-1971 kozott
a fejlett orszagok arfolyamai hosszu tavon rogzitettek voltak (hogy elkeriiljék a két
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vilaghaboru kozti évek arfolyamhaboriit). 1971-t6l kezdve a valutak altalaban lebegnek,
de 1979-t6l kezdve a nyugat-europai valutaarfolyamok egy meglehetésen sziik savban
rogzitettek voltak. (Minél tagabb a rogzitett arfolyam sduvja, annal kézelebb vagyunk a
lebegs arfolyamhoz.) Ez azonban nem zarta ki a kétoldalua le- és felértékeléseket. 1999-
ben megjelent az eurd, amely 2001-t8l az Europai Monetaris Unio (EMU) kizarolagos
koz6s pénze.

A nominélis arfolyamnal fontosabb a redldrfolyam, amely a nominéalis arfolyamval-
tozasbol kisziri az inflacios hatasokat. Példaul 1999. eleje és 2000. méjus 12. kozott
kozott a Ft dollararfolyama 210-r6l 287-re siillyedt, de ekozben a forint kb. 14%-kal
inflalodott, mig a dollar csak 3%-kal. Ezért a Ft realarfolyama ,csak” 287 - 1,03/
1,14=259 Ft/$-ra siillyedt. (2008-ban a dollar nemcsak visszatért a 200 Ft koriili nomi-
nalis arfolyamhoz, hanem idélegesen jelentGsen alé keriilt, a két orszag inflacios jelentss
kiilénbsége ellenére. )

Amerikai képletben: egy index, azaz egy orszag termékeinek arindexe kiilfoldi arak-
ban/a kiilfold termékeinek arindexe kiilfldi arakban. Képletben:

_EP
-

Megleps modon a redlarfolyamok idérdl idére valtoznak. Példaul 2002-2008 kozott a Ft
annak ellenére er6sodott a dollarhoz és az eur6hoz képest, hogy vasarloértéke gyorsabban
csokkent, mint azoké.

Mivel a legtobb orszig szdmos mas orszaggal kereskedik, célszerd a kereskedelm:
forgalommal silyozott drfolyamot mérlegelni. Képletben: Egy adott orszag esetében
legyen az i-edik orszag arfolyama E; és stlya w;, ), w; = 1, akkor a stlyozott arfolyam
képlete

(12.2) E=]]E".

(12.1) e

Onmagaban annak nincs jelent&sége, hogy melyik valuta ,dragabb”. Példaul a brit font
kb. 3-szor annyit ért, mint a nyugtnémet marka, a marka mégis erésebb volt, mint a
font, mert az elmult évtizedekben a font /mérka arfolyam egyre nétt, azaz egyre kevesebb
markat kellett adni egy fontért. A kiilfoldi arszint

(12.3) pr=][P".

7

Ekkor az effektiv redldrfolyam az egyes orszagokhoz mért realarfolyamok stilyozott mér-

tani atlaga:
EP H :
e = " = | eiw" .

12.3. A nettd exportot meghatarozo tényezsk

Els6 kozelitésben a nettd exportot a jovedelem és a realarfolyam hatarozza meg: X =
X (Y,e) linearis kozelitésben

(12.4) X =€ &Y +&e.
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Példaul az 1992-2000-es idGszakban az USA gazdasiga nagyon gyorsan nétt és
pl. az 1999-2000. méajusaig tart6é idészakban az eur6 nagyon meggyengiilt a dollarral
szemben: 1,17-r6l 0,85-re gyengiilt, s ennek koévetkeztében az amerikai nettd export és
fizetési mérleghidny hihetetlen mértékben negativva valt.

Pihentetsiil egy feladat.

12.1. feladat. A kiils6 adossdgdinamikat a kovetkezs azonossag irja le:
Dy =r¢Dy 1 + My — Xy,

ahol D; az évvégi adossagillomany, r; a kamattényezs, M; az importvolumen, X; az
exportvolumen.

a) Elemezze a dinamikat a kovetkezd relativ valtozokkal és paraméterekkel:
D _ M Xe =&6Xi1, pe= o

&t

ahol d; adodssig-export arany, m; a fedezeti arany, & az exportvolumen novekedési
tényezGje és p; relativ kamattényezs.

b) Hatarozza meg az allandé paraméterii rendszer d° stacionérius allapotat (r:, &
és my allando)!

¢) Szamitsuk ki numerikusan a stacionérius allapotot, ha r = 1,01; £ = 1,06 és
m=1,1.

12.4. Valutaarfolyam és kamatlab

A valutaarfolyam ingadozasai szoros kapcsolatban vannak a kamatlabakkal. Ha a kiil-
foldi redlkamatlab nagyobb, mint a hazai, akkor megindul a hazai forropénz kiilféldre,
ha kisebb, akkor forditott irdnyd a mozgas. Képletben:

(12.5) e=¢c+er.
Ha (12.5)-6t behelyettesitjiik (12.4)-be, adodik
(72) X = 5 - gee - §YY - 6657“7“-

12.5. Az IS gorbe a nyitott gazdasagban

Behelyettesitjiik a jovedelemazonossagba a (6.3), a (7.1) és a (12.4) egyenleteket:
(12.6) Y=+l =1)Y]+[t—tr]+ G+ [ - &Y — el
Rendezve az egyenletet a kamatlabra:

podtete low(l-r)+eyy G &

12.7
(12.7) Ly Ly Lr Uy
Behelyettesitve (12.5)-t (12.7)-ba, kikiiszoboljiik a realarfolyamot:
e 1—ry(l— G
(12.8) podetEhbe 1owoT) Fovy .
Ly + 5667’ Ly + 5867" Ly + gegr

A monetaris és a fiskalis politika Gsszetett modon hat a kiilkereskedelmi mérlegre
és a valutaarfolyamra. Elsé kozelitésben a megnovekedett korményzati kiadas egyszerre
rontja a koltségvetési és a kereskedelmi mérleget (Hall-Taylor, 12.5a. abra).

10. abra
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12.6. Valutaarfolyam és arszinvonal

Elvben a valutadrfolyam gyengiilése emeli a hazai arszintet, azonban olyan nagy pia-
cokon, mint az USA, el6fordul, hogy a kiilfoldi termel6k inkdbb a nyereségratéjukat
igazitjak ki, mintsem hogy elveszitsék export-piacaikat.

12.7. Protekcionizmus és szabadkereskedelem

A protekcionizmus a hazai termelés ,védelmét” jelenti: kedvez a termel6nek, art a fo-
gyasztonak. Amennyiben az arak ragadosak, modosul a kép.

12.8. A valutaarfolyamok stabilizaci6ja

Ha a pénzpolitika a valutaarfolyamot akarja stabilizalni, akkor emelni kell a kamatlabat,
de ezzel 0sszehiizza a termelést.

12. Fiiggelék: a kamatlab és az arfolyam alakulasa racionalis varakozasok
esetén

Egyébként normaélis koriilmények kozott a hazai kamatlab egyenld a kiilfoldi kamatlab és
a hazai pénz leértékelésének varhato ratajanak osszegével. A kamatldb-paritds képlete:

(12.9) r=r"+AE°.
Bar a vasarloerg-paritas (E = E°) rovid tavon nem érvényes, igaz a kovetkezs

tendencia: minél inkabb tulértékelt egy valuta, annal gyorsabban értékel6dik le. Kép-
letben:

(12.10) AE® =5(E—E°), 0<6<1.
A (12.9) és (12.10) 6sszehasonlitasabol
(12.11) r—r*=0(E— E°).

A kiilfoldi kamatlab a kiilfoldi gazdasagpolitika fiiggvénye, ez utobbi viszont érzé-
kenyen reagéil az USA gazdasagpolitikajara. Példaul ha az USA-kamatlab ng, akkor a
kiilféldi kamatlab is ng, ha nem is egy-az-egyben:

(12.12) r—1r*=p.r—p.
A (12.11) és a (12.12) képletek sszekapcesolasaval:
E = E°+ (p,r — p)6— L.

Itt jegyezziik meg, hogy 2001-2008 kozott az eur6-magyar forint arfolyam viszony-
lag stabilan a 250-es érték kozott maradt, mikdzben a hazai inflacié iiteme évente lega-
labb 2-3%-kal meghaladta az eurézénaét. Ezt csak irredlisan magas kamatlabbal lehe-
tett elérni, emiatt viszont folyamatosan nagy volt mind a koltségvetési, mind a fizetési
mérleghidny. 2009 utén az arfolyam tobbszor is kilengett, elérte a 320 forintos értéket.
A fizetési mérleghiany megsziint, de ezt a beruhazasok (és a fogyasztas) erds visszaesése
okozta (vo. D. fliggelék)
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13. A koltségvetési hiany és az aggregalt kereslet

Az elfogadott elmélet szerint normaélis koriilmények kozott a koltségvetési hidny rossz
dolog, az allam tobbet kolt, mint amennyi bevétele van. A Nagy Vélsag idején természe-
tesen ésszertd volt koltségvetési hianyt gerjesztve tjraéleszteni a gazdasagot, mert nagy
volt a multiplikdtor-hatas (6.4. pont). 2000 koriil az USA-ban egy idére koltségvetési
hiany koltségvetési tobbletbe fordult, de azbéta azonban nétt, és 2009-ben békeidébeli
rekordszinttire: 12%-ra nétt. ElGiras szerint az eur6-zonaban a GDP 3%-a alatt kellene
maradnia a hidnynak, de ezt a mostani valsagban nagyon kevés orszagnak sikeriilt telje-
sitenie. Magyarorszagon a koltségvetési hiany példatlan megszoritas utdn 2008 ota kb.
a GDP 4% koriil mozog, fékezve a fogyasztast és a beruhazast.

13.1. A kormanyzati koltségvetés
Egy orszag koltségvetése durvan a kovetkezd tételekbdl all. Az aldbbiakban bemutatunk

egy 1996-os német koltségvetést.

D. tablazat. Német koltséquetés, 1996, GDP %-a

1. Bevételek Szézalékban 2. Kiaddsok Szézalékban
Korméanyzati

Adok 23,1 fogyasztés 19,8

TB 19,8 Transzferek 24,3

Egyéb 3,4 Brutto felhalmozas 2,2

Hiany 3,4 Kamat 3,7

Tb=Téarsadalombiztositas
Az adobevételek szerkezetét kiilon is bemutatjuk.
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E. tablazat. A német adok szerkezete %

Adofajta Osszes adoban GDP-ben
Kozvetett ado 44.4 10,0
Bérado 31,4 7,1
Beruhazasi ado 3,2 0,7
Vallalati ado 3,7 0,8
Egyéb 6,2 1,5
Kozvetlen adoé 59,5 12,5
AFA 29,7 6,7
Jovedéki 12,0 2,7
Kereskedelmi 5,8 1,3
Egyéb 8,0 1,8
Osszesen 100 22,5

Az amerikai adokrol az idézett tankonyv szamol be.
13.2. A deficit ingadozasa

A gazdasagi ciklussal parhuzamosan — fellendiilésnél /visszaesésnél — nének /csokkennek
a bevételek és csokkennek/nének a kiadasok (Hall-Taylor, 13.3. abra), mert valtozik a
munkanélkiiliség, az adobevétel stb: automatikus stabilizdtorok.

11. abra

13.3. A korméanyzati deficit hatasa

A korményzat megitélésekor érdemes a teljes foglalkoztatds melletti deficitet mérlegelni,
amely a strukturdlis deficitet mutatja. (Hall-Taylor, 13.5. abra)
12. abra
Célszert az egyenleg (B;) és az allamadosag (D;) kozotti kapcesolatot matematika-
ilag vizsgalni:

(132) Dt+1 = /)tDt — Bt~
Vezessiik be a GNP-hez viszonyitott értékeket: d = D/Y és b = B/Y . Tegyiik fol, hogy
a GDP exponencialisan né: Y; = Ypg' és mind az egyenleg/GDP, mind a kamattényezd
allando: by = by, pr = po. Ekkor

' _P
(132 ) dt+1 = Edt — bo.

Hatarozzuk meg a relativ adossdg dinamika fizpontjdt:

gbo
pP—g

& =

Ko6nnyen belathato, hogy amennyiben a névekedési tényezd kisebb, mint a kamattényezé
(ezt hivjak dinamikus efficiencidnak): g < p, akkor pozitiv egyenlegre van sziikség
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ahhoz, hogy az adossag is pozitiv legyen. Viszont a rendszer instabil: az egyenstlytol
valo eltérés (d = d — d°) exponenciélisan né:

A

d\t""l - Bdt
9

Nehéz megitélni, mennyire karos az allamadoéssig felduzzadasa. Ha jo beruhé-
zasokat finansziroznak belGle, akkor az addssag visszafizethets. Ha konnyelmten fo-
gyasztast finansziroznak beléle, és magas redlkamatokat kell utana fizetni, akkor karos
(Hall-Taylor, 13.7. abra).

13. és 14. abra

14. A monetaris rendszer
Minden piacgazdasag monetizalt, de még a mas tipusu gazdasagokban is, mint példaul
a feudalis vagy a szocialista gazdasig, nagy szerepet jatszott a pénziigyi szféra.
14.1. A monetéaris rendszer elemei

A pénz egyszerre fizetési eszkoz és elszamoldsi egység. A torténelem folyaméan elGszor
arupénz volt, majd az aranypénz, s a 20. szazadra egyeduralkodova valt a bels6 érték
nélkiili, korményzat altal kibocsatott és szavatolt papirpénz.

A kovetkezs pénzfajtakat kiillonboztetjiik meg: M; = készpénz (CU) és csekk (vagy
foly6) szamlapénz (D1); Mo = M, és takarékbetét és befektetési alapok (Ds); M3 = My
és tranzakcioban részt nem vevs pénz.

14.2. Pénzkinalat — a kozponti bank szabalyozé6 szerepe

Osszevonva a kétféle betétet: D = Dy + Do, felirhatoé a kovetkezs aZoONossag:
(14.1) M = CU + D.

A kormany dllamkéotvényeket bocsat ki (B), amelyeket a kozponti bank, a kereske-
delmi bankok és a nem pénziigyi magéanszektor (haztartasok és vallalatok) elfogad(nak).
A kereskedelmi bankok a kdzponti banknal tartalékokat helyeznek el (RE), amelyek a
kereskedelmi bankoknéal elhelyezett betétek meghatarozott aranyat el kell érniiik. A
kereskedelmi bankok kozvetitenek a betétesek és a hitelezettek kozott: kolcsonhitelek.

A kozponti bank az allamkoétvény-piacon keresztiil befolyasolja a monetdris bdzist:

(14.2) Mg = CU + RE.

A monetéris bazis és a pénzkinalat kozott a kovetkezd Gsszefiiggések teljesiilnek:
Kotelezd tartalékok:

(14.3) RE =1rD,
ahol r a tartalékrdta.
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A készpénzkereslet
(14.4) CU = cD.

A fenti Osszefliggésekbdl egyszertien adodik a monetdris bazis multiplikdtora:

1+e¢

(14.5) M =
r—+c

Msg.

Példa. Ha r = 0,1 és ¢ = 0,2, akkor M = 4Mgp.
Tanulsagos a kormany koltségvetési egyenlete:

(14.6) G+ F+RE—T=AMg+ AB.

Az egyenlet szerint a koltségvetési hidnyt a monetaris bazis (Mp) novelésével vagy &l-
lamkotvényekkel lehet fedezni. Ezek szerint a koltségvetési politika a kotvény altal
finanszirozott valtoztatasok a kormanyzati kiadésokban és az adokban. A monetaris
politika a monetéaris bazis noévekedése, az allamkotvények parhuzamos csokkentésével.

14.3. Pénzkereslet, készpénz és latra szo6loé pénz

Keynes harom pénzkeresleti okot kiilonboztetett meg: tranzakcios, ovatossagi és speku-
lativ.

Ha a csekkszamlankon pénzt tartunk, akkor az kevesebb kamatot hoz, mintha meg-
takaritasi szamlan tartanank, de esetleg nem kell fizetniink a csekk-koltségekért. Ezt a
veszteséget lehetdségkiltségnek (angolul: opportunity cost) nevezik.

A tranzakciés pénzkeresletet Tobin az egyéb termékek készletezéséhez hasonlitotta,
ahol igyeksziink megtalalni az optimumot a rosszul kamatoz6 pénzkészlet és a gyakori
pénzatutalas kozott.

A pénzkeresleti fliggvény a fenti okok eredGjeként alakul.

14.4. Az LM gorbe és a kozponti bank pénzpolitikaja
Héarom cél lehetséges: 1) Az My, 2) a kamatlab és 3) a GDP.

14.5. A kozponti bank és a koltségvetés gazdasagpolitikaja
kihagyva

14.6. Az IS és az LM go6rbét érintd sokkok

Attol fliggSen, hogy milyen sokkok érik a gazdasagot, més- és més kézponti pénzpolitika
lehet célszert.

14.7. Késések a monetaris politika hatasaban

Mivel a monetaris politika egy-kétéves késleltetéssel hat a gazdasagra, nagyon kockazatos
az aktiv hasznélata.
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ITI. RESZ. A KIBOCSATAS ES AZ ARAK
MEGHATAROZODASANAK MAKROOKONOMIAI ALAPJAI

15. Munkapiac és ingadozasok rugalmas arak mellett

kihagyva

16. A vallalat és a munkapiac merev arak és bérek mellett

Mig a kihagyott 15. fejezetben a konyv szerzéi azt az (irrealis) elképzelést tanulmé-
nyoztak, hogy az arak teljesen rugalmasak, most azzal a realis feltevéssel éliink, hogy
az arak (és a bérek) ragadosak.

16.1. Rugalmatlan realarak és realbérek

A tapasztalat szerint a legfontosabb arnak, a munkabérnek realértéke rovid tavon merev.
Ezért a vallalat profitja alig érzékeny a foglalkoztatottsagra.

Mikrotkonomiabol ismert, hogy az ar egyenlsé a hatarkoltség és haszonkules (u)
szorzataval:

(16.6) P = uMC.

A hatarkoltséggorbe is lapos, ezért az ar is érzéketlen a valtozasokra.
16.2. Nominalis bér- és armerevség

Ha az inflaci6 nem tul gyors (évi néhany szazalék), akkor révid tavon a feldolgozo
ipar szamos termékének ara és a dolgozok nominalbére is valtozatlan: nem érné meg
a faradsagot a bérek és az arak allando valtoztatgatasa. (Természetesen vannak olyan
termékek, az un. tézsdearuk: pl. buaza, nyersolaj, valuta, részvényarfolyamok, amelyek
ara szinte masodpercenként valtozik.)

16.3. Bérmegallapitas az USA-ban

Az USA-ban a szervezett dolgozok hagyomanyosan harom évre sz6l6 bérmegallapoda-
sokat kotnek, kiilonbo6z6 id6pontokban. Ezek a megéllapodasok az egyes évekre elére
elosztjak a béremeléseket. Bar viszonylag kicsi a sulyuk (10%), a tobbi dolgozé megéal-
lapodasai is kovetik Gket. Ezért dtlapolodnak a béregyezségek, s ezaltal merevvé teszik
a nominalbéreket.

16.4. A lépcsézetes bérmegallapodas egyszert modellje

Az egyszertiség kedvéért két évre szolo bérmegallapodast modelleziink: a dolgozok fele
a paros évek elején, a masik fele a paratlan évek elején kap 0j bérszerzédést (X). Az
atlagbér W:

X+ X,

(16.8) W 5
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ahol a —1 als6 index az el6z6 évet, a +1 als6 index a kovetkezd évet jeloli.
A szerzGdéses bért viszont a két évre varhato atlagbér atlagaként allapitjak meg,
de figyelembe veszik még a munkapiaci helyzetet is:

W+ W N
== 5[0+ 0a],

(16.9) X

ahol U a munkanélkiiliségi rata eltérése a természetes értékétsl, és ¢ egy pozitiv allando.
Helyettesitsiik be (16.8)-at (16.9)-be, és rendezziik a kifejezést:

X1 +X -
(16.11) X = % —c [U + U+1] .

Itt feltettiik, hogy jol elérejelezhets a jovs évi (+1 indexd) szerz6déses bér értéke: ra-
cionalis varakozasok. Figyeljiik meg, hogy a jelen nemcsak a milttol, de a jovotdl is

fiigg.
16.5. Gazdasagpolitikai kovetkezmények

A modell gazdasagpolitikai kovetkezményei fontosak. Képzeljik el, hogy mar tébb éve
nagy az inflacio, és hirtelen meg akarja sziintetni a Fed. Mivel a nagy inflaciot mar
bearaztak a 3 évre szolo bérmegallapodasok 2/3-aban, csak a munkanélkiiliség drasz-
tikus novelésével lehet a redlbéreket kordaban tartani. Ez 6riasi termeléskieséssel jar.
Ehelyett célszertibb az inflaciét fokozatosan, bar hatarozottan csokkenteni, és ezt elére
bejelenteni, hogy a szerzédésekben is figyelembe vehessék az érdekeltek.

17. Aggregalt dinamika és arigazodas

Ebben a fejezetben egy olyan modellt elemziink, amely 0sszekapcsolja az ar- és bérme-
revségeket és a racionélis varakozasokat.

17.1. A bér-ar mechanizmus teljes folyamata

A 8. fejezetbdl idézziik a varakozasokkal bévitett Phillips-gorbét:

Y, -Y*
1}/—*_’_7_(.6_'_2,

(17.1) T=f
ahol f > 0 egy alland6, Y* az egyensilyi kibocsatas, m és n° a tényleges és a vart
inflacios rata, végiil Z az arsokk.

Az els6 tag azt mutatja, hogy ha rovid tavon az el6z6 idGszakban kihasznalatlan
kapacitasok voltak: Y_; < Y*, akkor 6nmagaban az inflaci6 iiteme negativ lenne. A
méasodik tag az inflaciés varakozasok hatasat mutatja, amely a bérmegallapodésokon
keresztiil hat. A harmadik tag a nyersanyagarak véltozasédnak hatasat mutatja (pl. az
1973-as és az 1979-es olajarrobbanast).

Racionélis varakozasoknal varhato értékben 7€ = m, a sokk varhato értéke 0, tehat
Y_1 =Y az egyensulyi kibocsatas fiiggetlen az inflacios ratatol.
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17.2. Az arigazodasi modell egyiitthatéinak valtozasa

A kornyezet véaltozasa miatt valtozik f is. Két példat hozunk erre: 1) az indexalas
elterjedtségét és 2) az tizleti ciklusok hosszat és kilengését.

Ad 1) Az USA-ban nemigen kotik dssze explicite a béreket az arakkal, azonban egyes
nyugat-eurépai orszagokban, kiilonosen Olaszorszagban, hosszii éveken keresztiil bérin-
dexélas miikodott. Ez azonban nem csodaszer, s6t. Magyarorszagon — helyesen — soha
nem volt bérindexalas, viszont a nyugdijakat 1992-1998 kozott a bérekhez igazitottéak.
Terv szerint 2001-t61 takarékossagi okokbol a nyugdijasok csak a redlkereset-novekedés
felét kaptak volna meg (E. fiiggelék, kiillondsen az E.3-4. tablazat). Ugyanakkor po-
litikai megfontolasokbdl a mar megéllapitott nyugdijak az el6irtnal sokkal gyorsabban
emelkedtek, kiilonosen a 13. nyugdij 20022006 kozti fokozatos bevezetése miatt. A
rank torg vilagvalsag nyoman a kormanynak 2009. tavaszan meg kellett szilintetnie a 13.
havi nyugdijat és a mar megallapitott nyugdijak realértéke a tovabbiakban lényegében
valtozatlan marad.

Ad 2) Valészint, hogy a II. vilaghabort utan az USA-ban révidebbé és enyhébbekké
valtak a ciklusok, ezért csokken az inflacios/deflacios nyomés. Az onelégiilt kozgazda-
szok a Nagy Mérsékletrsl beszéltek, mig rajuk nem délt a vélsag.

17.3. A varhat6 inflacié modelljei

Az uralkodo elmélet szerint a gazdasag nem kormanyzati szerepl6i atlatnak a korméany-
zati szandékokon, s lényegében jol becslik el6re az inflaciét is: racionalis varakozasok.
Ez azonban nem zarja ki azt, hogy révid tavon komoly eltérések legyenek a varakozasok
és a tények kozott.

17.4. Az arigazodas és az aggregalt kereslet

1995 elején a magyar gazdasag robbanasig tulflitotté valt, a fizetési mérleg hidnya el-
érte a GDP 9%-at. Elvileg két stabilizacios lehetéség volt: 1) ortodox (tiszta) és 2)
heterodox (kevert). Ad 1) Az ortodox megoldas a kereslet visszaszoritasan keresztiil
novelte volna a munkanélkiiliséget, s ezaltal lenyomta volna a redlbéreket, a fogyasz-
tast, s megjavitotta volna a kiils6 versenyképességet. Ad 2) A heterodox megoldas egy
hirtelen leértékeléssel az inflacios ratat 18%-rol 29%-ra nyomta fol, ezaltal egy év alatt
lenyomta a realbéreket 15%-kal, s valtozatlan munkanélkiiliség és kibocsatas mellett
allitotta helyre az egyensilyt. 2006-2008 kozott jbol stabilizaciora szorult az orszag.
Az akkori kormany novelte az adokat, s ez csokkentette a redlkereseteket. Utodlag tgy
tlinik, hogy helyesebb lett volna az adokat és ezzel parhuzamosan az allami djraelosz-
tast, valamint a kiadasokat csokkenteni, vallalva a keresetkiilonbségek novekedését és a
infrastruktira stagnélasat.
Amerikai példat tiikroz a kovetkezd két abra (Hall-Taylor, 17.1-2. &bra).
15. és 16. abra

17.5. Inflacio—kibocsatasi hurok az USA-ban, az NSZK-ban és az UK-ban

Ha a vizszintes tengelyen a GNP-rést abrazoljuk, s a fligg6legesen az inflacios ratat,
akkor jellegzetesen hurkokat kapunk, amelyek az tizleti ciklusokat tiikrozik.
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IV. RESZ. MAKROGAZDASAGI POLITIKA

18. Megfelel6 makropolitika megtervezése és megvalositasa

Altalaban a gazdasagpolitika az inflacié és a munkanélkiiliség egyiittes visszaszoritasara
torekszik, ez orszagonként kiilonboz6képp valosul meg.

18.1. Altalanos elvek

Ot elvet mondunk ki.

1. Az emberek varakozasai racionélisak: nem hibatlanok, de torzitatlanok.

2. A makropolitika is a gazdasag része és szabalyként kell megadni.

3. A gazdaséagpolitikai szabaly akkor miikddik jol, ha a gazdasagiranyitas elkotele-
zett és szavahihetd.

4. A gazdasag alapvetden stabil, csak a sokkok idGlegesen kitéritik az egyensulybol.

5. A makropolitikinak az a célja, hogy csokkentse a kibocsatasnak, a munkanélkii-
liségnek és az inflacionak az egyensulytol valo eltérésének az idGatlagat.

18.2. Eszko6z0k és célok (vo. H. fiiggelék)

Matematikai szabalyozaselméletben ismert az allapot- és a szabélyozasi vektor fogalma.
Jeliikk: x; és u;. A (linearis) szabélyozasi rendszer az allapotvaltozast a szabalyozés
(linearis) fiiggvényében irja le:

Ti4+1 = A.??t + But,

ahol A és B alkalmas méretd matrix.
A rendszert szabdlyozhatonak nevezziik, ha tetszéleges allapotbol tetszdleges al-
lapotba véges idGszak alatt atvihetd: azaz tetszoleges x' és x’/ allapotparhoz létezik

olyan ug,u1,...,ur szabéalyozasi vektorsorozat, amely a rendszert z’-bsl z”-be vezeti.
Altalaban a szabalyozasi valtozo kisebb dimenzioja, mint az allapotvaltozo (hetet egy
csapasra”).

A legegyszertibb esetben A = I, azaz xy1 = x4+ Bu,. Ekkor a szabalyozhatosaghoz
(sziikséges és) elegendd, hogy B invertalhato legyen, ekkor a célbaérés egy idszak alatt
megvalosithato: ug = B~z — 2'].

Gyakran azonban az eszk6zok nem eléggé fiiggetlenek egymastol, ekkor kompro-
misszumra kell térekedni.

18.3. Bizonytalansag és id&zités

Minél bizonytalanabbak az ismereteink a gazdasagrol, annél 6vatosabban kell beavat-
koznunk annak miikodésébe. FEzenkiviil az elényok és a hatranyok a) idébeli és b)
egyénenkénti eloszlasa sem azonos. Ad a) Mire beért volna a Bokros-csomag, a Horn-
kormany régen megbukott (Magyarorszag, 1998) vagy a hatranyok sokkal késgbb valnak
lathatova, mint az elényok (2002-es szaznapos program). Ad b) A szenveddk sokkal
hangosabban tiltakoznak, mint ahogyan a nyertesek tdmogatnak (az EU mez6gazda-
sagi politikdjanak hasznat a lakossag 5%-a (a farmerek) élvezi és 95%-a (a fogyasztok)
szenved a tehertdl.
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18.4. Teljes foglalkoztatottsag és az arstabilitas

A jo politika a foglalkoztatottsagot és az inflacidt egylitt optimalizalja, pl. a négyzetes
eltérések Osszegét minimalizalja (Kalman-sziirs).

A munkanélkiiliség koltsége eléggé nyilvanvald (bar egyes kozgazdaszok a mun-
kanélkiiliséget onkéntes pihenésnek tekintik). Az inflacio koltségei sokkal nehezebben
megfoghatok: 1. Minél nagyobb az inflacio, annal nagyobb a nominélis kamatlab, tehat
annal dragabb a készpénztartas a takarékbetéthez képest. 2. Tokéletlen indexalasnal
torzul az adoérendszer. 3. Igazsagtalan nyereségek (pl. a hitelfelvevsk) és veszteségek
(pl. a hitelnytjtok).

18.5. Atvaltas az inflacié és a munkanélkiiliség koz6tt

A teljes foglalkoztatottsag és az arstabilitas a Phillips-gérbe miatt altalaban kizérja
egymast [(17.1)]:

(18.1) T=f——+71°+ 2.

Tegyiik fol, hogy adott évben egy arsokk éri a gazdasagot. Tegyiik fol, hogy a
gazdasagpolitika a kibocsatasi rést az inflacios rata meghatarozott aranyaban (g) allitja
be:

Y -Y*

(18.2) =

= —gm.
Naiv varakozast: 7¢ = m_; mellett, (18.2)-t behelyettesitve (18.1)-be, adodik
(18.3) m=(1-fg)r_1+ Z.

Ha g = 1/ f, akkor az inflacios hatast egy idGszak alatt lekiizdottiik (lasd a 18.2. alfejezet
szabalyozhatosagi részét), viszont nagyon lecs6kkentjiik a kibocsatast. Ha g sokkal
kisebb, mint 1/f, akkor az inflacios hatast csak tobb idészak alatt kiizdjiik le, viszont
alig csokkentjiik a kibocsatast.

18.6. Az arsokk kezelésének optimalis médja
Az optimum a két véglet kozott van.
18.7. A gazdasagpolitikai mozgastér bdvitése

A kovetkezd lehetGségeket soroljuk fol, amelyekkel a kormanyzat bévitheti sajat mozgés-
terét: 1. a munkaerépiac aramvonalasitasa, 2. az indexalés fejlesztése, 3. a korményzati

hibak kikiiszobolése, stb.

19. A vilaggazdasag

A feldolgozott kinyv fsleg az USA-val foglalkozik és 1990 el6tt irodott, ezért korlatozott
érvényd.
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19.1. A nemzetkozi pénziigyi és monetaris rendszer

Napjainkban harom pénziigyi nagyhatalom miikddik: az USA, Japan és az EU. 1971
ota az arfolyamok egymas kozt szabadon alakulnak: lebegnek. Az EU orszagai 1979-
t6l kezdve egyre inkadbb 6sszehangoljak arfolyamaikat, 1999-t6l a legfontosabb nyugat-
europai orszagok (Nagy-Britannia kivételével) teljesen rogzitett arfolyamot alkalmaznak
egymés kozott, s 2002-t6l megvalosult a kozos pénz, az eurd.

2000. januar 1-jéig a magyar forint arfolyama egy valtozd valutakosarhoz volt
kotve (legutobb 30% dollar és 70% eurd), aztan 100% eurd. 1995 elejéig a forintot
idénként leértékelték, majd elére meghatarozott mértékben naponta leértékelték: cstszo
arfolyam. ElGszor majdnem havi 2%-kal, végiil csak havi 0,2%-kal. 2001. majusaig a
kormany +2,25% savon beliil tartotta a forint arfolyaméat, 2001 és 2008. tavasza kozott
+15%-ra bovitette. Ha kellett, akkor a kormany vagy az MNB beavatkozott. 2008.
tavaszatol a két savot eltorolték, a forint arfolyama szabadon lebeg, elgszor 240 Ft/E
arfolyamon. Ez a politika féken tartotta az inflaciot, viszont nagyon korlatozta az
exportot, kiilonosen a hazai vallalatokét. 2008. Gszén megingott a bizalom a forint és
a kornyezd valutak irant, 2009. marciusidban a forint—eur6 arfolyam 320-ra gyengiilt,
majd 270 koriil stabilizalodott.

Manapsag egy nyitott piacgazdasagban a kovetkezd harom feltételnek kell teljesiil-
nie: 1. A valuta szabadon dtvdlthats (konvertibilitas). 2. Szabad t6kemozgas. 3. Szabad
termékaramlas.

A szocialista gazdasagban egyik feltétel sem teljesiilt, igy lehetett — ugy-ahogy —
elszigetelni a belsé gazdasigot a kiils6 gazdasagtol. A II. vilaghdboru utéan elszor a
nyugat-europai gazdasagok sem teljesitették e feltételeket, s azota is vitatjak, hogy ez
jO volt-e vagy sem.

A koézponti bank allampapirokat adott el/vett, hogy befolyasolja a valutaarfolya-
mot. Ma méar inkabb a kamatlabak valtoztatsaval befolyasolja a hazai arszinvonalat és
a valutaarfolyamot.

A kozponti bank devizatartalékai eladasaival tudja védeni a hazai arfolyamot. Kér-
dés, hogy van-e elég tartaléka, hogy megvédje a hazai arfolyamot a spekulansok ta-
madasatol. Példaul 2008. &szén az MNB-nek csak 17 mrd EUR tartaléka volt, és ez
hozzajarult a forint elleni tdmadéas sikeréhez. A devizatartalékokat az IMF-+EU segitsé-
gével kb. 30 mrd EUR-ra emelték fel. Persze, a kamatlab-kiilonbség miatt ez is koltséges
dolog, de legalabb biztonsagot ad.

19.2. A vilag pénziigyi rendszerének a torténete

A modern korszakban 1914-ig minden orszag valutajanak egysége aranytartalommal
volt megadva. Ez automatikusan biztositotta a fix arfolyamokat. Az I. vilaghaboru-
ban a hadigazdalkodas nyoméan ez a rendszer osszeomlott, s az 1920-as években csak
par évig sikeriilt visszatérni az aranyvaluta-rendszerhez. 1945-1971 kozott dollaralapi
valuta-rendszer volt, a dominéns orszag, az USA vallalta, hogy rogzitett aranyban (35
dollar/uncia) valt be dollart aranyra. 1971-re az USA aranytartalékai vészesen csokken-
tek, s a rendszer megbukott.

19.3. Gazdasagpolitika, arfolyam és inflacié

Gazdasdgpolitika lebegd drfolyam mellett. Példaul 1971. o6ta az USA szabadon ala-
kithatja monetaris és koltségvetési politikajat. 2000 koriil az USA gazdasaga belséleg
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egyensulyba keriilt: nem volt se inflacio, se szamottevé munkanélkiiliség, a novekedés
gyors volt. 2002. kozepe Ota a novekedés ingadozik, és a koltségvetési hiany a GDP
4%-ra nott. Még a koltségvetési tobblet idején is folytatodott a hatalmas kiilss eladoso-
dés, s ez csak azért volt lehetséges, mert sokaig rengeteg kiilfoldi befektetst vonzott az
amerikai t6zsde 2001-ben megsziint, majd 2008-ig megtjuld szarnyalasa. Rengeteg nem
amerikal egyén tartja megtakaritdsait dollarban. Nyugat-Eurépaban ellentétes volt a
helyzet: nagy a munkanélkiiliség (10%) és komoly tokekivitel volt, f6leg az USA-ba, de
Kelet-Européba is.

2008. 6szén kipukkadt az amerikai jelzalog-buborék. Emiatt mindeniitt 6sszeomlott
a tozsde, és csak a példatlan allami beavatkozas (példaul az USA-ban a kéltségvetési hi-
anyt 11%-ra kellett emelni) mentette meg a nemzetkozi pénziigyi és gazdasagi rendszert
az Osszeomlastol.

Magyarorszagon a 2006-2008-as megszoritas hidba csokkentette hatalmas mérték-
ben a koltségvetési hianyt, magas kamat, az erés arfolyam és a bankok laza hitelpoliti-
kaja 2008 Gszéig lehetévé tette a magyar vallalatok és magyar allampolgarok rohamos
eladosodasat. Amikor a hitelforrasok hirtelen kiszaradtak, 2009-ben a hirtelen reakci6
és az exportlehetGségek besztkiilése miatt a termelés jelentékenyen (6%-kal) visszesett.
2010-ben méar megindult a lasst névekedés.

Gazdasagpolitika rogzitett darfolyam mellett. Az EMU-ban minden orszag kozos
monetaris és koltségvetési politikat folytat, a szabad t6kearamlés és a minimaélis inflacio
(2%) miatt nem is lehetnek lényeges kamatlab-kiilonbségek sem.

Hosszi tavon érvényes a kovetkezs egyenlet:

(19.2) P-E=P,,

ahol P=hazai arszinvonal, E=valutaarfolyam és P, = nemzetkozi arszinvonal.
Rogzitett arfolyam esetén olyan pénzpolitikat kell folytatni, hogy teljesiiljon (19.2)
kovetkezd alakja:

P,
19.3 P==-"
(19.3) -
Lebegt arfolyam esetén tetszéleges pénzpolitikat folytathat, s ebbdl hatarozodik
meg az arfolyam tgy, hogy teljesiiljon (19.2) kévetkezd alakja szerint:

P,
19.4 E=-2.
(194 =

19.4. Nemzetkozi gazdasagpolitikai koordinacid

Tegyiik 61, hogy minden orszag megprobalja optimalisan szabalyozni foglalkoztatottsa-
gat és inflaciojat. Mivel az egyes orszagok gazdasagpolitikaja erdsen hat a tobbi orszag
helyzetére, jatékelméleti helyzettel van dolgunk. A két vildghabora kézott az egyes or-
szagok kevés tekintettel voltak a tobbi orszagra, ezt hivjék ,tedd koldussa a szomszédod”
politikdnak vagy nem-kooperativ jatéknak, s a kovetkezmény ismert. A II. vilaghdbort
utan az egyes orszagok, kiilonosen az USA, kooperativ jatékot folytattak, s a Marshall-

P

kototte. Ez a kooperécio a kozos pénz bevezetésével soha nem latott szintre emelkedett.
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Kiilonb6z6 orszagok valutaunidja 6sszehangolt koltségvetési politikat feltételez. Mi-
vel azonban az EU-15 tagorszagok déli tagorszagai, mindenekelStt Gorégorszag ,titok-
ban” — a statisztikai adatokat meghamisitva — laza koltségvetési politikat folytattak,
koltségvetési hianya, fizetési mérleghianya és allamadossaga mértéktelentil felduzzadt:
a GDP 12%-ra illetve 125%-ra felduzzadt. 2010 tavaszan a gorog gazdasagot kellett
megmenteni, Gsszel az irt. A portugal és a spanyol megoldas még kérdéses.

FUGGELEKEK

A. NOVEKEDESI MODELLEK

Jol ismert, hogy a neoklasszikus elmélet 1870 koriili kialakulasatol egészen a II. vilag-
habortig nem sok figyelmet szentelt a névekedés kérdéseinek. Harrod (1939) diszkrét
idejii modellje mellett Domar (1946) folytonos idejii modellje az els6 névekedési model-
lek kozott foglal helyet. Az imént emlitett modellek azonban klasszikusak lévén, alig
kapcsolodtak a modern kozgazdasagtan f6aramét képezd neoklasszikus kézgazdasagtan-
hoz. Ezért okozott nagy 6romot a f6aram hiveinek, amikor Solow (1956) megalkotta
a neoklasszikus novekedési modellt. Azota a névekedéselmélet nagy utat tett meg, de
mi csak a két uttord modellosztallyal tudunk foglalkozni ebben az alfejezetben. A té-
makorbdl Szakolezai (1963) és (1967) szerkesztésében gazdag valogatéas all a magyar
olvasé rendelkezésére. A mostanaban kialakul6 endogén névekedés elméletérsl gazdag
ismertetést ad Valentinyi (1995). Mivel az irodalomban altalaban Hall-Taylortol eltérs
jelolést és sorrendet hasznélnak, nem tartom feleslegesnek, hogy a fiiggelékben mi is a
szokasos sorrendet kovessiik, és F'(N,K) helyett F'(K,L)-et irjunk.

Egy klasszikus névekedési modell

Domar modelljében végss soron harom makrovaltozé van: termelés (Y'), beruhazas (1)
és fogyasztas (C). A modell egyenletei a kivetkezsk.
GDP-azonossdg

(A1) Y =C+1,
Termelésnovelés
(A.2) Y = AI, A>0;

Fogyasztdsi fiigguény
(A.3) C=(1-9)Y, 0<s<1.

Mind A, mind s idében valtozatlan paraméterek.
A jobb megértés kedvéért ketté bontjuk az (A.2) egyenletet:
Allando termelés—tdke hdnyados

(A.2a) Y = AK.
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Azonnali tékeképzddés
(A.2b) K=1I.

Valoban, derivalva az (A.2a) egyenletet és behelyettesitve az (A.2b)-be, adodik (A.2).
Most csak egyensulyi palya létezik. Egyszerd behelyettesitéssel: I = sY, azaz a

kibocsatas dinamikajat az alabbi allandé-egyiitthatos, homogén linearis differenciale-

gyenlet irja le.

Alap differencidlegyenlet

(A.4) Y = AsY.

Az (A.4) differencidlegyenletet megoldva adodik az

A.1. tétel. (Domar, 1946.) Az (A.4) differencidlegyenlettel leirt klasszikus
novekedési modell palyéja exponencialis:

(A.5) Y (t) = Yyelt,
ahol I' a névekedési titem:
(A.6) I' = As.

Az életben érvényesiilé nagysagrendek érzékeltetésére megemlitjiik a kovetkezs
szamharmast.

A.1. példa. Numerikus szemléltetés. s = 0,2; A = 0,25; I' = 0,05.

Megjegyzés. Felfedezése 6ta a I' = As képletrdl nagyon sok kozgazdasagi vita
folyt. Tegylik fol, hogy a munkaerd novekedési liteme v, a termelékenységé n, ekkor
teljes foglalkoztatés esetén a I' = v + n egyenlGségnek teljesiilnie kell. Mi biztositja
ezt az egyenlGséget? A klasszikus elmélet szerint ez csak véletleniil teljesiil, s semmi
sem biztositja az egyensily stabilitasat. Harrod (1939) kifejezése szerint az egyenstuly
borotvaélen tancol. Ezt a probléméat oldja meg a neoklasszikus megkozelités.

Egy neoklasszikus névekedési modell

A neoklasszikus megkozelités 1ényege a termelési tényezok kozti sima helyettesithetGsé-
get kimondo feltevésben rejlik. Tegyiik f6l, hogy a kibocsatas a tékén kiviil a munkatol
is fiigg, ahol L(t) = Loe"". (A miiszaki haladastol eltekintiink.) Neoklasszikus — allando
skalahozadéku — termelési fiiggvény szerint tetszéleges K és L kombinacioval elGallithato
valamilyen kibocsatas: Y = F(K, L). Célszerd az egy fore juto kibocsatasra és tSkére
attérni:

Y . K
Ekkor Y = F(K, L) helyett
(A.8) y = f(k) = F(k,1),
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irhato. Feltessziik, hogy
(A.9) ) csokken, valamint  f/(0) = oo és f'(o0) = 0.

Megtartva az (A.1), (A.2b), (A.3) Osszefliggéseket, valamint az allandé megtakari-
tasi hanyad feltevését, levezethets a kovetkezs
nem-linedris alap differencidlegyenlet:

(A.10) k= sf(k)— vk.

Valoban: '
K KL-KL 1Y KL 5
— | = ==— - == =35y — vk.
L 12 v ©.r1r %Y
Kimondhato6 az

A.2. tétel. (Solow, 1956.) Az (A.10) differenciilegyenletii neoklasszikus néveke-
dési modell egyetlen stacionarius pontjat a kévetkez6 egyenlet hatarozza meg:

(A.11) sf(k°) =vk®, 0<k® < oo

amely globalisan stabil.

Bizonyitds. (A.10)-be behelyettesitve k = 0-t, adodik (A.11). A konkavitasi
feltétel miatt éppen egy ilyen pont létezik, mert (A.9) és a I'Hospital-szabaly szerint

lim [@] = lim f/(k) = 0o, lim [@} = lim f'(k)=0.

k—0 k—0 k—o0 k

(A.10) szerint 0 < k < k° esetén k > 0, k° < k < oo esetén k < 0, azaz k mindkét
oldalrol tart k°-hoz. A bizonyitéds szabatossa tehets a Ljapunov-modszer alkalmazéasa-
val. [

Bemutatjuk a legegyszertibb termelésifiiggvény-csaladot.

A.2. példa. Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvény. ¥ = AK*L'~% esetén y =
Ak®, azaz k° = (sA/v)Y/ (=),

Az A.2. tétel bizonyitasanak gondolatmenetét szemlélteti az A.1. abra az A = 1;
a=0,3; v=0,05; s;1 = 0,2 és so = 0,3 esetben. Vegyiik észre, hogy nagyobb beruhazasi
hanyadhoz nagyobb egyensulyi tékefelszereltség tartozik!

Jellemz6, milyen magabiztosan marasztalja el Azariadis a Solow-modellt, mert ez
a magatartas nem optimalis. Anélkiil, hogy elfogadnank ezt a biralatot, megemlitjiik,
hogy a C. alfejezetben visszatériink az optimalis felhalmozas kérdésére. Itt csak utalunk
Phelps (1961)-re, amely intertempordlis optimalizalas nélkiil meghatarozta az idében
allando, aranyszabdly szerinti optimalis felhalmozéasi hanyadot.
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A.3. tétel. (Phelps, 1961.) Az egy fére juté maximalis staciondrius egyensilyi
fogyasztas olyan téke/munka aréany mellett valosul meg, ahol a hatartermelékenység
megegyezik a munkaerd névekedési titemével:

(A.12) £k = v.

Bizonyitas. C/L = [F(K,L)—vK]|/L = f(k) —vk. A maximum sziikséges felté-
tele értelmében a k szerinti derivaltnak el kell ttinnie, azaz f'(k) — v = 0 adodik. ]

Az A.3. tételt a legegyszertibb termelésifiiggvény-csaladon szemléltetjiik.

A.3. példa. Cobb-Douglas-optimum. y = Ak® esetén (A.12) az a Ak ! = v
egyenletre egyszertisodik, ahonnan k° = (aA/v)Y/(1=®) . Az A.2. példaval Gsszevetve:
50 = a.

Az A.1. abra adatain szemléltetjiik az optimumot: A.2. abra.

Ha foltessziik, hogy a miszaki haladas Solow-semleges, azaz minden évben azo-
nos iitemben né egy adott t6ke-munka péarhoz tartozo kibocsatas, F|t, K(t), L(t)] =
emF[K(t), L(t)], akkor a ' = v + 7 jelléssel a meg nem testesiilt mtiszaki haladas is
modellezheté. Eppen ez volt Solow masik nagy teljesitménye: (1957).

Végiil a 4.3. alfejezet Cobb—Douglas-fiiggvényét altalanositjuk.

(A.13) Y = A F(Ny, Ky).
1d§ szerint derivalva az egyenletet, adodik
(A.13) Y, = A F(Ny, Ky) 4+ AF(Ny, Ky).
Felhasznélva a teljes derivalt képletét, adodik
F(N, K;) = FiyN; + Fi. K.

Behelyettesitve (A.13)-ba:

(A.13") Yo _ A NN | FieKo Ky
i A Fo Ny Fe K

Bevezetve az

és az

B Fi K, Fy N,
1- ﬁ - Ft ) ﬂ - Ft
jeloléseket,
(A.14) n(t) = a(t) + pr(t) + (1 — B)k(t).
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B. VARAKOZASI DINAMIKAK

Bevezetés

A kozgazdasagi modellek egyik megkiilonboztetsd vonasa, hogy egyes valtozok fligghet-
nek més valtozok jovére vonatkozo értékétsl, a varakozdsoktol. Példaul a konyvkereskedd
e heti beszerzése fiigg a jov6 hétre vart eladasoktol, vagy az idei megtakaritasom fiigg a
jovo évre vart kamatlabtol.

Az 1950-60-as évek modelljeiben a naiv (vagy altalanosabban: adaptiv) varakoza-
sok szerepeltek, ahol a varakozas a korabbi ténytdl (és a korabbi varakozastol) fiiggott.
Példaul a kereskedd folteszi, hogy a jové héten is ugyanannyi konyvet akarnak vasa-
rolni, mint ezen a héten. Méasik példa: a jelzalog kolcsonzé bankarok minden évben agy
hatarozzék meg a torlesztést, hogy folteszik, a kamatlab a hatralévs idére véltozatlan.

Ez a feltevés sok kritikat kapott (Lucas), s egyre inkadbb a raciondlis vdrakozdsok
feltevése 1ép a helyére. Ekkor adott informéciés halmaz esetén a déntéshozo varakozasa
megegyezik a modellbdl levezethets varhato értékkel. Specialisan, determinisztikus eset-
ben a raciondlis varakozds megegyezik magéaval a tényleges értékkel: tokéletes eldreldatds.

Esetenként tényleg jobb a racionalis varakozas, mint a naiv varakozas. Mas ese-
tekben azonban forditott a helyzet. S&t az is el6fordul, hogy az allandésult allapotokon
kiviil szinte értelmezhetetlen a racionalis varakozas.

Grandmont (1998) és Simonovits (1999) nyoméan egy absztrakt dinamikus rendszert
vizsgalunk, amelyet a virakozésok hajtanak.

Az id6 jele ismét t = 0,1,2, ..., a rendszer skalar allapota a t-edik id&szakban xy,
+T, a t idészakban képzett 7(> t) id6pontra vonatkozo varakozast jeloli.

A modell dinamikaja a kovetkezs:

(B.1) 9(Tt—1, T4, 1T¢41) = 0.

Most konkretizaljuk a két specialis esetet, a raciondlis varakozasokat és a naiv
varakozasokat.
Raciondlis vdrakozdsok
A vart allapot megegyezik a megfeleld id6szak modellbeli tényleges értékével:

(B2) tLt+1 = L41-

Naiv varakozdsok
A vart allapot megegyezik a jelenlegi tényleges értékkel:

(BS) tLt41 = Tt
Ko6z0s leiras:

(B4) tLt4+1 = Tt+d, d= 0, 1.
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Lokalis stabilitas

Jelolje x° az allandosult allapotot. Konnyen belathato, hogy minden allandosult allapot
fliggetlen a varakozasok tipusatol. Mostantol feltessziik, hogy legalabb egy allandosult
allapot 1étezik.

Linearizaljuk (B.1)-et z° koriil. Legyen a g fliggvény z;; szerinti parcialis derivaltja
az x° pontban v;, ¢ = —1, 0, 1. Legyen z; = z; — x°. Ekkor az z° pont koriili lokalis
gq-dinamikat a kovetkez6 linearis differenciarendszer irja le:

(B.5) V=1Z¢—1 + YoZt + V1844 = 0.
Bevezetve az a1 = 7; jeloléseket, megszabadulunk a negativ indexektdl:
(B5/) Oz()fi’t_l + O[l.ii't + ()ngi't+d =0.

Normalizalas: as = 1. Jelolés: 8 =a; +1 #0.

Ekkor folirhatjuk a két rendszer karakterisztikus egyenletét: po(A\) = g + BA és
pl(/\) = + Oél)\ + )\2.

Igaz a

B.1. tétel. a) A naiv varakozasok stabilitasi feltételei:
1< A=—-ap/f <1,

azaz a stabilitas ekvivalens az
lag| < |ag + 1

feltétellel.
b) A racionéalis virakozasok stabilitasi feltételei:

ag+a;+1>0, ag—a1+1>0 és ap < 1.

B.1. feladat. Igazoljuk a b) pontot!

A B.1. abra illusztralja a helyzetet az («, aq)-sikban. A fiigglegesen és vizszinte-
sen csikozott teriilet a paraméter-sikban rendre a racionélis, illetve a naiv varakozasok
stabilitasat jeloli. Ko6zos résziik az egyidejd stabilitést jeloli.

Ratérve a nyeregpont-stabilitas feltételére: p1(1) < 0 < p1(—1) vagy pi1(—1) <
0 < pi(1), azaz |aq| > |ag + 1|. Ekkor Ag-vel jelolve a stabil gydkot, a o1 = Aado
valasztéassal a robband irdny elttinik.

Mi torténik azonban akkor, ha mindkét gyok instabil? Ekkor még a meglehetGsen
torékeny megoldas is lehetetlenné valik, és nem marad mas kitt az instabilitasbol, mint-
hogy egyszertien az allandosult allapotra szoritjuk a dinamikat. Ez a kozgazdasagilag
indokolatlan megkiilonboztetés a kétfajta instabilitas kdzott viszont aladssa a korlatozas
hitelét (lasd még Molnar—Simonovits, 1996).

Kitérsként attekintjiik a masodrendii allando6 egyiitthatos linearis differencialegyen-
letek elméletét. Kezdjiik a kezdetiérték-feladattal!

T = at + fx,
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ahol z( és ©o adott. Probalgatassal kiderithets, hogy az e* alakt megoldasok akkor és
csak akkor elégitik ki a fenti differencidlegyenletet, ha A kielégiti az un. karakterisztikus
egyenletet:

A2 = a\ + Oz,

Harom eset van: a) mindkét A valos és kiilonb6z6, b) mindkét A valos és azonos, b)
mindkét A komplex (és kiilonb6z6), Ennek megfelelgen az altalanos megoldés
a)

2(t) = &Mt + et

b)
z(t) = & e + Etet

c) z(t) = Ae" cos(wt + &), ahol r = Re) ». A kezdeti feltételekbdl a paraméterér-
tékek megallapithatok.
Hasonl6 a helyzet a peremfeladatnal, ahol xy és xp adott, 0 < T esetén.

C. VARIACIOSZAMITAS ES OPTIMALIS MEGTAKARITASI PALYA

Ebben a fiiggelékben az optimélis gorbéket vizsgalo varidcioszamitast és klasszikus al-
kalmazasat, az optimalis megtakaritasi palyat vizsgaljuk.

Variaciészamitas
A variacioszamitas olyan optimalizaléasi feladatokkal foglalkozik, ahol nem néhény val-
tozot, hanem egy fiiggvényt kell meghatarozni (Kosa, 1973; Simonovits, 1998, 9-10.
fejezet).

Legyen z : R — R filiggvény és legyen

T
Tal = [ fita(e). a0

a fliggvényhez tartozd funkciondl, amelynek valamilyen szélsGértékét, példaul maximu-
méat keressiik. Adott a kezdeti és a végallapot: zg és zr. Klasszikus eredmény

C.1. tétel. (Euler-Lagrange, 1744—-1755.) Ha az I funkcional a megengedett x
fiiggvényen szélsGértéket vesz fol, akkor a fiiggvénynek ki kell elégitenie a kévetkezd, tn.
Euler-Lagrange-differencidlegyenlet-rendszert:

Folt o, ) = 5 fit, ),

ahol f! és f. az f fiiggvény parcidlis derivéltjai.

Megjegyzés. Ez az optimumfeltétel sziikséges, de altalaban nem elégséges. Az
f fliggvény konkavitasa elegendé a maximumhoz, de enyhébb feltevések is léteznek.

Két bizonyitasvazlat.

a) Heurisztikus. Osszuk fol a [0,7] intervallumot k egyenld részre: h = T'/k egy
részintervallum hossza. Helyettesitsiik folytonos valtozoinkat és egyenletiinket diszkrét
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megfelel(’)'lkkel Legyen ti = Zh, x(tl) = T, (E(tl) = (Ii—l—l — I‘Z)/h, f(tl,fll(tl),fll(tl)) =
f(ih, x;, (x;41 — x;)/h). Ekkor az integralt kozelits téglanyosszeg a kovetkezd:

k-1
Iy =Y hf(ih, g, (zig1 — 2:) /R).
i=0

Folirjuk az z; szerinti parcialis derivaltat, majd nullava tessziik 6t, 7 =0, ...,k — 1:
a9 ... Tiy1 — T o . . Tiy1 — T 9 ., . T — Ti—1

h_ h’ iy 7 )T - h’; iy 7 . _1 h; i—1y —7 ) — VY.
&L“f(z ' h ) &L“f(z “ h )+ &Ef((Z Jhs @iz h ) =0

Az egyenletet elosztjuk h-val, és k-val tartunk a végtelenhez, azaz h-val 0-hoz.
Visszatérve folytonos fliggvényeinkhez, és kimerevitve egy t = i(k)/k pontot, a méasodik
és a harmadik tag tart — f. derivalt ¢ szerinti derivaltjdhoz: adodik az Euler-Lagrange-
egyenlet. Zsenialitasa ellenére a levezetés santit: nincs bizonyitva, hogy a hataratmenet

jogos. 1

b) Lagrange szabatos bizonyitasédnak alapgondolata jol ismert a tankényvekbdl (pél-
daul Kosa, 1970, 29-31. o.), itt csak didhéjban vazoljuk. A globalis optimum lokalisan
is optimum. Tehat, ha csak egy tetszbleges, de rogzitett ¢t pont kis kornyezetében ,yvari-
aljuk” az optimaélis palyat egy a valés szammal paraméterezett gorbesereggel, akkor az
I(a) egyvaltozos fiiggvénynek belss szélsGértéke van, tehat I'(0) = 0. Ebbdl szamolassal
adodik az Euler—Lagrange differencidlegyenlet. ]

C.1. példa. Két pont kozott a legrovidebb 1t az egyenes! a) Elemi geometriai
modszerrel belathato, hogy két pont kézott a legrovidebb ut” az egyenes. b) Legyen a
két pont (0,0) és (1,1). Analitikus alakban a célfiiggvény

. /1 VI 20 dt,

Szabvanyos megoldas: kihasznalva, hogy az alapfiiggvény hianyos, az Euler—
Lagrange differencialegyenlet konnyen megoldhato: f;(t,2) = ¢, azaz ©/v1+ 22 = ¢,
ezért © =k, azaz x = 0.

C.1. feladat. a) Oldja meg a f02 [42? + %] dt — min variacioszamitasi feladatot
az x(0) = 1, x(2) = 0 hatarfeltételekkel!
b) Honnan tudja, hogy lokalis minimumot kapott?

Optimalis megtakaritasi palya

A koézgazdasagtan egyik kozponti kérdése: hogyan képes egy fogyasztoé az életpalyaja
egészén viszonylag egyenletes fogyasztast biztositani valtozé keresetek mellett? Példaul
hogyan képesek a keresettel nem rendelkezé idGskoriak pénziigyileg 6nalléan élni?
Most a folytonos ideji feladatot targyaljuk, ezattal a variacidoszamitas alkalmazé-
saval. Tegyiik fol (Kamien—Schwartz, 1981, 25-27. o.), hogy a fogyaszté T' évig él, ahol
T egy tetszlGleges pozitiv valos szam, amelynek értéke mar sziiletéskor pontosan ismert.
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Legyen a t pillanatban a fogyaszté6 munkajovedelme W (t), t6kéje A(t), amely utan az
r kamatlab szerint rA(t) tékejovedelmet kap. A ¢ idSpontbeli fogyasztas C(t), amely
kielégiti a kovetkezd mérlegegyenletet.

Folyo koltséguetési feltétel

(C.1) C(t) + A(t) = rA(t) + W(t).
Legyen u egy R — R fliggvény, u[C(t)] a C(t) fogyasztéas pillanatnyi hasznossdga.

A [0, id6szakra terjedd maximalizalando Gsszhasznossagrol feltessziik, hogy a > 0
leszdmitoldsi rdtdval leszamitolt e~ Ptu[C(t)] fiigguény idd szerinti integrdlja:

(C.2) 110] = /0 " Bt d.

Gyakran sziikségiink lesz a Neumann—-Morgenstern-varhaté hasznossdgnal alkalmazott
abszolit és a relativ kockdzatkeriilést egyiitthatora:

(C.3) a=

p és (=aC.

Talan nem felesleges utalni arra, hogy mi a kockazat szerepe az elnevezésben. A
relativ kockézatkeriilési egyiitthatdo durvan szolva azt mutatja, hogy a fogyaszto vagyo-
néahoz képest mennyit hajlandoé fizetni, hogy egy kis kockazatot elkeriiljon. Esetiinkben
arrol van szo, hogy a fogyaszté6 mennyivel hajlandoé az életpalya-fogyasztasat csokken-
teni, hogy a fogyasztasingadozasokat elkeriilje. Az u hasznossagfiiggvény konkavitasa
miatt a,( > 0.

C.2. példa. Allando abszoliut (CARA=constant absolute risk aversion) és relativ
(CRRA=constant relative risk aversion) kockazatkeriilési egytitthatoju hasznossagfiigg-
vények:

(C4) u(C) =a e : CARA,
(C.5a) u(C) = o~ 1C", ha o#0: CRRA;
(C.5b) u(C) = log C, ha c=0: Cobb-Douglas.

A (C.5) hasznossagfiiggvény esetén a relativ kockazatkeriilési egyiitthato a fogyasz-
tastol fliggetlentl 1 — o.

Behelyettesitve I[C]-be a (C.1) mérlegegyenletet, egy kozonséges variacioszamitési
feladathoz jutunk:

T

(C.6) 114] = / e PrulrA(t) + W (t) — A(t)] dt,
0

amelyhez a koévetkez6 peremértékeket csatoljuk:

43



Adott mind az induld, mind a zar6 tékedllomany. Alternativ megfogalmazasnal a zaro
tékeallomany szabadda tehetd és alkalmas fliggvénye hozzaadhato a (C.6) célfiiggvény-
hez.

Sziikséglink lesz még a kdvetkezd jeldlésekre.
Az €&t fiigguény [0,T]-n vett integrdlja:

efT — 1
(C.8) J(&) = £ ha £#0; J(0) =T
az €Eletkereset jelenértéke:
T
(C.9) W — / T (8) dt,
0

és a kiilonbségi kamatlab: 6 = r — 3. Feltessziik, hogy az életkereset elegendéen nagy
ahhoz, hogy tékefelhalmozas mellett fogyasztasra is jusson beldle:

(010) W > eirTAT — Ap.

(C.10) trivialisan teljesiil, ha r = 0, Ap < Ag és W (t) > 0.
Kimondjuk az életciklus-elmélet alaptételét.

C.2. tétel. a) Az optimalis fogyasztas (relativ) névekedési iiteme a kiilonbségi
kamatlab és a relativ kockazatkeriilési egylitthaté hanyadosa:
C 5
C.11 — = .
(1) =3

b) Allandé relativ kockazatkeriilési egyiitthaté esetén az optimalis fogyasztas kez-
doéértéke

o Ao — G_TTAT +W
(C.12) Gy = 2 o

Megjegyzés. A modern irodalomban Modigliani és Brumberg (1954) életciklus-
modelljikben vizsgalt elszor hasonlo feladatot, diszkrét ids, nulla kamat és diszkontlab
mellett.

Bizonyitas. a) Folirva a feladat Euler—Lagrange-differencialegyenletét, a kévet-
kez6 Osszefiiggéshez jutunk:

d

(C.13) -

[—e‘ﬁtu'(C)] = e P/ (C)r.

Derivéljuk a bal oldali szorzatot: Be="'u/(C) — e~ Pt (C)C, majd hasznaljuk fel
a (C.3) jeloléseket: a (C.11) optimalitasi feltételt kapjuk. Altalaban ¢ fiigg C-t6l, s az
adodo differencialegyenletet nem tudjuk zart alakban megoldani.

b) Folhasznalva a (C.5) CRRA-feltevést, integralhatjuk a C'//C' = §/¢ differencil-
egyenletet: C(t) = Cpe®/¢, ahol § =r — f3.
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Visszahelyettesitve a mérlegegyenletbe: A —rA = W — Cyedt/¢.
A megoldo szorzok modszerét alkalmazva, a legutolso egyenletet beszorozzuk e "'-
vel, hogy egy fliggvény derivaltjat kapjuk a bal oldalon:

% [efrtA} = e*?"t(A — TA) — Wefrt . 006(5/§,T)t'

Integraljuk az 4j egyenlet mindkét oldalat a [0,7] szakaszon és vegyiik figyelembe W
jelentését: e "L Ap — Ag = W — CpJ(6/¢ — r), ahonnan (C.12) egyszertien adodik. g

C.2. feladat. Szamoljuk végig a C. fiiggeléket a kovetkezd specialis esetben:
u(C)=1logC, w(t) =1, ha L <t < R és 0 egyébként, 0 < L < R< D, r=[/2.

Megjegyzés.  Minden elegancidja ellenére ez a feladat keveset mond a valodi
fogyaszto viselkedésérsl: a) eltekint a megtakaritas folyamatos halasztasatol, b) a hi-
telfelvétel korlatjaitol és c) a hosszu tava trend kovetésétsl. Kicsit részletesebben: a) a
fogyaszté minden nap hajlamos masnapra halasztani a takarékossagot; b) a fogyaszto-
nak sokkal nagyobb kamatlédbat kell fizetni a hitelért, mint amekkoréat a megtakaritasért
kap; c¢) a fogyaszto szeretne ,lépést tartani a korral”’, és nem abszolut, hanem relativ
fogyasztasi palyajat optimalizalja.

D. UT A VALSAGHOZ: 2000-2012

Ebben a fiiggelékben néhany idgsort kozliink a valsdghoz vezetd sajatos magyar utrol.

Lathato, hogy 2001-2006 kozott a felhasznalt GDP viszonylag gyorsan és egyenle-
tesen nétt, aztan stagnalt, majd esett. A haztartasok fogyasztasa 2002-2006 kozott tul
gyorsan nétt, majd kifulladt, s6t esett. A beruhazéasok hasonloan valtoztak. A fizetési
meérleg hidnya (szorosan kapcsolodva a felhasznélt és a megtermelt GDP kiilonbségé-
hez) 2008-ig magas maradt, egyre inkdbb a maganfogyasztas finanszirozésa miatt. A
koltségvetési hiany 2006-t6l kezdve csokkent, mert a kiils6 kérnyezet rakényszeritette a
korméanyzatot a takarékoskodasra. Az utolsé oszlopban az inflacios ratat latjuk: tenden-
ciajaban csokkend, de a gyakran bekovetkezd megszoritasokat az inflacio felporgetésével
(2004, 2007) érte el a szocialista-liberalis koalicio. Az MNB ezzel indokolja, miért allapit
meg olyan magas kamatlabakat. ,Igy mulat egy magyar tar!”
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D.1. tablazat Makréokonomiai indexek, 2001-2011, %

Felhasz- Folyo Koltség-

nalt Magén- Koz- Beru- fizetési  vetési

GDP fogyasztas hézas mérleg egyenleg Inflacios
Ev 1990 = 100 a GDP %-ban rata
2001 119,5 104,5 110,0 140,6 6,0 4,0 9,2
2002 126,9 115,0 115,8 155,3 -7,0 -8,9 5,3
2003 134,5 1244 120,5 158,5 -8,0 ~7,2 4,7
2004 140,5 128.3 120,2 171,1 8,6 6,4 6,8
2005 141,5 132,7 120,1 180,8 7,5 -7,8 3,6
2006 143,5 135,4 125,8 175,0 ~7,6 -9,3 3,9
2007 141,7 133,1 120,5 1779 7,3 -9,1 8,0
2008 142.8 133,9 120,6 183,1 8,7 3,7 6,1
2009 1274 124.8 123,2 168.,4 0,2 4.5 4,2
2010 126,0 122,1 122.5 159,0 1,1 4,3 4,0
2011 123,7 121,3 155,8 1,9 3,5% 4,9

KSH-2010.
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A kovetkezd tablazat koltségvetési bontasban, a GDP szazalékdban abréazolja a
2007-2012-es palyakat. Figyelem: az szja progresszivitasdnak fokozatos eltiintetése mi-
att az szja/GDP-hényad jelentGsen csokkent: 2009: 7,4%, 2010: 6,5% és 2011: 4,9%.

D.2. tablazat. Allami kéltséguetés bontott iddsora, 20072012

Kategoriak 2007 2008 2009 2010 2011° 2012°
Bevétel 45,6 45,5 46,9 45,2 52,0 45,6
Addbevétel 26,3 26,3 26,6 25,4 22,6 25.0
afa 7,9 7,6 8,4 8,6 7,7 9,1
jovedéki stb. 8,0 8,0 8,2 8,3 8,2 8,8
szja 7,3 7,7 7,4 6,5 4,9 5,2
th 13,9 13,8 13,3 12,1 13,1 13,0
Kiadasok 50,6 49,2 51,4 49,5 48,5 49,2
Allami bérek 11,7 11,6 11,5 10,9 10,4 10,1
Aruk és szolg. 6,8 7,2 7.8 7.8 7.3 7.4
Kamat 4.1 4.1 4,6 4,2 4,0 4,2
Nyugdijak és eii 13,7 14,3 14,8 14,3 14,3 13,7
Kormény. egyenleg 5,1 -3,7 4.5 4.3 -3,5 -3,5
Els6dleges egyenleg —1,2 0 -0,2 -0.5 7,0 0,5
Allamadossag 67,0 72,9 79,7 81,3 77,7 75,7

Megjegyzések. IMF (2011, Hungary Article IV Report, 3. tablazat.) a) 2012-es
elérejelzése, b) Egyszeri bevételek a magannyugdij-rendszer dllamositasa miatt.
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Végiil a magyar kiils6 adossdg dinamikajat leir6 tablazatot mutatjuk be, némileg
takarékosan.

D.3. tablazat.
Magyarorszdg évvégi kiilsé addssdganak dinamikdja: 2006-2013, GDP%

Kategoriak 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
Kiils6 adossag 96,8 104,6  116,8 149,99 141,7 140,6 136,7
Hatasok

Fizetési mérleghiany 4,2 3,9 1,9 -5,3 —6,1 -8,3 -8.,9
Nominalkamatlab 3,5 3,8 5,4 5,9 5,0 6,4 6,6
Reéal GDP novekedés -3,4 0,1 -0,9 9,2 -1,8 -1,8 0,4
Ar és arfolyam 1,5 -8,5 -5,3 6,3 -6,3 ...

Maradék 5,5 4,5 12,3 18,2 2,9 3,2 1,9

Br. finanszirozési igény 31,9 31,3 33,6 37,8 39,5 42.4 41,3
Makroindexek

GDP név. iitem (% ) 3,9 0,1 09 68 1,3 1,3 0,6
GDP deflator EUR (% ) 2,9 10,9 53 73 50 08 2,4
Nom. kiilss kamatlab (% ) 4,1 4,3 5,5 4,0 3,5 4,6 4,8

Megjegyzések. 1. Az IMF im. Appendix Table 2 alapjan. 2. A 2011-2012-es
adatok becslések. 3. A fizetési mérleghiany a kamatok nélkiil értends. 4. A maradék
hatasban beleértendé a devizatartalékok valtozasa

Roviden szélunk a legfontosabb Osszefiiggésekrsl. A brutto kiilsé adodssaghéanyad
2009-ben az akkori GDP 33%-aval nétt. Ebbsl a maradék hatasok énmagukban 18,2%-
ot tettek ki, amely nagyjabol megegyezik a devizatartalékok novelésével, ez bruttd ados-
sagmutatd! E fizetési mérleghiany drasztikus csokkentése éppen csak, hogy ellenstulyozta
a nominalis kamatkiadasok hatasat. A GDP kozel 7%-os zsugorodasa tobb, mint 9%-kal
emelte az adossaghanyadost. Végiil az ar és arfolyam hatasok hatasa 6% volt. Mas évek-
ben azért nem volt ilyen stlyos a helyzet, példaul 2010-ben az ar és arfolyam hatasok
elGjelet valtottak, és ez csokkentette az addssaghanyadost.

E. NEPESEDESI MODELLEK

A kozgazdasagtanban fontos szerepet jatszanak a népesedési modellek, kiilondsen a ko-
vetkez6 fliggelékben vizsgalt nyugdijrendszerek szempontjabol.

Ebben a fejezetben bevezetjiik a stacionarius, illetve stabil népesség fogalmat, majd
korvonalazzuk a valosagban érvényesiilé népesedési folyamatokat. Kovacsicsné szerk.
(1996) magyarul és Hinde (1998) angolul jo attekintést ad a demografiai kérdésekrol,
Hablicsek (1999) pedig a magyar fejleményeket tekinti at. Az egyszertiség kedvéeért
altalaban tovabbra is egynemt népességet tanulmanyozunk, és csak a nyugdijrendszer
makrookonémiaja szempontjabol érdekes kérdéseket érintjiik.
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Stacionarius vagy stabil népesség

Mindenekel6tt vezessiik be a kovetkezd valoszintiség-szamitasi fogalmakat! Legyen ¢;
annak a valoszintisége, hogy egy személy ¢ éves kordban, év végén hal meg: ¢; > 0 és
Zio qg; = 1. Sziikségiink lesz annak a valdsziniiségére, hogy valaki megéri az i-edik
sziiletésnapjat; tulélési valosziniség: [; = Zf:i ¢j- Az irodalomban gyakran szere-
pel a feltételes haldlozdsi valdsziniség: q;/l; > 0, illetve feltételes tulélési valdsziniség:

P 2l

l;/li—1 > 0. Végiil bevezetjiik az i éves korban vdrhatd hdtralévd élettartamot:

ST iai—i+1)
l; '

(E.1) E; =

Amikor a sziiletéskor varhato élettartamra gondolunk, és annak noévekedésérsl beszé-
liink, nem szabad a 20. szazadban folyamatosan és jelentGsen csokkend gyermekhalan-
dosagrol elfeledkezni.

Az 1997-es magyar adatokat az E.1. dbra szemlélteti. Szokasos a férfi és a néi ada-
tokat a vizszintes tengely ellentétes oldalara helyezni, s fiigglegesen felallitani. Példaul
a két gorbe az életkor fliggvényében mutatja annak a valoszintiségét, hogy az adott kort
a férfiak, illetve a ndk tulélik.

E.1. 4bra

Ha a tulélési valoszintiségi gorbe alatti teriiletet nem vizszintesen fekvd, hanem
fiiggslegesen allo téglakbol adjuk ssze, akkor (E.1)-bsl adodik

Most méar bevezethetjiik az tgynevezett staciondrius és stabil népesség fogalmat.
Az el6bbiben az egyes korosztalyok létszama, az utoébbiban az egyes korosztalyok 1ét-
szamaranya idében allando.

Jelolje ny; a k évesek létszdmét a t-edik naptari évben. Tegyiik fol, hogy az
ujsziilottek szama évente v — 1 iitemben nd, a korspecifikus halalozasi ardany idében
valtozatlan: ¢ annak a valoszintisége, hogy valaki éppen k éves kordban hal meg.

Ekkor definicié szerint adodik két egyenlet.

Sziiletésszam

(E.2) No,t = VNot—1,
Korosztaly-létszam

(E.3) Nkt = LMo t—k, k=1,2, ..., D.
Behelyettesitve (E.2)-6t (E.3)-ba:

(E4) Nt = lkufkng’t, k=1,2, ..., D.

Stacionérius népességben v = 1, a stabilban v tetsz6leges.
Az (E.2)—(E.4) osszefiiggésekbdl levezethetd az
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E.1. tétel. Stabil népesség. a) Minden k-ra a k évesek létszama a sziiletésszam
v névekedési tényezdje szerint né: ny, = vng—1. b) Minél nagyobb a sziiletési szim
novekedési tliteme, annal nagyobb a fiatalok aranya a népességben.

Megjegyzés. Minél nagyobbak az idGskori tilélési valoszintiségek, annal nagyobb
az idGsebbek aranya a népességben.

Az E.2. abran az egynemii fél korfara harom valtozatot mutatunk be: az Gjszilottek
létszama a) valtozatlan, b) ng, illetve c) csokken, a két utobbi esetben évi 1%-kal. Jol
lathato, hogy novekvd népesség esetén a korosztalyoknak az 0jsziilottek korosztalydhoz
viszonyitott relativ létszama két okbol is csokken az életkorral: a sziiletettek szama
idében visszafelé menve egyre kisebb volt, masrészt egyre kevesebb marad életben a
korosztalybol. A csokkend népesség esetén még érdekesebb a helyzet: elGszor jelentGsen
né, majd késébb csokken a korosztalyok relativ 1étszama.

E.2. 4bra

Mi szabja meg a sziiletések szamat és azok novekedési iitemét? A most bevezetends
sziiletési egyenlet azt tételezi fol, hogy a kiilonb6z6 életkora emberek (ndk) kiilonbozd
szamu gyermeket (lanyt) akarnak/tudnak vilagra hozni:

K>
(E.5) nos = Y felkt,

k=K,

ahol f, az egy k éves koru személyre (ndre) jutod pozitiv (lany)sziiletések szama, Ki, Ko
pedig a szildképességi kor minimuma és maximuma: 0 < Ky < K. Stabil népesség
esetén a sziiletésszam noévekedési iitemét a sziiletési { fi} és tulélési {l;} egyiitthatok
meghatarozzak. A KSH (1996, 75. o.) 12-13. tablazata adatokat tartalmaz az itt
szereplé mutatokrol.

E.2. tétel. Stabil népesség esetén a sziiletésszam novekedési tényezdje a kévet-
kezé Ko-edfoku polinom egyetlen pozitiv gyoke:

K>
(E.6) S fler =1

k=K

Ez a gyok akkor és csak akkor nagyobb 1-nél, ha az egy fére (ndre) juté (lany)sziilések
szama nagyobb, mint 1:

Ko
Z fk:lk: > 1.

k':Kl

Bizonyitds. Helyettesitsiik be az (E.5) sziiletési egyenletbe az (E.4) egyenletet:
Ky
not = Z fklknO,tV_ka
k=K,

ahonnan egyszertsitéssel adodik (E.6). Mivel az (E.6) egyenlet bal oldala csdkkend
fliggvénye v-nek, legfeljebb egy pozitiv gyok lehetséges. Mivel a bal oldal nulldban vett
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hatarértéke végtelen, a végtelenben vett hatarértéke pedig 0, mindig létezik egy pozitiv
gyok: v. A gyok pontosan akkor nagyobb, mint 1, ha az (E.6) bal oldali kifejezésének
értéke v = 1-ben nagyobb, mint 1. ]

E.1. feladat. Tekintsiink egy 3-nemzedékes népességet, amelynek tagjai egyarant
a 3. id&szak végén halnak meg és csak a kozéps6 nemzedék tagjai sziilnek. Legyen a
népesség egy idészakra vonatkozé novekedési egyiitthatoja v. a) Irjuk fel a népesség
korosztalyi dinamikajat, ha K;, M; és P; jeloli a gyerekek, a dolgozok és a nyugdijasok
szamat.

b) Legyen a teljes fiiggdségi hanyados oy = (K + P;)/M;. Igazoljuk, hogy e mutato
értéke fiiggetlen t-t6l, és a népességszam csokkend fiiggvénye, ha a népesség csokken.

Az (E.5) sziiletési egyenlet azonban atmenetileg instabil népességnél is hasznos.
Erre mutat a

E.3. tétel. (Lotka-Sharpe, 1911.) Alland6 termékenységi és haldlozasi egyiitt-
hatok esetén, feltéve, hogy legalabb két szomszédos termékeny korosztaly létezik, a
tényleges népességi aranyok és a népesség novekedési tliteme a megfelel§ stabil népesség
mutatéinal stabilizalédnak.

Megjegyzés. A bizonyitas visszavezethetd a Markov-lancok ergodicitasara (Ré-
nyi, 1966). |

Bizonyitasvazlat. Helyettesitsiik be (E.3)-at (E.5)-be, s adodik a

K>
(E.7) no,t = Z Telknot—k,
k=K,
a Ky-edrendd linearis skalar differenciaegyenlet, ng _k,, . ..,no,—1 kezd&értékekkel.

A lineéris differenciaegyenletekrsl tudjuk, hogy az alapmegoldasok &M alakiak,
amelyek kielégitik (E.7)-et:

EN =D fuliNTE
k=K

Egyszertsitve E\f-nel, adodik a karakterisztikus egyenlet:

Ko
1= )" fulid™".

k’:Kl

Az E.2. tétel szerint az egyenletnek egyetlenegy pozitiv gyok van: A\ = v > 0.

Indirekt bizonyitassal adodik, hogy ha f; > 0 és Ky < K>, akkor a tobbi A; gyok
abszolut értékben kisebb mint v, azaz a megoldas relative stabil. Valoban, indirekt
feltevés szerint 1étezzék egy masik, nem pozitiv A sajatérték, amelynek abszolut értéke
legalabb v: |A| > v. Behelyettesitve a sajatérték-egyenletbe, és alkalmazva a haromszog-
egyenlGtlenséget:

K2 K2
1= Y fils 7" < > falel|F =1

k=K, k=K,
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ellentmondéas. Ha megengednénk, hogy mindenki egy idészakban sziiljon: K; = Ko,
vagy hogy bizonyos idGszakokban senki se sziiljon, akkor allitAsunkban aszimptotikus
stabilitas helyett csak (Ljapunov) stabilitast kapnéank. ]

A stabil népesség fogalméara épiil a sziletéskor vdarhato életkor fogalma is. Tegyiik
fol, hogy a jelenleg tapasztalhato korspecifikus termékenységi és haldlozasi egyiitthatok
valtozatlanok maradnak a beldthato jovében. Szamitsuk ki a megfeleld stabil népességi
aranyokat és a halalozasi kor varhato értékét (LEXP=life expectancy):

D D

Ey=LEXP =) qk+1)=> k.
k=0 k=0

Adott évben a tényleges népességhben az adott évben meghaltak varhato életkora lehet
kisebb is, nagyobb is, mint a fenti érték, attol fliggden, hogy a tényleges népesség
fiatalabb-e vagy id&sebb-e, mint a stabil népesség.

E.1. feladat. Hairomnemzedékes modellel dolgozva (D = 2) tegyiik fol, hogy csak
a masodik nemzedék sziilgképes (fo = fo = 0) és f; = 2. a) Hatarozzuk meg a népesség
egyensulyi novekedési tényezgjét! b) Tegyiik fol, hogy mindenki maximaélis korig él, és
hatarozzuk meg a népesség stabil koreloszlasat a 0-adik idGszakban, 1-nek véve az idGsek
szaméat. c¢) Tegyiik fol, hogy a népesség eredetileg novekedett, de a t = 2 idgszaktol
kezdve a termékenységi egyiitthato 1-re, illetve d) az eredeti érték reciprokara csokken.
Irjuk le tablazatban néhany iddszak koreloszlasat mindkét esetben, és szamitsuk ki az
Ossznépességét v = 2-rel

Most mar megmagyarazhatjuk az 1978 koriil elkezdett egygyermekes kinai csalad-
politikat: egy olyan népességben, amelyben évtizedeken keresztiil gyorsan nétt a szii-
letések szama, a lanyok nemzedéke akar kétszer annyi nGbdl is allhat, mint az anyaké.
Ha hatéasosan akarjak a népesség létszaméat korlatozni, akkor id6legesen a korabbinal
kisebb létszamu korosztalyokat kell 1étrehozni.

Val6sagos népességek

Persze a valosagos népességek nem stabilak: valtozik a sziiletésszam, mert valtoznak a
termékenységi fajlagosok, de valtoznak a haldlozasi mutatok is.

Mindenekel6tt bemutatjuk a magyar népesség adatait.

Az E.3. abra a tényleges magyar sziiletési és csecsemdhalalozasi szamokat szem-
lelteti 1911-1995 kozott (KSH, 1996, 1. tablazat, 65. o.) és az eldrejelzett szamokat
2050-ig (Hablicsek, 1999, 405. o.) a jelenlegi orszaghatarok kozott. Figyelemre mélto,
hogy milyen magas értékrél indult a sziiletésszam és a csecsemg@halalozas, és milyen kis
értékre csokkent mindkettd.

E.3. abra

A halalozasi idésorokat mell6zve, az E.4. abra a népességszam alakuldsat mutatja
be ugyanezen idGszakra. Figyeljiik meg, hogy a két vildghaborutol és az 1956-1957-es
kivandorlastol eltekintve, milyen gyorsan nétt a népességszam, majd 1980-t6l kezdve mi-
lyen viharosan csokkent, illetve fog csokkenni a népességszam (KSH, 1996, 4. tablazat,

43. o. és Hablicsek, 1999, 405. o.).
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E.4. abra

Az E.5. &bra a gyermekeknek (0-19 év kozottiek) és az idéskoruaknak (64 éves
és idGsebb) a teljes népességen beliili tényleges és elérebecsiilt aranyat szemlélteti 1910
és 2050 kozott (KSH, 1996, 5. tablazat, 44-45. o. és Hablicsek, 1999, 405. o.).
Természetesen az életben maguk a korhatarok is véltoznak az id6ben, ezzel azonban
nem foglalkozunk.

E.5. &bra
A nemzetkozi el6rejelzésekbdl nyujt izelitét az E.1. tablazat.

E.1. tablazat. Népességoregedés: iddskori fiiggdségi hanyadosok, %

Orszag 1995 2010 2030 2050
Chile 18,3 244 40,9 96,3
Egyesiilt Allamok 30,3 34,6 52,8 52,9
Hollandia 30,6 40,3 70,7 85,3
Nagy-Britannia 38,0 42,3 62,1 72,3
Németorszag 36,2 46,5 82,5 101,7
Svajc 33,4 44.5 78,3 89,1

Forras: Borsch-Supan (2001a, 8. o.), 5. tablazat. A 60 évnél idGsebbek létszamanak
aranya a 20-59 évesekéhez képest.

Megjegyezziik, hogy a halandésagi fajlagosok csokkenése részlegesen képes megaka-
déalyozni a népességszamnak a termékenységi egyiitthatok csokkenésébdl fakado fogya-
sat, de el6bb-utdébb a mésodik hatas valik dominanssa.

Végiil utalunk a nemzetkozi migrdcidra, amely alaposan megvaltoztathatja egy or-
szag népesedési — s ezaltal nyugdijrendszere — viszonyait: a célorszagét javitja, és a
kiilds orszagét rontja (Borsch—Supan et al., 2002).

F. NYUGDIJRENDSZEREK

A fejlett tarsadalmak oregedésével a nyugdijkérdés egyre fontosabba valik. A nyugdij-
rendszert két szinten lehet vizsgélni: egyéni és makroszinten (részletesen Simonovits,

2002).
Egyéni szint

Tegyiik fol, hogy a dolgoz6 L = 0 éves kordban kezd el dolgozni, ¢ évesen w; a teljes
keresete. R+ 1 évesen megy nyugdijba, és D évesen hal meg. Az i-edik év betoltésének
valoszinisége l;, 1 =1, 2, ...,D.

Egy tokésitett rendszer — gyakran korfliggs — b; életjaradékot fizet j-éves tagjainak,
akik keresetiikbdl folyamatosan — életbiztositas vétele mellett — tékét halmoztak fol
egyéni szamldjukon — az életjaradék forrasaként, j = R+ 1, ..., D. Kotelezd rendszer
esetén a nyugdijjarulékot altalaban kulcsként, tehat a kereset ardnyaban adjak meg,
legalabbis bizonyos korlatok kozott: jele 7. Altalaban feltessziik, hogy e jarulékkulcs
idében alland6. Legyen r a realkamat-tényezd.
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F.1. tétel. A tdkésitett rendszer paraméterei kzt fénnall a kovetkezs Gsszefiig-

2

gés:
R D
(F.1) Tw Zliwﬂ“_l = Z Ljbjr=.
i=L j=R+1
Bizonyitas. Az egész életpalyara vonatkozo nyugdijbefizetés és -kifizetés varhato
jelenértékének egyenldség. ]

Az életjaradékot szokas az utolsd évi nettokereset (up) ardanyaban kifejezni, ahol a
személyi jovedelemadotol eltekintiink:

bpi1 = PBuur,  ahol  up=wg(l—7y,)
és ﬁu az eqyéni €Eletjaradék netto zdrokereseti helyettesitési értéke.

F.1. tablazat. Jdrulékkulcs a keresetnovekedés és a kamatldb figguényében, %

realkereset novekedési litem

100(2 — 1)
0 2
realkamatlab
100(r — 1)
0 16,7 22,3
2 9,8 14,1
5 4,0 6,3

A legegyszeriibb esetre Osszpontositjuk figyelmiinket, amikor a jaradék reédlértéke
allando, 40 évi jarulékfizetés és 20 évi jaradék all szembe egymassal. Szemléltetéshez
foltessziik, hogy az egyéni zarokereseti helyettesitési arany 40%, és a jarulékkulcsot a
kiilonféle kamatlab és bérndvekedési iitemre hatarozzuk meg: w; = woQ:. (F.1)-et
alkalmazva, adodik az F.1. tablazat.

Figyeljik meg, milyen érzékenyek a jarulékkulcsok a kamatlabra és a bérnovekedés
itemére (valamint az itt kihagyott aktiv és passziv szakasz hosszanak az aranyara).

A 20. szazad kozepén (a Nagy Valsag és a II. vilaghabort pusztitidsa miatt)
cs6dbe mentek a tékésitett nyugdijrendszerek, és helyiikre léptek a feloszto-kirovs nyug-
dijrendszerek. Ezekben rendszerekben az egyének kotelezGen részt vesznek, és nem sajét
nyugdijukra takarékoskodnak el6re, hanem az éppen nyugdijasok jaradékat fizetik ki.
Egy tarsadalmi szerz6désrdl van szo, amely a mindenkori fiatalok kotelességévé teszi a
mindenkori 6regekrdl valo gondoskodast. A legtébb orszagban a teljes kereset és a netto
kereset kozé feleslegesen beékelGdik a brutto kereset, amely a munkavallaloi jarulékkal
(kulcsa: 7o, nagyobb a netto keresetnél: u = v(1 — 72,), és a munkaltatoi jarulékkal
(kulcsa: 71, kisebb a teljes keresetnél: w = v(1 + 71 ,). Itt az egyén olyan kezddnyug-
dijra szamithat, amely a befizetéseknek, illetve — alland6 jarulékkulcs esetén — a bruttod
kereseteknek valamilyen novekvs (esetleg nem-csokkend) fiiggvénye. (Azért, hogy ne
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kelljen kiilon jelolni a naptari éveket, e kereseteket és a nyugdijakat az illet§ sziiletésétol
szamitjuk, akarcsak korabban):

bR+1 = h(vLa s 7UR)

S attol kezdve egészen a halalaig az egyénnek meghatarozott szabalyok szerint valtozik
a nyugdija, altalaban az el6z6 évi nyugdija fliggvényében:

b1 =H(b;), j=R+1, ...,D—1.

Latszolag teljes szabadsaggal allapithatok meg a h és a H fiiggvények. Hamarosan
azonban latni fogjuk, hogy makroszinten egy tiszta feloszto-kirovo rendszerben minden
idGészakban a befizetéseknek és a kifizetéseknek egyenstilyban kell lenniiik.

A tokésitett rendszerhez legkozelebb a keresetardnyos rendszer all, amely Német-
orszagban miikodik. Legyen g = v;/v;_; az atlag-realkeresetek novekedési tényezdje.
Ekkor a kezdeti nyugdij

R
b(R}—)l—l = (g Z ’UigR_i,
i=L

R—1

ahol oy /T egy skalar szorzo, amely a TZf; L Vig értékid felhalmozott eszmei nyug-

dijtokét br+1 nagysagu életjaradékra valtja at.

A masik véglet az dllandd dsszegi nyugdij, amely fliggetlen a korabbi kereseti pa-
lyatol; bg}rl, ilyen rendszer miikédik Hollandidban.

A legtobb kezddnyugdij (amerikai, magyar, a brit stb.) a két véglet kozé esik,
sematikusan a kévetkezGképp jellemezhet:

1 2
abp), + (1= a)big),
ahol o egy 0 és 1 kozti valos szam.

Németorszagban a kordbban megéllapitott nyugdijakat a keresetekkel parhuzamo-
san novelik:

Ba=tig  J=R+L...D-1

az azonos Osszegiiben és mas rendszerben is a nyugdij fiiggetlen a nyugdijas koratol:
b2, =bj, j=R+1,..,D-1,
Ko6zbiils6 megoldast alkalmaznak néhany orszagban:
bj+1:bjgg, j:R—l-l,...,D—l,

ahol 0 egy 0 és 1 kozti valos szam, példaul Svajcban korabban és Magyarorszagon 2000—
2009 kozott 1/2 volt, azota nalunk is O-ra csokkent.
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Makroszint

az élettartam-kockazattol (az életjaradékositastol), akkor ez a nyugdijrendszer semmi-
ben sem kiilonbozik a hagyomanyos megtakaritdsoktol. Inkabb a tiszta feloszto-kirovo
makrookonémiajat elemezziik, egyel6re egy adott idépontra szoritkozva. Tiszta feloszto-
kirovo rendszer esetén a dolgozok nyugdijjarulékainak Osszege megegyezik a nyugdijak
Osszegével. Definicié szerint teljesiil a kovetkezs azonossag: nyugdijasok szdma - atlag-
nyugdij = jarulékkulcs - dolgozok szama - atlagkereset. Bevezetve a dolgozok szamat:
M, a nyugdijasok szaméat: P, az atlagnyugdijat: b (és felidézve a v atlagkeresetet),
adodik a képlet:

Pb=T1,Mv.
Rendezziik at az azonossagot:
b P
Ty = ——.
v M

Az 1j azonossag els§ tényez$jét méar ismerjik, s atlagos helyettesitési aranynak ne-
vezzik: (3, = b/v. A maéasodik tényez6t is elnevezziik: (rendszer)fiiggdségi hdinya-
dos=nyugdijasok szama/dolgozok szama. Jele: m = P/M. Tehat belattuk a kovetkezs
tételt.

F.2. tétel. Egy tiszta feloszté-kirové rendszerben a jarulékkulcs egyenls az
atlagos helyettesitési arany és a rendszertiiggdségi hanyados szorzataval:

(F.2) Ty = By

Egy normalis nyugdijrendszerben példaul 5, = 0,6 és m = 0,5; tehat 7, = 0,3. Mi-
nél nagyobb a nyugdijak relativ szinvonala, és minél t6bb nyugdijas jut egy dolgozora,
annal nagyobb jarulékkulcsra van sziikség. Ezt az egyszertd dolgot nagyon sok ember
képtelen megérteni, és nagyobb nyugdijat, kisebb jarulékot és alacsonyabb nyugdijkor-
hatart kovetel vagy igér.

A tovabbiakban az (F.2) azonossag jobb oldalanak masodik tényezgjét tovabb vizs-
galjuk. Figyelembe vessziik, hogy a dolgozok és a nyugdijasok szama egyarant fiigg a
lakossdg demografiai szerkezetétsl, a foglalkoztatasi és a nyugdijazasi helyzettsl. Be-
vezetjiik a részvételi hdnyadot, amely a dolgozok (M) és a dolgozokoriak létszamanak
(M*) az ardnya: pu = M/M*; a jogosultsigi hdanyadot, amely a nyugdijasok (P) és a
nyugdijaskortiak létszamanak (P*) az ardanya: ( = P/P*; és a demogrdfiai (iddskori)
fliggdségi hdnyadost, amely a nyugdijkortak és a dolgozokortuak 1étszamanak az aranya:
m* = P*/M*. Ezek segitségével részletesebben is folirhato a mutatonk:

P P P M
M P*M* M’

azaz felhasznélva jeloléseinket, adodik a
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F.3. tétel. Egy tisztan feloszto-kirovo rendszerben a rendszertiiggdségi hanyados
egyenld a jogosultsdgi hanyad és a demografiai fiiggdségi hanyados szorzatanak és a
részvételi hanyadnak az aranyaval:

Széban: Minél t6bb nyugdijaskora jut egy dolgozokortra, minél kisebb a dolgozok
aranya a dolgozokortiakhoz képest, és minél nagyobb a nyugdijasok aranya a nyugdijas-
kortiakhoz képest, annal nagyobb a rendszerfiiggéségi hanyados.

A tovabbi elemzéshez vezessiik be a kovetkez6 mutatokat! Egy dolgozora juté GDP:
y = Y /M, bruttébér-hatékonysdg: nv = y/v. A hagyomanyos elemzésben a nyugdijki-
adasok GDP-hanyada kiemelked§ szerepet jatszik. Az el6z6hoz hasonlé modon kifejez-
hets a nyugdijkiadds ardnya a GDP-ben, ha felbontjuk a

Pb
My

szorzatot:

F.4. tétel. A nyugdijkiadids GDP-hanyada egyenlé a rendszerfiiggségi hanyad
és az atlagos helyettesitési ardany szorzatanak és a bérhatékonysagnak a hanyadosaval:

B yon

Y Ny
Az F.2. tablazat a magyar gazdasag netto kereseti adatain szemlélteti a fentieket.

F.2. tablazat. Nyugdijak a magyar gazdasdgban 1970-1996, %

Netto Netto

Nyugdij Jogosult- Fiiggs-  helyette- Részvé-  bérha-

kiadasi  sagi ségi sitési tel tékonység

h a n y a d 0 S
Ev BJY ¢ ™ Bu 7 T
1970 3,5 66,7 38,7 37,5 91,2 305,1
1975 5,0 82,1 37,3 45,4 87,8 315,1
1980 6,9 93,0 38,2 54,7 87,3 320,1
1985 7,9 100,0 40,4 61,2 86,9 358,7
1990 8,8 109,9 41,8 66,2 86,4 398.,4
1994 10,0 115,6 41,1 59,5 65,8 430,2
1996 8,9 119,2 40,7 58,9 64,0 504,5

Vegyiik észre, milyen latvanyosan nétt a nettod keresethez viszonyitott nyugdij 1970
és 1990 kozott: 37,5%-rol 66,2%-ra. Vegyiik figyelembe azonban a tablazat utols6 osz-
lopat, ahonnan leolvashato, milyen mértékben maradt el az atlagkereset az atlagterme-
léstél.
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Az F.3. tablazat a netto6 keresetek és nyugdijak idGbeli alakulasat mutatja az atme-
net soran. Lathato, hogy a nyugdijak gyakran még a kereseteknél is jobban csokkentek
vagy lassabban néttek.

F.3. tablazat. Netto keresetek és nyugdijak redlértékben, Magyarorszdg,
1989=100

Ev 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000

Kereset 96,6 89,8 89,1 85,0 91,2 80,3 76,2 80,3 83,0 86,0 87,3
Nyugdij 93,0 86,8 84,7 81,6 85,7 772 70,3 71,0 755 788 798

Ev 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

Kereset 91,9 104,7 114,3 113,1 120,2 123,9 1182 119,0 121,2 124,1
Nyugdij 84,4 92,7 100,7 104,0 110,5 114,5 112,0 114,0

Az F.5. tétel megmutatja, hogy minden feloszté-kirovo rendszer megfeleltethets
egy hasonlo tékésitett rendszernek.

F.5. tétel. (Aaron, 1966.) Stabil népesség és dllandé6 foglalkoztatasi, valamint
nyugdijjogosultsagi hanyad esetén, ha az életkor-specifikus keresetek és a nyugdijak
azonos és allandé titemben nének, akkor a feloszto-kirové rendszer belsé kamattényezdje
egyenld az aggregalt redlkereset novekedési tényezdjével, azaz a népesség és az atlag
realkereset novekedési tényezdjének szorzataval: p = vg.

Bizonyitas. Tegyiik f6l, hogy a teljes foglalkoztatas megvalosul és minden nyug-
dijaskort egy nyugdijat kap, s mas nem kap nyugdijat. Jelolje v; az ¢ éves dolgozo
keresetét az i-edik évben, és b; a j éves nyugdijas nyugdijat a j-edik évben. Legyen
1 a 0-adik évben sziiletett korosztaly létszama. Ekkor a 0-adik évben k évesek szdma
l,v=F. A 0-adik évben i évesek keresete v;g~* és a j évesek nyugdija bjg~7. Tehat a
0-adik év keresztmetszeti feltétele

R D
(F.3) To Zlil/_ivig_i = Z ljy_jbjg_j.
i=L j=R+1
(F.1) és (F.3) 6sszehasonlitasabol adodik a tétel. ]

Erdekes megnézni néhany adatot a tételben szereplé mennyiségekrol.
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F.4. tablazat. Atlagos redlitemek és -hozamok: 1953-1995, %

Orszag Nagy- Egyesiilt
Németorszag Japan Britannia Allamok
Bérnovekedési iitem 4,8 5,2 3,6 1,0
(variancia) 11,8 37,7 8,8 6,0
Allampapirhozam 3,9 3,8 1,0 2,3
(variancia) 1,3 5,4 9,3 8,2
T6kepiaci hozam 10,1 10,8 10,8 9,8
(variancia) tobb SzZAaz

Forras: Holzmann (1998, 13. o. 8. 1bj.) idézi Thompson (1998) Fiiggelék A.
tablazatat.

Az explicit allamadodssag mellett érdekes lehet még a nyugdijigéretekben megtes-
testils implicit dllamaddssdg is. Ezt mutatja Holzmann (1998) alapjan egy roviditett,

F.5. tablazat:

F.5. tablazat. Nyugdijaddssdg és dllamaddssdg néhdiny OECD orszdgra, GDP %

Brutto Eszmei

nyugdij- Nyugdij visszafizetési

adossag kiadés id6 Allam- Osszevont
Orszéag (BNYA) (NYK) (BNYA/NYK) adossag
Németorszag 216 9,0 24,0 40 256
Olaszorszag 242 10,6 24,4 101 343
Nagy-Britannia 139 6,6 21,1 35 174
Egyesiilt Allamok 112 5,1 22,0 55 167

Forras: Holzmann (1998, 5. o.) 2. tablazat.

A 2. oszlopbdl lathatjuk, hogyan szorodik a brutté nyugdijadossag/GDP hanyados
négy fontos orszag esetében 100-200 kozott. (A felsorolt négy orszéaghol csak egyben
(az Egyesiilt Allamokban) kisebb a netté adéssag, mint a brutté mutato, de ott jelen-
tosen: 89%.) A 3. oszlop az éves nyugdijkiadas/GDP héanyadost mutatja be (v6. 8.
fejezet), amely a kontinentalis Nyugat-Europa és az angolszasz orszagok kozti hatalmas
kiilonbséget tiikrozi: 10 és 5%. Erdekes, mennyivel stabilabb a 4. oszlopban szerepld
a nyugdijadossag/nyugdijkiadas hanyados: 21-25 kozott mozog. Ezt eszmei visszafi-
zetési iddnek is tekinthetjiik, ti. hogyha nem keletkeznének 1j igéretek, akkor ennyi
évre lenne sziikség a régi igéretek teljesitésére. Erdemes figyelembe venni a GDP-hez
viszonyitott hagyomanyos allamadodssagot is (5. oszlop), amely orszagonként szintén
nagyon ingadozik: az angol 35%-t6l az olasz 100%-ig. Végiil ha Osszeadjuk az 1. és
az b. oszlop adatait, a 6. oszlopban megkapjuk a teljes brutt6 adossagot. Itt is az
angolszasz orszagok szerepelnek jol, és a kontinentalis orszagok rosszul.

F.1. feladat. Mérlegeljiink egy stacionarius népességi stacionarius gazdasagot,
ahol a népesség és a termelékenység novekedési liteme allando, az egyének nulla évesen
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kezdenek el dolgozni, adott w; bérpalya szerint, R + 1 évesen mennek nyugdijba, és
D + 1 évesen halnak meg! Tegyiik fol, hogy a t = 0 évben bevezetnek egy feloszto-
kirovo rendszert b; jaradékpalyaval és 7 jarulékkulccsall Tegytik fol, hogy az érett
rendszer egyensulyban van. Hatarozzuk meg az els6 D + 1 évjarat belsé megtériilési
ratajat!

G. JOVEDELEMELOSZTAS

Eppen az altalanos egyenstlyelméletre tamaszkodva, a kozgazdaszok nagyon gyakran
megelégednek a fennall6 jovedelemeloszlasi helyzettel: mindenki annyi jovedelemhez jut,
amennyit érdemel. Ugyanezen elmélet szerint ugyanakkor a jovedelemeloszlas alkalmas
méretd és egyosszegl megvaltoztatasaval minden optimalis elosztas egyensilyi helyzetté
tehetd.

Empiria
Kezdjiik az empirikus ismertetést is egy példaval!

G.1. példa. Legtobb esetben a piaci kereslet és kinalat nem csak az 6sszjovedelem-
t6], hanem a jovedelemeloszlastol is fiigg. Példaul szegény orszagok nagy mennyiségben
fogyasztanak luxusjavakat, mikozben a lakossag nagy része éhezik. [

Definiciék. 1. Lorenz-gorbe y(x) (0 < x < 1) azt mutatja, hogy a lakossag
legszegényebb x hanyada a nemzeti jovedelem y(x) részét fogyasztja el. (Teljesen egyenld
jovedelemeloszlasnal y(z) = x!) Definicio szerint y(z) névekvs és y(x) < x.

2. A jovedelemeloszlas Gini-egyiitthatdja az x —y(z) fliggvény atlaga szorozva 2-vel:

(G.1) Gg=1- 2/0 y(z) dz.

G.1. tétel. Minden csalad jévedelme munka- és tékejévedelemre bonthato:

(G.2) Y =Y., + Yk, Y1, = wlL és Yk = vK.

G.2. példa. Az 1970-es években az USA-ban a Gini-egyiitthaté =0,43 volt; s ebbdl
0,17 a munkabérek szérodasabol szarmazott. Azota jelentGsen nétt az egyenlGtlenség. g

Most két tablazatot mutatunk be egy fejlett orszag, Nagy-Britannia 1982-83-as
jovedelem- és vagyoneloszlasarol. (Az ujabb tankényvek mar nemigen foglakoznak ilyen
sdejét mult” kérdésekkel.)
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G.1. tablazat. Adozds eldtti személyi jovedelemeloszlds, UK, 1982

Jovedelem szerinti Jovedelem-
csokkend sorrend % arany
0-1 6,0
1-10 22,3
10-50 49,2
50— 22,7

Megjegyzés: Az adatok Begg, 282. 0.-r6l szarmaznak.
Az adofizetSk leggazdagabb 1%-anak jovedelme az Osszjovedelem 6%-a (1. sor),
a legszegényebb 50%-¢é 22,7% (4. sor). Természetesen az adot nem fizets szegények a

tablazatban egyaltalan nem szerepelnek.

G.2. tablazat. Szdzalékos vagyoneloszldas, UK, 1985.

A vagyon részesedése, Piaci Piaci és nyugdij
mely a leggazdagabbakeé vagyon vagyon
1 20 12
2 27 16
5 40 25
10 o4 35
25 78 59
50 96 82

Megjegyzés: Az adatok Begg, 282. 0.-r6l szarmaznak.

A G.2. tablazat a vagyonosak egyre novekvs taboranak vagyonrészesedését mutatja
be két forméban: a mésodik figyelembe veszi a varhaté nyugdijjarandosagot, az elsd
nem.

Szolgaljon pihentetdiil a

G.1. feladat. a) Amerikai ismerGseink legnagyobb része legalabb évi 120 ezer
dollart keres, mikzben az atlagkereset 40 ezer dollar koriil lehet. b) Elvileg egy orszéag
lakossaganak maximalisan hanyadrésze kereshet legalabb annyit, mint az atlagkereset
haromszorosa? ¢) Mi lehet a tényleges érték?

Kormanyzati dontéseknek kétféle jovedelemeloszlasi hatasuk van: 1. kozvetlen és 2.
kozvetett. A kozvetlen hatasok megint kettédgaznak: a) piac-irdnyultsagu programok
(munkaerdjavitas) és b) adozéas-tamogatasi programok (jovedelemado és jovedelemkie-
gészités).

Végiil egy olyan tablazatot mutatunk be, amely az 1992-es adatok alapjan nemzet-
kozileg hasonlitja 0ssze a jovedelemeloszlast.
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G.3. tablazat. Jovedelemeloszldis az USA dtlagdban, 1992 kéril

Orszag Egy fére juto  Also decilis Fels6 decilis Fels6/Also decilis
USA 100 36 208 5,78
Svajc 91 52 168 3,23
Japan 84 39 161 4,13
Németorszag 76 41 131 3,20
Svédorszag 69 39 110 2,82
Nagy Britannia 67 29 138 4,76

Megjegyzés: Az adatok Freeman (2000), 27. o.-r6l szarmaznak.

Tehat ha az USA-ban az egy fére juté jovedelem 100, akkor a legszegényebb 10%-é
csak 36, mig a leggazdagabb 10%-¢é viszont 208, hanyadosuk 5,78. A tobbi orszag ada-
tai is az USA atlagaban vannak kifejezve. Figyelemre mélto, hogy csak a legszegényebb
fejlett orszag, Nagy-Britannia szegényei maradnak el abszolut értelemben az USA sze-
gényeitsl, s még az éppen valsag stujotta, a Nagy-Britannianal atlagosan alig gazdagabb
Svédorszag szegényei is gazdagabbak az USA szegényeinél.

Az USA Census Bureau mas oldalrol vilagitja meg a helyzetet: az USA-ban az 1970-
es évek atlagahoz képest 2004-re a legszegényebb 20% realjovedelme mindossze 12%-kal
nétt, mig a leggazdagabb 20%-é 56%-kal. (Az USA csodaloi erre azt valaszoljak, hogy a
legszegényebbek féleg a Latin-Amerikabol bevandorl6 szegényekbdl keriilnek ki, akiknek
a korabbi realjovedelmiikhoz képest ez is nagy névekedést takar. Ez csak részben igaz,
példaul a bevandorlok kozott gazdagok is vannak!)

Elmélet

A jovedelemeloszlast viszonylag jol kozeliti az in. analitikus Pareto-eloszlds. Strtiség-
fiiggvény:
fw) = cwZw 177 ha W > Wy,
ahol o0 > 1 az eloszlas kitevdje, és w,, a minimalbér.
Az eloszlasfiiggvény alakja

F(w) = flwdw=1—-w,w° ha W > Wy

Innen F(w,,) =0 és F(co) = 1, valamint a varhato érték:

> ow

Ew:/ wf(w)dw = —.

W o—1

Ha egységnyinek valasztjuk a varhato értéket, akkor a minimalbér

o—1

Wy —
o

Gyakorlatban o = 2 j6 kozelités, ekkor w,, = 1/2. Ekkor azonban az eloszlas varianciaja
még végtelen, alatta azonban mar véges:

ow?, (0 —1)

Euw? = =
v c—2 o(c—2)

ha o> 2.
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Végiil megadjuk az eloszlas legfontosabb értékeit, hozzavéve a Lorenz-gérbét. Fel-
hivjuk a figyelmet, hogy a dolgozok fele az atlagbér 71%-a alatt keres, keresetiik tomege
csupan az Osszkereset negyede. Az érem masik oldal: az atlagbér haromszorosa folott
csupan a dolgozok 3%-a keres, de 6vék az Osszkereset 12,5%-a.

G.4. Pareto-valosziniségek és a Lorenz-értékek

Kereseti hatar Valoszintiség Lorenz-érték
w F(w) E(w)
0,707 0,500 0,250
1,0 0,750 0,500
1.5 0,889 0,667
2,0 0,938 0,750
2,5 0,960 0,800
3,0 0,972 0,833
4,0 0,984 0,875

Megjegyzés. o = 2.

Optimalis adéztatas adodkeriilés mellett

Ebben az alfejezetben az optimalis adoztatast vizsgaljuk adokeriilés mellett.

Adott id&szakban egy dolgozo teljes keresete w, amelybdl v nagysigot vall be, hogy
fv jovedelemadot fizssen be. Az adoztatas kizardlagos célja a jovedelemkiilonbségek
tompitasa, s ezt egységes ¢ jaradékkal oldja meg a korméanyzat.

Tegyiik fel, hogy a dolgozét valamilyen adémoral jellemzi: m. Feltessziik, hogy
létezik egy v(w,m, ) bevallasi fliggvény, amely novekszik a keresetben és a moralban,
de csokken az adokulcsban.

Tegytik fol, hogy a (w,m) jellemzdk valoszintiségi eloszlasa F: F(W,P) = P(w <
W.,p < P), Ekkor v = Ev a dolgozok atlagos bevallasa. Az adorendszer kiegyenstulyo-
zottsdga miatt € = 0v = T'(0), ahol T'(f) az un. Laffer-gorbe. Ezt akarja a kormanyzat
maximalizalni 6, kulccsal.

Mivel T'(0) = 0 és T"(0) = Ev + 0Ev, > 0, ezért 01, > 0. Elvben lehetséges, hogy
5(1) > 0, s6t, 6, = 1.

G.2. feladat. Tegyiik fel, hogy a bevallasi fiiggvény v(w, m,0) = w(m — 0). a)
Hatarozzuk meg, hogy milyen feltételeknek kell teljesiilnie ahhoz, hogy 0 < v < w
teljesiiljon! b) Mekkora az optimalis adokules? ¢) Hanyszorosara kellene a kereseteket
csOkkenteni az optimalis adérendszerben ahhoz, hogy a szuboptimalis #-kulcsa adorend-
szerben az adobevétel ne csokkenjen?

A mikrookondmiailag megalapozott modellt Simonovits (2010) targyalja.
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H. DISZKRET IDEJU DINAMIKA

Elméleti matematikdban gyakran hattérbe szorul a diszkét idej dinamika, pedig mind a
numerikus analizisban, mind a kézgazdasagtanban fontos szerepet jatszik. A diszkrét id6
el6nyei: nem kell bizonyitani a megoldas létezését, konnyti programozni a megoldast, és
alkalmas az idGbeli késleltetések figyelembe vételére. Természetesen hatranyai is vannak:
nem lehet folytonos vonallal szemléltetni a palyakat, s a megoldasok ,yadul” viselkednek.
Roviden osszefoglaljuk az eredményeket.

Linearis differenciaegyenletek

Els6rendii linearis inhomogén differenciaegyenlet-rendszerrdl beszéliink, ha
(Hl) Ti4+1 :M:Ut—{—w, t:0,1,2, és r e R".
Kezdetiérték-feladat esetén az xy kezdeti érték is adva van.

Az altalanos megoldashoz sziikségiink lesz a rendszer fixpontjara. (H.1)-bdl a ko-
vetkezd implicit egyenlet adodik a fixpontra:

(H.1°) x° = Mzx° 4+ w.

(H.1°) altalaban (de nem mindig) megoldhaté. A fixpont létezése és egyértelmiisége
trividlis:

H.1. tétel. A (H.1) linearis rendszernek pontosan egy fixpontja van, ha M-nek
az 1 nem sajatértéke. Képlete:

(H.2) 2° = (I — M) w.

A lineéris differencidlegyenlet-rendszerek megoldésabol ismert az inhomogén és ho-
mogén egyenlet megoldasanak kapcsolata. Most ezt a fajta kapcsolatot aknazzuk ki a
differenciaegyenlet-rendszer esetén.

Vezessiik be az
(H3> it =Tt — x°
eltérésvektort, és vonjuk ki (H.1)-b&l (H.1°)-t:
<H4) .QAZ‘t_Ar_l - Mi‘t
Szoban: az eltérésvektorok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomogén
(H.1) rendszerbdl az additiv allando elhagyasaval keletkezik. (H.4) sorozatos behelyet-
tesitésével adodik
(H.5) Ty =Mz 1 = M?3y_o=--- = M.

Visszairva az eredeti valtozokat: z; = xz° + M (zo — z°).
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A tovabbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, és rovidség kedvéért elhagyjuk
a kalapot (azt is mondhatjuk, hogy w = 0.) A hivatkozasok kedvéért 1j alakjaban tjra
folirjuk a (H.3)-(H.4) egyenletpart:

(H4) Ti41 = Mxta
(H5) Ty = Mt$0.

Linearis algebrabol azonban ismert, hogy M sajatértékei és sajatvektorai segitsé-
gével M' egyszertien folirhato. A dinamikus rendszerek elemzésénél a transzformacio
sajatértékeinek és sajatvektorainak jelentGségét éppen az adja, hogy a transzformécio
hatvanyozasanal az el6bbiek tgy viselkednek, mintha skalarok volnanak, az utéobbiak
pedig helyben maradnak. Pontosabban:

(H.6) M's=Xs, t=0,1,2,....

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy létezik n darab linearisan fiiggetlen sajatvek-
tor, azaz egy sajdtbdzis:

(H.7) P(\;) =0, j=1,2,...,m;
(HS) MSj:)\ij, j:1,2, .o, n.

Ekkor barmely xq kezdeti vektor felirhato a sajatvektorok segitségével:
(H9> o = ijsj‘.
j=1
Folhasznalva (H.5)—-(H.6)-ot, (H.8)—(H.9) a kdvetkezs Gsszefliggést adja:
(H.10) ze=Y &GMis;, =12, ...
j=1

Igaz a

H.2. tétel. Ha M-nek létezik egy sajatbazisa, akkor a sajatvektorok segitségével
a kezdeti allapotot folirhatjuk (H.9) alakban, és a sajatértékeket is igénybe véve a t-edik
allapot folirhaté (H.10) alakban.

H.1. feladat. Irja 5l a H.2. tételt also-triangularis métrix esetén, amikor m;; =0
minden j > 7 esetén!

A szamos stabilitdsfogalom koziil a rovidség kedvéért csak a lokdlisan aszimptotikus
stabilitdssal foglalkozunk, ahol a fixpont megfelel6 kornyezetébdl indulé barmely palya
aszimptotikusan tart a fixponthoz: lim; .., x; = z°, esetliinkben 0-hoz.

Lineéaris esetben viszonylag egyszeri a stabilitas elégséges feltétele, és lokalis helyett
globalis stabilitas all.

65



H.3. tétel. A diszkrét idejii (H.1) linearis rendszer akkor és csak akkor stabil,
ha az M matrix spektralsugara kisebb mint 1:

p(M) < 1.

Bizonyitas. a) Tegyiik {6l, hogy létezik sajatbazis. Ekkor (H.10) szerint z; akkor
és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-hatvany nulldhoz tart, azaz minden
sajatérték abszolat értékben kisebb, mint 1. b) Az &altalanos esetben ugyanezt az ered-
ményt kapjuk. ]

A differenciaegyenletek elméletében kiemelkedGen fontosak a kétvaltozos rendsze-
rek. Ezért az allando-egyiitthatos kétvaltozos (sikbeli) linearis rendszereket kiilon meg-
vizsgaljuk: n = 2, kiilonos tekintettel az oszcillaciokra (ciklusra).

Sziikséglink lesz a rendszer masodfoku karakterisztikus polinomjara, melynek gyo-
kei meghatéarozzak a rendszer kvalitativ viselkedését:

P(A\) =X\ —wh + 9,

ahol
w=trM =mq1 + maa és ¥ =det M = miimaoa — miamay.

Oszcilldciorol beszéliink, ha az eltérésvaltozok minden idébeli korlatozason tl idén-
ként elGjelet valtanak. Két alesete van:

a) Elfajult oszcilldcio all fonn, amikor egy atmeneti idgszak utdn mindkét valtozo
minden id&szakban elGjelet valt.

b) Szabdlyos oszcillacio all fonn, amikor a két valtozo elGjelvaltasa nem mindig
egyidejd.

Szimmetria miatt feltehetd, hogy |Aa| < [A1]:

H.4. tétel. Tipikusan a kovetkezé sajatérték parositasok alapjan osztalyozzuk a
sikbeli linearis rendszereket;

a) a dominéans sajatérték pozitiv, |A\o| < A1: oszcilliciomentes;

b) a dominéans sajatérték negativ, |A2| < —A1: elfajultan oszcillalo;

c) komplex sajatértékek, |Re\1| < |A1|: szabélyos oszcillacio.

A linearis differencialegyenletekhez hasonloan a komplex gyokok esetén a konjugal-
tak miatt a szamolas végén kiesnek a képzetes mennyiségek.

Allando-egyiitthatos n-edrendd linearis skalar differenciaegyenletrsl beszéliink, ha
a y; mellett y;_,, a legkorabbi érték az egyenletben:

n

Yt = Z rYt—k, Qn 7é 0.

k=1

Az ilyen egyenletek egyszerii transzformacioval visszavezethet6k n-dimenzios el-
sérendii egyenletekre, de kozvetleniil is megoldhatok (Euler, kb. 1740). Az y, = A\
alapmegoldasal kisérletezve, a karakterisztikus egyenlet kozvetleniil

n

A= Zak)\t*k, a, # 0,

k=1
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illetve A\!~"-nel osztas utan .

AT =" apAnh
k=1
Tipikusan a gyokok kiilonboznek, ezt a tovabbiakban feltessziik.

H.5. tétel. Az n-edrendi allando egyiitthatés linearis differencia-egyenlet dlta-

lanos megoldésa
Yt = Z 77k)\27
k=1

ahol ny allandok skalarok, amelyeket az vyq, ...,yn—1 kezdeti feltételek egyértelmiien
meghataroznak.

Ezt szemlélteti az

H.1. példa. Fibonacci-szamok (1202). ,Egy gazdénak van egy par nyula. Tegyiik
fol, hogy ez a par nyul minden hénapban egy tGjabb par nyulat fiadzik, amelyek minde-
gyike kéthonapos koratol szintén havonta egy par nytlnak ad életet. A kérdés az, hogy
az egymas utan kovetkezd honapokban hany par nyula lesz a gazdanak” (Simonyi, 1981,
122. o0.). Konnyti belatni, hogy a valaszt a kovetkezd rekurzio adja: Fy = Fy_1 + Fy_o,
Fy =1 és Fy = 1. A rendszer karakterisztikus egyenlete (méas széval: a sorozat genera-
torfiiggvénye, de Moivre, 1724): P()\) = A2 — X\ — 1, a sajatértékek: A\ o = (1 ++/5)/2.
A megoldas F;, = &M} + &)L alaka. A kezdeti feltételekbol &1 és & meghatarozhato:
Fo=&+&=16F =M +&\=1. &0 =(5+5)/10.

Nemlinearis differenciaegyenletek

A nemlinearis differencidlegyenletek elmélete sokkal bonyolultabb, mint a linearisaké,
ezért ebben a bevezets jegyzetben csak mesélni fogok, olykor hivatkozva a differencial-
egyenletek elméletére.

Kezdjiik az autoném nemlineéris elsérend differenciaegyenlet-rendszer felirdsaval:

(H.11) Tir1 = f(24), t=0,1,2, ..., Z adott.
A vizsgalatot megkonnyiti, ha a rendszernek van fizpontja:
(H.12) x° = f(z°).

Ellentétben a linearis rendszerekkel, a nemlineéris rendszerben nincs egyszerti meg-
oldési eljaras.

Ljapunovtoél szarmazik az az elgondolas, hogy ellentétben a linearis rendszerekrdl
sz0l6 eredményekkel, anélkiil is vizsgalhato a stabilitds, hogy a megoldast meg tudnank
(vagy meg kellene) hatarozni, kvalitativ elmélet. Csupéan olyan pozitiv fiiggvényre van
sziikség, amellyel mérve a tavolsdgot a fixponttol, a fliggvény csokken. Szabatosan
megfogalmazva: egy folytonos V : X — R fiiggvényt Ljapunov-fiigguénynek neveziink
az f fliggvényre nézve, ha

(i) a V fiiggvény a fixpontban nulla, kiilénben pozitiv:

V(z®) =0 és V(z) >0 (x#2°);
és

(ii) lényegében minden (x, f(x)) allapotparban V csokken:

Vif(x)] < V(z) kivéve, ha xr =2x°.
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H.6. tétel. (Ljapunov, 1893.) Ha létezik egy Ljapunov-fiiggvény a dinamikéra
nézve, akkor a fixpont globélisan stabil.

Megjegyzés. A végesdimenzios euklideszi térre specializélt Banach-féle fixpont-
tétel is hasonlo jellegii.

Az alfejezet hatralévs részében alapvets szerepet jatszik a legegyszertibb nemline-
aris fliggvény.

H.2. példa. Logisztikus egyenlet: Legyen n =1 és
flx)=azx(l—2), O0<z<1 , €s 0<a<d4.

Miikodsképesség: 0 < f(z) < f(1/2) = a/4 < 1 < 0 < a < 4. Fixpont: 2° =
1 —1/a. Lokalis stabilitas: |f/(z°)| < 1. Mivel f'(xz) = a(l —2z) és f'(z°) =2 —a; a
stabilitasi tartomany: 1 < a < 3. (A trivialis z° = 0 fixpont instabil: f/(0) =a > 1.)

Ratériunk a ciklusokra.

Definicié. Legyen P egy 1-nél nagyobb természetes szam. Egy x1,xo, ..., xp
vektorsorozatot az f rendszer P-periddusi ciklusinak nevezziik, ha az x1-bdl induld
palya xs, ..., xp-n keresztiil visszatér x;-be.

Nemcsak a fixpont, de a ciklus is lehet stabil.

Definicié. Egy x1, ...,xp ciklust az f rendszer P-periodusiu lokdlis hatdrcik-
lusdnak neveziink, ha az x; kozelében indulé palyak rasimulnak a ciklusra. Képletben:

(H.13) Ha Y1~ T, akkor klim YkP+Q = ZQ,
—00

ahol k£ és @ egészek, 1 < Q) < P.

Globdlis hatdrciklus esetén majdnem tetszéleges induld allapotbodl induld palyatol
megkoveteljiik a konvergenciat. Lehetnek azonban kivételes induld allapotok, példaul
egy instabil fixpont, amelybdl nyilvan nem mozdul ki a rendszer.

A fixpont és a ciklus kozti hasonlésagot az f fliggvény iterdltjainak segitségével
érthetjiik meg, amelyeket rekurziéval definidlunk:

@)= f2), fz)=F(f(@), ..., ['(@@) = fF(f7 (2)).
Megjegyezziik, hogy z; = f*(x¢).

H.7. tétel. Ciklus és fixpont. a) A (H.11) rendszernek az xi1,xs, ...,xp sorozat
akkor és csak akkor P-periédusi ciklusa, ha a

ct = fP(Zt—l)
P-iteralt rendszernek g a QQ-adik nem trivialis fixpontja:
zq = f"(zQ) # f(zq), Q=1,....P.

b) Az a) ciklus akkor és csak akkor lokélisan stabil (hatarciklus), ha a megfelel6
fixpontok stabilak, azaz, ha a megfelel6 matrix stabil:

(H.14) pIDf(xp)---Df(a1)] < 1.
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A kovetkezd példaban egy 2-hatarciklust hatarozunk meg.
H.3. példa. Iterélt logisztikus egyenlet. 2-hatarciklus: A H.4. tétel alapjan

fA(x) =af(x)[1 - f(2)] = a®*z(1 — 2)(1 — ax + az?), 0<z < 1.

2-ciklus: z; = f?(z;), i = 1,2 és 2; # 2°. A kapott a3z3 — 2a322 + a®(1 + a)z — a® =

0 harmadfoku egyenletet elosztva a(z — x°) els6foka gyoktényezével, egy masodfoki

egyenlethez jutunk: a?z? — a(a + 1)z + (a + 1) = 0, melynek két valés gyoke van:

(a+1)£+/(a+1)(a—3)
2a ’

xr1,2 =

mindketts 0 és 1 kozé esik, ha 3 < a < 4.
Stabilitas: (H.14) szerint f2 (z;) = f'(21)f'(x2) = —a® + 2a + 4, stabilitasi tarto-
many: |f% (z;)| < 1, azaz 3 < a < 1 + /6.

Most olyan nemlinearis rendszereket fogunk tanulmanyozni, amelyek se nem stabi-
lak, se nem ciklikusak, se nem kvazi-ciklikusak, hanem kaotikusak.

Természetesnek tiinhet, hogy a dinamikus rendszer palyéja alig valtozik, ha a kezdd-
érték kicsit valtozik. Ezen alapul a Laplace-féle determinizmus: ha ismerjiik a rendszer
kezdsallapotat és mozgasegyenletét, akkor tetszéleges miltbeli vagy jovébeli pillanatra
meghatarozhato a rendszer allapota. Ennek egyik legsikeresebb példaja az volt, amikor
Leverrier (és Adams) szamitasai alapjan a csillagaszok 1846-ban folfedezték a Neptunt.
A (H.11) dinamikus rendszerrdl azt mondjuk, hogy az xy pontban érzéketlen a kezddér-
tékre, ha a) a palya korlatos és b) kozelrsl indulé palyak mindig kozel maradnak egymas-
hoz. Képletben: minden € > 0 szdmhoz létezik olyan §. > 0, hogy ha ||z¢ — yo|| < e,
akkor ||zy —yl| <e,t=1,2, ...

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy egy korlatos lineéris rendszer minden
pontjaban érzéketlen a kezdGértékre. Valoban, az a) feltétel miatt csak olyan rendszere-
ket kell tekinteniink, melyeknek a sajatértékei abszolit értékben nem nagyobbak, mint
1 [(H.10)]. Emiatt az eltérések tetszdleges kicsinek tarthatok.

2. Ha nem tennénk {6l a korlatossigot, akkor szdmos lineéaris rendszer nem lenne a
kezdGértékekre érzéketlen. Valoban, legyen x;y1 = 2x;. Ekkor kis § esetén az xg = 9§ és
a 0 kezdéérték nagyon kozel van egymashoz, de a beléliik indulo 2t6 és 0 palyak egyre
messzebb keriilnek egymastol. Ebben semmi meglep6 nincsen, s a tovabbiakban nem
foglalkozunk nem korlatos rendszerekkel.

3. Emlékeztetsiil: még olyan jol viselkedd nemlineéris rendszer is érzékeny néhany
kezdgsallapotra, amelynek globalis hatarciklusa van; az instabil fixpontbol indulé pa-
lya a fixpontban marad, de akarmilyen sziik kornyezetébdl indul6 Gsszes tobbi palya a
hatarciklushoz tart: a H.3. példa.

Eddig kizarolag klasszikus fogalmakkal foglalkoztunk, amelyeknek onmagukban
semmi koziik sincs a kdoszhoz. Most ratériink az alfejezet kozponti fogalomcsoport-
jara.

Egy dinamikus rendszert valoban kaotikusnak neveziink, ha pozitiv valészintséggel
a palya érzékenyen fligg a kezdGértéktol.

Koréabbi megfigyelésiink szerint csak nemlinearis fliggvényeknél talalkozhatunk ka-
osszal.
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Egy valoban kaotikus rendszer legalabbis egy pozitiv mértékid kezddsallapot-
halmazon rosszul viselkedik. Ez azt jelenti, hogy a rendszerre pozitiv valészintiséggel
nem érvényes a laplace-i determinizmus. Az elv annak ellenére nem érvényes, hogy na-
gyon egyszert, kis-szabadsagfokt rendszerrél van sz6. Ezt a koriilményt még 1900 el6tt
Poincaré folismerte az tn. haromtest probléma kapcsan, de ez tobb évtizedig elsikkadt.

H.8. tétel. Legyen f egy egycsicsi és sima fiiggvény, amely az I = [c,d] valos
intervallumot 6nmagéara képezi le. Tegyiik tol, hogy a fiiggvénynek van 3-ciklusa, azaz
egy olyan c pontja, amelyre

fle) # f2(e) # i) =c

a) (Sarkovszkij, 1964.) Ekkor barmely, 1-nél nagyobb természetes P szémra a
rendszernek van P-ciklusa.
b) (Li és Yorke, 1975). Ekkor a rendszer topologikusan kaotikus.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas meglehetésen hosszadalmas, de nem igényel mély
eszkozoket. Meglepd, hogy a tételt nem fedezték ol joval korabban.

2. Koénnyen belathato, hogy szdmos fiiggvénynek van 3-ciklusa (példaul a logisz-
tikus egyenlet a = 3,84 esetén), de nagyon meglepd, hogy minden P-re van P-ciklusa.
Képzeljiink el egy olyan {x1 p,z2 p, ..., zp p}P_, kettds sorozatot a (0, 1) intervallum-
ban, amelyre f:z1p = 22p — ... = 2pp — x1,p, P=2,3, ...

Egy kozgazdasagi ciklusmodell

Hicks (1950) ciklusmodellje az egyik legérdekesebb és leghasznosabb modell. Mo6dszer-
tani szempontbdl az adja az érdekességét, hogy minddssze két fliggetlen véltozoval képes
a gazdasig ciklusait modellezni. Makrockonémiaban megszokott moédon valtozatlan-
aras értékekkel dolgozunk. Legyen Y; a termelés (GDP), I, a netté beruhdzds és Cy
a fogyasztds volumene a t-edik idGszakban. A készletfelhalmozést belefoglaljuk a be-
ruhazasba (tulajdonképpen felhalmozasra gondolunk), s zart gazdasagot feltételeziink.
El6szor a linearis valtozatot mutatjuk be, majd vézoljuk a nemlinearis modositést is.
Zart gazdasagban a harom valtozo kozott egy azonossag all fenn: termelés =beru-
hazas+fogyasztas, azaz teljesiil a
GDP azonossdig

J. M. Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akcelerdtort, amely szerint minden
idészakban a beruhéazas aranyos az el6z6 idSszak termelésvaltozasaval. A szoban forgd
egyenletet Hicks (1950)-ben kiegészitette az autonom beruhdzdssal.

Linedris beruhdzdsi fiigguény

(H.16) I = I} + B(Yie1 — Yioa).

Keynes (1936) ota a fogyasztast gyakran az el6z6 idszaki jovedelem (azaz termelés)
linearis fiiggvényeként irjak le, amelyet még egy autondém taggal modositanak.
Linedris fogyasztdsi fligguény

(H.17) Cy = CM +7Y; 4,
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ahol v a fogyasztdsi hatdrhajlandésdg, 0 < v < 1; és 1/(1 — ~) a hires multiplikdtor.

Adott I* és C* palya, adott § és v egyiitthato, valamint adott Y_i, Y_o kezdeti
érték mellett az I, C' és Y palya egyértelmiien meg van hatarozva.

Harom egyenletiink van, harom valtozéval. Erdemes azonban megszabadulni a nél-
kiilozhets valtozoktol és a nélkiilozhets egyenletektsl. Két lehetdséglink van, hogy a szo-
katlan alaka egyenletrendszert szokéasos alakra hozzuk: visszavezetni a) két els6rendi
tobbvaltozos differenciaegyenletre, vagy b) egy masodrendii egyvaltozos differenciae-
gyenletre. A méasodikat valasztva, helyettesitsiik be (H.16)-ot és (H.17)-et (H.15)-be, s
rendezéssel eljutunk egy mésodrendd, egyvaltozos
alapegyenletrendszerhez:

(H.18) Y, =I*+C*4+ (B+7)Yi_1 — BYi—e, t=0,1,2, ...,

ahol Y_o és Y_; adott kezdeti értékek. Az Y; alapvdltozé dinamikajanak ismeretében
a tobbi valtozo (I; és C;) dinamikaja egyszerden kiszamithato a (H.16) és a (H.17)
egyenletbdl.

Két tételt mondunk ki: egyet a egyensiilyra, egyet a stabilitasra és oszcillaciora.

H.9. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszer Y° egyensiilya létezik és
egyértelmii:

I* + oA
H.1 yo——__1~ |
(H.19) T

H.10. tétel. (Hicks, 1950.) a) A rendszer akkor és csak akkor oszcillal, ha

(H.20) v < 2v/B - 6.
b) A rendszer akkor és csak akkor stabil, ha
(H.21) g <1

Megjegyzés. Valosagos koriilmények koézott éves modellben G ~ 0,5 és v =~
0,75. Tehat oszcillacid és stabilitas empirikusan Osszeférhetetlen. A determinisztikus
linearis modell helyett vagy determinisztikus nemlinearis modellt kell vizsgalni vagy

sztochasztikus linearis modellt.
H.1-H.4. abra

Ez a modell azonban csak speciélis esetben ad szigoru ciklust, és a kilengés nagysa-
gat a kezdeti feltételek hatarozzak meg. Ez kozgazdasagi szempontbol elfogadhatatlan.
Helyette egyszertien Hicks nemlinearissa tette a linearis rendszert. Ha a beruhézas ne-
gativ lenne, akkor helyette O-ra modosul az érték. Ha a fogyasztas olyan nagy lenne,
hogy a mar meghatarozott beruhazassal egyiitt a keletkez6 kibocsatas feliilmulna a tel-
jes foglalkoztatés adta potencialis GDP-t, akkor a fogyasztast annyival vissza kell vagni,
hogy a modositott kibocsatas egyenlévé valjon a potencialis GDP-vel.

Ekkor hatarciklusokat kapunk.
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FELADATMEGOLDASOK

10.1. feladat. a) Ekkor az optimumban a két fogyasztas megegyezik: Cy = C;.
Behelyettesitve:

_ pWo+ W,

pCo + Co = pWo + W, azaz Co
p+1

b)

pWo +Wo — pWo — W1 Wy — W

= >0
p+1 p+1

SoZWO—CQ:

akkor és csak akkor, ha Wy > Wj.
12.1. feladat. a) Osszuk el az azonossag két oldalat X; = & X;_1-gyel:

Dy o D4 M; A D4 M,
— =r—+ ——-1== + ——1.
Xy X1 Xy &t Xi—1 Xy

Felhasznélva jeloléseinket:
dy = pedi—1 +my — 1.

b)
d° = pd®° +m —1, azaz dozm—_l.
I—p

c)m=1,1; p=r/¢ =1,01/1,06 miatt d° = 0,1/(1 — 0,953) = 2,1.

B.1. feladat. A mésodfoktu egyenlet gyokei és egyiitthatoi kozti Osszefliggések
szerint A1 + Ao = —ayq és A\ A2 = ao. Komplex gyokok esetén p(1) > 0 és p(—1) > 0,
valamint a két gyok konjugaltsdga miatt p(0) = |\|?, s ez az stabilitds miatt kisebb mint
1. Valos gyokok esetén — — 1 < Aj, Ap < 1, stb.

C.1. feladat. a) f(t,z,2) = 42 + 2% EulerLagrange d.e. bal oldala:
fi(tx, &) = 2&. 1d6 szerint derivalva: 2%. Jobb oldala: f.(t,z,4) = 4 - 2z, innen
I = 4x. Sajatértékek: \;o = £2, altalanos megoldas: z(t) = & e + e 2. Kezdeti
feltételek: &1 + & és 2(2) = et + Ere74, sth.

b) Mert konvex célfiiggvény esetén minimum adodik.

E.1. feladat. a) Definicio szerint M; = vP;, és K; = vM; = v2P;. Legyen Py = 1,
ekkor P, = v, M, = v'*! és K, = v'+2. Tehat az aranyok v? : v : 1.

b)

K+ B it 4t 1

= :y+—_
M, pttl v

O

Derivalva v szerint:

1
(1) —
a(u)—1—§<0, ha v<l1.

E.2. feladat. a) [y fiv~ ' =1 azaz v = I1 f1.
b)-d)

72



E.2. tablazat. A demogrdfiai dtmenet sémdja

Teljes
Idé6szak Gyermekek  Dolgozok IdGsek népesség fliggGségi
S v/ a a arany
b) f1 =2
0 4 2 1 7 2,5
1 8 4 2 14 2,5
c) vagy fi =1
2 8 8 4 20 3
3 8 8 8 24 2
d) vagy fi' =1/2
2 4 8 4 16 1
3 2 4 8 14 2,5

F.1. feladat. Mérlegeljiik a megfelelen modositott egyenletet:

R
(F.3%) I Z Lp,?, t=1,...,R,
i=R—t+1 Jj=R+1
ahol
(F.3*%) Tlei(VT)*’zb Z Li(vr)™,
i=0 j=R+1

G.1. feladat. a) Nem ismerjiik az egyszerd embereket. b) A Markov-féle egyen-
I6tlenség szerint ha w egy pozitiv valoszintiségi valtozo w atlaggal, akkor akidrmilyen
1-nél nagyobb pozitiv A-ra igaz, hogy P(w > Aw) < 1/A. A = 3-ra 1/3 a fels6 korlat.
c) A valosagban 5-10%.

G.2. feladat. a) 0<m—-0<1.0<0<1

b) T(0) = 6Ev = 0(m — 0) maximalis, ha 0, = m/2 és T(0;) = m?/4.

c) T(9) = wT'(0r) értelmében O(m — 0) = wm? /4, azaz

40(m — )

w = 3

m

H.1. feladat. Ekkor \; = m;j és s; = e;, ahol e; a j-edik egységvektor.
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