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A ladapakolas feladata

Adott egy n elemt L lista, ahol az i. elem méretét a;-vel jeloljiik, 0 <
a; <1.

A feladat az, hogy pakoljuk el az elemeket minimalis szamu
egységnyi kapacitasu ladaba oly modon, hogy az egy ladaba keriilt
elemek méreteinek 6sszege nem Iépheti tul a lada kapacitasat.

Alkalmazasok:

konténerek, szallitdjarmiivek  megtoltése, memoriaallokacio,
nagymennyiségli adathalmaz, pl. zenefijlok clhelyezése azonos
méretli tarolokra (pl. CD-kre).

Az ecldéadasban csak az egydimenzids feladattal foglalkozunk (pl.
azonos magassagu ¢€s szelessegll ujsaghasabokba azonos szeélessegl
de eltérd magassagu hirdetések elhelyezése).










Jol 1smert tény, hogy ez a feladat NP-nehez.

Az algoritmusok tervezese €s vizsgalata ket iranyban indult meg:

¢ egzakt algoritmusok keresése,
e kozelito algoritmusok tervezese €s vizsgalata.

A hatékonysag mérése torténhet:

« legrosszabb eset vizsgalattal,

» atlagos eset elméleti vizsgalattal,

« tapasztalati tuton.




A kozelito algoritmusok hatékonysaganak méréséhez vezessiik be a
kovetkezd jeloléseket:

e OPT(L) jelolje az L lista elpakolasahoz sziikséges minimalis
szamu ladat.

e A(L) jelolje az L lista elpakolasahoz sziikséges ladak szamat, ha
azt az A algoritmussal pakoljuk el.




Abszolut versenyképességi hanyados (VK): infimum R>1, ugy, hogy
minden inputra:
A(L) < R OPT(L).

Aszimptotikus versenyképességi hanyados (AVK): Iinfimum R>1,
ugy, hogy minden inputra:
A(L) < R OPT(L) + ¢,

ahol ¢ a mputtol méretetdl fliggetlen konstans.




Offline algoritmusok

|. Fernandez de la Vega és Lueker [Comb1981]: APTAS (Asymptotic
Polynomial Time Approximation Scheme),

F&L [1981]: tetsz. € > 0-hoz egy A, algoritmust adtak meg, gy,
hogy minden A, futasi ideje az L inputlista méretében polinom idejli
(de exponencialis i1deja 1/e-ban), és

() <1 £ cjORPTE(IE -+ 1

I1. Karmarkar és Karp [FOCS1982] AFPTAS (Asymptotic Fully
Polynomial Time Approximation Scheme).

K&K [1982]: egy komplexebb algoritmus, Az algoritmus futasi ideje
n és 1/ fliggvényeében polinomialis, s
A.(L) <OPT(L) + log?(OPT(L)).




Az approximacios algoritmusok egyik specialis osztalyat alkotjak:

Online algoritmusok
(magyaritas: ,,azonnali” vagy ,,vonali” algoritmusok)

o Abban a sorrendben pakoljuk el az elemeket, ahogy a listaba azok
»~erkeznek”, mik6zben nem tudunk semmit az aktualis elem utan
érkez6 elemek méretérdl, és nem ismerjilk az esetlegesen érkezé
elemek szamat sem.

¢ ,,Ami fekszik, nyugszik”. (Az egyszer elpakolt elemek tobbet nem
mozgathatok.)

A fenti korlatoknak az a kovetkezménye, hogy nincs olyan on-line
algoritmus, amelynek aszimptotikus vagy abszolut versenyképességi
hanyadosa 1-hez kozeli érték lenne.




Klasszikus algoritmusok:
Next Fit (NF):

Egyetlen ,,aktiv” lada:
az ¢érkezd elemeket pakoljuk egy ladaba, mindaddig, amig a
kovetkezd elem oda befér. Ha nem fér be a kovetkezo elem, zarjuk le
a ladat véglegesen, nyissunk egy uj ladat, ¢s iteraljuk az eljarast az
utolso érkezo elemig.

VK(NF)=AVK(NF)=2,

also korlat az abran,

felsd korlat: barmely egymas
utan létrehozott két ladaban
az elemek méretosszege >1.
Erdekes: ha L forditottja L,
NF(L)=NF(L’).

1/2 1/2 1/2 1/2




Klasszikus algoritmusok:
Birst Bit (EE):
Minden megnyitott 1ada ,,aktiv’’:

Az ¢érkezo elemet pakoljuk a megnyitott 1adak koziil, egy olyanba,
amelyikbe befér, ¢s ezek koziil az elsobe.

Ha nincs ilyen lada, nyissunk egy 1j ladat és oda helyezziik el.

Best Fit (FF):
. ezek koziil abba, amelyikbe legjobban illeszkedik (legkevesebb
hely marad az elpakolas utan).

Megjegyzés: NF tarkorlatos (bounded space) algoritmus, BF és FF
nem, bar vannak tarkorlatos variansaik.







Az 40 éve Ismert tény, hogy:
AVK(FF)=1,7

(Lasd Ullman, Princeton TR 1971 eldszor, Garey-Graham-Ullman
STOC1973, Johnson-Demers-Ullman-Garey-Graham SICOMP 1974,
Johnson MIT PHD 1973, Garey-Graham-Johnson-Yao, 1976.)

FF(L) < 1,7 OPT(L) + 3 (Ullman, 1971).

AV(FF) 40 évig nyitott kérdés VOLT.
Az additiv konstanst” fokozatosan csokkentették, az abszolut
hanyadosra azt, hogy

AV(FF) <12/7=1,7143
tobben IS bizonyitottak a kozelmultban, egymastol fliggetlentil
(Xia-Tan, DAMZ2010, Boyar-Dosa-Epstein DAM2012).




S6t, késébb:
AV(FF) < 101/59=1,7119 (Németh Zs., ELTE2011).

De csak Doésa Gyorgy és Jiri Sgall bizonyitja (STACS2013) 40 év
utan, hogy:

a First Fit legfeljebb 1,7 OPT(L) alsé egész része szamu ladat hasznal
minden L lista esetén.

(Ha OPT(L)=1,2,4,...,9 (mod 10) akkor a korlat ¢éles, az egyetlen
nyitott kérdés, hogy amennyiben OPT(L)=0 (mod 10) vagy
OPT(L)=3 (mod 10), akkor 1,7 OPT(L) als6 egész része - 1 szamu
ladat hasznal6 also korlatokat adnak meg a szerzok erre.)




Egy masik jol ismert, mar 1,7 alatti (1,69103) AVK-ju algoritmus a Lee
¢s Lee altal (JACM1985) megadott Harmonic Fit (HF).

Az elemeket (¢és a ladakat IS) osztalyokba (tipusokba) sorolja, az
alapjan, hogy mely ( 1/(i+1), 1/1 ] osztalyba esik az adott elem. Minden
elem csak sajat osztalybeli elemekkel pakolodik NF szabaly szerint
sajat ladaosztalyu ladakba (i1=1,...,k-1), az utolso6 osztaly (0,1/k].

Ha a méret ebbe az intervallumba esik:
|,=(1/2,1], akkor egy elem van minden ilyen tipust ladaban,
|,= (1/3,1/2], akkor két elem van minden ilyen tipusa laddban,

| ,=(1/k,1/(k-1)], akkor k-1 darab elem van minden ladaban,
1,.=(0,1/k], akkor legalabb k darab elem van (de barmilyen sok lehet)
osztalyonkent max. 1 lada kivételével.

Az utolsé osztalybeli elemeket kivéve egy elem mérete csak az
osztalya szempontjabol szamit.




Max. egy-egy lada (az utolso,
osztalybeli) kivételével

1I=1, Az 1. osztaly minden megnyitott
ladaja legalabb 1/2-ig tele (kivétel
nélkiil),

1=2, @a masodik osztalyban legalabb
2/3-1g tele,

1=3, a harmadik osztalyban legalabb
3/4-1g tele,

I=k-ra legalabb 1-1/k-i1g (=(k-1)/Kk)

tele. Ha nem igy lenne, akkor ra

lehetett volna még tenni a kovetkez6 lada
els6 elemét, amely legfeljebb 1/k mérett.




Mindegyik k paraméterti HF (k) algoritmus tarkorlatos (k>1, egész).

Meg lehet mutatni, hogy ha k tart végtelenbe, akkor AVK(HF(k))
tart 1,69103...-hoz, amely alsé korlat Is, minden tarkorlatos
algoritmusra.

AVK (fels6 korlat) bizonyitdsa HF(K)-ra (és bevett modszer mas
algoritmusok esetén Is):
sulyfiiggvény technika.

Otlet:

a sulyfiiggvény , kapcsolatot teremt” A(L) és OPT(L) kozott,

- minden elemhez sulyt rendeliink,

- ez alapjan a ladakhoz is sulyt (a benne 1évo elemek stlyainak
osszegekent) rendelhetiink, €s

- a listahoz Is: egy lista sulya, w(L) a listaban szereplé a; elemek
w(a;) sulyainak 6sszege.




Sulyfiiggvény-technika algoritmusok AVK-janak felsé korlatjanak
bizonyitasara, folyt.

Ugy konstrualjuk meg a W sulyfiiggvényt, hogy az A algoritmus altal
hasznalt 1adak szama, A(L) esetén W(L) + K egy fels6 korlat legyen
A(L)-re, ahol K konstans:

A(L) <W(L) + K,

OPT(L)-lel az az osszefiiggés, hogy ha egy olyan lada sulyat vessziik,
amelyet OPT (egy optimalisan pakolo offline algoritmus) 1étrehoz, és ¢
egy felso korlat OPT egy ladajanak sulyara, azaz a benne 1évo elemek
méreteinek Osszegére (egy tetszés szerintli, 1-nél nem nagyobb
méretdsszegli elemek egy halmazanak sulydsszegére),

akkor W(L) <c OPT(L),

Igy A(L) <c OPT(L)+K, azaz AVK(A) <c.




Sulyfiiggvény-technika a HF-re
Minden i-tipusu elem sulya legyen 1/1, igy

egy, az 1,=(1/2, 1] intervallumba es6 x elem stlya, W(x)=1,
egy, 1,=(1/3, 1/2] intervallumba es6 elem sulya 1/2,

egy, az I, ,=(1/k,1/(k-1)] intervallumba es6 elem sulya 1/(k-1),
egy, az 1,=(0,1/k] intervallumba es6 x méretii elem sulya x k/(k-1).

Konnyen belathato, hogy HF(L)>=W(L)+Kk,
Mennyi lehet OPT (optimalis offline alg.) egy ladajanak a sulya

max.? Egy olyan ladat keresiink (elemek egy 1-nél nem nagyobb
méretdsszegli halmazat), amelyek suly6sszege maximalis.




Sulyfiiggvény-technika a HF-re, folyt.

Mennyi lehet OPT egy ladajanak a sulya? Egy olyan ladat keresiink,
amelyben 1¢vo elemek sulydsszege maximalis.

Belathat6: ezt akkor kapjuk meg, ha egy 1/2+epszilon méretii elemet
vesziink (ennek sulya 1), majd a ladaban maradé helyre is egy.
szOobajohetd maximalis sulyu és legkisebb méretii elemet,

1/2+epszilon stlya 1,

1/3+epszilon, sulya 1/2,

1/7+epszilon, sulya 1/6,

1/42+epszlion, sulya 1/42,

1/1807+epszilon, sulya 1/1806,

Elemméretek: a ladapakolasban jol iIsmert moho sorozatot, a Sylvester-
sorozatot kapjuk (Golomb- és Salzer-sorozat néven IS Ismert). A
sulyok 6sszege tart 1,69103-hoz.

Ezzel a tarkorlatos alg.-ok AVK-janak also6 korlatja IS megadhato.




Megjegyzés:

Az alapvet6 ,,gondot” az (1/2, 2/3] intervallumbeli elemek jelentik,
hiszen ha ezeket nem probaljuk meg 6sszepakolni mas, kisebb
elemmel (elemekkel) egy ladaba, akkor ezek a ladak nincsenek elégge
tele.

Spekulacio:

- ha ilyen elemek nem érkeznének, akkor HF minden ladaosztalyaban
minden lada (max, az utolsot kivéve) 2/3-1g tele lenne. Azaz 3/2-es
aszimptotikus hdnyadost ,,érhetnénk el” (persze csak ha ez minden
Inputra igaz lenne).

- Amortizalt elemzéssel (,,atlagban™) is elég lenne ez nekiink,

- ha 5/3-0s AVK hanyados a célunk, akkor 3/5-1g tele kellene legyen
minden lada (atlagban).




Az elso, 1,69103 alatti AVK-ju online algoritmus: RFF
(Yao, JACM1980)

Definialjunk négy intervallumot:

= (1/2, 1],
L= (2/5, 1/2],
1= (1/3, 2/5],
L,= (0,1/3]

Ezekhez rendeljiink 4 ladaosztalyt Is, B;, By, B3, B,, és pakoljuk I
elemeit By-be (J=1,2,3,4) az FF pakolas szerint, azzal az egy extra
szaballyal, hogy |, minden 6. elemét pakoljuk mégis a B, ostalyba,
szintén FF szaballyal.

Ezzel a tarkorlatos alg.-ok AVK-janak also6 korlatja i1s megadhato.




Belathato, hogy
RFF(L) <5/3 OPT(L)+5

minden L listara, azaz
AVK(RFF)=1,66666.

Bizonyitas: Nem részletezziik. De: egy szép elemi biz.

1. tény (Factl, Yao1980): Az 1/3-nal kisebb elemeket FF-fel pakolva 2
lada kivételével legalabb 3/4-ig tele lesz mindegyik lada.

Biz. (1. tény). Vegylik az els6 ladat, amely nincs tele 3/4-ig. Ha az
utolso, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor ez tele van 2/3-ig. (Mivel
ez nem az utolsonak nyitott lada a B, osztalyban.)

Ezért a késébb nyitott B,-ladakba pakolt elemek legalabb 1/4
méretiick, mivel egyébként beleférnének ebbe, a 3/4-nél kevésbé tell
ladaba.

De akkor minden ezt koveté B,-ladaban mindegyik elem mérete az
(1/4, 1/3-ba esik, igy az utolsot kivéve mindben pontosan 3 elem van!




Tovabbi javitas: RHF (Lee és Lee, JACM1985)
Definialjuk a (0,1] intervallum kovetkezo felosztasat:

=(59/96, 1 1],
J =( 1/2 ,59/96],

= (37/96, 1/2 ],

—( 1/3 , 37/96],

= (1/(k+1), 1k ], k=1,...19,
J20 (0,  1/20]

Alapvetéen minden osztalybeli elemet kiilon ladaosztalyokba, NF-fel
pakol, de mégis minden o szazaléknyi elemet a J, osztalyabol FF-fel a
J, osztalyhoz tartozo ladaba.

,, 00 szazalékot tartalékol J, -bdl arra a célra, hogy J, —val pérositsa.




Két eset (két sulyfiiggvény lehet), ha az algoritmus elpakolta listat:
|. eset: nem maradt I1'-ben parositatlan elem.

[1. eset: maradit.

A sulyfiiggvényt tigy adhatjuk meg (Rob van Stee: Approximations-
und Online-Algorithmen prezentacio, 24 Januar 2008), hogy az

|. esetben a J, 1dda 1 sulyat teljesen a J, -beli elem viseli, ha mégis
bizonyosokban lenne J, -beli elem, azok sulya nulla.

I1. esetben a J, lada sulyat teljesen a J, elem viseli, annak

sulya 1 akkor (de ez csak o szazaléka az ottani elemeknek).

A J, -beli elemek egy atlagos (,,amortizalt”) sulyt fognak kapni, az
|. esetben 1-a szazalékban 1/2, a szazalékban O sulyt kapnak,
[1. esetben 1-a szazalékban 1/2, o szazalékban 1 sulyt kapnak.




Ezek alapjan a sulyok:

Osztaly
= (59/96, 1
J =~ (112, 59/96
= @ge /28
—( 18- 27/96]
(1/(k+1) 1/k ],
J20 ( 0, 1/20]

K

e

el

|. eset
1
1
1/2
1/2-0/2
1/k
20x/19

(X egy-egy elem mérete az utolsé intervallumnal).

Megfelel6 o valasztassal AVK(RHF)=1,6359 érheto el.

|l. eset
1
0
1/2
1/2+0/2
1/k
20x/19




Ramanan, Brown, Lee ¢és Lee, J. Alg. 1989:

Modified Harmonic-1: AVK(MHF-1)=1,615
¢s Modified Harmonic-2: AVK(MHF-2) =1,612

Tovabbi pakolasi szabalyok, MH-1.n¢él tovabbra IS egy osztopont 1/3,
¢s 1/2 kozott (két sulyfiiggvény), MH-2-nél tobb.

Also korlat a h osztopontot hasznald un. Super Harmonic osztalyra:
I58333.

A legjobb AVK-ju ismert, Super Harmonic tipusu algoritmus:
Harmonic++, Seiden, JACM2002,:
AVK (Harmonic++) <1,58889.

Bonyolult konstrukcid, 76 osztaly, tobb sulyfiiggvény.




Also korlatok: also korlat barmely online algoritmus VK-jara:
Erkezzen 2 darab 1/6 méretii elem. L,:

1/6 1/6

e Ha az algoritmus két kiilon ladaba rakna el, akkor készen vagyunk,
2-es hanyadost kapnank affa az algoritmusra:

A(L)=2
OPT(L)=1

1/6 1/6




e Ha az algoritmus egy ladaba helyezi el, akkor érkezzen két darab
5/6 méretii elem, legyen ez L,. és L=L, L, legyen.

1/6
1/6




e Ha az algoritmus egy ladaba helyezi el, akkor érkezzen két darab
5/6 méretii elem, legyen ez a legyen ez a konkatenalt L lista.

OPT=2 lenne (mindkét ladaban egy 1/6 és egy 5/6 méretii elem),
viszont az algoritmus 3 ladat hoz létre, igy ekkor A(L)/OPT(L)=3/2.

A(L)/OPT(L) > min{2,3/2}=15.

1/6
1/6




Megjegyzés:

Pl. ha 4 darab 1/4-epszilon utan 4 darab 1/4+epszilon érkezik, ezzel a
listaval is ,,k1j0n” ugyanez, €s a forditott sorrendii listara 1s
(Decreasing=non-increasing jellegii online algoritmusok VK-jara Is
egy also korlat),

¢s parameteresen 1is,
ha 2M darab 1/(2M)+epszilon utan 2M darab 1/(2M)+epszilon
erkezik, azzal a a listaval 1s VK(A) > 3/2 1gazolhato minden A online

algoritmusra.

(M tetszoOlegesen nagy poz. egész ¢s epszilon elegendden kicsi poz.
valos értek.)




Egy masik példa (3/2-es also korlat barmely algoritmus AVK-jara):
L,=6n darab 0,15,
L,=6n darab 0,34,
L,=6n darab 0,51.

A fenti listakra

OPT(L,)=n OPT(L,L,)=3n OPT(L,L,)=6n
0,15 0,34
0,15
0,15
0,34
Gl 0,34
0,15 0,15
0,15 0,15 0,15




Azonban pl. a First Fit (FF) algoritmus 10n ladat hoz 1étre.
n tetsz6legesen nagy lehet. (AVK(FF)>10/6=1,6666).

0,15

0.15

0.15

0.15

0,34

0,34

0,34

0,15

0,15

0,34

0,34

0,34




Az L, L,, L, listdkkal belathato, hogy egyetlen A online algoritmus
nem tudja az optimum 1,5-szeresénél jobban elpakolni mindharom
részlistat. Azaz nincs 1,5-n¢l jobb AVK-ju algoritmus. 1,5 egy alsé
korlat minden online algoritmus AVK-jara.

Also korlatok: egy konkrét listat egyetlen algoritmus sem tud ennél
jobb AVK-val elpakolni.

Bizonyitas modszere: pakolasi mintak technikdja, a lehetseges
,,pakolasi” képek alapjan, az elemek darabszdma és a részlistak
alapjan felirt LP megoldasa.




Tekintsiik listdknak egy L,, L,, ... , L, sorozatat, ahol az egyes listak
rendre n; = ¢;n darab elemet tartalmaznak, j =1, ... , k. ltt n;-t a lista
hosszanak nevezziik.

Egy L, listan beliil az elemek merete megegyezik. Ezt a;-vel jeloljiik,
¢s azt feltételezziik, hogy a targyak mérete nem fiigg a lista méretétol
(tehat n-t6l fiiggetlen).

Egy konkatenalt listat (L,L,...L;)-val jelolink, és azt feltételezziik,
hogy egy ilyen listaban elészor az L, lista elemei érkeznek, ezt
kovetik az L, lista elemel, ... , és végezetiil a listat az L; lista elemei
zarjak.




Vezessiik be a pakolasi kép definicidjat: Tegyiik fel, hogy a korabban
definialt (L,L,...L;) konkatenalt listat egy A on-line algoritmussal
elpakoljuk ladakba, j =1, 2, ... , k.

Egy adott ladahoz rendelt p = (p,, p,, ... , Py) pakolasi képen azt a k-
dimenzids vektort értjiik, amelyben az I. elem azt jeloli, hogy hany
elem kertilt a ladaba az L; listabol, 1 <i<k.




Az utolsé példaban (0,15; 0,34 és 0,51 mérethi elemek):
(1,0,0), (2,0,0), (3,0,0), (4,0,0), (5,0,0), (6,0,0),
(1,1,0), (1,2,0), (2,1,0), (2,2,0), (3,1,0), (3,2,0), (4,1,0),
(0,1,0), (0,2,0),

(1,0,1), (2,0,1), (3,0,1), (1,1,1), (0,1,1),(0,0,1).

Ellenc’iriizzﬁk ezt a peldat:

3 1+8 +0 1+8 + E+8 =1
7 3 2




Minden felhasznalt 1adahoz hozza tudunk rendelni egy pakolasi
keépet.

Az 0Osszes lehetséges pakolasi kép halmazat jeloljiik P-vel. P-t
diszjunkt részhalmazokra bonthatjuk, aszerint, hogy mely L; lista
erkezésekor nyitottuk meg (raktuk bele az els6 elemet):

R =1(p. P2y P) € Pl P >0,65 p; =0, ha J <i}-
Vilagos, hogy
k
PR -0 e de] & P:QPi.
Trivialis megfigyelések az online algoritmus végrehajtasa soran:

1) Minden lada valamilyen tipust.
2) Minden elem ladaban van




Pakoljuk tehat el az (L,L,...L,) konkatenalt listat az A algoritmus-
sal. Ekkor minden ladahoz egyértelmiien hozzarendelhetiink egy

P=(py, Py ... , P) pakolasi képet.
Tegyiik fel, hogy egy p pakolasi kép n(p) darab ladahoz rendelhetd.

Ekkor az A altal elhasznalt 14dak szama:

A(L1L2...Lj):zj:2n(p), i=12,...k,

és |:1 pEPI

o= = > B, =02 .0k

n=>ob
~—T
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Ezt be lehet latni Ggy, hogy generaljuk az 6sszes lehetséges pakolasi
képet, és mindegyikre belatjuk azt, hogy a feltételben szerepld
egyenlOtlenség Igaz.

Van azonban elegansabb megoldas:

Egy p = (PP ....P;) pakolasi képet dominansnak neveziink egy ¥ =
(t,,t,,t,) pakolasi képhez viszonyitva, ha minden i <k-ra p, > t.

A fenti definicioét hasznalva azonnal lathato, hogy az egyenlotlen-
ségek vizsgalatat elegendo elvégezni a domindns pakolas: kepekre.

Pl. (1,0,0), (2,0,0), (3,0,0), (4,0,0), (5,0,0) mintak koziil csak az
(5,0,0) vizsgalataval elegendo foglalkozni.




André van Vliet [IPL1992] azt bizonyitotta, hogy nincs olyan A on-
line algoritmus, amelyre R, < 1,5401...

A bizonyitas soran a szerzo egy specialis LP-t konstrualt, €¢s ennek
megoldasa szolgaltatta a fenti also korlatot (11 oldal).

B., Bekési, Galambos [TCS, 2012] egy husz évvel késObbi
folyoiratcikkben javitotta ezt az értéket 1,54037-re.
LP-s technika helyett kombinatorikai modszerekkel.

Egy kellemes ,,melléktermek”,, hogy a komplikaltan bizonyithato
van Vliet-féle alsé korlatot egy fél oldalas bizonyitassa egyszertisiti.




A rég1 on-line also korlat

Van Vliet megmutatta azt is, hogy eredménye a legjobb, amit a
,,mohd” Sylvester-sorozat alkalmazasaval kapni lehet. (1,54014, 11
oldal, LP vizsgalata.)

Kérdés: van masik sorozat, amivel jobbat kaphatunk?
1992 o6ta nyitott kérdés volt, sokan azt sejtették, hogy nincs.

A Sylvester-sorozat ,,moh6” valasztast alkalmaz az elemméretekre:

r=1 InZees|t s e e == llldSs e =" 1 180 £

Az input a sorozat elemeit forditott sorrendben tartalmazza (,,elol a
kicsik’), n darabot mindegyik elemtipusbol.




Az 1j also korlat

Egy masik, egészek reciprokaira épiild sorozat, amely nem no ilyen
gyorsan.

Sylvesier = 2= = ilye el i e A o E g0 e e

Uj, BBG| 112+¢,| 13+, | UT+e |1/49+¢ | 1/343+c¢, ...

Az input a sorozat elemeit forditott sorrendben tartalmazza (,,elol a
kicsik’), n darabot mindegyik elemtipusbol.




Kovetkezésképpen: egy ,tisztan” online algoritmus nem
szolgaltathat tul jo pakolast a legrosszabb esetben.

Tobb informaciora vagy ,,pakolasi szabadsagra” van sziikség ehhez:
félig online algoritmusok.

Azt mar viszonylag koran megfigyelték, hogy abban az esetben, ha
az on-line algoritmusoknal feltételezett informacidnal némileg tobb
informacioval rendelkeziink, akkor ,,jobb” algoritmusokat készit-
hetilink.




Egy lehetoség: azt feltételezziik (tudjuk), hogy a targyak nagysag
szerint rendezett sorrendben érkeznek, méret szerint csokkeno
(nem-novekvo) sorrendben,

de a pakolo algoritmusnak tovabbra iIs az online szabaly szabalyok
szerint kell elpakolni az elemeket.

First Fit Decreasing (FFD): eloszor csokkend sorrendbe rendezziik
az elemeket, majd First Fit szaballyal pakoljuk. Ez, a legjobb ismert
rendezett listakat pakold algoritmus 1979-bdl szarmazik (Garey et
al.)

Megj.: az el6zo6 és az elso példabeli inputnal ez az optimumot adja. ..







Megmutathato, hogy az FFD AVK-ja 11/9 FFD (Garey et al. 1979):

AVK ., :151:1,2222....

Dosa Gyorgy (ESCAPE2007): minden L listara

FFD(L) <=1§1OPT(L) +g.




Lower bound for on-line bin-packing with decreasing lists

Csirik, Galambos, Turan [1982]: 8/7-es also korlat minden online
algoritmus AVK-jara. Nincs olyan A on-line algoritmus, amely
elorendezett listakat gy pakolna el, hogy teljesiilne

AVK(A) < g ~1.1428...

e L,:ndarab 1/3 + 2¢ méretii elem,
e L, 2ndarab 1/3 — & méretii elem,

OPT(L,) = n/2 and OPT (L,L,) =n.

30 évig nyitott kérdés: vajon a ,hézag” az (1,1428..., 1,22...]
intervallumban sziikithet6-e?
Megj.: (1,1428..., 1,1833...] 1/2-nél nem nagyobb elemekre.




Tetel |B., Bekesi, Galambos, TCS 2012}.

Nincs olyan A on-line algoritmus, amely az egydimenzios
ladapakolasi probléma megoldasa soran csokkend sorrendbe
rendezett listak érkezése esetén

AVK , < o4 =1143894.
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Legyen A egy tetszdleges on-line algoritmus. Tekintsiik a kovetkezo
harom részlistat:

e L,-ben n, darab 7/24 — 4& mérethi elem van,
e L,-ben n, darab 5/24 + & méretli elem van,
e Ls-ban n; darab 4/24 + ¢ méretii elem van,

ahol n; = n, = 6n és ny = 18n.




Mas, felig online tipusu ladapakolasi algoritmusok

az online szabalyhoz képest a pakolo algoritmusnak megengednek
valamiféle konnyebbséget, példaul minden lépésben az el6zo 1épés
eredményét atrendezhetjiik, atpakolhatunk rogzitett szamu, k darab,
korabban elpakolt elemet ladak kozott.

B., Békési, Galambos, Reinelt [SIAM Journal on Computing, 2008].
also korlat minden ilyen algoritmus AVK-jara: 1,387.

B., Békési, Galambos, Reinelt [JoC0O2012].

fels6 korlat: 1,5-hez kozeli felso korlat (1,5-hez tartd) elég nagy k-
ra. Egy algoritmuscsalad k fiiggvényében, az algoritmusok AVK-ja
1.5-hez tart, ha k—oo.

(k>4 esetén ez 1.54 alatt van, azaz annak az algoritmusnak az AVK-
Ja Jobb barmely online algoritmusénal.)




Félig online algoritmusok folyt.

Az online szabalyhoz képest megengedhetiink masféle
konnyebbséget 1S, példaul, hogy az algoritmus elére ismeri, hogy
optimalisan hany ladaba tudnank elpakolni az elemeket (megkapja
OPT(L) ertekét, de ezen kiviil az online szabaly szerint kell

pakolnia).

Ez sem segit ,,tul sokat”:

B., Békési [CEJOR2012]:
als6 korlat minden ilyen algoritmus AVK-jara: 1,323.




Fekete-fehér ladapakolas |.

Az inputban az elemeknek sziniik van, fekete és fehér.
Pakolasi szabaly: csak kiillonb6z6 szinek rakhatok egymasra.




Online fekete-fehér ladapakolas: 1,72 also6 korlat (B., Békési, Dosa,
Kellerer., Tuza, WAOA2012, LNCS-ben megjelenés elott).

Konstrukci6: sok kis elem jon, felvaltva feherek ¢és feketek, amely
beférne n ladaba, alternativ modon VAGY semmi VAGY fekete 1/2-
esek, VAGY alternativ modon fehér 1/2-esek, ...




Online fekete-fehér ladapakolas II.
Nyitott kérdések: jobb also6 korlat?
Felso korlatok:

- a First Fitre 5-0s fels6 korlat (ez érvényes barmely Any Fit
algoritmusra), és 3-as also korlat érvényes (FF, BF, WF esetén IS).

- a legjobb megadott felsé korlat 3 az online algoritmusok VK-jara
(egy konkrét online algoritmus megadott 3-as VK-val)

Ez a legjobb ismert felso korlat.




Rob van Stee, SIGACT News Online Algorithms Column 21:
APPROX and ALGO, ACM SIGACT News, 43(4), pp. 123-129, 2012.

Black and white bin packing Jénos Balogh et al. [3] considered a version of bin packing (see
also my previous column on this) where every item has a color (black or white) and items need to
be packed into the bins in such a way that the colors alternate in each bin. For the offline version,
an efficient 2.5-approximation algorithm and a nontrivial APTAS are presented, and for the online
version, the authors give an algorithm with an absolute competitive ratio of 3.

The algorithm works by first packing the items under the assumption that all their sizes are
0 (using Any Fit), and then repacking items into new bins whenever the total size packed into a
bin exceeds 1. Clearly the second part of this can be done online. Note that the first part can
easily require many bins, in the case that many items of the same color arrive in sequence. For
the competitive analysis, the online algorithm is compared against an optimal solution which is
required to pack the items in the same order as they arrive, since otherwise the situation is clearly
hopeless: by reordering the sequence, it can be that you need arbitrarily many fewer bins. Thus,
the adversary is of the restricted offline kind.

It is shown that classical algorithms like various *-Fit algorithms and HARMONIC have com-
petitive ratio of at least 3 (NEXT FIT and HARMONIC are in fact not even constant competitive),
and a general lower bound of 1.72 is presented, showing that this problem has a higher competitive
ratio than standard bin packing (where an upper bound of 1.59 is known).

Of course, the most obvious open question here is to reduce the gap between the upper and
the lower bound. Personally I would think that the upper bound in particular is a good candidate
for improvement, mostly because the lower bound construction appears to be significantly more
complicated than the analysis of the algorithm. But of course, this is only a feeeling and such
things can very well be deceptive.|




A ladapakolas néhany tovabbi alkalmazasi teriilete:

konténerpakolas,

média reklamfeliileteinek kiosztasa (pl. kiilonb6zo meérett
reklamidok kiosztasa reklamblokkokba),

uvegipar, pl. iivegrudak vagasa,

szamitogép memoria blokkok allokalasa.
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