
BME Optimalizálás Szeminárium 

2013.03.14. 

 

Ládapakolás: online és félig online 

 algoritmusok elemzése 

 

Balogh János 

SZTE JGYPK 



  

Jelen kutatást a Szuperszámítógép, a  

nemzeti virtuális laboratórium című,  

TÁMOP-4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0010 

 azonosítószámú projekt támogatta 

az Európai Unió és az Európai Szociális Alap 

társfinanszírozása mellett.  

TÁMOP-4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0010 
projekt 

„Szuperszámítógép, a nemzeti virtuális laboratórium” 



 

Áttekintés: 

 

- A ládapakolás feladata, abszolút és aszimptotikus 

versenyképességi hányadosok a legrosszabb eset vizsgálathoz 

   

- Klasszikus ládapakolási algoritmusok, bevett elemzési technikák 

 

- Néhány eredményünk az utolsó 5 évbeli cikkeinkből, amely 

 

közös munka Békési Józseffel, Dósa Györggyel, Leah Epsteinnel, 

Galambos Gáborral, Hans Kellererrel, Markót Mihály Csabával, 

Gerhard Reinelttel és Tuza Zsolttal 

 

 



A ládapakolás feladata 

Adott egy n elemű L lista, ahol az i. elem méretét ai-vel jelöljük, 0 < 

ai ≤ 1. 

A feladat az, hogy pakoljuk el az elemeket minimális számú 

egységnyi kapacitású ládába oly módon, hogy az egy ládába került 

elemek méreteinek összege nem lépheti túl a láda kapacitását.  

Alkalmazások:  

konténerek, szállítójárművek megtöltése, memóriaallokáció, 

nagymennyiségű adathalmaz, pl. zenefájlok elhelyezése azonos 

méretű tárolókra (pl. CD-kre).  

Az előadásban csak az egydimenziós feladattal foglalkozunk (pl. 

azonos magasságú és szélességű újsághasábokba azonos szélességű 

de eltérő magasságú hirdetések elhelyezése).  





 



Jól ismert tény, hogy ez a feladat NP-nehéz. 

Az algoritmusok tervezése és vizsgálata két irányban indult meg: 

 

  egzakt algoritmusok keresése, 

  közelítő algoritmusok tervezése és vizsgálata. 

 

A hatékonyság mérése történhet: 

   legrosszabb eset vizsgálattal,  

   átlagos eset elméleti vizsgálattal, 

   tapasztalati úton. 



A közelítő algoritmusok hatékonyságának méréséhez vezessük be a 

következő jelöléseket: 

 

 

 

 

  

  

 OPT(L)   jelölje  az  L  lista  elpakolásához  szükséges  minimális 

számú ládát. 

 

 A(L)  jelölje  az L lista elpakolásához  szükséges ládák számát, ha 

azt az A algoritmussal pakoljuk el. 

 

 



Aszimptotikus versenyképességi hányados (AVK): infimum R≥1, 

úgy, hogy minden inputra: 

A(L) ≤  R OPT(L) + c, 

 

ahol c a inputtól méretétől független konstans. 

 

Abszolút versenyképességi hányados (VK): infimum R≥1, úgy, hogy 

minden inputra: 

A(L) ≤  R OPT(L). 

 



Offline algoritmusok 

  

I. Fernandez de la Vega és Lueker [Comb1981]: APTAS (Asymptotic 

Polynomial Time Approximation Scheme), 

 

F&L [1981]: tetsz. ε > 0-hoz egy Aε algoritmust adtak meg, úgy, 

hogy minden Aε futási ideje az L inputlista méretében polinom idejű 

(de exponenciális idejű 1/ε-ban), és 

Aε(L) ≤ (1 + ε)OPT(L) + 1.  

 

II. Karmarkar és Karp [FOCS1982] AFPTAS (Asymptotic Fully 

Polynomial Time Approximation Scheme).  

 

K&K [1982]: egy komplexebb algoritmus, Az algoritmus futási ideje 

n és 1/ε függvényében polinomiális, és  

Aε(L) ≤ OPT(L) + log2(OPT(L)). 



Az approximációs algoritmusok egyik speciális osztályát alkotják: 

 

Online algoritmusok  

(magyarítás: „azonnali” vagy „vonali” algoritmusok) 

 

  Abban a sorrendben pakoljuk el az elemeket, ahogy  a listába azok 

    „érkeznek”, miközben  nem  tudunk  semmit az aktuális elem  után 

    érkező elemek méretéről, és  nem  ismerjük  az  esetlegesen érkező 

    elemek számát sem. 

  „Ami fekszik, nyugszik”. (Az  egyszer elpakolt elemek többet nem 

    mozgathatók.) 

 

A fenti korlátoknak az a következménye, hogy nincs olyan on-line 

algoritmus, amelynek aszimptotikus vagy abszolút versenyképességi 

hányadosa 1-hez közeli érték lenne. 



Klasszikus algoritmusok: 

Next Fit (NF): 

 

Egyetlen „aktív” láda:  

az érkező elemeket pakoljuk egy ládába, mindaddig, amíg a  

következő elem oda befér. Ha nem fér be a következő elem, zárjuk le 

a ládát véglegesen, nyissunk egy új ládát, és iteráljuk az eljárást az 

utolsó érkező elemig. 

 

     VK(NF)=AVK(NF)=2,  

 

alsó korlát az ábrán, 

felső korlát: bármely egymás 

után létrehozott két ládában  

az elemek méretösszege >1.  

Érdekes: ha L fordítottja L’, 

NF(L)=NF(L’). 



Klasszikus algoritmusok: 

 

First Fit (FF): 

 

Minden megnyitott láda „aktív”: 

 

Az érkező elemet pakoljuk a megnyitott ládák közül, egy olyanba, 

amelyikbe befér, és ezek közül az elsőbe. 

 

Ha nincs ilyen láda, nyissunk egy új ládát és oda helyezzük el. 

 

Best Fit (FF): 

… ezek közül abba, amelyikbe legjobban illeszkedik (legkevesebb 

hely marad az elpakolás után). 

 

Megjegyzés: NF tárkorlátos (bounded space) algoritmus, BF és FF 

nem, bár vannak tárkorlátos variánsaik. 



 



Az 40 éve ismert tény, hogy:  

 

AVK(FF)=1,7  

 

(Lásd Ullman, Princeton TR 1971 először, Garey-Graham-Ullman 

STOC1973, Johnson-Demers-Ullman-Garey-Graham SICOMP 1974, 

Johnson MIT PHD 1973, Garey-Graham-Johnson-Yao, 1976.) 

 

FF(L) ≤  1,7 OPT(L) + 3 (Ullman, 1971). 

 

AV(FF) 40 évig nyitott kérdés VOLT. 

Az „additív konstanst” fokozatosan csökkentették, az abszolút 

hányadosra azt, hogy 

 

AV(FF) ≤ 12/7=1,7143  

többen is bizonyították a közelmúltban, egymástól függetlenül 

(Xia-Tan, DAM2010, Boyar-Dósa-Epstein DAM2012). 



Sőt, később: 

 

AV(FF) ≤ 101/59=1,7119   (Németh Zs., ELTE2011). 

 

De csak Dósa György és Jirí Sgall bizonyítja (STACS2013) 40 év 

után, hogy: 

 

a First Fit legfeljebb 1,7 OPT(L) alsó egész része számú ládát használ 

minden L lista esetén.  

 

(Ha OPT(L)=1,2,4,…,9 (mod 10) akkor a korlát éles, az egyetlen 

nyitott kérdés, hogy amennyiben OPT(L)=0 (mod 10) vagy 

OPT(L)=3 (mod 10), akkor 1,7 OPT(L) alsó egész része - 1 számú 

ládát használó alsó korlátokat adnak meg a szerzők erre.) 



Egy másik jól ismert, már 1,7 alatti (1,69103) AVK-jú algoritmus a Lee 

és Lee által (JACM1985) megadott Harmonic Fit (HF). 

 

Az elemeket (és a ládákat is) osztályokba (típusokba) sorolja, az 

alapján, hogy mely ( 1/(i+1), 1/i ]  osztályba esik az adott elem. Minden 

elem csak saját osztálybeli elemekkel pakolódik NF szabály szerint 

saját ládaosztályú ládákba (i=1,…,k-1), az utolsó osztály (0,1/k].  

 

Ha a méret ebbe az intervallumba esik:  

I1= (1/2,1],   akkor  egy elem van minden ilyen típusú ládában,  

I2= (1/3,1/2], akkor  két elem van minden ilyen típusú ládában,  

… 

Ik-1=(1/k,1/(k-1)], akkor k-1 darab elem van minden ládában, 

Ik=(0,1/k], akkor legalább k darab elem van (de bármilyen sok lehet) 

osztályonként max. 1 láda kivételével. 

 

Az utolsó osztálybeli elemeket kivéve egy elem mérete csak az 

osztálya szempontjából számít.  



Max. egy-egy láda (az utolsó,  

osztálybeli) kivételével 

 

i=1, Az 1. osztály minden megnyitott 

ládája legalább 1/2-ig tele (kivétel 

nélkül),  

 

i=2, a második osztályban legalább  

2/3-ig tele, 

 

 

i=3, a harmadik osztályban legalább  

3/4-ig tele, 

 

i=k-ra legalább 1-1/k-ig (=(k-1)/k) 

tele. Ha nem így lenne, akkor rá  

lehetett volna még tenni a következő láda  

első elemét, amely legfeljebb 1/k méretű. 



Mindegyik k paraméterű HF(k) algoritmus tárkorlátos (k>1, egész). 

 

Meg lehet mutatni, hogy ha k tart végtelenbe, akkor AVK(HF(k)) 

tart 1,69103…-hoz, amely alsó korlát is, minden tárkorlátos 

algoritmusra. 

 

AVK (felső korlát) bizonyítása HF(k)-ra (és bevett módszer más 

algoritmusok esetén is): 

súlyfüggvény technika. 

 

Ötlet: 

a súlyfüggvény „kapcsolatot teremt” A(L) és OPT(L) között, 

- minden elemhez súlyt rendelünk, 

- ez alapján a ládákhoz is súlyt (a benne lévő elemek súlyainak 

összegeként) rendelhetünk, és 

- a listához is: egy lista súlya, w(L) a listában szereplő ai elemek 

w(ai) súlyainak összege. 



Súlyfüggvény-technika algoritmusok AVK-jának felső korlátjának 

bizonyítására, folyt. 

 

Úgy konstruáljuk meg a W súlyfüggvényt, hogy az A algoritmus által 

használt ládák száma, A(L) esetén W(L) + K egy felső korlát legyen 

A(L)-re, ahol K konstans: 

 

A(L) ≤ W(L) + K, 

 

OPT(L)-lel az az összefüggés, hogy ha egy olyan láda súlyát vesszük, 

amelyet OPT (egy optimálisan pakoló offline algoritmus) létrehoz, és c 

egy felső korlát OPT egy ládájának súlyára, azaz a benne lévő elemek 

méreteinek összegére (egy tetszés szerinti, 1-nél nem nagyobb 

méretösszegű elemek egy halmazának súlyösszegére),   

 

akkor W(L) ≤ c OPT(L), 

 

Így A(L) ≤ c OPT(L)+K, azaz AVK(A) ≤ c. 



Súlyfüggvény-technika a HF-re 

 

Minden i-típusú elem súlya legyen 1/i, így 

 

egy, az I1=(1/2, 1] intervallumba eső x elem súlya, W(x)=1, 

egy, I2=(1/3, 1/2] intervallumba eső elem súlya 1/2, 

… 

egy, az Ik-1=(1/k,1/(k-1)] intervallumba eső elem súlya 1/(k-1), 

egy, az Ik=(0,1/k] intervallumba eső x méretű elem súlya x k/(k-1). 

 

Könnyen belátható, hogy HF(L)>=W(L)+k, 

 

Mennyi lehet OPT (optimális offline alg.) egy ládájának a súlya 

max.? Egy olyan ládát keresünk (elemek egy 1-nél nem nagyobb 

méretösszegű halmazát), amelyek súlyösszege maximális. 



Súlyfüggvény-technika a HF-re, folyt. 

 

Mennyi lehet OPT egy ládájának a súlya? Egy olyan ládát keresünk, 

amelyben lévő elemek súlyösszege maximális. 

 

Belátható: ezt akkor kapjuk meg, ha egy 1/2+epszilon méretű elemet 

veszünk (ennek súlya 1), majd a ládában maradó helyre is egy. 

szóbajöhető maximális súlyú és legkisebb méretű elemet,  

1/2+epszilon súlya 1, 

1/3+epszilon, súlya 1/2, 

1/7+epszilon, súlya 1/6, 

1/42+epszlion, súlya 1/42, 

1/1807+epszilon, súlya 1/1806,  

… 

Elemméretek: a ládapakolásban jól ismert mohó sorozatot, a Sylvester-

sorozatot kapjuk (Golomb- és Salzer-sorozat néven is ismert). A 

súlyok összege tart 1,69103-hoz. 

Ezzel a tárkorlátos alg.-ok AVK-jának alsó korlátja is megadható. 



Megjegyzés: 

 

Az alapvető „gondot” az (1/2, 2/3] intervallumbeli elemek jelentik, 

hiszen ha ezeket nem próbáljuk meg összepakolni más, kisebb 

elemmel (elemekkel) egy ládába, akkor ezek a ládák nincsenek eléggé 

tele. 

 

Spekuláció: 

 

- ha ilyen elemek nem érkeznének, akkor HF minden ládaosztályában 

minden láda (max, az utolsót kivéve) 2/3-ig tele lenne. Azaz 3/2-es 

aszimptotikus hányadost „érhetnénk el” (persze csak ha ez minden 

inputra igaz lenne).  

- Amortizált elemzéssel („átlagban”) is elég lenne ez nekünk, 

- ha 5/3-os AVK hányados a célunk, akkor 3/5-ig tele kellene legyen 

minden láda (átlagban). 



Az első, 1,69103 alatti AVK-jú online algoritmus: RFF 

(Yao, JACM1980) 

 

Definiáljunk négy intervallumot: 

 

I1 = (1/2, 1], 

I2 = (2/5, 1/2],  

I3 = (1/3, 2/5], 

I4 =    (0, 1/3]. 

 

Ezekhez rendeljünk 4 ládaosztályt is, B1, B2, B3, B4, és pakoljuk Ij 

elemeit Bj-be (j=1,2,3,4) az FF pakolás szerint, azzal az egy extra 

szabállyal, hogy I3 minden 6. elemét pakoljuk mégis a B1 ostályba, 

szintén FF szabállyal. 

 

Ezzel a tárkorlátos alg.-ok AVK-jának alsó korlátja is megadható. 



Belátható, hogy  

RFF(L) ≤5/3 OPT(L)+5 

  

minden L listára, azaz  

AVK(RFF)=1,66666. 

 

Bizonyítás: Nem részletezzük. De: egy szép elemi biz.  

 

1. tény (Fact1, Yao1980): Az 1/3-nál kisebb elemeket FF-fel pakolva 2 

láda kivételével legalább 3/4-ig tele lesz mindegyik láda. 

Biz. (1. tény). Vegyük az első ládát, amely nincs tele 3/4-ig. Ha az 

utolsó, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor ez tele van 2/3-ig. (Mivel 

ez nem az utolsónak nyitott láda a B4 osztályban.) 

Ezért a később nyitott B4-ládákba pakolt elemek legalább 1/4 

méretűek, mivel egyébként beleférnének ebbe, a 3/4-nél kevésbé teli 

ládába.  

De akkor minden ezt követő B4-ládában mindegyik elem mérete az 

(1/4, 1/3-ba esik, így az utolsót kivéve mindben pontosan 3 elem van! 



További javítás: RHF (Lee és Lee, JACM1985) 

 

Definiáljuk a (0,1] intervallum következő felosztását: 

 

J1 = (59/96,   1     ], 

Ja = (  1/2  , 59/96], 

J2 = (37/96,   1/2  ],  

Jb = (  1/3  , 37/96], 

Jk = (1/(k+1), 1/k ], k=1,…19, 

J20= (  0,        1/20] 

 

Alapvetően minden osztálybeli elemet külön ládaosztályokba, NF-fel 

pakol, de mégis minden α százaléknyi elemet a Jb osztályából FF-fel a 

Ja osztályhoz tartozó ládába. 

 

„ α. százalékot tartalékol Jb -ből arra a célra, hogy Ja –val párosítsa. 



Két eset (két súlyfüggvény lehet), ha az algoritmus elpakolta  listát: 

 I. eset: nem maradt I1'-ben párosítatlan elem. 

II. eset: maradt.  

A súlyfüggvényt úgy adhatjuk meg (Rob van Stee: Approximations- 

und Online-Algorithmen prezentáció, 24 Januar 2008), hogy az 

 

 

I. esetben a Ja láda 1 súlyát teljesen a Ja -beli elem viseli, ha mégis 

bizonyosokban lenne Jb -beli elem, azok súlya nulla.  

II. esetben a Ja láda súlyát teljesen a Jb elem viseli, annak  

súlya 1 akkor (de ez csak α százaléka az ottani elemeknek). 

  

A Jb -beli elemek egy átlagos („amortizált”) súlyt fognak kapni,  az  

 I. esetben 1-α százalékban 1/2, α százalékban 0 súlyt kapnak,  

II. esetben 1-α százalékban 1/2, α százalékban 1 súlyt kapnak. 



Ezek alapján a súlyok: 

  

 

     Osztály    I. eset   II. eset 

J1 = (59/96,   1     ]       1        1 

Ja = (  1/2  , 59/96]       1        0 

J2 = (37/96,   1/2  ]       1/2       1/2  

Jb = (  1/3  , 37/96]    1/2-α/2   1/2+α/2 

Jk = (1/(k+1), 1/k ], k=1,…19,     1/k       1/k  

J20= (  0,        1/20]   20x/19   20x/19 

(x egy-egy elem mérete az utolsó intervallumnál). 

 

Megfelelő α választással AVK(RHF)=1,6359 érhető el.  



Ramanan, Brown, Lee és Lee, J. Alg. 1989: 

 

Modified Harmonic-1:      AVK(MHF-1)=1,615 

és Modified Harmonic-2: AVK(MHF-2) =1,612 

 

További pakolási szabályok, MH-1.nél továbbra is egy osztópont 1/3, 

és 1/2 között (két súlyfüggvény), MH-2-nél több. 

 

Alsó korlát a h osztópontot használó ún. Super Harmonic osztályra: 

1,58333. 

 

A legjobb AVK-jú ismert, Super Harmonic típusú algoritmus: 

Harmonic++, Seiden, JACM2002,: 

AVK(Harmonic++) ≤ 1,58889. 

 

Bonyolult konstrukció, 76 osztály, több súlyfüggvény. 



Alsó korlátok: alsó korlát bármely online algoritmus VK-jára: 

Érkezzen 2 darab 1/6 méretű elem. L1: 

 

 Ha az algoritmus két külön ládába rakná el, akkor készen vagyunk, 

2-es hányadost kapnánk arra az algoritmusra: 

 

 

 

 

   A(L)=2 

   OPT(L)=1 

 

 

 

 

 



 

 Ha az algoritmus egy ládába helyezi el, akkor érkezzen két darab 

5/6 méretű elem, legyen ez L2. és L= L1 L2 legyen.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 Ha az algoritmus egy ládába helyezi el, akkor érkezzen két darab 

5/6 méretű elem, legyen ez a legyen ez a konkatenált L lista. 

OPT=2 lenne (mindkét ládában egy 1/6 és egy 5/6 méretű elem), 

viszont az algoritmus 3 ládát hoz létre, így ekkor A(L)/OPT(L)=3/2. 

 

 

 

 

    A(L)/OPT(L) ≥ min{2,3/2}=1,5. 

 

 

 

 

 

 

 



Megjegyzés: 

 

Pl. ha 4 darab 1/4-epszilon után 4 darab 1/4+epszilon érkezik, ezzel a 

listával is „kijön” ugyanez, és a fordított sorrendű listára is  

(Decreasing=non-increasing jellegű online algoritmusok VK-jára is 

egy alsó korlát), 

 

és paraméteresen is,  

ha 2M darab 1/(2M)+epszilon után  2M darab 1/(2M)+epszilon 

érkezik, azzal a a listával is VK(A) ≥ 3/2 igazolható minden A online 

algoritmusra.  

 

(M tetszőlegesen nagy poz. egész és epszilon elegendően kicsi poz. 

valós érték.)  



Egy másik példa (3/2-es alsó korlát bármely algoritmus AVK-jára):  

L1=6n darab 0,15, 

L2=6n darab 0,34,  

L3=6n darab 0,51. 

 

A fenti listákra 

OPT(L1)=n          OPT(L1L2)=3n                  OPT(L1L2)=6n 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Azonban pl. a First Fit (FF) algoritmus 10n ládát hoz létre.  

n tetszőlegesen nagy lehet. (AVK(FF)≥10/6=1,6666). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Az L1, L2, L3 listákkal belátható, hogy egyetlen A online algoritmus 

nem tudja az optimum 1,5-szeresénél jobban elpakolni mindhárom 

részlistát. Azaz nincs 1,5-nél jobb AVK-jú algoritmus. 1,5 egy alsó 

korlát minden online algoritmus AVK-jára. 

 

Alsó korlátok: egy konkrét listát egyetlen algoritmus sem tud ennél 

jobb AVK-val elpakolni. 

 

Bizonyítás módszere: pakolási minták technikája, a  lehetséges 

„pakolási” képek alapján, az elemek darabszáma és a részlisták 

alapján felírt LP megoldása. 

 



Tekintsük listáknak egy L1, L2, … , Lk sorozatát, ahol az egyes listák 

rendre nj = cjn darab elemet tartalmaznak, j = 1, … , k. Itt nj-t a lista 

hosszának nevezzük. 

 

Egy Lj listán belül az elemek mérete megegyezik. Ezt aj-vel jelöljük, 

és azt feltételezzük, hogy a tárgyak mérete nem függ a lista méretétől 

(tehát n-től független). 

 

Egy konkatenált listát (L1L2…Lj)-val jelölünk, és azt feltételezzük, 

hogy egy ilyen listában először az L1 lista elemei érkeznek, ezt 

követik az L2 lista elemei, … , és végezetül a listát az Lj lista elemei 

zárják. 



Vezessük be a pakolási kép definícióját: Tegyük fel, hogy a korábban 

definiált (L1L2…Lj) konkatenált listát egy A on-line algoritmussal 

elpakoljuk ládákba, j = 1, 2, … , k. 

 

Egy adott ládához rendelt  p = (p1, p2, … , pk) pakolási képen azt a k-

dimenziós vektort értjük, amelyben az i. elem azt jelöli, hogy hány 

elem került a ládába az Li listából, 1 ≤ i ≤ k.  

 



Az utolsó példában (0,15; 0,34 és  0,51 méretű elemek): 
 

(1,0,0), (2,0,0), (3,0,0), (4,0,0), (5,0,0), (6,0,0), 
 

(1,1,0), (1,2,0), (2,1,0), (2,2,0), (3,1,0), (3,2,0), (4,1,0), 
 

(0,1,0), (0,2,0), 
 

(1,0,1), (2,0,1), (3,0,1), (1,1,1), (0,1,1),(0,0,1). 
 

Ellenőrizzük ezt a példát: 
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Minden felhasznált ládához hozzá tudunk rendelni egy pakolási 

képet.  

Az összes lehetséges pakolási kép halmazát jelöljük P-vel. P-t 

diszjunkt részhalmazokra bonthatjuk, aszerint, hogy mely Li lista 

érkezésekor nyitottuk meg (raktuk bele az első elemet): 

 

 
 

Világos, hogy  

 

 

 

Triviális megfigyelések az online algoritmus végrehajtása során: 

1) Minden láda valamilyen típusú. 

2) Minden elem ládában van 
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Pakoljuk tehát el az  (L1L2…Lk)  konkatenált listát az A algoritmus-

sal.  Ekkor  minden  ládához  egyértelműen  hozzárendelhetünk egy 

p = (p1, p2, … , pk)  pakolási képet.  
 

Tegyük fel, hogy egy p pakolási kép n(p) darab ládához rendelhető. 
 

Ekkor az A által elhasznált ládák száma: 
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Ezt be lehet látni úgy, hogy generáljuk az összes lehetséges pakolási 

képet, és mindegyikre belátjuk azt, hogy a feltételben szereplő 

egyenlőtlenség igaz. 

 

Van azonban elegánsabb megoldás: 

 

Egy p = (p1,p2,…,pk) pakolási képet dominánsnak nevezünk egy t = 

(t1,t2,tk) pakolási képhez viszonyítva, ha minden i ≤ k-ra  pi ≥ ti. 

 

A fenti definíciót használva azonnal látható, hogy az egyenlőtlen-

ségek vizsgálatát elegendő elvégezni a domináns pakolási képekre. 

 

Pl. (1,0,0), (2,0,0), (3,0,0), (4,0,0), (5,0,0) minták közül csak az 

(5,0,0) vizsgálatával elegendő foglalkozni. 



 

 

André van Vliet [IPL1992] azt bizonyította, hogy nincs olyan A on-

line algoritmus, amelyre RA < 1,5401… 

 

A bizonyítás során a szerző egy speciális LP-t konstruált, és ennek 

megoldása szolgáltatta a fenti alsó korlátot (11 oldal). 

 

B., Békési, Galambos [TCS, 2012] egy húsz évvel későbbi 

folyóiratcikkben javította ezt az értéket 1,54037-re. 

LP-s technika helyett kombinatorikai módszerekkel. 

 

Egy kellemes „melléktermék”,, hogy a komplikáltan bizonyítható 

van Vliet-féle alsó korlátot egy fél oldalas bizonyítássá egyszerűsíti. 

 



A régi on-line alsó korlát 

Van Vliet megmutatta azt is, hogy eredménye a legjobb, amit a 

„mohó” Sylvester-sorozat alkalmazásával kapni lehet. (1,54014, 11 

oldal, LP vizsgálata.) 

Kérdés: van másik sorozat, amivel jobbat kaphatunk? 

1992 óta nyitott kérdés volt, sokan azt sejtették, hogy nincs. 

A Sylvester-sorozat „mohó” választást alkalmaz az elemméretekre: 

r=1 1/2 + ε, 1/3 + ε, 1/7 + ε, 1/43 + ε, 1/1807 + ε, … 

Az input a sorozat elemeit fordított sorrendben tartalmazza („elöl a 

kicsik”), n darabot mindegyik elemtípusból. 



Az új alsó korlát 

Egy másik, egészek reciprokaira épülő sorozat, amely nem nő ilyen 

gyorsan.  

Sylvester 1/2 + ε, 1/3 + ε, 1/7 + ε, 1/43 + ε, 1/1807 + ε, … 

Új, BBG 1/2 + ε, 1/3 + ε, 1/7 + ε, 1/49 + ε, 1/343 + ε, … 

Az input a sorozat elemeit fordított sorrendben tartalmazza („elöl a 

kicsik”), n darabot mindegyik elemtípusból. 



Következésképpen: egy „tisztán” online algoritmus nem 

szolgáltathat  túl jó pakolást a legrosszabb esetben. 

 

Több információra vagy „pakolási szabadságra” van szükség ehhez: 

félig online algoritmusok. 

 

Azt már viszonylag korán megfigyelték, hogy abban az esetben, ha 

az on-line algoritmusoknál feltételezett információnál némileg több 

információval rendelkezünk, akkor „jobb” algoritmusokat készít-

hetünk. 



Egy lehetőség: azt feltételezzük (tudjuk), hogy a tárgyak nagyság 

szerint rendezett sorrendben érkeznek, méret szerint csökkenő 

(nem-növekvő) sorrendben, 

 

de a pakoló algoritmusnak továbbra is az online szabály szabályok 

szerint kell elpakolni az elemeket. 

First Fit Decreasing (FFD): először csökkenő sorrendbe rendezzük 

az elemeket, majd First Fit szabállyal pakoljuk. Ez, a legjobb ismert 

rendezett listákat pakoló algoritmus 1979-ből származik (Garey et 

al.) 

 

Megj.: az előző és az első példabeli inputnál ez az optimumot adja… 



 



Megmutatható, hogy az FFD AVK-ja 11/9 FFD (Garey et al. 1979): 

 

 

 

 

 

Dósa György (ESCAPE2007): minden L listára 
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30 évig nyitott kérdés: vajon a „hézag” az (1,1428…, 1,22…]   

intervallumban szűkíthető-e?  

Megj.: (1,1428…, 1,1833…] 1/2-nél nem nagyobb elemekre. 

Lower bound for on-line bin-packing with decreasing lists 

Csirik, Galambos, Turán [1982]:  8/7-es alsó korlát minden online 

algoritmus AVK-jára. Nincs olyan A on-line algoritmus, amely 

előrendezett listákat úgy pakolna el, hogy teljesülne 

 

 

 L1: n darab 1/3 + 2ε méretű elem, 

 L2: 2n darab 1/3 – ε méretű elem, 
 

OPT(L1) = n/2 and OPT (L1L2) = n. 

...1428.1
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Tétel [B., Békési, Galambos, TCS 2012}. 

Nincs olyan A on-line algoritmus, amely az egydimenziós 

ládapakolási probléma megoldása során csökkenő sorrendbe 

rendezett listák érkezése esetén 
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Legyen A egy tetszőleges on-line algoritmus. Tekintsük a következő 

három részlistát: 

 

  L1-ben n1 darab 7/24 – 4ε méretű elem van, 

  L2-ben n2 darab 5/24 +   ε méretű elem van, 

  L3-ban n3 darab 4/24 +   ε méretű elem van, 

 

ahol n1 = n2 = 6n és n3 = 18n. 



 

Más, félig online típusú ládapakolási algoritmusok 

 

az online szabályhoz képest a pakoló algoritmusnak megengednek 

valamiféle könnyebbséget, például minden lépésben az előző lépés 

eredményét átrendezhetjük, átpakolhatunk rögzített számú, k darab, 

korábban elpakolt elemet ládák között. 

  

B., Békési, Galambos, Reinelt [SIAM Journal on Computing, 2008]: 

alsó korlát minden ilyen algoritmus AVK-jára: 1,387. 

 

B., Békési, Galambos, Reinelt [JoCO2012]: 

felső korlát: 1,5-hez közeli felső korlát (1,5-hez tartó) elég nagy k-

ra. Egy algoritmuscsalád k függvényében, az algoritmusok AVK-ja 

1.5-hez tart, ha k→∞.  

(k≥4 esetén ez 1.54 alatt van, azaz annak az algoritmusnak az AVK-

ja jobb bármely online algoritmusénál.) 



Félig online algoritmusok folyt. 

 

Az online szabályhoz képest megengedhetünk másféle 

könnyebbséget is, például, hogy az algoritmus előre ismeri, hogy 

optimálisan hány ládába tudnánk elpakolni az elemeket (megkapja 

OPT(L) értékét, de ezen kívül az online szabály szerint kell 

pakolnia). 

 

Ez sem segít „túl sokat”: 

 

B., Békési [CEJOR2012]: 

alsó korlát minden ilyen algoritmus AVK-jára: 1,323. 



 

 

Fekete-fehér ládapakolás I. 

 

Az inputban az elemeknek színük van, fekete és fehér.  

Pakolási szabály: csak különböző színek rakhatók egymásra. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Online fekete-fehér ládapakolás: 1,72 alsó korlát (B., Békési, Dósa, 

Kellerer., Tuza, WAOA2012, LNCS-ben megjelenés előtt).  

 

Konstrukció: sok kis elem jön, felváltva fehérek és feketék, amely 

beférne n ládába, alternatív módon VAGY semmi VAGY fekete 1/2-

esek, VAGY alternatív módon fehér 1/2-esek, … 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Online fekete-fehér ládapakolás II. 

 

Nyitott kérdések: jobb alsó korlát? 

 

Felső korlátok: 

 

- a First Fitre 5-ös felső korlát (ez érvényes bármely Any Fit 

algoritmusra), és 3-as alsó korlát érvényes (FF, BF,  WF esetén is). 

 

- a legjobb megadott felső korlát 3 az online algoritmusok VK-jára 

(egy konkrét online algoritmus megadott 3-as VK-val) 

 

Ez a legjobb ismert felső korlát. 



Rob van Stee, SIGACT News Online Algorithms Column 21: 

APPROX and ALGO, ACM SIGACT News, 43(4), pp. 123-129, 2012. 



A ládapakolás néhány további alkalmazási területe: 
 

 

 

konténerpakolás, 
 

média reklámfelületeinek kiosztása (pl. különböző méretű 

reklámidők kiosztása reklámblokkokba), 
 

üvegipar, pl. üvegrudak vágása, 
 

számítógép memória blokkok allokálása. 
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