
Bundle módszer az integrált járm¶- és

személyzet-hozzárendelési feladatra

Barta Zsuzsanna

2013.04.04.

Barta Zsuzsanna Bundle módszer 2013.04.04. 1 / 59



Tartalom

Tartalom

1 Motiváció

2 Szubgradiens kalkulus

3 Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek
Szubgradiens módszer
Vágósík módszer
Bundle módszer

4 Alkalmazás

5 Irodalomjegyzék

Barta Zsuzsanna Bundle módszer 2013.04.04. 2 / 59



Motiváció

Motiváció

Alapfeladat

min
x∈Rn

f (x), ahol f konvex, nem mindenhol di�erenciálható függvény.

Sok ismert módszer használható, ha f deriválható (pl.: gradiens módszer,
di�erenciálható függvény minimalizálása - standard módszer).

Kérdés

Milyen módszereket használhatunk, ha f nem deriválható?
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Motiváció

Emlékeztet®

Ha f (x) : Rn → R konvex di�erenciálható függvény, akkor

f (y) ≥ f (x) +∇f (x)T(y − x) ∀x , y ∈ Rn

az f függvény els®rend¶ approximációja az x pontban,

a jobb oldal globális alsó becslése f-nek.

1. ábra. Példa két dimenzióban - f (x , y) = x2 + y2

Kérdés: Mit mondhatunk, ha f(x) nem di�erenciálható?
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Szubgradiens kalkulus

Szubgradiens

De�níció

s ∈ Rn az f : Rn → R konvex függvény (nem feltétlenül deriválható)

szubgradiense az x pontban, ha ∀y : f (y) ≥ f (x) + sT(y − x).

Példa

2. ábra. g1 szubgradiens az x1 pontban; g2, g3 szubgradiensek az x2 pontban
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Szubgradiens kalkulus

Szubdi�erencia

De�níció

Az f (x) : Rn → R konvex függvény x pontbeli szubgradienseinek halmazát

szubdi�erenciának nevezzük. Jel: ∂f (x).

∂f (x) = {s ∈ Rn : f (y) ≥ f (x) + sT(y − x), ∀y ∈ Rn}

∂f (x) konvex, nem üres, zárt halmaz, mely x közelében véges.

Ez egy pont-halmaz leképezés.

f(x) di�erenciálható x-ben ⇐⇒ ∂f (x) = {∇f (x)}.
Additivitás: ∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x)

Skálázás: ∂(αf (x)) = α∂f (x) ∀α ∈ R
A�n transzformáció:

Ha g(x) = f (Ax + b)⇒ ∂g(x) = AT∂f (Ax + b).

Láncszabály: ∂f (g(x)) = (∂f )(g(x))∂g(x).

Barta Zsuzsanna Bundle módszer 2013.04.04. 6 / 59



Szubgradiens kalkulus

Di�erenciálható f (x) függvény esetén a ∂f (x)
∂xi

i = 1, 2, . . . , n egyenletek
jelölteket (ún. stacionárius pontokat) szolgáltattak az optimum helyére.
Ha f (x) nem deriválható, akkor hasonló állítást nem mondhatunk ki a
szubgradienssel kapcsolatban.

Példa

3. ábra. Az f (x) = |x | függvény egy dimenzióban

Ha az orákulum a 0-ban szubgradiensként nem a nullát adja, akkor bármely

s ∈ ∂f (x) esetén |s| > 0, azaz a kés®bbi algoritmusokban az s = 0, mint

megállási kritérium nem jó.
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Szubgradiens kalkulus

Szubgradiens számítása

Gyenge szubgradiens kalkulus: egyetlen szubgradiens megtalálására

szinte minden nemdi�erenciálható konvex optimalizálási módszerhez
kell

ha f (x) kiszámolható, akkor általában ez is (szabályok!)

a kiszámítás módja függhet a konkrét feladattól is.

Er®s szubgradiens kalkulus: az összes szubgradiens megtalálása egy
adott pontban

néhány algoritmusnak illetve optimalitási feltételekhez szükség lehet rá

nehéz.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek

Nemdi�erenciálható konvex függvények optimalizálási módszerei
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Szubgradiens módszer

Szubgradiens módszer

A leggyakrabban alkalmazott módszer nemdi�erenciálható konvex
függvény minimalizálására.
Alapvet®en a gradiens módszer kiterjesztése a gradiens helyett
szubgradienssel. DE!

Minden iterációban egy lépést teszünk a negatív szubgradiens irányába.
A lépéshossz megválasztása a szubgradiens módszernél bonyolultabb,
mint a gradiens módszernél.
Nem legmeredekebb ereszkedéses módszer, a függvényérték n®het (De
folyamatosan közeledünk x

∗-hoz!). ⇒ El kell tárolni az addigi legjobb
pontot és a legkisebb függvényértéket. (A gradiens módszernél az
aktuális pont a legjobb.)
Nincs monoton konvergencia, így iránymenti kereséssel nem lehet jó
lépéshosszt választani.

Lassú, akkor hasznos, ha nem kell túl nagy pontosság.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Szubgradiens módszer

Szubgradiens módszer (SzM): Held, Karp (1971); Held és társai (1974);

Poljak (1977)

1 ! x0 a kezd®pont, k = 0, ε > 0
2 f (xk) és egy sk ∈ ∂f (xk) szubgradiens

kiszámítása
3 ha

∥∥sk∥∥ < ε, STOP
4 különben θk lépéshossz de�niálása
5 xk+1 := xk − θksk

6 ! k := k + 1, GOTO 2. lépés.

Kérdés

Hogyan válasszuk meg a lépéshosszakat, hogy biztosítsuk a konvergenciát

(elméletben)?
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Szubgradiens módszer

A lépéshossz megválasztása:
A {θk} lépéshosszsorozat megválasztása az algoritmus kritikus pontja.
Lehet®ségek (o�-line):

1 Négyzetesen összegezhet®, de nem összegezhet®:
∞∑
k=1

(θk)2 <∞ és
∞∑
k=1

θk =∞ /θk = a
b+k

, ahol a > 0 és b ≥ 0/

2 Nem összegezhet®, de csökken®:

lim
k−>∞

θk = 0 és
∞∑
k=1

θk =∞ /θk = a√
k
, ahol a > 0/
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Szubgradiens módszer

El®nyök

könnyen implementálható ⇒ közkedvelt

egyszer¶, mert a múlttal nem tör®dik

Hátrányok

lassan konvergál általában vagy el®fordulhat, hogy nem is konvergál a
gyakorlatban

cikk-cakkolás

a kiszámolt szubgradienseket nem használja kés®bb

nincs jó megállási kritérium, bizonyos iterációszám után szokták
leállítani (||sk || < ε)
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Vágósík módszer

Feltételgenerálás vagy vágósík módszer

Információ az `. iterációig: {y i , f (y i ), s i}`i=1. Ekkor ∀y ∈ Rn és
i = 1, 2, . . . , ` esetén:

f (y) ≥ f (y i ) + (s i )T(y − y i ).

Megkonstruálhatjuk az alábbi törtlineáris függvényt (mely f
approximációja):

f̂`(y) = max
i=1,...,`

f (y i ) + (s i )T(y − y i )

4. ábra. Az f(x) és egy approximációja
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Vágósík módszer

A konstrukció miatt f̂`(y) ≤ f (y) ∀y ∈ Rn.

Nyilván f̂`(y) ≤ f̂`+1(y) ∀y ∈ Rn.

A módszer jól de�niáltságához a modellt meg kell szorítani egy C
konvex halmazra.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Vágósík módszer

Feltételgenerálás vagy vágósík módszer (VSM)
1 ! δ̂ > 0 és legyen C konvex kompakt halmaz, mely tartalmazza a

minimumot adó pontot. Legyen k = 1, y1 ∈ C és f̂0 = −∞.
2 Az f (yk) és egy sk ∈ ∂f (yk) szubgradiens kiszámítása.
3 Legyen δk := f (yk)− f̂k−1(yk) ≥ 0.
4 Ha δk < δ̂, STOP.
5 Különben a modell frissítése:

f̂k(y) := max{f̂k−1(y), f (yk) + sk
T

(y − yk)}.
6 Az yk+1 ∈ argminy∈C f̂k(y).

7 ! k:=k+1, és GOTO 2. lépés.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Vágósík módszer

El®nyök

lineáris feltételek, minden iterációban egy LP-t kell megoldani a
következ® pont kiszámítása érdekében.

A δk -n alapuló megállási kritérium, azaz, ha
δk := f (yk)− f̂k−1(yk) < δ̂, akkor megállunk.

Mivel f̂k(y) ≤ f (y), ezért min
y

f̂k(y) ≤ min
y

f (y).

Ha a megállási feltétel teljesül, akkor

f (yk) < δ̂ + f̂k(yk) = δ̂ + min
y

f̂k(y) ≤ δ̂ + min
y

f (y)

f (yk)− f (y∗) < δ̂

Hátrányok

Az iterációszám növekedésével az LP-beli feltételek száma is n®...

elméletben és gyakorlatban is lassú

numerikusan instabil módszer!
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

Bundle (nyaláb) módszer

Lemaréchal (1978), Zowe (1985)

Alapötlet: Bizonyos lépésekben csak a lineáris approximációt javítjuk
(NULL-lépés) és csak akkor lépünk új pontba (KOMOLY-lépés), ha "közel
van" az el®z® optimumhelyjelölthöz illetve csökken a függvényérték.

"Közel van"

Trust region paraméter: benne van az el®z® pont adott sugarú
környezetében

Moreau-Yoshida regularizáció: a következ® pont meghatározásánál
büntetjük az el®z® ponttól mért távolságát

Egyéb megközelítések is vannak ennek biztosítására
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

Moreau-Yoshida regularizáció

De�níció

Legyen f : Rn → R̄ konvex (nem feltétlenül di�erenciálható) függvény. Az

f Moreau-Yoshida regularizációja �x λ > 0-ra:

F (x) = min
y∈Rn

{
f (y) +

λ

2
‖y − x‖2

}

p(x) = arg min
y∈Rn

{
f (y) +

λ

2
‖y − x‖2

}
A p(x) pont jól de�niált, mivel a minimalizálandó függvény szigorúan

konvex.

Megjegyzés

Ha f : Rn → R̄ konvex függvény, akkor F véges, konvex és mindenhol

di�erenciálható.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

Végül egy állítás, amely összekapcsolja az f függvény minimumhelyeit az F
regularizációval.

Állítás

A következ® állítások ekvivalensek:

1 x̄ ∈ argmin{f (y) : y ∈ Rn};
2 x̄ = p(x̄);

3 ∇F (x̄) = 0;

4 x̄ ∈ argmin{F (y) : y ∈ Rn};
5 f (x̄) = f (p(x̄));

6 f (x̄) = F (x̄).
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

Sokféle változata ismert.

Információk nyilvántartása: (xk , f (xk), sk , µk).

Extra pont hozzáadása az információkhoz: x̂k centrum (stabil pontok
- optimális megoldás apparoximációja).

f̂ törtlineáris függvény használata, de nem oldunk meg minden
iterációban LP-t.

Valójában a következ® pontot az f̂k x̂k pontbeli Moreau-Yoshida
regularizációjának kiszámításával kapjuk (hatékony).

Minden iterációban egy sima kvadratikus feladatot oldunk meg, és
megállunk, ha elértük a megfelel® pontosságot.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

Bundle módszer (BM)
1 ! δ̄ > 0,m ∈ (0, 1), x̂0, y0 = x̂0, k = 0. f (x̂0) és egy s0 ∈ ∂f (x̂0)

számítása.
! f̂0(y) = f (x̂0) + s0

T
(y − x̂0).

2 A köv. pont

yk+1 ∈ arg min
y∈Rn

f̂k(y) +
µk
2

∥∥∥y − x̂k
∥∥∥2

3 ! δk := f (x̂k)− [f̂k(yk+1) +
µk
2

∥∥∥yk+1 − x̂k
∥∥∥2] ≥ 0.

4 Ha δk < δ̄, STOP.
5 Különben f (yk+1) és sk+1 ∈ ∂f (yk+1) számítása.
6 Ha f (x̂k)− f (yk+1) ≥ mδk ⇒ KOMOLY LÉPÉS (KL) x̂k+1 = yk+1

⇒ NULL LÉPÉS (NL) x̂k+1 = x̂k

7 Modell frissítése:

f̂k+1(y) := max{f̂k(y), f (yk+1) + sk+1T(y − yk+1)}.

8 k=k+1, és GOTO 2. lépés.
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

A kvadratikus rész a 2. lépésben felel®s azért, hogy a BM a VsM
stabilizációja legyen. Ez biztosítja, hogy a következ® pont közelebb
legyen a centrumhoz úgy, hogy ne legyen drasztikus elmozdulás (mint
a VsM-nél).

A KL-nél megváltoztatjuk az aktuális centrumot (az új is stabil lesz),
míg az NL-nél az f jobb approximációját készítjük el.

! K = {k ∈ N : a k. iteráció KL volt} ⇒ {f (x̂k)}k∈K szigorúan
csökken® sorozat.

A BM-nél az iterációk száma jóval kevesebb, mint a másik két
módszernél.

Minden iterációban egy sima kvadratikus feladatot oldunk meg, és
megállunk, ha elértük a megfelel® pontosságot.

Ez az alapvet® verziója a módszernek, de léteznek további �nomítások
is...
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

El®nyei

jóval kevesebb iteráció kell, mint a másik kett®ben

pontosabb megoldást ad

Jelenleg a leghatékonyabb módszer nemsima függvények
minimalizálására.

stabil

Hátrányai

nehéz implementálni

iterációnként több id®re van szükség
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Nemdi�erenciálható optimalizálási módszerek Bundle módszer

A Bundle módszer egyéb változatai

Vetített: min
x

f (x), x ∈ X

Dinamikus: min
x

f (x), exponenciálisan sok feltétel

Spektrális: szemide�nit optimalizálási feladatokra.
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Alkalmazás

Ralf Borndörfer, Andreas Löbel, Ste�en Weider : A bundle method for
integrated multi-depot vehicle and duty scheduling in public transit,
Computer-aided Systems in Public Transit, Vol. 600 (2008), pp 3-24
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Alkalmazás

Lépések:

menetrendkészítés

járm¶hozzárendelés

személyzethozzárendelés

Nyilvánvaló, hogy ha bizonyos lépéseket össze tudnánk vonni, akkor jobb
megoldást kaphatnánk.

Manapság: integrált járm¶- és személyzethozzárendelés
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Alkalmazás

A szakirodalomban kevés cikk található a témában, de növekedés �gyelhet®
meg.

Els® ilyen irányú próbálkozás: érzékenységvizsgálat: menetrend
"tologatása", hogy jobb járm¶hozzárendelést kapjunk.

Ball és társai (1983): integrált modell felírása, de szekvenciális
megoldás

Az egyik rész bizonyos feltételeinek �gyelembe vétele a másik rész
optimalizálásánál: Scott (1985), Darby-Dowman (1988); Tosini
(1988), Falkner (1992), Patrikalakis (1992)

1997-ig a lehetséges megközelítések összefoglalása: Ga� (1997)

Freling és társai: (1997, 2000, 2001); egészérték¶ programozási
technikákkal próbálták megoldani; 653 járat

A vizsgált cikkben a feladat Lagrange relaxáltját bundle módszerrel
próbálják megoldani (1500 járat). Legnagyobb megoldott feladat.
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Alkalmazás

IS-OPT az elkészült optimalizálási modul neve és az IVU Microbus 2
nev¶ rendszerébe lett beépítve.

A modell:

min dTy + cTx költségoptimalizálás
Ny = b megengedett járm¶hozzárendelést generál
Ax = 1 minden menetrendbeli járathoz egy szolgálat
My − Bx = 0 összekapcsoló feltételek: szinkronizáció
y ∈ {0, 1}D
x ∈ {0, 1}S

D : üres járatokat reprezentáló élek; S : lehetséges szolgálatok

Megjegyzés

Lehetnek egyéb feltételek is (pl.: depó kapacitás, személyzetre vonatkozó

feltételek): ezekkel itt most nem foglalkozunk.

Barta Zsuzsanna Bundle módszer 2013.04.04. 29 / 59



Alkalmazás

Az integrált modell

minimális költség¶ egészérték¶ többtermékes hálózati
folyamfeladat a járm¶hozzárendelés szempontjából

halmazpartíciós feladat a személyzet-hozzárendelés szempontjából a
menetrendbeli járatokon

az összekapcsolást az üresjáratokra vonatkozó feltétel biztosítja: vagy
adunk hozzá járm¶vet és személyzetet is vagy egyiket sem.

A modell ugyanaz, mint amit Freling és társai leírtak (1997).
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Alkalmazás

Megoldási stratégia:
1 Összekapcsoló feltételek Lagrange relaxációja → a feladat szétesik két

részre (+Lagrange feladat): járm¶- illetve személyzethozzárendelés
2 A járm¶hozzárendelésre vannak jó módszerek (Löbel, 1997, PhD).
3 A személyzethozzárendelést oszlopgenerálással oldják meg (Borndörfer,

2003).
4 A Lagrange feladatban rengeteg Lagrange szorzó szerepel. A

részfeladatok komplexitása miatt olyan módszerre van szükség, ami
gyorsan konvergál illetve a részfeladatok közel optimális megoldásával
is tud dolgozni → bundle módszer. Ezeket az információkat használja
egy B&B procedúra egészérték¶ megoldások el®állítására.

5 A Lagrange szorzók nagy méret¶ tere könnyen csökkenthet® dualizálás
segítségével.
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Alkalmazás

Megszorítjuk az eredeti feladatot egy I ⊆ S halmazra (el®re generált
szolgálatok).

min dTy + cTI x
I

Ny = b

AI x
I = 1

My − BI x
I = 0

y ∈ {0, 1}D

x I ∈ {0, 1}I
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Alkalmazás

Lagrange relaxációval relaxáljuk az összekapcsoló feltételeket, így a
Lagrange duál feladat a következ® lesz:

max
λ

[ min
Ny=b,y∈[0,1]D

(dT − λTM)y + min
AI x I=1,x I∈[0,1]I

(cTI + λTBI )x
I ]

De�niálva a következ® részfeladatokat:

fV : RD → R, λ 7→ min(dT − λTM)y ; Ny = b; y ∈ [0, 1]D

f ID : RD → R, λ 7→ min(cT + λTBI )x
I ; AI x

I = 1; x I ∈ [0, 1]I ,

f I = fV + f ID

y(λ) = argminy∈[0,1]D fV (λ)

x I (λ) = argminx I∈[0,1]I f
I
D(λ)

A Lagrange duál feladat: maxλ f I (λ) = maxλ[fV (λ) + f ID(λ)]
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Alkalmazás

A Lagrange duál feladatot bundle módszerrel oldják meg.

µi ∈ RD : stabilitási centrumok, mely sorozat tart a Lagrange duál
megoldásához

λi ∈ RD : próbapontok, melyek vagy a stabilitási centrum mozgását
vagy a lineáris approximáció javítását szolgálják.

A bundle módszer az i. iterációban λi -ben kiszámol egy lineáris
approximációt, azaz

f̄V (λ;λi ) = fV (λi ) + gV (λi )
T(λ− λi )

f̄ ID(λ;λi ) = f ID(λi ) + g ID(λi )
T(λ− λi )

f̄ I (λ;λi ) = f̄V (λ;λi ) + f̄ ID(λ, λi ),

ahol gV (λi ), g
I
D(λi ) szubgradiensek. Továbbá f̄V (λ;λi ) ≥ fV (λ) és

f̄ ID(λ;λi ) ≥ f ID(λ) ∀λ.
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A szubgradiensek megkaphatók:

gV (λi ) = −My(λi )

g ID(λi ) = BI x
I (λi )

g I (i ) = −My(λi ) + BI x
I (λi )

A linearizációs információk az i. lépésig ("bundle")

JV ,i := {(λj , fV (λj), gV (λj)) : j = 0, 1, . . . , i}

J ID,i := {(λj , f ID(λj), g
I
D(λj)) : j = 0, 1, . . . , i}

A módszer ezeket használja fel a függvények lineáris
approximációjának elkészítéséhez:

f̂V ,i (λ) := min
λj∈JV ,i

f̄V (λ;λj)

f̂ ID,i (λ) := min
λj∈J ID,i

f̄ ID(λ;λj)

f̂ I (λ) = f̂V ,i (λ) + f̂ ID,i (λ)
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A következ® λi+1 próbapontot a következ® kvadratikus programozási
feladat megoldása adja:

λi+1 := argmaxλ f̂
I
i (λ)− u

2
||µi − λ||2,

ahol u pozitív konstans (pontosság vagy konvergenciasebesség állítása)

Ha f̂ Ii (λi+1) ≈ f I (µi ), akkor STOP, µi a megoldás approximációja.

Egyébként ha f̂ I (λi+1)− f I (µi ) elég nagy, akkor µi+1 = λi+1.

Az információk, approximációs modell frissítése, esetleg régi
információk kidobása.
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A legtöbb nehézséget a kvadratikus feladatok megoldása jelenti.

max
λ

f̂ Ii (λ)− u

2
||µi − λ||2,

Felírható a következ® alakban is:

max vV + v ID −
u

2
||µi − λ||2

vV − f̄V (λ;λj) ≤ 0 ∀λj ∈ JV ,i

v ID − f̄ ID(λ;λj) ≤ 0 ∀λj ∈ J ID,i
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Duálisa:
max

∑
λj∈JV ,i

αV ,j f̄V (µi ;λ) +
∑

λj∈J ID,i

αID,j f̄
I
D,j(µi ;λ)

− 1
2u
||
∑

λj∈JV ,i

αV ,jgV (λ) +
∑

λj∈J ID,i

αD,jg
I
D,j(λ)||2

∑
λj∈JV ,i

αV ,j = 1

∑
λj∈J ID,i

αID,j = 1

αV , α
I
D ≥ 0,

ahol αV ∈ [0, 1]JV ,i és αID ∈ [0, 1]J
I
D a duálváltozók.
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A kvadratikus feladat duálisának egy (αV , α
I
D) megoldásából el®állított

g̃V ,i =
∑

λj∈JV ,i

αV ,jgV (λj)

g̃ ID,i =
∑

λj∈J ID,i

αID,jg
I
D(λj)

g̃ Ii = g̃V ,i + g̃ ID,i

a szubgradiensek konvex kombinációi (aggregált szubgradiensek).
Megmutatható, hogy az aggregált szubgardiensek a λi+1 pontbeli
szubgradiensei lesznek a megfelel® függvényeknek, s®t λi+1 számolható a
következ® képlettel:

λi+1 = µi +
1
u
g̃ Ii
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Algoritmus
Inputok: λ0 kezd®pont, u0 súly, m > 0 paraméter, ε toleranciaszint

1 Inicializáció: i := 0, JV ,i := {λi}, µi = λi
2 Iránykeresés: λi+1, g̃V ,i , g̃D,i kiszámítása a kvadratikus feladat

megoldásával
3 Függvénykiértékelés: fV (λi+1), gV (λi+1), f ID(λi+1), g ID(λi+1)

kiszámítása
4 Megállási feltétel: Ha f̂ Ii (λi+1)− f I (µi ) < ε(1 + |f I (µi )|), akkor µi az

output, STOP
5 Frissítés:

JV ,i+1 ⊆ JV ,i ∪ {(λi+1, fV (λi+1), gV (λi+1)), (λi+1, f̂V ,i (λi+1), g̃V ,i )}
J ID,i+1

⊆ J ID,i ∪ {(λi+1, f
I
D(λi+1), g ID(λi+1)), (λi+1, f̂

I
D,i (λi+1), g̃ ID,i )}

6 Csökkenési teszt:

µi+1 ← f I (λi+1)− f I (µi ) > m(f̂ Ii (λi+1)− f I (µi ))?λi+1 : µi
7 Súly frissítése: ui+1 beállítása
8 i := i + 1 → 2. lépés
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A kvadratikus programozási feladat duálisát speciális bundle
módszerrel oldják meg, ami kihasználja a feladat struktúráját
(Helmberg, 2000).

A bundle módszer konvergál akkor is, ha legalább két szubgradienst
tárolunk el, például az utolsót illetve az aggregáltat.

A meg®rzött információ mennyisége ("bundle" mérete) befolyásolja a
konvergenciasebességet. Sok információ tárolása esetén kevesebb
iteráció, de a kvadratikus feladat megoldása nehéz. A futtatások során
5 információköteget tároltak.
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Javítások a bundle módszeren

Gondok:

A részfeladatokat sem tudjuk optimálisan megoldani, így nem tudjuk
fV (λi ), f

I
D(λi ), gV (λi ) és g ID(λi ) értékét pontosan megmondani. A

használt algoritmusok csak közelít® megoldását adják a
részfeladatoknak.

Az oszlopgenerálást összhangba kell hozni a bundle módszerrel.

A megoldásuk: heurisztika.
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Járm¶hozzárendelési részre: Az f LV függvény az fV egy approximációja
(yL(λ) a hozzá tartozó változó), azaz f LV (λ) ≥ fV (λ), de f LV nem feltétlenül
konkáv. De segítségével elkészíthetjük az fV konkáv approximációját f̂ LV ,i
λj ∈ JV ,i pontbeli linearizációkkal, azaz:

gLV ,i = −MyL(λi )

f̄ LV (λ;λi ) = f LV (λi ) + gLV ,i
T

(λ− λi )

f̂ LV ,i (λ) = min
λj∈JV ,i

f̄ LV (λ;λj)

Ezt az approximációt használjuk a bundle módszerben, azaz fV helyett
mindenhol f̂ LV ,i szerepel az algoritmusban.
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Az információk frissítése:

Ha f LV (λi+1) < f̂ LV ,i (λi+1), akkor JV ,i+1 ⊂
JV ,i ∪ {λi+1, f

L
V (λi+1), gLV ,i+1

(λi+1)} ∪ {(λi+1, f̂
L
V ,i (λi+1), g̃LV ,i )}

Különben JV ,i+1 ⊂ JV ,i

Mivel f̂ LV ,i+1
függ a JV ,i -t®l, így a megállási feltételnél illetve a 4. és 6.

lépésekben is ki újra kell számolni f̂ LV ,i+1
(µi )-t.
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Személyzethozzárendelési részre:
Ii az i. iterációbeli szolgálatok halmaza. f IiD approximációja f L,IiD /xL,Ii (λ) a

megfelel® argumentum/. Itt is f L,IiD ≥ f IiD és az approximáció nem feltétlenül

konkáv. Az f L,IiD segítségével elkészítjük f IiD konkáv approximációját:

gL,IiD,i = BIi x
L,Ii (λi )

f̄ L,Ii (λ;λi ) = f L,IiD (λi ) + gL,IiD,i

T

(λ− λi )

f̂ L,IiD,i (λ) = min
λj∈J

Ii
D,i

f̄ L,IiD (λ, λj)

Barta Zsuzsanna Bundle módszer 2013.04.04. 45 / 59



Alkalmazás

Mivel a linearizációkat az egyes Ij halmazok alapján készítettük, így nem

feltétlenül igaz, hogy f̄
L,Ij
D ≥ f IiD , ha Ii 6= Ij . Így el®fordulhat, hogy az

aktuális iteráltat levágja valamelyik régebben kiszámolt linearizáció, azaz
f L,IiD (λi+1) > f̄

L,Ij
D (λi+1;λj) valami j ≤ i-re. Ekkor hiba történt az el®z®

iterációban és egyszer¶en kidobjuk a hibás információkat az
approximációból is és a tárolt információk közül is.

Ha f L,IiD (λi+1) < f̂ L,IiD,i (λi+1), akkor

J
Ii+1
D,i+1

⊂ {(λj , zj , hj) ∈ J IiD,i : f
L,Ii+1
D (λi+1) ≤ zj + hTj (λi+1 − λj)}∪

∪{(λi+1, f
L,Ii+1
D (λi+1), g

L,Ii+1
D (λi+1))}∪

∪{(λi+1, f̂
L,Ii+1
D (λi+1), g̃

L,Ii+1
D (λi+1))}

Különben J
Ii+1
D,i+1

⊂ J IiD,i
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Az összegfüggvény f I :
f L,Ii = f LV + f L,IiD

f̂ L,Iii = f̂ LV ,i + f̂ L,IiD,i
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Bundle módszer pontatlan adatokra Inputok: λ0 kezd®pont, I0
szolgálatok halmaza, u0 súly, m > 0 paraméter, ε toleranciaszint

1 Inicializáció: i := 0, JV ,i := {λi}, µi = λi

2 Iránykeresés: λi+1, g̃
L
V ,i , g̃

L,Ii
D,i kiszámítása a kvadratikus feladat

megoldásával
3 Függvénykiértékelés: f LV (λi+1), gLV (λi+1), Ii , f

L,Ii
D (λi+1), gL,IiD (λi+1)

kiszámítása
4 Megállási feltétel: Ha f̂ L,Iii (λi+1)− f L,Ii (µi ) < ε(1 + |f L,Ii (µi )|), akkor
µi az output, STOP

5 Frissítés: JV ,i+1, J
I
D,i+1i+1 kiválasztása /elmondottak szerint/

6 Csökkenési teszt:

µi+1 ← f L,Ii (λi+1)− f L,Ii (µi ) > m(f̂ L,Iii (λi+1)− f L,Ii (µi ))?λi+1 : µi
7 Súly frissítése: ui+1 beállítása
8 i := i + 1 → 2. lépés
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Oszlopgenerálás

algoritmus legid®igényesebb része ⇒ csak akkor lépünk bele, ha
jelent®s javulás várható.

Stratégia: csak akkor számoljuk újra a szolgálatok halmazát, ha a
stabilitási centrum megváltozik.

S®t, elvárunk egy legalább ε méret¶ célfüggvénynövekedést a
stabilitási centrumban. Minél nagyobb az ε, annál kevesebb
oszlopgenerálást kell végrehajtani.

Ok: A következ® próbapont a kvadratikus feladat miatt a stabilitási
centrum közelében marad.
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Egészérték¶ megoldások

Az i. iterációban kapott megoldások (x Iii (λi ), yi (λi )) esetleges
törtértékei felfoghatók egyfajta valószín¶ségeknek, hogy az üres élen
legyen-e szolgálat vagy járat.

Bizonyos üresjárathoz tartozó változókat rögzítenek (y érték szerint
csökken® sorrendben). Megvizsgálják a rögzítések következményeit is:
ha túl nagy költségnövekedést eredményez, akkor nem rögzítik le.

A gyakrolatban eleinte sokat rögzítenek, majd végül egyre kevesebbet.
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Számítási eredmények

Regensburger tömegközlekedésére vasárnap illetve egy hétköznapi napra
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