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Motivacié

Alapfeladat

m]ilg f(x), ahol f konvex, nem mindenhaol differencialhaté fiiggvény.
x€eRn

Sok ismert médszer hasznalhatd, ha f derivalhaté (pl.: gradiens médszer,
differencialhaté fliggvény minimalizalasa - standard médszer).

Kérdés
Milyen mddszereket haszndlhatunk, ha f nem derivdlhaté? J

Bundle médszer TS



Emlékeztetd
Ha f(x) : R" — R konvex differencialhaté fiiggvény, akkor

f(y) > f(x) +Vf(x)T(y —x) Vx,y eR"

e az f fiiggvény elsérendii approximacidja az x pontban,

@ a jobb oldal globalis alsé becslése f-nek.

1. abra. Példa két dimenzigban - f(x,y) = x* + y?

Kérdés: Mit mondhatunk, ha f(x) nem differencialhaté?
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Szubgradiens kalkulus

Szubgradiens

Definicié
se€R"azf :R" — R konvex fiiggvény (nem feltétleniil derivalhato)
szubgradiense az x pontban, ha Yy : f(y) > f(x) +s'(y — x).

Példa

/ f(z2) + g3 (x — x2)
f{rz) + g3 (z — x2)

2. 4bra. gy szubgradiens az x; pontban; g», g3 szubgradiensek az x, pontban

4
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Szubgradiens kalkulus

Szubdifferencia

Definicié
Az f(x) : R" — R konvex fiiggvény x pontbeli szubgradienseinek halmazat
szubdifferencianak nevezziik. Jel: Of (x).

IfF(x)={s € R": f(y) > f(x) +s'(y — x), Vy € R"}

e Of(x) konvex, nem iires, zart halmaz, mely x kozelében véges.
o Ez egy pont-halmaz leképezés.
o f(x) differencidlhaté x-ben <= 0f (x) = {Vf(x)}.

o O(fi + B)(x) = O (x) + 0 (x)

° d(af(x)) = adf(x) YaeR

) Ha g(x) = f(Ax + b) = 0g(x) = ATOf(Ax + b).
° 0t (g(x)) = (97)(&(x))9g(x)-
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Szubgradiens kalkulus

Differencialhaté f(x) fiiggvény esetén a %(X) i=1,2,...,n egyenletek
jelolteket (Gn. staciondrius pontokat) szolgaltattak az optlmum helyére.

Ha f(x) nem derivalhaté, akkor hasonlé allitast nem mondhatunk ki a
szubgradienssel kapcsolatban.
Példa

J(x) = || ,9f(x)

3. dbra. Az f(x) = |x| fiiggvény egy dimenziéban

Ha az ordkulum a 0-ban szubgradiensként nem a nullat adja, akkor barmely
s € Of (x) esetén |s| > 0, azaz a kés6bbi algoritmusokban az s = 0, mint
megallasi kritérium nem jo.
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Szubgradiens kalkulus

Szubgradiens szamitasa

egyetlen szubgradiens megtalalasara
szinte minden nemdifferencialhaté konvex optimalizalasi médszerhez

kell
@ ha f(x) kiszamolhat6, akkor &ltaldban ez is (szabalyok!)
o a kiszamitas médja fiigghet a konkrét feladattdl is.

az Osszes szubgradiens megtalalasa egy
adott pontban

@ néhany algoritmusnak illetve optimalitasi feltételekhez sziikség lehet ra
@ nehéz.
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek

Nemdifferencialhaté konvex fiiggvények optimalizalasi médszerei
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek [ESEANFIET LU EN Y EP2Y

Szubgradiens médszer

o A leggyakrabban alkalmazott médszer nemdifferencialhaté konvex
fliggvény minimalizalasara.

o Alapvet8en a gradiens médszer kiterjesztése a gradiens helyett
szubgradienssel. DE!

e Minden iteraciéban egy lépést tesziink a negativ szubgradiens iranyaba.

o A lépéshossz megvalasztisa a szubgradiens médszernél bonyolultabb,
mint a gradiens médszernél.

o Nem legmeredekebb ereszkedéses modszer, a fiiggvényérték néhet (De
folyamatosan kdzelediink x*-hoz!). = El kell tarolni az addigi legjobb
pontot és a legkisebb fliggvényértéket. (A gradiens médszernél az
aktudlis pont a legjobb.)

e Nincs monoton konvergencia, igy iranymenti kereséssel nem lehet jé
|épéshosszt valasztani.

@ Lassi, akkor hasznos, ha nem kell tal nagy pontossag.
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek [ESEANFIET LU EN Y EP2Y

Szubgradiens médszer (SzM): Held, Karp (1971); Held és tarsai (1974);
Poljak (1977)

Q ! x0 a kezdépont, k =0, >0 *
Q f(x¥) és egy sk € Of (x*) szubgradiens
kiszdmitasa »
Q ha ||s*|| <&, STOP ' °
Q kiilonben 6 lépéshossz definialasa g o

Q@ xkt1 .= xk — gksk
Q! k:=k+1, GOTO 2. lépés.

Kérdés
Hogyan valasszuk meg a lépéshosszakat, hogy biztositsuk a konvergenciat
(elméletben)?
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek [ESEANFIET LU EN Y EP2Y

A lépéshossz megvalasztasa:
A {0k} lepeéshosszsorozat megvalasztasa az algoritmus kritikus pontja.
Lehetségek (off-line):

OQ Négyzetesen bsszegezhetd, de nem Gsszegezhetd:
(o9} o0

D (6 <ocoés Y 0% =00 [0k = 42, ahol a> 0 és b > 0/
k=1 k=1
Q@ Nem Osszegezhetd, de csbkkend:
lim 9k:0é529k:oo /0% = 2 ahol a >0/

k— vk’
>00 —1
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek [ESEANFIET LU EN Y EP2Y

Elényok

@ kdnnyen implementalhaté = kdzkedvelt
@ egyszerii, mert a malttal nem torédik
Hatranyok
o lassan konvergal altalaban vagy eléfordulhat, hogy nem is konvergal a
gyakorlatban

o cikk-cakkolas

@ a kiszamolt szubgradienseket nem hasznalja késsbb

@ nincs j6 megallasi kritérium, bizonyos iteraciészam utan szoktak
leallitani (||s¥|| < ¢)
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek RAVEVLETIET 4T3

Feltételgeneralas vagy vagdsik médszer

Informaci6 az ¢. iteraciéig: {y',f(y'),s'}_;. Ekkor Yy € R" és
i=1,2,..., 0 esetén:

Fly) = f(y') + () (v — ).
Megkonstrualhatjuk az aldbbi tortlinearis fliggvényt (mely f
approximacidja):

fi(y) = max f(y")+(s) (y —y')

i=1,....0

4. abra. Az f(x) és egy approximacidja
Bundle médszer 2013.04.04. 14/ 50



Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek RAVEVLETIET 4T3

o A konstrukcié miatt f(y) < f(y) Vy € R".
o Nyilvan %(y) < fr41(y) Yy € R™.

@ A moédszer jol definialtsagahoz a modellt meg kell szoritani egy C
konvex halmazra.
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek RAVEVLETIET 4T3

Feltételgeneralas vagy vagésik médszer (VSM)

Q ! § > 0 és legyen C konvex kompakt halmaz, mely tartalmazza a
minimumot adé pontot. Legyen k =1,y € C és fy = —o0.

Az f(y*) és egy sk € Of (y*) szubgradiens kiszamitasa.
Legyen 6 == f(y*) — H_1(y¥) > 0.

Ha &, < &, STOP.

Kiildnben a modell frissitése:

Fly) i= maxtfi1(v), (%) + %" (v = v}

Q Az ykJrl € argminycc ?k(y)

Q@ ! ki=k+1, és GOTO 2. lépés.

©00O0
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek RAVEVLETIET 4T3

El6nydk

o linearis feltételek, minden iteracidban egy LP-t kell megoldani a
kovetkez6 pont kiszdmitdsa érdekében.

@ A d-n alapulé Amegéllési kritérium, azaz, ha
Sk = F(y*) — f_1(v*) < 0, akkor megallunk.
o Mivel % (y) < f(y), ezért min f(y) < min f(y).
y y

o Ha a megallasi feltétel teljesiil, akkor

Fy9) < b+ R/ =6+ min fly) <6+ min f(y)

F(y*) - f(y") <6
Hatranyok

o Az iteracidszam novekedésével az LP-beli feltételek szama is né...

o elméletben és gyakorlatban is lassi

@ numerikusan instabil médszer!

Bundle médszer
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

Bundle (nyalab) médszer

Lemaréchal (1978), Zowe (1985)

Alapétlet: Bizonyos |épésekben csak a linearis approximaciét javitjuk
(NULL-Iépés) és csak akkor lépiink 0j pontba (KOMOLY-Iépés), ha "kozel
van" az el6z6 optimumhelyjeldlthdz illetve csokken a fiiggvényérték.

"Ko6zel van"

@ Trust region paraméter: benne van az el6z8 pont adott sugari
kornyezetében

@ Moreau-Yoshida regularizacié: a kdvetkezé pont meghatéarozasanal

biintetjiik az el6z& ponttél mért tavolsagat

o Egyéb megkozelitések is vannak ennek biztositasara
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

Moreau-Yoshida regularizacié

Definicié

Legyen f : R" — R konvex (nem feltétleniil differenciélhats) fiiggvény. Az
f Moreau-Yoshida regularizacidja fix A > 0-ra:

F) = min {F0) + 3 Iy~ <17}

yeRn

. A )
= f — —
p(x) argyrgﬁ@{ W)+ 5 lly =~ }

A p(x) pont jél definialt, mivel a minimalizaland¢ fiiggvény szigorian
konvex.

Megjegyzés

Ha f : R" — R konvex fiiggvény, akkor F véges, konvex és mindenhol
differencialhaté.

v
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

Végiil egy allitas, amely Gsszekapcsolja az f fiiggvény minimumbhelyeit az F
regularizaciéval.
Allitas
A kbvetkezd allitasok ekvivalensek:
Q x cargmin{f(y):y e R"};
Q x = p(x);
Q@ VF(x)=0;
Q xcargmin{F(y):y e R"};
Q f(x) =f(p(x));
0 f(x) = F(x).
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

o Sokféle valtozata ismert.

o Informaciok nyilvantartasa: (x, f(x*), s, ).
o Extra pont hozzaadasa az informaciékhoz: %¥

- optimalis megoldas apparoximacidja).

centrum (stabil pontok

o f tortlinearis fiiggvény hasznélata, de nem oldunk meg minden
iteraciéban LP-t.

o Valdjaban a kovetkezs pontot az ?k % pontbeli Moreau-Yoshida
regularizacidjanak kiszamitasaval kapjuk (hatékony).

o Minden iteraciéban egy sima kvadratikus feladatot oldunk meg, és
megallunk, ha elértiik a megfelel6 pontossagot.
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

Bundle médszer (BM)

= NULL LEPES (NL) %k+1 = %k

Q!656>0,mec(0,1),8°y° =52k =0. f(X0) és egy s° € O (X°)
szamitasa.
o) = F(20) +°T(y = £°).
@ A kdv. pont
k+1 P, Hi |l o 2
y* € arg min f(y) + 5 Hy ‘
. 2
O 1ok = F(&) — [y ) + B |yt 241 2 0.
Q Ha 6§, < 5, STOP.
O Kiilonben f(y**1) és sk*1 ¢ Of (y**1) szamitasa.
0 Ha f(%%) — f(y**1) > md, = KOMOLY LEPES (KL) k1 = y
o

Modell frissitése:

f s T
fira(y) = max{f(y), F(y* 1) + 71 (y =y )

Q k=k+1, é&s GOTO 2. lépés.

Bundle médszer
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

A kvadratikus rész a 2. |épésben felelés azért, hogy a BM a VsM

stabilizaciéja legyen. Ez biztositja, hogy a kdvetkezd pont kdzelebb

legyen a centrumhoz agy, hogy ne legyen drasztikus elmozdulas (mint

a VsM-nél).

o A KL-nél megvaltoztatjuk az aktualis centrumot (az dj is stabil lesz),
mig az NL-nél az f jobb approximaciéjat készitjiik el.

o ! K={kecN:ak. iteraci6 KL volt} = {f(%*)}xeck szigortian
csokkend sorozat.

o A BM-nél az iteraciék szama j6val kevesebb, mint a masik két
médszernél.

@ Minden iteraciéban egy sima kvadratikus feladatot oldunk meg, és

megallunk, ha elértiik a megfelel pontossagot.

o Ez az alapvet6 verzidja a médszernek, de léteznek tovabbi finomitasok
is...
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Nemdifferencialhaté optimalizal médszerek Bundle médszer

El6nyei

@ jéval kevesebb iteracié kell, mint a masik kettében
@ pontosabb megoldast ad
o Jelenleg a leghatékonyabb médszer nemsima fiiggvények
minimalizalasara.
@ stabil
Hatranyai
@ nehéz implementalni

o iteraciénként tdbb idSre van sziikség
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Nemdifferencialhaté optimalizalasi médszerek Bundle médszer

A Bundle médszer egyéb valtozatai

o Vetitett: minf(x),x € X
X
e Dinamikus: min f(x), exponencialisan sok feltétel
X

o Spektralis: szemidefinit optimalizalasi feladatokra.
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Alkalmazas

Ralf Borndérfer, Andreas Lébel, Steffen Weider: A bundle method for
integrated multi-depot vehicle and duty scheduling in public transit,
Computer-aided Systems in Public Transit, Vol. 600 (2008), pp 3-24
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Alkalmazas

Lépések:
e menetrendkeészités
@ jarmiithozzarendelés
o személyzethozzarendelés

Nyilvanvald, hogy ha bizonyos lépéseket Gssze tudnank vonni, akkor jobb
megoldast kaphatnank.

Manapsag: integralt jarmi- és személyzethozzarendelés
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Alkalmazas

A szakirodalomban kevés cikk talalhaté a témaban, de ndvekedés figyelhetd

meg.

Els ilyen iranyl probalkozas: érzékenységvizsgalat: menetrend
"tologatasa", hogy jobb jarmiihozzarendelést kapjunk.

Ball és tarsai (1983): integralt modell felirasa, de szekvencialis
megoldas

Az egyik rész bizonyos feltételeinek figyelembe vétele a masik rész
optimalizalasanal: Scott (1985), Darby-Dowman (1988); Tosini
(1988), Falkner (1992), Patrikalakis (1992)

1997-ig a lehetséges megkdzelitések dsszefoglalasa: Gaffi (1997)
Freling és tarsai: (1997, 2000, 2001); egészértékii programozasi
technikakkal prébaltak megoldani; 653 jarat

A vizsgalt cikkben a feladat Lagrange relaxaltjat bundle médszerrel
probaljak megoldani (1500 jarat). Legnagyobb megoldott feladat.
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Alkalmazas

@ IS-OPT az elkésziilt optimalizalasi modul neve és az IVU Microbus 2
nevii rendszerébe lett beépitve.

A modell:
mindty + cTx koltségoptimalizalas
Ny =b megengedett jarmiihozzarendelést general
Ax=1 minden menetrendbeli jarathoz egy szolgalat
My — Bx =0 osszekapcsolé feltételek: szinkronizacié
y €{0,1}P
x € {0,1}°

D : iires jaratokat reprezentald élek; S : lehetséges szolgalatok

Megjegyzés
Lehetnek egyéb feltételek is (pl.: depé kapacitas, személyzetre vonatkozé
feltételek): ezekkel itt most nem foglalkozunk.
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Alkalmazas

Az integralt modell
e minimalis kdltségii egészértékii tobbtermékes haldzati
folyamfeladat a jarmiihozzarendelés szempontjabél

o halmazparticiés feladat a személyzet-hozzarendelés szempontjabdl a
menetrendbeli jaratokon

@ az dsszekapcsolast az iiresjaratokra vonatkozé feltétel biztositja: vagy
adunk hozza jarmiivet és személyzetet is vagy egyiket sem.

@ A modell ugyanaz, mint amit Freling és tarsai leirtak (1997).
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Alkalmazas

Megoldasi stratégia:

o

o

Osszekapcsolé feltételek Lagrange relaxaciéja — a feladat szétesik két
részre (+Lagrange feladat): jarmi- illetve személyzethozzarendelés

A jarmiihozzarendelésre vannak jé6 mddszerek (Lobel, 1997, PhD).

A személyzethozzarendelést oszlopgeneralassal oldjak meg (Bornddrfer,
2003).

A Lagrange feladatban rengeteg Lagrange szorz6 szerepel. A
részfeladatok komplexitasa miatt olyan médszerre van sziikség, ami
gyorsan konvergal illetve a részfeladatok kozel optimaélis megoldasaval
is tud dolgozni — bundle médszer. Ezeket az informacidkat hasznalja
egy B&B procedira egészértékli megoldasok elGallitasara.

A Lagrange szorzék nagy méretli tere kdnnyen csdkkenthetd dualizalas
segitségével.
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Alkalmazas

Megszoritjuk az eredeti feladatot egy / C S halmazra (elére generalt
szolgalatok).
mindTy + ¢f x/

Ny =b
A,x’ =1
My — Bix' =0
ye{0,13°
x' e {0,1}/
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Alkalmazas

Lagrange relaxaciéval relaxaljuk az 6sszekapcsolé feltételeket, igy a
Lagrange duél feladat a kovetkez§ lesz:

max min dt — \TM)y + min cr + 2TB))x!
X [Ny:b,ye[o,l]D( )y A,x':1,x'e[o,1]'(' X1

Definidlva a kdvetkezé részfeladatokat:
fy :RP - R A= min(dt — XTM)y; Ny =b; y €[0,1]°
5 RP 5 R A min(cT +ATB)X!; Ax! =1; x e[0,1],
fl="f, +f)
y(A) = argmin o 1o fv (A)
x!(A) = argmin,co 177 (M)
A Lagrange dual feladat: max, f/(\) = maxy[f/(A\) + (V)]
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Alkalmazas

A Lagrange duél feladatot bundle médszerrel oldjak meg.

o u; € RP: stabilitsi centrumok, mely sorozat tart a Lagrange dual
megoldasahoz

o \; € RP: prébapontok, melyek vagy a stabilitasi centrum mozgasat
vagy a linearis approximacié javitasat szolgaljak.

@ A bundle médszer az i. iteracidban A;-ben kiszamol egy lineéris
approximaciét, azaz

(A Ai) = fu () +gv(A) T (A = i)

(N A7) = FH(N) + &b (A1) (A = A)

FLOGA) = () + BB A,

)

VA

ahol gy (i), ,’3()\ szubgradiensek. Tovabba fy/(\; \;) > fy()\) és
(N A7) > fh(N)
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Alkalmazas

o A szubgradiensek megkaphaték:
gv(Ai) = —My(\i)
gb(\i) = Bix'(\7)
g'(i) = =My () + Bix'(\)
@ A linearizaciés informacidk az i. lépésig ("bundle")
Jv,i=A{, fv(N) gv(Xj)) i =0,1,....i}
Jpi ={(N: (%), 8p(N) 1J =0.1,.... 7}
A moédszer ezeket hasznalja fel a fliggvények linearis
approximacidjanak elkészitéséhez:

7?\/7,-(/\) = )\min ()

€IV

£\ == min N N)
’ /\jEJI{)’;

I = Fvi(\) + 7550

Bundle médszer
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Alkalmazas

o A kdvetkez8 \j11 probapontot a kdvetkez8 kvadratikus programozasi
feladat megoldasa adja:

~ u
Ai1 = argmax,f () — §||#i — A%,

ahol u pozitiv konstans (pontossag vagy konvergenciasebesség allitasa)
e Ha 7?,-’()\,-+1) ~ f!(p;), akkor STOP, 11; a megoldas approximacidja.
o Egyébként ha #/(\i11) — f!(u;) elég nagy, akkor pit1 = Ajs1.
o Az informacidk, approximaciés modell frissitése, esetleg régi
informacidk kidobasa.
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Alkalmazas

A legtobb nehézséget a kvadratikus feladatok megoldasa jelenti.
max £1(3) = 2 i = AIP
DU 2 ’
Felirhaté a kovetkezg alakban is:

u
max vy + vh — ol = A

v — (N N) <0 WA € Jy;
v — (N A) <0 VA € Jp

Bundle médszer
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Alkalmazas

Dualisa: _ _
max Z avav(Mi; )\) + Z OJID,JfDI’J(/lu )\)
)\jGJV,i )‘J'EJID,:'

1
ol > avjgvN+ > apgh (VI
A€y, A€

ay, alD 2 07

ahol ay € [0,1]7vi és ah € [0, 1’0 a duélvaltozék.

Bundle médszer
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Alkalmazas

A kvadratikus feladat dualisinak egy (o, al,) megoldasabdl elsallitott

Bvi= Y. avjgv())
/\jEJV7;
~1 1o
&D,i = Z O‘D,ng()‘.i)
Afe'll{),i
~ _ ~ ]
8 =8v,it8p,
a szubgradiensek konvex kombinaciéi (aggregalt szubgradiensek).

Megmutathatd, hogy az aggregalt szubgardiensek a i1 pontbeli

szubgradiensei lesznek a megfelel§ fiiggvényeknek, s6t \;11 szamolhaté a
kovetkezs képlettel:

1.
Aiv1 = pi + Egil

Bundle médszer SRR, D



Alkalmazas

Algoritmus
Inputok: g kezd&pont, ug saly, m > 0 paraméter, € toleranciaszint

o
2]

o

o

Q
o

Inicializécio: i :=0,Jv ;= {\i}, i =\

Iranykeresés: \i11,8v i, &p,i kiszamitésa a kvadratikus feladat
megoldasaval

Fiiggvénykiértékelés: fiy(Nit1),8v(Ait1), fé()\,'+1), gb()\,'_H)
kiszamitasa

Megallasi feltétel: Ha rA‘,-’()\,url) — (i) < e(1+ | (i)]), akkor p; az
output, STOP

Frissités: A

Jv,it1 € Jv,i U{(Ait1, fv(Ait1), gv(Ait1)), (/\i+1,fv,i()\i+1),§
Jpiv1 € IbiU{Nisa, B (Niva), 8p(Nig1))s (Mg, 5 (Niv), 8D 1)}
Csbkkenési teszt:

pipt = F1 (i) = £ () > m(F (Ni) = £ ()i < i

Saly frissitése: ujy1 beallitasa

i==i+1 — 2. |épés
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@ A kvadratikus programozasi feladat dualisat specialis bundle
médszerrel oldjak meg, ami kihasznalja a feladat struktarajat
(Helmberg, 2000).

@ A bundle médszer konvergal akkor is, ha legalabb két szubgradienst
tarolunk el, példaul az utolsét illetve az aggregaltat.

@ A megdrzétt informacié mennyisége ("bundle" mérete) befolyasolja a
konvergenciasebességet. Sok informacié tarolasa esetén kevesebb
iteracié, de a kvadratikus feladat megoldasa nehéz. A futtatasok soran
5 informaciokoteget taroltak.
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Javitasok a bundle médszeren

Gondok:

o A részfeladatokat sem tudjuk optimalisan megoldani, igy nem tudjuk
fr(Ai), FA(N), gv(\i) és gh(\i) értékét pontosan megmondani. A
hasznalt algoritmusok csak kozelit6 megoldasat adjak a
részfeladatoknak.

o Az oszlopgeneralast dsszhangba kell hozni a bundle mdédszerrel.

A megoldasuk: heurisztika.

Bundle médszer R



Alkalmazas

Jarmiihozzarendelési részre: Az f\ﬁ fliggvény az fy, egy approximaciéja
(yL(\) a hozza tartozé valtozs), azaz f5(A) > fi/(N), de £5 nem feltétlenil
konkav. De segitségével elkészithetjiik az fi, konkav approximaciéjat f\ﬁi
Aj € Jy,; pontbeli linearizaciékkal, azaz:

g\l7i = —MYL(AI)

- T
Fr(A) = fo(N) +8v (A=)
fv,i(A) = \min (X A)

Ezt az approximaciét hasznaljuk a bundle médszerben, azaz fi/ helyett
mindenhol [ . szerepel az algoritmusban.
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Az informacidk frissitése:
o Ha fy(Aiy1) < '?\5,;()\#1), akkor Jy j11 C

JV,i @] {A,‘+1, f\}()\;+1),g\L/7,-+1()\i+1)} U {(Ai'i‘l? ?&,i()\i‘f'l)?g\L/,i)}
o Kiilonben Jy j11 C Jy ;i

Mivel 7?\} ir1 fugg a Jy ;-tél, igy a megallasi feltételnél illetve a 4. és 6.

lépésekben is ki Gjra kell szamolni 7?\’/-7,-+1(u,-)-t.
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Személyzethozzarendelési részre:

li az i. iteraciébeli szolgalatok halmaza. fEI)" approximaciéja fé’l" /xbli()) a
megfelels argumentum/. Itt is fé”" > fé" és az approximacié nem feltétleniil
konkav. Az fé’l" segitségével elkészitjiik fE’)" konkav approximaciéjat:

= ByxH(A)

FLE(G M) = 157 (M) + g5 (A = )

i) = min fL’()\ Aj)
Nedp

>
o
—~
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Mivel a linearizacidkat az egyes I; halmazok alapjan készitettiik, igy nem

feltétlentl igaz, hogy f i > f’ ha /; # I;. Igy eléfordulhat, hogy az
aktualis iteraltat IevagJa valamelyik régebben kiszamolt linearizacio, azaz
fDL’I’()\;+1) > fDL’,j()\;+1; Aj) valami j < i-re. Ekkor hiba tértént az el6z6
iteraciéban és egyszeriien kidobjuk a hibas informacidkat az
approximaciébdl is és a tarolt informaciék kozil is.
o Ha fy" (A1) < ff(Mis1), akkor
I; LJ;
JD+11+1 C {(N,z,hj) € JD: : f (A1) < zj + hJT(A,'Jd —\j) U
i L;
U{(Ais1, LI+1(>\:+1) '8p (A1) U
O{(ia, " (i), &5 (M)}

lit1 I;
o Kiilonben JD 1 C JDJ-
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Az 6sszegfiiggvény f/:
fL,l,- o fL 7¢-LI

L 7L TL.I;
f;' - fV,I' + fD,I
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Bundle médszer pontatlan adatokra Inputok: \g kezdépont,
szolgalatok halmaza, ug sily, m > 0 paraméter, ¢ toleranciaszint

Q Inicializécio: i:=0,Jv ;= {\i}, i =\

@ Iranykeresés: )\,+1,gvl,gD” kiszamitasa a kvadratikus feladat
megoldasaval

O Fiiggvénykiértékelés: f5(Niy1), g5(Nit1), I, £5" (Niv1), g5 (Mig1)
kiszamitasa

Q Megillasi feltétel: Ha £5' (A1) — FL (i) < e(1 + [F5h (1)), akkor
ui az output, STOP

Q Frissités: Jy ii1,Jp ;4qit1 kivalasztasa [elmondottak szerint/

O C(s6kkenési teszt:
pivt = FEE ) = £ () > mERT (V) = FR5 ()P s

@ Sdly frissitése: ujy1 beéllitasa

Qi =i+1 — 2. lépés
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Oszlopgeneralas

@ algoritmus legidGigényesebb része = csak akkor lépiink bele, ha
jelentds javulas varhato.

o Stratégia: csak akkor szamoljuk Gjra a szolgalatok halmazat, ha a
stabilitasi centrum megvaltozik.

o S&t, elvarunk egy legalabb € méretil célfiiggvényndvekedést a
stabilitasi centrumban. Minél nagyobb az &, annal kevesebb
oszlopgeneralast kell végrehajtani.

Ok: A kovetkezs prébapont a kvadratikus feladat miatt a stabilitasi
centrum kozelében marad.

Bundle médszer Y



Alkalmazas

Egészértéki megoldasok

@ Az i. iteraciéban kapott megoldasok (x,-"'()\,-),y,-()\,-)) esetleges
tortértékei felfoghatdk egyfajta valdsziniiségeknek, hogy az iires élen
legyen-e szolgalat vagy jarat.

@ Bizonyos iiresjarathoz tartozé valtozékat rogzitenek (y érték szerint
cs6kkend sorrendben). Megvizsgaljak a rogzitések kdvetkezményeit is:
ha tal nagy koltségnovekedést eredményez, akkor nem rdgzitik le.

o A gyakrolatban eleinte sokat régzitenek, majd végiil egyre kevesebbet.
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Szamitasi eredmények

Regensburger tdmegkdzlekedésére vasarnap illetve egy hétkdznapi napra

sunday  workday

vehicle types 1 3
timetabled trips 794 1414
tasks on tt 1248 3666
deadhead trips 47523 57646
duty types 3 4
break rules 4 4

Table 1: Statistics on the RVB Instances.

reference  v+d 1 wv+d 2 is 1 is 2
time on vehicles 518:33  472:12  472:12 501:42 512:55
paid time 545:25  562:58 565:28 518:03  531:31
paid break time 112:36  131:40 85:41 7417 64:27
number of duties 82 83 T4(1) 76 66
number of vehicles 36 32 32 32 35
average duty duration 6:39 6:48 T:38 6:40 8:03
computation time — 0:33 5:13 35:44 37:26

Table 2: Results for the RVB Sunday Scenario.
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reference v+d is
time on vehicles 1037:18 960:29  1004:27
paid time 1103:48  1032:20 1040:11
granted break time 211:53  109:11 105:23
number of duties 140 137 137
number of vehicles 91 30 82
number of pieces of work 217 290 217
number of split duties 29 39 36
average duty duration 7:56 8:03 7:55
obj. value —  302.32 291.16
computation time — 8:02 125:55

Table 3: Results for he RVB Workday Scenario.
2013.04.04.
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