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Páros összehasonlítás mátrixok

A páronként összehasonlítandó objektumok lehetnek:

Szempontok fontossága (szempontsúlyok)

Alternatívák értékelése adott szempont szerint

Döntéshozói szavazóerők (kompetenciasúlyok)

Események szubjektív valószínűsége

...
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Páros összehasonlítás mátrix:

A =

















1 a12 a13 . . . a1n

a21 1 a23 . . . a2n

a31 a32 1 . . . a3n

...
...

... . . . ...
an1 an2 an3 . . . 1

















,

ahol i, j = 1, . . . , n−re

aij > 0,

aij =
1

aji
.

A feladat:
w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ R

n
+ súlyvektor meghatározása.
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Sajátvektor módszer, EM (Saaty, 1977)

Aw = λmaxw, w ∈ R
n
+

Saaty-féle inkonzisztencia:

CR =
λmax−n

n−1

RIn
= aλmax + b

Elfogadható a mátrix, ha

CR ≤ 10%.
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Logaritmikus legkisebb négyzetek módszere,
(Logarithmic Least Squares Method, LLSM )

min
n

∑

i=1

n
∑

j=1

[

log aij − log

(

wi

wj

)]2

n
∑

i=1

wi = 1,

wi > 0, i = 1, 2, . . . , n.
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix

A =

















1 a12 ∗ . . . a1n

1/a12 1 a23 . . . ∗

∗ 1/a23 1 . . . a3n

...
...

... . . . ...
1/a1n ∗ 1/a3n . . . 1

















.
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Korábbi eredmények a nem teljesen kitöltött páros
összehasonlítás mátrixok témájában:

Harker (1987)

Kwiesielewicz (1996)

Shiraishi, Obata, Daigo (1997, 1998, 2002)

van Uden (2002)

Fedrizzi, Giove (2007)
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Kwiesielewicz (1996): Logaritmikus legkisebb négyzetek
módszere (LLSM ) a nem teljesen kitöltött mátrix esetében:

min
∑

{(i,j)| aij adott }

[

log aij − log

(

wi

wj

)]2

n
∑

i=1

wi = 1,

wi > 0, i = 1, 2, . . . , n.

A megoldást az általánosított inverz segítségével közelíti .
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix

A =

















1 a12 ∗ . . . a1n

1/a12 1 a23 . . . ∗

∗ 1/a23 1 . . . a3n

...
...

... . . . ...
1/a1n ∗ 1/a3n . . . 1

















.
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix

A =

















1 a12 x1 . . . a1n

1/a12 1 a23 . . . ∗

1/x1 1/a23 1 . . . a3n

...
...

... . . . ...
1/a1n ∗ 1/a3n . . . 1

















.
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix

A =

















1 a12 x1 . . . a1n

1/a12 1 a23 . . . xd

1/x1 1/a23 1 . . . a3n

...
...

... . . . ...
1/a1n 1/xd 1/a3n . . . 1

















,
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix

A =

















1 a12 x1 . . . a1n

1/a12 1 a23 . . . xd

1/x1 1/a23 1 . . . a3n

...
...

... . . . ...
1/a1n 1/xd 1/a3n . . . 1

















,

ahol x1, x2, . . . , xd ∈ R+.
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Shiraishi, Obata, Daigo (1998) fogalmazta meg az alábbi
sajátérték-optimalizálási problémákat:

Egy hiányzó elem esetén: min
x>0

λmax(A(x))

Több hiányzó elem esetén: min
x>0

λmax(A(x))

Ezeket a feladatokat sikerült megoldani.
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix
gráf-reprezentációja

Adott A n × n-es nem teljesen kitöltött páros
összehasonlítás mátrix esetén definiáljuk a következő
(V,E) gráfot:

V = {1, 2, . . . , n} (minden összehasonlított objektumnak
megfeleltetünk 1-1 csúcsot)

E = {e(i, j) | aij (és aji) adott és i 6= j}

Speciális eset: ha a mátrix teljesen ki van töltve, akkor a
hozzá tartozó gráf az n csúcsú teljes gráf (Kn).
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Nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrix
gráf-reprezentációja
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Tétel: A min
x>0

λmax(A(x)) sajátérték-optimalizálási

feladat optimuma akkor és csak akkor egyértelmű, ha az
A nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás mátrixhoz
tartozó gráf összefügg ő.

Bizonyítás:
A szükségesség elemi lineáris algebrai eszközökkel
igazolható.

Az elégségesség nem triviális.
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Egy ötlet az elégségesség bizonyításából:
Az x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ R

d
+ változók paraméterezése

legyen:

x1 = ey1 ,

x2 = ey2 ,

...
xd = eyd,

ahol y = (y1, y2, . . . , yd) ∈ R
d.

Ekkor a B(y) := A(x) definícióval a min
x>0

λmax(A(x))

feladat ekvivalens a min
y∈R

d
λmax(B(y)) problémával.
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Tétel: A min
y∈R

d
λmax(B(y)) függvény minimuma felvétetik

és az optimális megoldások halmaza (s− 1)-dimenziós affin
halmazt alkot R

d-ben, ahol s a nem teljesen kitöltött
mátrixhoz tartozó gráf összefüggő komponenseinek számát
jelöli.
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LLSM feladat:

min
∑

(i, j) ∈ E

1 ≤ i < j ≤ n

[

log aij − log

(

wi

wj

)]2

n
∑

i=1

wi = 1,

wi > 0, i = 1, 2, . . . , n.
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Tétel: A logaritmikus legkisebb négyzetes feladat (LLSM )
megoldása egyértelműen létezik akkor és csak akkor, ha a
páros összehasonlításokat reprezentáló gráf összefügg ő.

Bizonyítás:
A szükségesség ismét elemi úton igazolható.
Az elégségességhez felhasználtuk a Laplace-mátrix
tulajdonságait. A bizonyítás konstruktív, a megoldás egy
könnyen felírható lineáris egyenletrendszer megoldásából
származtatható. A teljesen kitöltött eset analógiájára itt is
megjelennek az (ismert) elemek soronként vett mértani
közepei.
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Példa

M =































1 5 3 7 6 6 1/3 1/4

1/5 1 ∗ 5 ∗ 3 ∗ 1/7

1/3 ∗ 1 ∗ 3 ∗ 6 ∗

1/7 1/5 ∗ 1 ∗ 1/4 ∗ 1/8

1/6 ∗ 1/3 ∗ 1 ∗ 1/5 ∗

1/6 1/3 ∗ 4 ∗ 1 ∗ 1/6

3 ∗ 1/6 ∗ 5 ∗ 1 ∗

4 7 ∗ 8 ∗ 6 ∗ 1































.
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M(x) =































1 5 3 7 6 6 1/3 1/4

1/5 1 x1 5 x2 3 x3 1/7

1/3 1/x1 1 x4 3 x5 6 x6

1/7 1/5 1/x4 1 x7 1/4 x8 1/8

1/6 1/x2 1/3 1/x7 1 x9 1/5 x10

1/6 1/3 1/x5 4 1/x9 1 x11 1/6

3 1/x3 1/6 1/x8 5 1/x11 1 x12

4 7 1/x6 8 1/x10 6 1/x12 1































Megoldandó:
min
x>0

λmax(M(x))
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M(x∗) =






























1 5 3 7 6 6 1/3 1/4

1/5 1 0.33 5 1.72 3 0.47 1/7

1/3 3.03 1 9.92 3 4.85 6 0.57
1/7 1/5 0.10 1 0.53 1/4 0.14 1/8

1/6 0.58 1/3 1.90 1 0.93 1/5 0.11
1/6 1/3 0.21 4 1.07 1 0.29 1/6

3 2.14 1/6 7.02 5 3.43 1 0.40
4 7 1.76 8 9.15 6 2.48 1
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Inkonzisztencia
Lehetővé vált a nem teljesen kitöltött páros összehasonlítás
mátrixok Saaty-féle CR-inkonzisztenciájának értelmezése
és kiszámítása.

Hogyan változik az inkonzisztencia értéke a kitöltés
során?

Mikor figyelmeztessük a döntéshozót: ha már átlépte az
elfogadható inkonzisztencia szintjét vagy ha a beírt
értékek alapján már előrejelezhető, hogy át fogja lépni?

Detektálható-e azonnal egy elírás?

Szükséges-e a mátrix teljes kitöltése, ha már az első
(

n
2

)

− k elem alapján sejthető, hogy sem az
inkonzisztencia, sem a mátrixokból számított súlyok
nem fognak lényegesen változni?
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