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Pozitiv invariancia

o Fizikai feladatok gyakran kdzonséges differencidlegyenletek megoldasara
vezetnek.

e Egzakt megoldas nem mindig adhaté — numerikus médszerek

e A numerikus megoldasrol vannak elvarasaink: viselkedjen hasonléan a
valédi megoldashoz — invariancia.

Példa vizsgalandé invarians klpra:

Pozitiv ortans

o ={xeR"| x>0}




Motivacié
[¢] lele]e}

Pozitiv invariancia Il.

Adott C = {x|Fx < 0} = {Cx|x > 0}, C € R™" kip pontosan akkor pozitivan
invarians az x(t) = Ax(t) differencidlegyenletre nézve, ha
a) létezik olyan H € R™ ™ matrix, melynek f6atiéjan kivili elemei
nemnegativak és:

HF = FA
b) létezik olyan P € R™*™ matrix, melynek féatlojan kivili elemei
nemnegativak és:

CP=AC
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Az explicit Euler-moédszer

Maximalis Iépéshossz

Az x(t) = Ax(t) differencialegyenletre val6 pozitiv invariancia ekvivalens az
x(t+ 1) = (I + TA)x(t) diszkrét rendszerre valo pozitiv invarianciaval
valamely 7 > 0 szammal.

Ez éppen az explicit Euler-médszerrel, T |épéstavolsaggal vald kdzelitésre
tekintett pozitiv invarianciat jelenti.

Legyen adott tehat a C kip a, mely pozitivan invarians a x(t) = Ax(t)
rendszerre nézve, 7x = max{f|t > 0, x + tAx € C}, az optimalis Iépéstavolsag
ekkor: r = inf{7x|x € C}

Ekkor 7 a kdvetkezo linearis programozasi feladat optimuma lesz:

max t
CP=(I+tAC
P>0
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Tekintslink egy egytermékes tébbperiédusu, nemlinearis keverési feladatot.
A kész termék értékét az elért BTU alapjan szamoljak. A finomitott
terméknek teljesitenie kell egy minimalisan eldirt mindségi feltételt. A
keveréshez szilkséges inputok kildénb6zé forrasokbodl jénnek, kilénb6zé
koltségekkel, és minéségi paraméterrel minden periédusban. A feladat az,
hogy megfelelé modon valasszuk meg az inputokat gy, hogy maximalizaljuk
a profitot, mikdzben teljesitjiik a kivant minéségi eldirasokat. Most az
egyszer(iség kedvéért egy olyan feladatot nézlink meg, ahol egy Ugyfelet
latunk el tébb periéduson keresztiil.

Legyen x; a t. periédusban eldallitott termék, tovabba y; az i. forrasbdl a t.
periédusban vasarolt mennyiség. Minden y;; inputnak ismert a B mindségi
paramétere. Az eldallitott terméket egy Q; paraméter jellemzi, tehat Q;-nek
teljesitenie kell egy also és felsé korlatot. A masik allapotvaltozé I, a t.
periédusban eltarolt termék mennyisége. A termék sziikségletét és értékét a
gixi, a teljes BTU hatarozza meg.




Bilineérisra vezett feladatok
0®00000000

max Z P[tht = Z Z Cityit = Z HQ[/{ = z <BC{ Zyit>
t t t t t i
—XQ—I[+/1_1+ZVHIO t=1...T
Z (Bt — Qmin)¥Yit + (Qt—1 — Quin)-1 >0 t=1...T

i

Z BiYit + Qi—1li—1 — Qtli — Qix¢ =0 t=1...T
i

L7 < Qxe < UFF t=1...T
L <ya < Up' t=1...T, i=1...1
I < U t=1...T

Qmin < Qt, Xt,Yir, Ik > 0 t=1...T, i=1...1
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Valtozok

P = atermék egységara (Q:x:-re vonatkozoan)
Ci = . input beszerzési koltsége
BC: = keverési koltség
H = raktarozasi koltség egy periddusra
B: = i input mindségi paramétere
Ui = raktarozasi kapacitas
L, Us = akeverék mindségének also és felsd hatara
LN UN = input mennyiségének hatarai
hb,Us = adott kezdeti feltételek
I,T = inputok szama, periodusok szama
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Ez egy nemlineéris feladat, hiszen a célfliggvényben Q:l, illetve Qix; is
szerepel, s6t a (2)-(4) feltételekben is. Vegylk észre, hogy a (P) feladat - ha
fizibilis - nyilvanval6an korlatos (4) és (5) miatt. A kdvetkezdkben feltesszuk,
hogy (P) fizibilis.

Az algoritmus:

A feladat struktiraja miatt, ha Q;-nek valamilyen értelmes értéket tudunk
adni, akkor a feladat linearissa valik. A modszer(ink az, hogy kezdetben
lerdgzitiink egy Q] értéket (Qmin), majd a k. iteracioban Q:-t Qf-val
helyettesitjik a célfiggvényben, és (2)-(4)-ben. Ezt a feladatot megoldjuk
egy létezd LP solverrel. Amikor megkapjuk a médositott feladat optimalis
megoldasat, Q:-t (3) alapjan szamoljuk, ami kiilénbdzhet Qpir-tol is, és az
optimalis Q;-t6l is az eredeti feladatban. Most szlikségiink van valamiféle
eljarasra, amivel updatelhetjilk Q; értékeit. Qf frissitett értékeit a
kovetkezoképpen szamoljuk:

Z,’ Bityitk71 + Q;:1 /;(:11
I;(_1 + th71

Qf =

hasznaljuk O, Uj ertekekent a k. iteracioban. OO mindig Qo marad
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Az eljaras mogott az az otlet all, hogy azt sejtjiik, hogy a termék, amivel
feltdltjik a raktart, mindségében teljesit egy alsé korlatot. Amennyiben ezt az
elraktarozott terméket hasznaljuk fel, a kdvetkezé periodusban feltesszik,
hogy ez legalabb olyan mindség(, amit elértlink az el6zé periédusban. Az
input mindségét iteraciordl iteraciora frissitjik. A (P¥) feladat, amit a k.
iteracioval megoldunk:

)

max > Pi(Qixi—fdh) = > > Ciyn — > HQh = > (Bc, Zy“)
t t t t t i

—Xt—lt+/1—1+zyit:0 t=1...T

S (B Q)+ (QL Qb 20 t=1...T

L?ﬁQﬁXtéSQfxt—fd[SUtb t=1...T

Lt <yw < U t=1...T, i=1..1

I < Ut t=1...T

Xt, Yin, b, o > O t=1...T, i=1...1
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Ebben a feladatban g, “ a kevert termék mindségének az alsé korlatja, a t.
periddus a k. iteraciéjaban. Ugyanez a Q;  lehet konstans (Qmi), mint a (P)
feladatban, vagy lehet iteraciénként killénb6zé is. Az utébbi — ahogy
(P")—ban is — arra hasznos, hogy belassuk az algoritmus bizonyos
tulajdonsagait. A valésagban Q., az 6sszes Q; © alsé korlatja (P*)-ban. Az
fdt valtoz6, ami megengedi, hogy atlépjiik a megengedett BTU limitet, egy
technikai valtozé. Ha (Pk) fizibilis, megengedett inputokkal, akkor fdt-nek
0-nak kell lennie.

Tegyik fel, hogy a kezdeti linearis feladat (P") fizibilis. Ekkor Q} értékei
mindig > Qi (vagy Q; ), hogy kielégitse (11)-et. Mivel minden Qf vagy
> Quin, vagy > Q; * > Quin, ezért ez biztositja, hogy P" is fizibilis a
kovetkezd iteracioban.

A linearis feladatot sorozatban megoldjuk a frissitett Q;-vel, amig az
célfliggvény konvergal, ami alatt azt értjik, hogy a két egymas utani
célfliggvény értékének kilonbsége kisebb egy megadott toleranciaszintnél.
Ha ez 0, akkor Qf = Qf~". A kezdeti linearis feladat néhany esetben infizibilis
lehet, mert QF-t hasznalunk az inventory alsé korlatjaként az elsd iteracioban
t > 1-re. Ha (P") infizibilis, akkor egy kéltséges, de nagy mindségii yu
dummy inputot vezetlink be B, mindséggel. Ez biztositja majd a fizibilitast.
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Az algoritmus a kdvetkezb:

SLP* algoritmus

(0) Valasszunk ledllasi paramétert: ¢ > 0. Legyen

k=1,2°" = 00, Qf = Qmin, Q% = Qu.

(1) Oldjuk meg (P¥)-t, a kapott megoldas legyen (x.*, yi", If), a
célfiggvényérték Z*

(2) Ha Z¥ — Z"=" < ¢, akkor megallunk, és elfogadjuk a jelenlegi megoldast.

(3) Legyen
k=k-+1
Qf = Qo
Q= S By + Q1

/;(71 + Xph—1
Frissitsiik a Q; * als6 korlatokat, majd vissza az (1) lépésre.
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Legyen I = 3, N = 4, Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

1 Q
1 1
I = ] h = ’ Q= Qe o
1 1 Q4
Omin

_ Q1 _ omin

Q1 - 02 Qm - Qmin
QB Qmin
B
| Quin _ =

Q,m B Qmin BI B BiS

Qmin B,‘4
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Legyen X1 = (X1,. .., XN, Ih... s /N)T, X2 = (}/11,}/127 . ,yMN)T,
by = (b,0,0,0, -, 0,0,0)", by = (lQ,0,0,0)",
q= (q17q27q37q4)

c1 = (p1q1, P2Qe, P3Gs, P4Ga, —Ha1, —HQe, —Has, —Hau)"

¢2=(—Ci — BCi,—Ciz — BCa,... — Cy — BC: ..., —Cun — BCn)"

—1 I =1 / / /
A1(q) = Azt =

-Q Q-Q B B, Bs

Ai2(q) = ( 0 Q1 — Qmi ) Az = ( Bi — Qmin! B> — Qmin!
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A feladat tehat az alabbi egyszer{ibb formaba irhaté:

(P")

max €1 X1 +C2' Xz
A11(q)X4 + Az21X2 = b4
A12(g)x1 + AgoXz > by
X1,X2,9 >0
Qmin < q
0<x,x
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Gazszallitasi feladat

Tekintslink egy gazellato vallalatot. A vallalatnak el kell dontenie, hogy milyen
mindségli gazt és milyen forrasbol szerez be ahhoz, hogy a fogyasztoi
igényeket kielégitse.

A szallitasi halézat tartalmaz néhany pontot, ahol gaz jut a halézatba, illetve
fogyaszt6i pontokat is, ahol gaz kivétel van. Tartalmaz a halézat tovabba
néhany koéztes pontot is, ahol a gaz egyszeriien athalad(hat). A cséveket egy
graf élei reprezentaljak. A feladatra a kdvetkezé matematikai modell adhato:
A hélézat egy (N, A) par, ahol N a csucsok (allomasok) halmaza, és

A C N x N a csévek halmaza. Egy i. cslcshoz két valtozé tartozik: p; jeldli a
gaz nyomasat az adott pontban, illetve s; a gazfelvételt. Pozitiv s; esetén gazt
pumpalnak a haldzatba az adott pontban, negativ s; esetén pedig gazkivét
torténik: az i. pontbeli igény d; = —s;.

Minden jj élhez tartozik egy f; érték, ami az i. pontbdl a j. pontba atdramlé
gaz mennyiségét jeldli. Kétféle tipusu él lehet: paszziv és aktiv. A passziv
éleken keresztll a fizika torvényei alapjan (a nyomaskilénbségnek
megfeleléen) aramlik at a gaz, mig az aktiv éleken egy kompresszor van
jelen, amivel az ataramlé gaz mennyiségét ndvelhetjiik. A passziv élek
halmazat Ap-vel, az aktivakét A,-val jeldljik.
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A halézatra a kdvetkez6 feltételeknek kell teljesdinie:

A felvett gazmennyiségnek a szerzdédésben foglaltaknak megfeleléen egy
adott intervallumon belil kell maradnia. A szerz6dés meghatarozza az
atlagos napi mindséget is az i. pontban:

Si<s <5
Egy felvevd pontban a gaz kidramlasanak (—s;) van egy minimalisan eléirt
értéke (=dj, a kereslet).
A felvett gaz nyomasa nem léphet at egy megadott értéket, illetve a leadott
gaz nyomasa nem lehet egy el6re rogzitett értéknél kisebb:

pi<pi<pi
A megmaradasi térvények miatt az i. pontban:

S =Y ks
Most nézziik meg, hogy az éleken milyen feltételeknek kell teljestlnie. Kilon

kell venniink a passziv és aktiv éleket: Egy passziv élen az f; folyam és az
két végpontbeli nyomas kdzo6tt az aldbbi feltétel all fenn:

sign(fy)f; = Cj(pf — p})

ahol Cj egy, az adott csd hosszatdl és atmerdjetdl fliggd konstans.
Jegyezzlk meg, hogy f; eldjelkdtetlen, azaz ha negetiv, akkor gaz aramlik a
j. cslcsbdl az i.-be.
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Egy aktiv élen az f; nagyobb lehet, azaz a feltétel a kdvetkezé:

sign(f;)f; > C3(pf — pf)

természetesen itt is van egy felsé korlat.
A gyakorlatban a kompresszornak egy lzemeltetési kéltsége is van, de most
ettdl eltekintlink. Aktiv éleken a gazaramlas iranya fix, azaz

A célfiggvény a feladatban az, hogy minimalizaljuk a vasarolt gaz koltségét:
min " ¢s;

ahol ¢; a j. pontban vasarolt gaz egységara (kivételi pontokban az eladasi ér,
ami egy negativ érték).
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A gazszallitasi probléma a kdvetkezd:

Feladat
min > gs;

JENs
Y fi= > fi+s, VieN

JI(.)EA J1G,NEA
sign(fy)fy = Ci(pf — pf),  V(i.J) € Ap
sign(fy)f; > Cj(of — p7), V(i,j) € Aa
5<s <s;, VieN
pi<p<p, VieN
fi >0, VY(i,j) € Aa

A valtozék egy minimalis atirasaval elérhetd, hogy elimindljuk a nyomasra
vonatkozd nemlinearitasokat:

™ =p;
A feltételek a nyomasra pedig:
i < ST

Nemlinearitas csak (2.)-ben és (3.)-ban marad.
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Vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:

X1 = (31,82, Ss,S4)T, X2 = (f127 f13, 500 f34)T
c= (c1707c37o)Ts X = (x17x2)
™= (p},P5,P5,P%)"

1 SR
1 1 4
G= 1 1 1 —1
1 1 11
Ciza —Cx2
Cis —Ci3
“ Gz  —Cx
Cas —Cas
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Megoldasi modszer

Ekkor a feladat a kdvetkezoképpen irhaté:

min ¢"x

Gx=0
Cim > F(Xz)
Cz?T = F(Xg)

Megoldasi médszer tdémdren: az fj-re vonatkoz6 korlatokat elhagyjuk,
"szakmai” megfontolasok alapjan talalunk indulé megoldast (1°, p°, s°)

Az F(x)-et szakaszonként linedrisnak tekintjik (f;) alappontokkal. Megoldjuk
a feladatot, ha a kapott megoldas “elég j6”, megéllunk. Ha nem, akkor Uj
alappontokat veszlnk fel az F kdzelitéséhez.
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NLP feladat

min. go(X) + ay

g(x) + Ay = by 1

AgX—I—Agy:bg ( )
h<x<u h<y<u

g = (91,92, ... gm, ) folytonosan differencialhatok.
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Ha adott egy x, akkor korilétte minden g;-t a linearizaltjaval kdzelithetiink.

Cél: x-bdl olyan x = X + d-be |épni, ahol a figgvényérték kisebb.

Legyen

min. Vgo(X)d + aoy
J(X)d + Ay = by — g(X)
Axd + Asy = bo — AXx
max(h — X,—s) < d < min(uy — X,8) b<y<uw
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Az SLP modszerek vazlata

SLP modszer

Megoldjuk az LP(X, s) feladatot, a kapott megoldés: (d, ¥) (feltessziik, hogy a
feladat fizibilis). Ha az igy kapott (x + d, ) pontra bizonyos feltételek
teljesiilnek, akkor ezt elfogadjuk, majd a Iépéshosszt névelhetjik, ha nem,
akkor s-t csokkentjlk, (s') és az LP(X, s')-t oldjuk meg.
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Az SLP algoritmus tulajdonsagai

@ Ha (X, y) az NLP egy fizibilis megoldasa, akkor (d, y) = (0, y) fizibilis
megoldasa LP(X, s)-nek minden s > 0-ra

@ Ha (x, y) az NLP egy regularis pontja, akkor (0, ¥) megoldasa
LP(X, s)-nek akkor és csak akkor, ha (X, y) az NLP egy KKT pontja

© Legyen (d°, y°) LP(x, s) egy megoldasa. Ha (X, ¥) az NLP fizibilis
pontja, de (0, y) nem megoldasa az LP(Xx, s)-nek, akkor

Vgo(x)d® + a(y’ —y) < 0

(Azaz (d°, y° — y) a célfiiggvény egy csdkkend iranya az (X, ) pontban.)
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Segédfiiggvények

sinf(x, y) := abs(by — g(x) — Ary) + max(0, /y — x) + max(0, L — y) +
max(0, x — u1) + max(0, y — uz) J

ahol

abs(v) = Z |vi]

max(0, v) = Y _max(0, v))

comp(X, ¥) := go(X) + aoy + Bsinf(x, y), ahol B egy pozitiv konstans. J
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SLPR

Adott ¢, 1, 2, Ns, lim, a, r, Xo, Yo, So Legyen k = 0, fazis = 1
@ Oldjuk meg LP(xy, yx)-t, a kapott megoldas (dk, ¥x)
Q Ha||d|| < e2 — STOP.
© Ha (X« + dk, J«) es-fizibilis, legyen fizis = 2
@ Ha LP(xk, yx) infizibilis GOTO (6.)
© Ha fizis = 2 GOTO (8.)
Q@ Hassinf(xx + dk, ¥k) < sinf(xk, yx), akkor:
Q X1 = Xk + A, Vi1 = Vi
@ (opcionalis) s, megvéltoztatasa — sk 1
O k<« k+1GOTO (1)
@ Ha ||s|| < &2 STOP, killénben:
Q X1 := Xk + dk
Q Y1 =Yk
©Q Skp1 =15
Q k<« k+1GOTO (1.)
Q@ Ha comp(x, + dk, Jk) > comp(xk, yx) GOTO (7.) Kiilénben

Q X1 = Xk + A, Vi1 = Vi
@ (opcionalis) sy megvaltoztatasa — Sk 1

Q I(-ia)a célfuggvényérték megvaltozasa elég kicsi, akkor STOP, killdnben k < k + 1 és GOTO
1.
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Eszrevételek

@ elsd fazisban az LP-k megoldasa gyors lehet
@ Ha masodik fazisba Iéplnk, akkor abban is maradunk, e-fizibilitds néhet!
@ Megallasi kritérium:

|Ah| = [h(Xki1, Yir1) = DXk, i)l < e1(1 4+ |A(Xk, Yi)l)

@ Ha 3 elég nagy, akkor comp-nak a feltétel nélkili optimuma egybeesik az
NLP optimumaval
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Egyéb stratégiak |.

Griffith és Stewart [4]
A lépéshosszt nem noveljik, és egyik iteraciot sem vetjik el. Ha a
célfuiggvényérték oszcillaini kezd, akkor a |épéshosszt (s) csokkentjuk. Ez
sajnos elég hamar bekovetkezhet, példaul akkor, ha

@ az aktiv feltételek halmaza iteracionként valtozik

@ LP(x, s) infizibilis
A masodik esetben a sinf csdkken, de a célfliggvény nem, sét ndhet is.
Kritikus lehet a |épésparaméter (s) megvalasztasa
Multistage-valtozat: ¢, €1, e» értéke kezdetben nagy, majd ahogy halad elére

az algoritmus, ezeket levisszik a kivant szintre — biztaté szamitasi
eredmények
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Egyéb stratégiak .

SHIFT

Az elsd 7 l1épése megegyezik az SLPR-rel, a fennmarado lépések:

Ha (xx + dk, ) esfizibilis, de a célfuggvényérték nem csbékken, akkor s-et
csikkentjuk, majd az LP-t Gjra megoldjuk. Ha (xx + dk, ¥x) nem e¢-fizibilis,
legyen

Vk = by — g(xk + dk) — A1 ¥k
LP(xx, Sk) -ban a linearizalt feltételeket az alabbira cseréljik:

J(X)d + Ay = br — g(Xk) + vk

és az LP-t megoldjuk. Ha (xx + dk, y«) e¢-fizibilis és a célfiggvényérték javult,
akkor a megoldast elfogadjuk.

Ezutan megnézzlk, hogy a megallasi kritériumok teljesiinek-e, és ha nem,
akkor visszalépilnk (1.)-re.
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Konvergenciaeredmény

Altalanos NLP feladatra nem ismert konvergenciaeredmény, egy nehézség az
algoritmusra jellemzé M leképezésben rejlik: eléfordulhat, hogy M nem zart.
Példa: Legyen a feladat x? minimalizalasa, feltételek nélkiil,
x=1,8=2,r=0.5. comp(x) = x°

LP(1,2) megoldasa d = —2, comp(x + d) = comp(x) = 1, igy s-et
csoOkkentjik 1-re. LP(1,1) megoldasa d = —1, amire x + d = 0, és igy
comp(x + d) = 0, azaz egy a lépést elfogadjuk = M(1) =0

Ha x = 1 + ¢, akkor LP(1 + ¢, 2) megoldasa d = —2, ebbdl

comp(x + d) = comp(—1+ ¢) < comp(1 + ¢), igy ezt elfogadjuk

= M(1+¢) = —1 +&. Lathatd, hogy e — 0 esetén M(1 + €) nem tart
M(1)-hez.
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Konvergencia linearis feltételek esetén

TegyUk fel, hogy a feladat célfliggvénye (h) folytonosan differencialhaté, a
feltételek kozott csak linearisak szerepelnek. Legyen az algoritmus altal
generalt pontsorozat {(x;, y;) }7=1. Ekkor a sorozat minden torl6dasi pontja az
eredeti feladatnak staciondrius pontja lesz (azaz minden z megengedett
iranyra Vh(x*,y*) -z > 0).

Az allitas az SLP alabbi médositasaval igaz: a megallasi kritériumokat
elhagyjuk, s korlatot nem néveliink, sét: ha egy Uj pontot elfogadunk, akkor
Sk+1 1= min{sk, So/(k + 1)} lesz.
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min.go(X1) + QoX2

gi(x1) + gixe = b

9i(x1) + gix2 < b;
Ax <c

\

ho(x) = go(x1) + Qoo
hi(x) = gi(x1) + gixe — b

v

Egzakt blintetofiiggvény

p(x, w) = ho(x) + > wilhi(x)| + > w;max(0, hi(x))

\
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min p(x, w)

Ax<c

pI(d,x) = ho + Vhod + Y " wilhi + Vhid| + > wimax(0, h + Vhid)

min pl(d, x)

Ax+d)<c
llah| <
laa|| < M
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PSLP

@ Valasszunk egy x;-et Ggy, hogy Ax < c teljesuljon, illetve adjuk meg a
paraméterek értékét.

@ Oldjuk meg LP(x*, ax)-t, a kapott eredmény (df, d¥)
© Szamoljuk ki az egzakt biintetéfliggvény megvaltozasat
Ap(x*,d*) = Apc = p(x*) — p(x* + d¥)
és a becsllt megvaltozasat is (a linearizaltbol):
ApI(x*, d¥) = Apl = p(x¥) — pI(x* + d¥)
Ha Aplk = 0 STOP, egyébként szamitsuk ki a kettd aranyat:
r(x*), ok = 1« = Apx/Aplk

Q Ha rk < po, akkor ay + ax/m GOTO 2
Egyébként legyen x**' = x¥ + d* és

mayg, harg > pz;

ak/m, har < ps;
A1 =
Qs egyébkeént.

Ezutan legyen ax.1 < max(ax.1,a’), k +— k+1 GOTO 2.
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Konvergenciaeredmény

A PSLP-ben szerepld Apli értékek nemnegativak, és Aplx = 0-bdl
kdvetkezik, hogy x* stacionarius pontja CPP-nek.

Tétel

Legyen C = {x|x € Lés p(x) < p(x1)}. Ha C korlatos, és az algoritmus altal
generalt {x*} sorozat végtelen, akkor
{x"}-nak minden torlédasi pontja a p(x) staciondrius pontja.

| A




Tovébbi lehetéségek
Tovabbi kérdések

@ Kilehet-e hasznalni a feladat specifikussagat az SLP algoritmusnal?
Példaul J egyszeriien szamolhatd, szép struktiraja lesz

@ Lehet-e egy hatékony belsépontos modszert adni a feladatra?

A slide-ok elérhetdk a math.bme.hu/~kleinkoe/hu/ oldalrdl


math.bme.hu/~kleinkoe/hu/
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