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Példák

A részben állami tulajdonú vállalat a piac szabályozására
használható. Számos piacon megfigyelhető részben állami és
magánvállalatok egyidejű jelenléte.

Hazai példák: MOL, negyedik mobilszolgáltató vagy a
tervezett Webbank
Kiwibank: Új-Zélandi állami bank
Statoil: 60%-os állami tulajdonban lévő norvég energiaipari
társaság
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Gyakran feltett kérdések

Növelheti-e egy részben állami vállalat piaci jelenléte a
társadalmi jólétet?
A privatizáció optimális mértéke?
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Alapvető források

Merrill és Schneider (1966) vetette fel a vegyes
oligopóliumokat.
Részben állami tulajdonú duopóliumok elemzését Matsumura
(1998) kezdeményezte. Egy homogén termékű mennyiségi
duopol modellben meghatározta az optimális állami
tulajdonhányadot (a részben állami vállalat magasabb
társadalmi jólétet eredményez, mint a tiszta állami vállalat).
Hasonló vizsgálatokat végzett Barcéna-Ruiz és Sedano (2011)
differenciált termékű árduopóliumok esetére.
Tiszta magánvállalatos homogén termékű árduopólium esetét
viszgálták: Levitan és Shubik (1972), Kreps és Scheinkman
(1983), Deneckere és Kovenock (1992) ...
Tiszta állami vállalatos homogén termékű árduopólium eset:
Balogh és Tasnádi (2012).
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Nehézségek

Tiszta Nash-egyensúly az érdekes esetekben nem létezik.
Kevert Nash-egyensúly létezése sem nyilvánvaló.
Kevert Nash-egyensúly meghatározásának nehézsége.
Kevert Nash-egyensúly tulajdonságainak jellemzése.
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Fő feltevések

Feltevés
A D keresleti görbe metszi a tengelyeket, szigorúan monoton
csökkenő, konkáv és kétszer folytonosan differenciálható (0, b)-n.

Feltevés
A duopolisták egységköltségei nullák a k1 és k2
kapacitáskorlátjukig, továbbá k1 < a.

Feltevés

Hatékony adagolási szabályt tételezünk fel.
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Jelölések

P az inverz piaci keresleti görbe, pc = P(k1 + k2) a
piactisztító ár
a reziduális kereslet Dr

i (p) = (D(p)− kj)
+, (i 6= j)
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Társadalmi jólét

SW (p1, p2) =

∫ min
{

(D(pj )−ki)
+
,kj

}
0
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Kifizetőfüggvények

A hatékony adagolási szabály mellett az i ∈ {1, 2} vállalat kereslete

∆i (D, p1, k1, p2, k2) =


D (pi ) , ha pi < pj ;

ki
k1+k2D (pi ) , ha p = pi = pj ;

(D (pi )− kj)
+ , ha pi > pj .

Részben állami tulajdonú vállalat kifizetőfüggvénye:

π1(p1, p2) = (1−α)p1min {k2,∆1 (D, p1, k1, p2, k2)}+αSW (p1, p2).

Magánvállalat kifizetőfüggvénye:

π2(p1, p2) = p2min {k2,∆2 (D, p1, k1, p2, k2)} .
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Létezésének szükséges és elégséges feltétele

Még egy referenciaár a részben állami vállalat reziduális keresleti
görbéjén profitmaximalizáló ár:

ps
1 = arg max

p1∈[0,b]

{
(1− α)p1Dr

1 (p1) + α

∫ D(p1)

0
P(q)dq

}
.

Tétel
Duopol játékunknak pontosan akkor létezik tiszta Nash-egyensúlya,
ha max{ps

1, p
m
2 } ≤ pc , és ekkor a tiszta Nash-egyensúly

p∗1 = p∗2 = pc = P(k1 + k2). (1)
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Bizonyítás.

Előbb belátjuk, hogy egyensúlyként csak (1) jöhet szóba.
Tfh. p∗1 < p∗2 . (a) A D(p∗1) > k1 esete. Ha Dr

2(p∗2) > 0, akkor a
részben állami vállalat árának emelése növeli a profitját anélkül,
hogy változna SW. Ha Dr

2(p∗2) ≤ 0, akkor a magánvállalat
árcsökkentéssel profitra tehet szert. (b) A D(p∗1) ≤ k1 esete. Ekkor
a magánvállalat p∗1 árra való áttéréssel piacra tehet szert, és ezzel
D(0) > k1 miatt profitot realizálhat.
Tfh. p∗1 > p∗2 egyensúly. Ekkor ha D(p∗2) > k2, akkor a magán-
vállalat p∗2-nál magasabb árakon is értékesíti teljes kapacitását, és
ha D(p∗2) ≤ k2, akkor pedig a részben állami vállalatnak érdemes
árát p∗2 alá vinnie, mivel ezzel nem változna SW, de nöne a profitja.
Tfh. p∗1 = p∗2 > pc egyensúlyi. Ekkor mindkét cég egyoldalúan
érdekelt árának kis mértékű csökkentésében.
Mivel A pc alatti árak választása irracionális, az egyetlen lehetséges
egyensúly (1).
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Bizonyítás folytatása.
Végül annak szükséges és elégséges feltétele, hogy egyik
duopolistának se álljon érdekében egyoldalúan árát pc fölé emelnie,
a ps

1, pm
2 árak definícióiból és a megfelelő reziduális

kifizetőfüggvények szigorú konkavitásából adódik.
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Egzisztencia tételek

Dasgupta és Maskin (1986). Sajnos a duopol játékunkra nem
alkalmazható, mivel sérül a π1 + π2 függvény felülről-félig
folytonossága.
Simon (1987), Reny (1999), ...
Bagh (2010)
Prokopovych és Yannelis (2012) valamivel rövidebben
kimondható 3. tételüket alkalmazzuk.
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Prokopovych és Yannelis egzisztencia tétele

Néhány jelölés

S1 =
{

(x1, x2) ∈ [0, b]2 | x2 > x1
}

S2 =
{

(x1, x2) ∈ [0, b]2 | x1 > x2
}

S =
{

(x1, x2) ∈ [0, b]2 | x1 = x2
}

SD =
{

(x1, x2) ∈ [0, b]2 | lim supy→x π1(y) + π2(y) > π1(x) + π2(x)
}
.
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Tétel (Prokopovych és Yannelis (2012))

Az
(
{1, 2}, [0, b]2, (π1, π2)

)
-nek létezik kevert egyensúlya, ha

(i) π1 + π2 függvény megszorítása S-re folytonos;
(ii) léteznek olyan l ji : S j → R folytonos függvények (i , j ∈ {1,

2}), hogy πi (x) = l ji (x) minden x ∈ S j -re és i , j ∈ {1, 2}-re;
(iii) minden i ∈ {1, 2}-höz és x ∈ S-hez létezik olyan j ∈ {1, 2},

hogy l ji (x) ≥ πi (x) ≥ l−j
i (x), ahol −j a másik indexet jelöli;

(iv) minden x = (z , z) ∈ SD -hez léteznek olyan i , j ∈ {1, 2}
indexek és létezik olyan S j -beli elemekből álló x-hez tartó
{(xk

i , z)}∞k=1 sorozat, amelyre limk→∞ l ji (xk
i , z) > πi (x);

(v) ha léteznek olyan i , j ∈ {1, 2} indexek és olyan
x = (z , z) ∈ SD -hez tartó S j -beli elemekből álló {(xk

i , z)}∞k=1
sorozat, hogy limk→∞ l ji (xk

i , z) > πi (x), akkor
limk→∞ l j−i (z , x

k
i ) < π−i (x).
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Kevert Nash-egyensúly létezése a duopol játékunkban

Mivel π1(p, p) + π2(p, p)-ben SW folytonos [0, b]2-ön és 1, 2
profitfüggvénye azonos árak mellett a [0, pc ]-n lineáris p-ben, míg a
(pc , b)-n a törési szabály szerint a keresleti görbe konstansszorosa,
teljesül (i).
A (ii)-ben legyenek l11 (p1, p2) = π1(p1, p2) az S1-en,
l21 (p1, p2) = π1(p1, p2) az S2-ön, l12 (p1, p2) = π2(p1, p2) az S1-en
és l22 (p1, p2) = π2(p1, p2) az S2-ön.
(iii) abból adódik, hogy az l ji folytonos kiterjesztéseit véve
l11 (p, p) ≥ π1(p, p) ≥ l21 (p, p) és l12 (p, p) ≤ π2(p, p) ≤ l22 (p, p)
minden p ∈ S-re.
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Kevert Nash-egyensúly létezése a duopol játékunkban II.

A (iv) és (v) pontok teljesüléséhez vegyük figyelembe, hogy
SD = {(p, p) ∈ [0, b]2 | pc < p < b}.
(iv)-hez legyen j = i = 1 (j = i = 2 is alkalmas volna). Ekkor
bármely (p, p) ∈ SD -hez bármely alulról monoton p-hez tartó
{pk

1}∞k=1 sorozatra limk→∞ l11 (pk
1 , p) > π1(p, p) mivel p-nél kisebb

árakon az állami vállalat min{k1,D(p)} mennyiséget értékesít, míg
p áron osztoznia kell a D(p) piacon, ami p > pc miatt
min{k1,D(p)}-nél jóval kisebb értékesítést eredményez.
Az (v) pont belátásához még azt kell figyelembe venni, hogy
limk→∞ l12 (p, pk

1 ) < π2(p, p), mivel a magánvállalat (p, pk
1 ) árak

mellett a reziduális keresleti görbén kevesebbet értékesít, mint
(p, p) áron a piacon való osztozkodással p > pc miatt.
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Jelölések és néhány észrevétel

A max{ps
1, p

m
2 } > pc eset vizsgálandó.

Legyen (ϕ1, ϕ2) a játék egy tetszőleges kevert Nash-egyensúlya,
továbbá legyen pi = sup supp(ϕi ) és pi = inf supp(ϕi ), ahol
i ∈ {1, 2}.
Vegyük észre, hogy ha pm

2 > pc , akkor p2 ≥ pd
2 > pc , mivel a

kevert egyensúlyban a magánvállalat pd
2 áron legfeljebb annyi

profitot érhet el, mint pm
2 áron. Ebből adódóan p1 ≥ pd

2 .
Ha pedig ps

1 > pc ≥ pm
2 , akkor legalább annyit mondhatunk, hogy

p1 > pc és p2 > pc .
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Néhány lemma

Lemma
ϕ1-nek és ϕ2-nek nem lehet azonos ár mellett atomja.

Lemma
p1 = ps

1 vagy p2 = pm
2 .

Lemma
max{p1, p2} ≤ max{ps

1, p
m
2 }.

Lemma
p1 = p2, továbbá ϕ1-nek és ϕ2-nek nincsen atomja a legkisebb
árnál.
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Lineáris keresleti görbe esete

Legyen D(p) = (1− p)+, P(q) = (1− q)+ és k = k1 = k2.
Pontosan akkor nincsen tiszta Nash-egyensúly, ha k ∈ (1/3, 1).
Ekkor a nevezetes árak értékei:

pm
1 = pm

2 =
1− k
2

, pd
1 = pd

2 =
(1− k)2

4k
és ps

1 =
1− α
2− α

(1−k).

SW trapézok területei:

SW (p1, p2) =

{ 1
2(1 + p1)(1− p1) = 1

2(1− p21), ha p1 ≥ p2;
1
2(1 + p2)(1− p2) = 1

2(1− p22), ha p1 < p2.
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Megoldás keresése

Tfh. p1 = p2 = pd
2 és a magánvállalat egyensúlyi profitja

π2 = pd
2 k = pm

2 (1− pm
2 − k). Jelölje rendre F és G az állami és a

részben állami vállalat eloszlásfüggvényét.
A magánvállalat célfüggvénye

π2(F , p2) = p2k(1− F (p2)) + p2(1− p2 − k)F (p2) = π2. (2)

(2) átrendezésével adódik

F (p2) =
p2k − π2

p2(2k − 1 + p2)
. (3)

Ellenőrizhető, hogy F (pd
2 ) = 0, F (pm

2 ) = 1 és F szigorúan
monoton növekedő [pd

2 , p
m
2 ]-en.
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Megoldás keresése II.

π1(p1,G ) = (1− α)p1k(1− G (p1)) + (1− α)p1(1− p1 − k)G (p1) +

α
1
2

(1− p21)G (p1) + α
1
2

∫ pm
2

p1
(1− p22)dG (p2) = π1

A magánvállalat stratégiája a ∂π1
∂p1 (p1,G ) = 0 és G (pd

2 ) = 0 k. é. p.
megoldása segítségével kapható meg.
∂π1
∂p1

(p1,G ) = (1− α)k(1− G (p1))− (1− α)p1kg(p1) + (1− α) ·

[(1− p1 − k)G (p1)− p1G (p1) + p1(1− p1 − k)g(p1)]−

αp1G (p1) +
1
2
α(1− p21)g(p1)− 1

2
α(1− p21)g(p1)

= [(1− α)(1− 2p1 − 2k)− αp1] G (p1) +

(1− α)p1(1− p1 − 2k)g(p1) + (1− α)k = 0
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Megoldás keresése III.

Az elsőrendű lineáris differenciálegyenlet általános megoldása

G (p1) = C
1
p1

(
1

2k + p1 − 1

) 1
1−α

+
k(1− α)

p1

és a G (pd
2 ) = 0 kezdetiérték és pd

2 = (1−k)2
4k felhasználásval

C = −k(1− α)

(
3
2

√
k − 1

2
√

k

) 2
1−α
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Záró gondolatok

Sok nyitott kérdés!
α→ 0 a tiszta magánvállalatos megoldáshoz „tartunk”-e?
α→ 1 tiszta állami vállalatos megoldáshoz „tartunk”-e?
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Köszönöm a figyelmet!
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