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AZ OLVASOHOZ

Ez a Jegyzet a Matematika c. Jegyzetsorozar U. kbiete. A sorozat a
kivetkezd kitetekb8l 411:

1. kttet. A matematika alapial

Ii. kttet. Egyvdltozds valss fliggvények

Iil. kdtet. Linedris algebra

IV. kixet. Végtelen sorok

V. kitet. Tubbviltozos valss fliggvények

Vi, ktet. Differencldlgeometris és vektoranalizis
VIi. kotet. Komplex féiggvények
Vili. kitet. Differencidlegyenletek

A sorozat 2 szigarlatl Matematika smysgot tartalmazza. A jegyzet azok-
hoz a gépészmérndk hallgatskhoz szol, akik 2 Matematike c. térgy elSadfsalt
és gyakorlatalt litogatjdk. Ezért nem tartalmaz hosszadalmas magyarézato-
kat, bevezet§ és ilusztrativ példékat ath., harem "csupdun” a tulajdonképpen)
anyagot,lehet8gég szerint teljességre és maximéls thmdraégre torekedve.

{A levelezl hallgatok szdm4ra killon utmutard csatlskozik & sorozathoz). A so-
rozatot a MMatemarlka Példatdr kitetef egészitik ki, amelyekben 2z nlvags nepgy
szdmu kidolgozott és kidolgozatlan példdt és feladatot taldl,

A kixet felezetekre, afejezetek pontokra vannak osztva, de & pontok
széimozésa a fejezetekt 6l fuggetlendl, folyamatosan tbrtéut. Az egyes ponto-
kon beldl killtn-kulon szdmozzuk & definicickat, téreleket (segédrételeket, kb-
vetkezmémyeket), példdkat, formuldkat, ill. dbrdkat, A példdk részben a ne-
héz fogalmakat, téreleker vildgitjdk meg, részben "ellenpélddk" és nagyrész
az elmélet! anyag gzerves réazét képezik. A hivatkozfaok egy kiketen beltt!
ez [dézett definicld, tétel sth, szdminak megadiséval, mds kitet esetében,
ezen kivill & hivatkozott kixet szdménak megadéséval torréntk (mindkét esetben
a fejezet megaddsa nélkUl). Tehdr pl. az I. Kdtetben a "1. 13.2 Tétel” hivat-
kozés az I. Kutet 13, pont 2. tételét Jelentl; a [I. Kixetben ugyanerre a tétel-
re ugy hivatkozunk; "L. 1. Kotet, 13.2 Tétel”. A bizonyitdsck végét pont és
felkidlrcjel jelzi: .|

Az [rodalomJegyzék elsfgorban az anyag irdnt mélyebben érdeki6ds ol-
vas(mak afinlott mivek £8 nem az eredmények eredet! forrdsainak cimelt tar-
talmazza. Az {rodalomjegyzékben felsorolt mitvekre sziigletes zérsjelbe tert
szdmokkal hivatkozunk.

Bp. 1971. mdrcius

A gzerkesztf
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Elsi fejezet

HATARERTEK ES FOLYTONOSSAG

I. Egyvaltozas valos figgvények elemi tulajdonsagai

Az f fuggvénmyt {1. 1. Kker, 2. pont) egyvdltozos valos fuggvéqnek ne-
vezzikk, ha D; értelmezési tartoménya a valos szfmok R halmaz&nak
(. I. Kixet, Harmadik fejezet) részhalmaza, értékhalmaza pedig R, vagyis
ha

f:Dg =R, ahol DiC R. .1

Nagy szdmban lehetne sorolni azokat & miszaki, fizikai sth. jelensé-
geket, melyek leirdsa egyviltozos valGs flggvénnyel torténhet, lyenek pél-
dful & kivetkez6k. Vslamely test hémérséklete, mint az id6 figgvénye. Adott
tUmegi 4llandse hdmérsékleten tartott g2 nyomdsa, mint térfogardnak fuggyé-
mye. BRy mozgd test dital megtett ut, mint az 1d6 fuggvénye. Adort keresztmet -
szetli homogén fajsulyu acélbol kész(lt csbdareb sulya, mint hosezdnak fuggvé-
nye, &8 igy tovdhb. Az egyvdltozos valoe fuggvények jelent8sége azonban nem-
csak ahban van, hogy ktzvetlendl alkalmezhatsk fontos miszaki felenaégek
leirdsdra, hanem abharn is, hogy s velitk kapceolatban bevezetésie kerlils fo-
galmak, tulajdonsigok nagy része kifltndsebb nehézséy néikul diviheis, dltald-
nosithats £1talénomabb fuggvényekre, olyan fliggvényekre, melyek értelmezési
tartominya, ill. értékhalmaza az R halmazné] bonyolultabb, fltalfnosabb
balmaz,
Ebben a kixetben szinte kizdrolag egyvéitozos velos fuggvények fordulnak
eld, szért azeket & tovdhblakben roviden filggvényeknek fogiuk neveznd.

A fuggvéuyt & bagyoményos szokdsoknak megfelelfen, legtobbsztr azzal a
“formuldval” adjuk meg, melynek segitségével sz értelmezéel tartomdny min-
den eleméhez meg rudjuk hatfroznl innak képét nz értékkészlerben, Ezek sze-
rint, elsSsarban konkréten megadott fliggvények esetében, beazélni fogunk az
1x) (formauléval megadott) filggvényrs] anélkdl, hogy ktildn explicite megad-
nduk éxtelnezéal tarromdny4t (az értékhalmaz mindlg R). Az értelmezési tar-
toméury ebben az esetben mindig azon szdmok halmeza, melyekhez sz f(x)
formula egyértelmtien hozzdrendel egy valds azdmot, hs az el6bhi szdmot az
f{x} formuldben szerepl§ x "“fliggetlen v{lioz6" helyébe helyetteaititik.



1.1 Példa, Az f(x) = ! 7 fggvény értelinezési tartomdnys

1-x
Dir = R~ {-;, 1} . Vagyls ez a kifejezés, hogy "—-——%—- figgvény” & ktve:~
1-x,

kez8 helyert d11:

f:Rs{.—-l,l}»—*R, ahol f(x)=-—-—~£--§-, ha 1€R\(-1,1}.
1 -x

Terménzetesen el@orduthat, hogy s fuggvényt értelmezés! tartomdnyd-
nak kultnbtiz8 részhalmazaln kildnbszs formuldx "értelmezik”.

1 2Példa, Az

V’Z ha x€[0, + oo,
flx} = .

,[—z, ha ¥ & (o0, 0

figgvény értelmezésl tartordnya R, de a8 szdmegyenes "negatly felén” mdn
formuls értelmez!, mint & "pozitiv ielén” Meglegyezzik, hogy minded
x>0 szémra x-en ¥ pozitly négyzergy®két értjilt, az x sz4m negativ
négyzergyokét - §x -azel jelSljix.

A tlggvények tamddményozdear meghownyild greftkonjuk (4, I, kéter
3 2 Defiolcid) gecmetrial dbrizoldss. Az R halmaznalk Snmagdval vetl 4
reXt szorzat2 - :

~

RL=R,XR=§(L'}512'&R,Y€R;<

az 1x,v) rendezett valds szdmpdrok helmava. Bze g halnast legegyererdhon:
az elemi| geom=trifbol iamert stkoun szemnleltethetik, ha ezen egy Descarte
1¢1e derékszigl koordindta-rendazert vezetiak be. hivélas—tunk ket exymssss
merdleges egyenest, ezeket az egyeneseket a szdmegyenes egy-egy példduyd-
nak tekintjik, mindkét sgyenesen 4z egyenesek metszéspontjdt felehtotilik mey
s 0 valoe szdAmnak és egyenld honszegységer vilaszrunk, A két egyenes met-
széspontét a koordindta-rendazer origdjénak, az egyik egyenes: x-tengely-
oek, & mésikat y-tengelynek nevezzifk, Az (x,y) rendevert ozdmpirnar u akk
nzon P pantjét feleltetjly mey, melyoek az x-tengeiyre vetent verglete sz
z valos szémnak ez y-tengelyre vetett velulete pedig az y vulos szimnak
megfelelf pont. x-et éa y-ta [ pont koordindtdinak, mégpediy x-et P
abszcisazéiinak, y -t pedig P ordinftdjinak neverzik, A Descartes-féle
deréksztgl koordindta-rendszer bevezet ésével egy~egyértelmll megfeleltetést
létesitettink ax R? halmsz s a stk kozin,

A sik Pl(x}.'yl) és Pz(xz.yz} pontjdnak tdvoladga

-§ -



Yk

Pixy)

1.1 4bra

B, = [y’ + 4y -y ] 2 .2

Hs az (xl,yl) és (xz,yz) .rendezett pdrok tdvolsdgit (1,2)~vel definifljuk,

az R2 haimaz "kétdimenziss metrikug térré” vilik {ldsd V. kotet, 1. pont).
Az (1.1) fuggvény grafikonja,

G= { &, £@): x eof}cxz (1.3)

- sik egy gtrbéjének felel meg. E giirbe azon pontok "mértani helye", mely-

«ek abszcisszdja x €D¢ és ordindtdla y = f(x). Emnek a gbrbének az egyen-
lete tehdt

y = £(x), x st . (1.4)

A szokdsoknak megfelelen a sik (1, 4) egyenletd gorbéjét 1s az (1. 1) figgvény
yrafikonjdnak fogjuk nevezni,

1.3 Példa, f(x)=2x, f:R~+R, Df =R és az értékkésziet is R.

B



¥ &

G————r) y‘fX]
1..
-
g 1 2 J 4 X
1.2 4bra
vy
y-{x}
/” //
» q ’ «
1,3 dbra

-10 -



1.4 PéMda. £@ =x%, f:R—R D =R & az értékkészlet

¥Y={yeRr: yzo}.

1.5 Példa, f(x) = [x], (olv. x egész része (entier 1)), ahol [x] =k, ha
k¥x<k+1, k=0, +1, +2, ... vagyls [x] az x -nél nem nagyohb legna-
gyobb egész szdmot jelenti, f: R—-R, Df =R, az értékkészlet
Y={+k:kET}

1.6 Példa. f(x) = {x} (olv.: x tortrésze), ahol {x} =x -~ [x]. Dy=R,
az értékkégzlet

Y={y€R:0 ‘y(!}.

1.7 Példa. f(x) = sgx, olyan fliggvény, melynél 2 hozzérendelésl mod I}f
kiflonbtiz6 részhalmazain killénbtz§ formuldkkal adott:

Y

y=sgx

1.4 §bra
..11 -



sgx=/{ 1, bax> 0
0, bax=20

-1, hax< 0

D =R, azértékkészlet Y={-1, 0,1}.

1.8 Példa. Dirichlet-fliggvény.

f

1,1 Definfcid,

1. 2 Definicid.

1.3 Definicio,

1.4 Definicio.

f(x) = { 1, ha x raclonflis

0, hs x i{rracionélis

D, =R, az értékkészlet Y={0,1}.

Legyen f:Df'—->R, g:Dgf-—-a-R és D=D£an; 4

@ : D—R fiiggvényt, ba ¢ (x) = {(x) + g(x), minden
x €D -ve, az f és g filgevények Ysszegének nevezzik és
p=£f+g -vel jeltljk, '

Legyen f:va-—r—R, g:Dgr—»-R és D=Dfﬂ Dg; a

¥: D—~R fitggvényt, ba V¥ {x) =f(x) . g(x), minden

x ED ~re, az { €8 g flggvények szorzatinak nevezzik és
V=1, g-vel jeltljuk,

Legyen f:Dg—~R, g:D—R, A={xEDg:g(x)#0},
és D= ANDg; & h:D—R fugvényt,hah(x)r-,é-@—,

minden x€D -re, az { és g filggvények hdnyadosdnak ne-
vezzik és -h =% ~vel jeltljitk,

Legyen f:D—R; az f fiiggvényt monoton ntvekedfnek

(nem cstkkenSnek) nevezzik, ha minden x; €D é8 xze: D -
<

re x. < xzﬁf(xl) f(xz).

Az f fuggvényt monoton cstkkendnek (nem ntvekvonek) ne-

vezzitk, ha minden x, €D és x, ED -re

x, < x2==>f(x1) 2 f(xz). Ha az el6bbi implikdciskban a fugg-

vényériékek egyenlSségét nem engedjik meg, akkor a fliggvény
szigoruan monoton ndvekeds, ill. szigoruan monoton ¢sbkkens.

-12 -



Beszélhettink monotonitdsrsl az értelmezést tartomény részhahmazdn is. Ebben
az esetben a fent! definicié a figgvéuynek a szcban forgd részhalmazra valé
leszikitésére (I 1. Kutet 2.4 Definicio) vonatkozik, Pl, az f(x) = sgx mono-
ton nbveked§ fiiggvény, az f(x) =x2 figgvény leszikitése a2 (0, + oo ) inter-
vallumra szigoruen menoton nvekvs figgvény,

1.5 Definici6. legyen f: D—-R; azf fliggvényt korldtosnak nevezzik, ha
értékkésziete korlitos szdmhalmaz, vegyis ha van olyan
MER, hogy |f(x)|# M, minden xED -re,

Korlitos filggvény grafikonja az (x,y) sik ~-M{y <M egyenlftlenségekkel
jellemzett sévijdban fekszik. P1, az f(x) = sgx és 2 Dirichlet fliggvény korli-
tosak. '

1.6 Definici6. Legyen f: D—R; az f fuggvényt pirosnek nevezzilk, ha
xED==-xED és f(-x) =£f(x), minden x D -re. Az {
fliggvényt pératlammak nevezzik, ha x& D=>-xED és
£(-x) = -f(x), minden x&E D ~re. - h

Péros fuggvény grafikonja szimmetrikus az y temgelyre, pératlan fiiggvény
grafikonja szimmetrikus az origéra. Fl. az ) =x2 ¢égsz fix) = |x| péros
fliggvények; az f(x) = sgx ésaz f(x) = 2z pdratlan fdggvények.

Kinnyen belithatck az aldbbi 41litésok:

Két piros fliggvény Ysszege piros. (1.5)
Két piratlan filggvény Usszege pératlan, {1.6)
Xét pdros fliggvény szorzata paros. @7
Fgy piros és egy phratlan figgvény szorzata pératlan. (1.8)
Két pdratlan figgvény szorzata péros. (1.9

PlL. igazoljuk (1.9)~et. A feltevés szerint f: Dfr—*R és g Dgt—*—R pératla-
nok; legyen D=Dfﬂ Dg’ ha xED, akkor XEDf és xEDg. de innen

“X EDf és —xEDg, vagyls ~x&D kivetkezik, tovdbbi f.00x =

= f(-x). g(-x) = (-£()) . (~gx) =1&®) . gix) = ({.g) (x), minden x €D ~re. !
1.7 Definici6, Legyen f: D—R; az f filggvényt perlodikusnak nevezzik,
T havan £€R, £#0, hogy minden x €D -re X -LED,

x+2 €D éa fx+ {)=1x . Az { szdmot f {egyik) pe-
riédusdnak nevezzik,

Nyllvénvalo, hogy ha £ pericdus, akkor { -nek minden egész szdmu
tobbszdrose (pl. -{) is perisdus, tovdbbéd, ha f L és { 2 két periédus, akkor
ezek bsszege és klllunbsége is az.

- 13 -



1.1 Tétel. Ha f periodikus fiiggvény, akkor vagy van f -nek tetszflegesen
kicsiny pozitiv pericdusa, vagy pedig f pozitiv periédusal koztitt
van egy legkisebb peri6dus T ; 2z utébbi esetben £ minden
pericdusa T egész szdmu ttbbazirbse.

Bizonyitds. f pozitiv peritdusainek halmaze minden esetre alulrdl korldtos.
Ha f -nek nincs tetszfleges kis gzdmnél kisebb pozitly periodusa, akkor £
pozitiv periédusainak infimuma (1. I. Kgtet, 10,3 Definicig) T > 0. Megmu-
tatjuk, hogy 71 perisdus. Tételezzik fel, hogy T nem pericdus, akkor van
¢ 1 ég { 2 periédus, melyekre

T< fl<€2<2'c.

Ekkor azomban 0 < { " e 1( T, vagyls lenne T -ndl kisebb pozitly pericdus
t.d. €, - {;, ami ellentmondds. Legyen £ egy tetszfleges periédus és |

n=l-—:%:_], (L. 1.5 P€lda), akkor 115-_% < ntl, vagyis nT 4 < @)T ,

ghoman 0 € £-nT <7 ktvetkezik. {-nl azonban maga is pericdus, mivel
két perisdus kiltnbsége, Miutdn T -ndlkisebb pozitlv perisdug mincs,
£-nT =0, vagyls {=nT , ghol n egész szém. !

Az f periodikus filggvény legkisebb pozitiv pericdusét (ha ez létezik)
nevezzlk Altalfban { pericdusénalk.

Periodikus filggvény grafikonja { hosszuségu {ntervallumonként lemét-
16d1k,
Pl az f(x) = {x} fuggvémy (L. 1.6 Példa) periodtkus, { =1. A Dirichlet fugg-
vény (1. 1.8 Példa) periodikus, pericdus minden { racionfills szdm.

1.8 Definicis. Legyen f: D—-R; azt mondjuk, hogy az f flggvénynek ._
X, € D ~ben lokélie maximuma (Jokdlis minimuma) van, ha van -

olyan K_ - kbrmyezet, hogy £(x) § fx) €6 2 £ )
[+]
minden xEEKI 1 D~re.
O

P1, az f(x) = x2 fugpvénynek nz x, = 0 helyen lokdlis minimuma van;
az f(x) = {x} fuggvéumynek minden egész helyen lokdlis minimuma van.
1.9 Definfci6. Azt mondjuk, hogy az f: DR filggvénynek az X, & D pont-

ban abszolut maximums (abszolut minimuma) van, hs minden
xED-re £{x) f(xo) = = f(xo)),

Pl. Az f(x)= ::2 flggvényuek az X, = 0 helyen abszolut minjmums van.

- 14 ~



2. Racionéalis egész - és tortfiiggvények

Az { fuggvényt raciondlis egész figgvénynek, vagy polinomnak nevezzilk,
“ha az f(x) formula az x filggetlen viltozdnak raciondlis egész kifejezése,
azaz f(x) kiszdémithat6 ugy, hogy x-en csak Usszeaddst, kivondst, szorzdst
kell végezni.
A polinom azonos 4talakitfsck utén mindig felirkats un. kanonikus alak-

bhan:

xn-i

I Sl PP 3

n
plx) = a x +an x +ao ,

1

akol nET, ak&‘R, k=0,1,2 ..., n. Az n€T szémot 2 polinom fok~
szdmdnak nevezzik. Ha an# 0, akkor p(x) pontosan n-edfoku polinom, ha
a_ -r6l ezt nem tudjuk, akkor p(x) legfeljebb n-edfoku polinom. Haa p(x)

polinom minden egytitthat6ja 0, akkor zéruspolinomnak nevezzik.
Polinom értelmezési tartomdnya a valés szdmok halmaza.
Polinomokra érvényes az ismert osztdsi algoritmus:

2.1 Tétel. Legyen pn(x), i, pm(x) pontosan n-edfoku, ill, pontosan m-ed-

faku polinom és n Z m; tal4lhat6 egy és csakis egy olyan g(x),
r(x) polinompér, melyre p (x)= q&).p &) +r(), ahol g(x)

pontosan (n-m) -edfoku és r(x) legfeljebb (m-i)-ed foku polinom,
A q(x) polinomot bdnyadosnak, az r(x) polinomot marxadéknak
nevezziik, e

Speciflis esetben, ha m=1 és pl(x) =xX-X elsffoku pelinom, akkor
r Q-adfoku polinom q (a-1)-edfoku polinom és

p®= q_ (. G&x)+T.

2,2 Kévetkezmény, Haa p n(x}o polinomot az (x - xo) "hinommal” csztjuk,
akkor a maradék egyenif a pn{x) polinomnak az x = X
helyen vett helyettesitési értékével: pn(xo) =1,

2,1 Definici6. Azt moadjuk, hogy x, @ p(x) polinom gytke (zérushelye),
ha p(xo) =0,

Ha x, gytke a p(x) polinomnmak, akkor az (x-x.) els§ foku polinomot a
p{x) pollnom x o ~hoz tartozé gytkifnyezfjének nevezzik.
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2.3 Tétel. (Bézout tétele) Az n-edfoku pn(x) polinomnzak x’o akkor és cgak
akkor gytke, ha pn(x) telirbat6 a kivetkezOképpen:

P, =G&x)q &), 2.1
ahol q__ (x) (a-1)-edfoku poltnom,

Bizenyitds, A feltétel elégsépes: ha pn(x)E (x-xo)qn_l(x), akkor X -at be-
helyettesitve p(xo) =0 adodik. A feltétel szlkséges: tegyik fel, hogy
pn(xo) =0, A 2.1 Tétel alapjén pn(x)E qn_l(x)}. {x-xo) +1r, abol r legfel-
jebb G-adfoku polinom és pn(xo) ar =0, deakkor pn(x).=_‘- (x-xo).q(x). i
Legyen x, 2 pn(x) n-edfoku poilnomnak gytke, akkor a Bézout-tétel
alapién (2. 1)fennéll, Legyen %, a qn_l(x) (n-1)-edfoku polinomnak gytke,

akkor a tételt ¢ . (x) -re alkalmazva: _ |
pn(x)"——: (x-xo) (x-xi}qn_z(x), ahol qn__z_(x) _(n-2)-edfoku polinom. Az eljdrdst

tovébhb folytatva végul azt kapjuk, hogy
P, &) =xx ) (xx,) ... (x-%).qx), : 2.2)

ahol q(x) (n-~(k+1)) -edfoku polinom médr nem bonthatd gybktényezskre.

2.4 Ktvetkezmény. Pontosan n-edfoku polinomnak (n =1, 2, ...) legfeljebb
' n valés gytke van.

Ha a pn(x) polinom (2.2) gytktényez8s felbontésfban ugymaz a tényezsd

tébbszdr is szerepel, ugy tobbszdrds gyokrsl beszélink, Ebben az esetben
pn(x) gytkiényezls felbontdsa igy irhate:

& «
pn(x)E (x-xl) ! . (x—xz) 2 (x-xf)cxl . qfx), 2.3)

ahol xl, xz, veus xe mind killonbyzbek,

) <
c><l~t—<>(2-+~...+0<8 n és qx)

n- (= X g s £ ; )} fokszdmu polinom, melynek

mér nincs (valés) gytke.
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Ilyenkor azt mondjuk, hogy a pn(x) polinomnak X, Oy -szeres, X, &, -
SZETES, ..., Xy Cp -gzeres gybke, Az aiET i1=12,...,4) szdmot az

x, gytk multiplicitdsdnak (t&bbszbrosségének) nevezzik,

2.5 Tétel. Ha két legfeljebb n-edfoku polinom p(x) és q(x) (n+l) kildnbtz§
x értékre megegyezik, akkor a két polinom azomos: p(x)==q(x).

Bizonyitds. Mivel p(x) - q{x) legfeliebb n-edfoku polinom és afeltevés sze-
rint o+l kUlonboz§ gyoke van a 2.4 Kovetkezmény alapjdn, fokszdma legfel-
jebb 0 lehet. p{x)-q(x) tehdt azonosan 4lland6, miutin azonban e kiltnbség
nt+l szému helyen zérus p{x)=qx).!

2.6 Tétel, Xét legfeljebb n-edfoku polinom p(x} = anxn + an_lxn‘l +..

, _ n n-1
+alx+ao és q(x)»bnx +bn_1x +... +blx+bo akor

és csak akkor azonosan egyenl§, ha megfeleld egyitthatoik meg-

egyeznek, azaz an=bn, an_l=bn_1,..., a1=b1, ao=bo

Bizonyitds. A fel;etel elégséges: ha a = bn, a = bn-I TR bl .
a_ = bo, akkor minden xER -re a p{x} és q{x) polinomok értékel {s meg-

egyeznek, mivel a két kifejezés teljesen azonos egyméssal.
A feltétel szitkséges. Tegylk fel, hogy p(x) = q{x} minder xE&ER -re.
Képezzik a két polinom kultubségét: r{x) =p) - qix) =

h] n-1
= (an - bn)x + (an—l bn—l)x +,..+ (a1~bl)x+ (a0 bo) = minden

xER -re. Vagyls r(x) olyan polinom, melynek minden x&ER gytke. A 2.4
Kvetkezmény szerint ez csak a zéruspolinom lehet, azaz r(x) minden
egylitthatsja 0, vagyls a p{x) és q(x) polinomok megfelelf egylitthadi meg-
egveznek, !

A gyakorlatban sokszor fordul eld, hogy egész egylitthatés polinomnak
ractondlls gytkeit keresstk, (amennyiben van ilyen gytk). Erre vonatkozlk a

~1 .
2.7 Térel. Az egész egylirthatos pix) = anxi1 + an_lxn +toootaxta

a #0, n? 1 polinomnak csak olyan -3: (v#0 és u,v relalv

primek) raciondlis szém lehet gvtke, melyre teljesil az, hogy
u az a -nak, v pedig az a -nek osztéja.



Bizonyitds. Tegytk fel, hogy -:- gytke p(x)-nek:

n n-1
a =
n +an_1 -i‘...-l-a1 €)+a° o,
n
¥ -rel szorozva:
n n-i n-1 n
anu +an_1u N +alu.v +a°v ={
fanen
n_ n-1 . n-2 n-1
au = v[an_lu iese +aguv +aov ], 2.4
tlletve
n_ n-1 n-2 a-1
ayv = »ul}nu ta w L Vt.otay ] (2.5)

Mivel az egyiitthaték, valamint v és v egészek, ezért (2.4) és (2.5) mind-
két oldalin egész szdmok £linak, igy tehdt v osztdla snun -nek és u o08Zt6-

je aovn -nek. A feltevés gzerint u és v relativ primek, ezért az elSbbibSl
ktvetkezik, hogya v szém a ~nek, u pedig a -nak.osztéja.!

2, 8 Ktvetkezmeény, Ha egy egész egylitthat6s polinomnak van egész gytske,
akkor az az £llando tag osztdja.

A gyakorlatban sokszor felmerlil az a probléma, hogy valamely folya-
matot leir6 bonyolult figgvényt egy olyan kinnyebben kezelhets filggvénnyel
(polinommal) lenne célszert helyettesiteni, amely jo1 megktzelitl afiiggvényt.
Vagy mds esetben téblfzattal adott fuggvénynél felvetSdik az a kérdés, hugy
ez a fuggvény helyettesithet5-e egy olyan polinommal, amely az adott hefyeken
az adott éxrtékeket veszi fel, Olyan feladattal is talflkozunk, hogy valamely :
fuggvénynek a rendelkecésre 4116 tdblizatalt ki akarjuk bSviteni,pl. két ismert
hely kbzttt szeretnénk valihol meghatdrozni a figgvény értékét. Ilyen és ha-
sonld feladatok megoldiséra szolgédlnak az un. interpolicics modszerek.

Polinomokkal tirtén§ fnterpoliciéval kapesolathan az alapvetS kérdés
az: van-e bizonyos fokszdmnd! nem magasabb foku polinom, mely meghadro-
zott szdmu helyen elbirt értékeket vesz fel. Exre a kérdésre (és egyben afel-
adat egyértelmll megoldhat6ségénak kérdésére) vilaszol a kivetkez6
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2.9 Tétel, Ha (@+l) szému (xo; yo); (xi,yl), rees (xn; yn) xi#xk, i#k

pont adott az (x, y}-sikban,akkor van egy és csak egy legfeliebb
n-edfoku L (x) polinom, melyre igaz, hogy Ln(xg =Y

k=0,1,2, ..., n. Az L (x) polinomot Lagrange-féle interpold-
ciéa polinomnak nevezzik,

Bizonyitds. Lérezik ilyen polinom. Megkonstrufljuk az Ln(x) polinomot. Le-

( (x-xo)(x-xl). .o (x-xk_ ]‘)(x-xk +1). .e (x—xn)

x) =

B T R E ) en YR ) E R
k= 0. 1, 2| LEE Y no

A pk(x) polinom n-ed foku és az x kelyen 1, az X, t=0,1, ..., 0, 1#k

helyeken 0 értéket vesz fel,
A keresett polinom:

n
L(:)=Zy-p x) .
n =0 k'*k

Ez a polinom legfeljebb n-edfoku és Ln(xk) =Y k=0, 1,2,..., n. Csak egy
{lyen polinom van. Tegyik fel, hogy az Ln(x) polinomon kivil 1étezik egy ma-

sik polinom, amely a feltételeknek eleget tesz, de ekkor a 2,5 Tétel alapjén ez
ut6bbi azonosan megegyezik Ln(x)-szel. !

Két racionélis egész fliggvény hinyadosdt raciondlis tértfiggvénynek ne-
vezzilk. A raciondlis tYrtHiggvény azonos dtalakitdsokkal mindig felirhats két
kanonikus alakban adott polinom hényadosaként:

n n~1
eee ta.X+a
anx +an_1x + + 1 o

21y ibx+b
1 o

y =
m
bmx + hm-l
Ertelmezési tartomdnya mindazon X&€R -ek halmaza, melyekre anevezd nem
zérus,

2.1 Példa, £(x) =-:1;, D,=R> {0}, phratlan, a (- oo, 0), 1IL a (0,+ o)

intervailumon monoton cstkkend, nem korlétos, grafikonja egyen-
16sz4ru hiperbola,
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Az ismert osztdsi algoritmus segitségével minden raciondlis tortftigg-
vény felirhat6 egy polinom és egy olyan raciondlis ttxtfliggvény dsszegeként,
amelyben a sz4ml416 fokszdma kisebb a nevezd fokszdmdnsl (1. 2.1 Tétel).

2.6 Tétel, Legyen g‘g‘}) adott raciondlis tirifliggvény, ahol P(x) n-edfoku,
Q(x) m-edfoku polinom, n {m és Q(x) gytktényezSs slakja:

o™ o N
Q(x)=(x-xl)°‘1 . xxy) 2 ! (xz-i-plx+q1)ﬁl

Y (xz'@kxﬂk) p k ¥

o¢1+ o<2+... +o<£+2pl+... +2pk=m, dhol az

(x2 + P, x+qi)p 1 i=1,2,...,k tényezbknek nincs valés gydke
(1. I, kutet, 7. pont). Léteznek olyan Ai y 1=1,2, ,..,4,

i ;
rigzitett 1 metlett j=1,2,...,o<1, Bij ég Cﬁ, 1=1,2, ..., k, |
rhgzitett 1 mellett §= 1,2, ceerf3 { dllanddk, hogy fenndll a '
kivetkez6 azonossig:

A
1, « A A
N S ¥ s
(x-x.) x-x,) 1
A
i « A A
RS £ ;
+ of +oot ’22 +;§i—1— +
(=-x,) ¢ (x-x,) L
BLp ML, By,25*C1,2 By, 10y
+ A1 toot =3 7+ +
(X +p1x+qi) (x 'l'plx'i'q}_) X *P}_x'*ql
%p g B 2% 2 B 1¥C% 1
+ =3 5y Tt T3 5+ 3
x +ka'ﬂlk) x 'ﬁ?kx‘iqk) X Ap Xiq,
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A felbontdsban szerepld Bx+C

2
& Hpxiq) p
torteknek (parciflis ttrteknek nevezziik), A tétel tehdt azt mondja ki, hogy

minden raciondlis t¥rtfiiggvény résziettirtek bsszegére bonthats. A tételt
nem bizonyitjuk (1. [4] 450-453. o.)

(x_;i)“ és alaku tirteket részlet-

3. Trigonometrikus fliggvények.

A trigonometrikus fiiggvényeket geometriai uton fogjuk éxtelmezni.

Ismeretes, hogy két k¥zts pontbsl kiinduls félegyenes sztget alkot.

A két félegyenest a g20g szdrainak nevezzifk. A szdg mérésére fokmértiket,
vagy ilvmértéket alkalmazhatunk, A tovdbbiekban a szégnek az ivmértékben
(radidnban) mért mérSszdmét fogjuk haszndlnt.

Jeldljunkkiegy 0 kezdfpontu félegyenest, ezt nevezzik nyugvé szdrnak
és vizsgéljuk azokat a kezdSpont korili forgisokat, amelyek ezt afélegyenest
egy mésik helyzetbe, az un. mozgé szdrba viszik 4t. Végtelen sok ilyen for-
gés van, Minden forgdshoz egy valos 8zm rendelhet6, t.1. a szbg mértéke
(t). Ty modon forgdsszget értelmeztink. A forgésszig pozitiv, vagy negatly
aszerint, hogy az elforgatés pozitlv, vagy negativ irdnybam tbrtént. Két for-
ghsszly akkor egyenlS, ha elfjeles mértéketk megegyeznek. Ha két forgés-
szbg mértéke 2T egész szému t¥bbszbrssében kifltnbbzik, akkor (nyugve
és5) mozgo szdruk azonos. .

Tekintsilk a de réksztgil koordindta-rendszerben az origc kézéppontu egy-
ségsugaru kirt. A forgisezg csucsa legyen az origtban é5 a nyugveészar
essék egybe a pozitiv x tengeliyel. A mozgé szér az egységsugaru kirt a
P(x;y) pontban metszi. A P pont koordindtéi a forgdsszig figgvényel.

3.1 Definici6. A P pontels§ (x) koordinftdjit a t forgfissziy cosinusénak,
mésodik (y) koordindtdjét a t forgéssz¥g simisdnak nevezzitk:

X=cost, y=sgint.

Az ily médon értelmezett sinus és cosinus fllggvény a val6s szémok halmazée
leképezi a valds szdmok halmaziba: cos : R—R 68 gin : R—R. Mindkét
fliggvény értékkészlete: [-1; 1] .

A leggyakrabban el6fordulé trigonometrikus figgvények elemi tulajdon-
sdgai és grafikonja:

A sinx figgvény értelmezési taxtomdnya D= (- o ; + o), afliggvény
korlftos, 27 szerint periodikus, pératlan, zérushelyel x = +k¥ , k€T

A cosx fuggvény értelmezési tartomdnya D= (- 0 ; + o ), a fligg-
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¥ |

Plxy]

st

cost 7 ) X

3.1 4bra
vény korlftos, 2¥ szerint periodikus, pdros, zérushelyel
x=+@k+DE, KET
A tangens figgvény definicis szerint:

sin x
COS X

tgx=22%, xep, D=Rv{x@+1L; reT},

X szerint periodikus, pératlan filggvény.
A cotangens fggvény definici6 szerint

x€D, D=R\{+k¥ ; kx€T},

T szerint periodikus paratlan filggvény,
Ervényesek a kivetkez6, leggyakrabban elfforduls trigonometrikus

azonossigok:
-22 -
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Y= s x

3.2 ébra

3.3 4bra
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b fmn e e s i w——

. — o o ks kb i, wtti, e, u

3.4 ébra

3.5 4bra
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sinzx + coszx =1, (az értelmezésbdl adsdik), {3.1)

sie(x +y) =slnxcosy+cosxsiny 3.2)
cos{x + y) = cos x cos y:!-sinx siny 3.3
sin2x =2 gin x.co8 X @B.4
cos 2x = coszx - sinzx 3.5
+
_ It
tgx +yy=—RE=ET 3.6
l+tgx.tgy
smzxs % 6.7
cmzxgl-i%o-e—z-x- (3.8)
_1
sinx.cos y =3 Esin(x+y)—|s!n(x-y)] 3.9
— 1 T
cos X.cosy =73 E:on(x+y)+cos(x-fy):| 3.10)
sin x,8in y = -i- cos(x—y)-cos(x—l—y)] @3.11)
ginx+siny=2 sin%’l.cos %I (3.12)
cosx+cosy‘£2cos‘—x—;z. I:OB"X-';I : 3.13)
cos X~ cos y = -2 gin 5-;-7- . gin 5-%! (3.14)
sinx-siny=2cos 2 om XX (3.15)
2tg ’—;
sin x = T (3.16)
1+tg %
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1 -t32

1 -!-tg2

cos X = 3.17)

b )M ol

(3. 2)~t és (3.3)-at az olvasé eldz§ tanulmdnyaibdl ismeri, (3.12) példiul a
kovetkez6képpen igazolhats, Legyen -

x=d+fP és8 y=o -, akkor (3.2) -t alkalmazva
sin{o+f)=slnx, cosP +cosox, sinf
sin(x-f})=gnx . cosp -coscl . sinf

A Xét azonossdg mindkét oldaldt ssszeadva adadik
sin(x+p)+8in (x-f)=2s8nx, cos B,

visszatérve az x,y véltozckra épper (3.12)-t kapjuk!
(3.16) igazolisa. Felhagznfljuk (3.4)-et és (3, 5)~8t

2.3!:1?5. cusE
. 2 2 2 x
ginx = M cos 3 ~lel

Zx x
sin -5+cosz-i-

val6 egyszertigités utén (3. 16) adodik. |

A trigonometrikus figgvényeknek igen fontos alkalmazdsa van a techniké-
ban. Gépek, mechanikai rendszerek muktidése §ltaldban az id6ben szabdlyo-
san 1smét16dS mozgisokkal kapcsolatos {dugattyuk, hajtekarok sth. mozgdsa).
Az {lyen mozgdsck jellegzetes tulajdonsdga, hogy az alkatrészek egyes pontjai-
nak kitérése az idSnek periodikus fliggvénye, e pontok periodikus rezgfmoz-
gist (lengést) végezmek. A rezgémozgis legegyszeribb formél zok, amelyek
sinug, {ll. cosinus fliggvémnyel leirhatdk,

3.2 Definicid. Az y{t) = A sin{wt +¢), 1lI. y@) = Acos (wt+yp) fuggvény
éltal leirhaté rezgést linedris harmonikus re: ﬁ%nek nevez-
zilk; y a kitérést, t€R az id6t plenti. Az A= 0 4llands
(a legnagyobb kitérés) a rezgés amplitudsja, az w 4llmdé a
kiorfrekvencia {4 27 mp alatt vEgzett rezgések szdma) az
(wt +¢) arezgés fdzisa, ¢ a kezdfffzis (t = 0 ~hoz tartozé
f4zigéreék), Az 1 mp alatt végzett rezgések szdmaa frekvencia

Egy teljes rezgés ideje T = -2—3—{- = —]%-

(rezgésszdm): V = 2 T

a fuggvény pericdusa,
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Gyakran el6fordul az, hogy egy pont egy egyenes mentén kétféle hadsra
egyszerre két harmonikus rezgfmozgdst végez. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a
két harmonikus rezgés Usszegezfdik.

3.1 Segédtétel. Minden A sinx +Bcoso alaku kifejezés C sin (o +¥)

alakra hozhaté,
Bizonyitds, Ha A=B=0, akkor C =0 vélasztéssal az dllitds nyilvénvalé,
Ha Az + B2 > 0, akkor
Asginoa+Beoso = Az + B2 (-—--é—-—- sinex+-——-B——- cosxx) (3.18)
AZf A%t
mivel A és B abszolut értékben 1-nél nem nagyohd szd-

y Az-i-Bz P A2+Bz
mok és négyzettisszegik egyenlS 1-gyel, azért létezik olyan ¥ szig, mely-
nek az egyik 9z4m a cosinusa, a mésik a sinusa, s igy alakilmazva a (3, 2)
azonoassfigot (3. 18) igy trhats:

2 2
|/A +B {(cosY . sino +sinY cosa )=

= AZ-HZ2 sin {0 +¥) = C sin(x +¥), ahol

C= VA2+BZ és cos ¥ = —2 . en¥=—=b — |
V Az + 52 v Az + B2
3.2 Téel, Két egyenl frekvencifju harmonikus rezgés, ycl(t) =,
& A sin(wt + ¢ I) és yz(t) =A sin(w: + goz) sszege is har~

monﬁ'us rezgés és az ered§ rezgés frekvencidja megegyezik az
tsszetevs rezgések frekvencifjéval.

Bizonyitds,
¥ =y, + v, = A;sin(wt + @) + A sin(wt + @) =

= A,sinwt.cos ¢ +A coswt. sin ¢ ,+A, 8in wt.cos ¢, +

+A2co_s wt.sin (pz=
-27 -



= (Alcos ® 1+A2cos @ 2)sinwt + (Aisin @ 1+A2singo z)coswt =

=Asin(wt+¢),

a 3,1 Segédtétel alapjdn, s ez valtban vy és ¥, kbzls frekvencidjdval azo-
nos frekvenciéju harmonikus rezgés, ahol ha

Alcosgol +A2cosq22 =Alsing01 +Azsinq02 =0, akkor A =0,

ha pl. Alcosga 1 + Azcos P, # 0, akkor

2 2
A= VA1+A2+2A1A2 ccas(q:I - qoz)

és
e =Aisinzp1 +Azsinqoz I
Aicoa ¢ 1 +A2cos<p 2

A 3.2 TételbSl l4thatd, hogy az eredl rezgés fligg az Bsszetevs rezgések
f4z1akUlonbeégétbl. P1, Ha ¢ | = Pgr akkor cos(p, -@)=1 és

A =A1 +A2 s arezgések erfsitik egymdst,
Ha ¢, = cpz-i-ﬂ . akkor cos{cpl-goz)=-1 és A=A1-A2, arez-
gések gyengitlk epymést,
2

X - _ a2 2
Ha @1 (pz= 3 akkor cos((p1~q:2)—0 és A -A1+A2.

3.3 Tétel, Ha wl és w, Usszemérhet§ pozitiv val6s szdmok, vagyis

2
o
-6-31- =§ » ghol p és g relativ prim pozitiv egész szdmok, ak-
2

kor az 12 (4] =Alsin(w1t +cpi) és yz(t) = Azsin{wzt + cpz)

harmonikus rezgések Usszege periodikus figgvény és az ereds
rezgés (bsszeg) pericdusa a két Hsszetevl rezgés periddusinak
legkisebb kizts tibbszordge (az a legkisebb pozitiv valo6s szém,
mely egész szdmu ttbhsztrtse mindkét pericdusnd).
2K 2
Bizonyitds. Yy i1t. Yy perisdosa 'I‘1 = —w—l- » 1L Tz =53 ezek szerint

- 28 -



2_g =oT =
Tz =5 Vezesslik bea T= p'I‘1 = qu jelslést, T nyllvén 'I'1 és ’I'2

legkisebb ktzds tobbszbrise €s

yE+ T =y ¢ +T)+y,t+T) =
= yl(t +pT) +y, 0+ qT,) = ylft) + yz(t) = y(t)

minden t -re. Felhaszndltuk az 1.1 Tételt megel6z6 megjegyzést. !

4. Fuggvény hatarértéke

Legyen az f : D—R fliggvény D éxtelmezési tartomdnydnak az "a™
pont torlédist pontja (I, 1. kbtet, 17. pont}, és legyen Ka az "a" pont egy

elégpé kicsiny sugaru ktrnyezete. Ha az f fllggvény a Ka ND, vagya
& _~{2})ND halmazon bizenyos tulajdonssggal rendelkezik, dkor ezt atu-

lajdonsdgot lokflis (helyt) tulajdonsdgnak nevezzilk,

Az { fuggvény egy lokélis tulajdensigdval foglalkozunk: hogyan lehet
matematikailag megfogalmazni azt a tulajdonsfgot, hogy egy hely ktrnyezeté-
ben a fiiggvény értékei csak kicsit véltozzanak! Azaz, megadhaé-e olyan
AER gzfm, melynek bérmilyen kis K " ktrnyezetét adjuk is meg, "a"-nak

legyen egy olyan K, kirmyezete, hogy ha CK&\ {a})ND ~ben felvesziink egy
x értéket, akkor az f(x) érté€k bemne legyen & K, kbrnyezetben, Az mdli-
zis egyilk legalapvetSbb fogalmét, a hatdrérték foga foghik értelmezni,

4.1 Definicid. Legyen az "a" pont az f figgvény D értelmezési tartomé-
ny4nak torloddst pontja; azt mondjuk, hogy f(x) hatdrértéke
x = a helyen (vagy "x tart "a" esetén) A, szimbolikus jels-
léssel:

Hm f&)=A @A, ha x—-a),
X-=a

ha A minden K A kiérnyezetéhez van "a" -nak olyan Ka

kdrnyezete, hogy minden xE(K ~{a PND -re fXEK A

Més megfogalmazgsban:
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Yﬂ
y=flx}
KA{A __________
|
'
i
fich
i
t
¢ ¢ \ -
g Y x oa 4 X
R e —
Ka
\
4.1 ébra

4.1’ Definicié. Legyen "a™ a D halmaz torlsddst pontja; azt mondjuk, hogy
lim f(x) = A, ha minden £ > 0 szémhoz van olyan
X-»3

§> 0 szém, hogy minden x€D és
0<|x- a}<5' -ra |f(x) - A[<€ .,

4.1 Példa, f(x) = xz. Azt 41litjuk, hogy lim xz =4, Legyen € >0 tetszfle-
x—=2
gesen adott, azt kell beldmi, hogy van 8(£) > 0, melyre

0< |x-2< § (€)= xP-ake .

|x2-4] = |@-2)t2)| = |x-2| . |x+2] <6 [x-2], ha 0 < x( 4.
A 8¢E) =min (2, -%—) jeltléssel Iithats, hogy 0<|x-2[K & (E)—~——>|x2-4l<£ .

1 1
Fl., ha 8-2, akkor 5(8}—12, KA,E

= {3,5; 4,5) és
1 1
Ka,5 = {2 “12 ¢ 2+-1-2').
A sorozat hatdrértékének mér ismert fogalma segitségével is érteimez-

hetjik figgvény hatdrértékét. Megadjuk ezt a definiciét is és a 4.1 Tételben
igazoljuk, hogy a kétféle definicio ekvivalens.
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4.2 Definici6. Legyem "a" az f fiiggvény D értelmezési tartoménydnk tor-
lod4si pontja; azt mondjuk, hogy f(x) -nek van hatdrértéke
x—a egetén, ha minden X . nET végtelen sorozara, mely-

re xn?'a, anD és Hm x =a, az f(xn), n&T sorozat
w00

konvergens; az ilyen f(xn), nET sorozatok kozbs A hatdr-

értékét nevezzik az f fUggvény hatdrértékének az x = a he-

lyen.
Megmutatiuk, hogy haa definici6 értelmében f -nek van hatdrértéke, az
"a'" helyen, akkor minden a definiciéban szerepl6 f(xn), n&ET sorozatnde a ha-

tarértéke ugyanaz.
Legyen x, nET és X v nET két, a feltételeknek megfelels so-

rozat, és lim f(xln) =A1 im f(xzn) = Az. Képezzlk az egyesitett sorozaot:
n—*co n—eco

, X, 4 X TR nyilvdnvals, hogy ennek a sorozat-

%110 %21t F122 a2t 0 i
nak is "a" a hatdrértéke. A megfeleld f(xll)’ f(121), f(xlz), f(xzz), vy

eees f(xln), f(xzn), ... sorozat konvergens; jeltljik hatdrértékét A -val.
Akkor, mivel az f(xln), rET és f(xzn), n& T sorozatok az-eldbbi konver-

gens sorozatnak részsorozaai, Al = A2 = A, (L. I, K&tet 15.7 Tétel}.!

4.1 Tétel, Ha az f fliggvénynek a 4.1 Definici6 értelmében létezik hatdrér-
téke az x = a helyen, akkor a 4.2 Definicis értelmében is létezik
ég forditva; azaz 4.1 és 4.2 ekvivalens definicick; a kétféle mdodon
értelmezett hatdrérték megegyezik.

Bizonyitds. 4.1 Definicié==4.2 Definici6: Tudjuk, hogy minden K  koérnye-
zethez van Ka kornyezet, hogy minden x E(Ka\{a} IND -re fxE KA'
Vegylink fel egy tetszfleges X n&T sorozatot, melyre lim X 74

N——oc

an D, xn # a. Nyilvdn XneKa’ ha n elég nagy és igy f(xn)e KA' Teh4t
az f(xn) sorozat A -hoz kenvergdl.
4.2 Definicio = 4.1 Definici6: Tudjuk azt, hogy bérmilyen X, n €T

sorozatot is vesziink, melyre lmx =a, x € D, x_#a, létezik
n—»=oa . n 1

lim (xn) = A, Azt kell beldtnunk, hogy minden & > 0 szdmhoz van §-0

N> ¢o

szdm, hogy minden x € (Ka,s\{a} )Y D-re f(x)€ KA,{, . Ezt indirekt

uton bizonyitjuk.
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Tegyik fel, hogy az 411it4s ellentetie igaz, azaz van £ >0, hogy minden
4 > 0-ra van olyan XE(Ka,d- \{a} YD, hogy f(x)gE KA £ - Beldtjuk, hogy

ha ez igaz, akkor van olyan X nET sorozat, mely akdvetelményeknek ele-

get tesz és Hm f(xn) # A. A feltevés értelmében van olym £ > 0 szdm, hogy ;

Hi—=0c

ha

51 =}, van olyan xlE(Ka,1 \{a})ﬂD, hogy f(xl)¢ KA,E ;

S =

9 , van olyan XZE(Ka,i \{a} YD, hogy f(xz}ﬁ_t_ KA,E H

2

P N A N R N Y RN PR R R RN N R N I R

JCI I

1 .
8n = =, van olyan an(Ka’i\{a})ﬂD, hogy f(xn)gKA,E :

n

Igy egy olyan Xis Xogr over Koo oo szAmsorozatot nyertiink, melyre
Iim x =a és lim f(xp) # A ellentétben a 4,2 Definicl6 kivetelményével, !
n

n—oQ n >R

Y &

st

¥

4,2 dbra
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4.2 Példa, f(x) =sinx. Allitds: lim sinx=0. Ha 0< x < L,
x>0 2

sin x < félhir < féliv=x, vagyls sinx < x, sinx péralanségibol kivetke- .

zik, hogy

jsinx|<|x], ha xER~{0}. @.1)

Tehdt tetszbleges £>0-ra |sinx - 0{< €, ha |x- 0j<§ =&

f
q
1 p tgx
SN X
X -
7 3 -
4.3 ébra
4.3 P60, 10 =222 z20, fds: m S8 1. Legyen
Xy

0<x<Z-. OEP A terlllete < OEP krcikk tertllete < OEQ 4 tertllete, azaz

E%i < §< Egzl ' E%l—x ~vel véglgosztva adodik

X 1
1< sinx < cosx '

illetve
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8in x
x

{ -cosx

1>

> cosx, és -1« _sh;x

vagyls 0< 1--'-'—‘%5< I-cosx;

de mivel 1 - cosx =2 sin> §< 2sm-’_,,§< X,
azér 0(1-—-—"?—’-( l1-cos x<x,

Felhasznilva azt, hogy 1 -21-133 pdros fuggvény, tetszbleges € > 0 -ra adédik,

l1-":‘|<|x|<e , ba |x-0K& =€ ,

tehdt Hm 51—;-5-= 1.

X0

A tuggvény hatirértékét eddig a végesben értelmeztitk. A végtelenben a
ktvetkezSképpen defintdljuk:

K‘{A \ N\ = 2]

 Jp——— | W4 G A A
o —

oy
N
Snr

B e e v e e e

<

3

4.4 dbra
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4.3 Definicié. Tételezzik fel, hogy az f fiiggvény D értelmezési tartomé-
nya feltilrfl nem korlétos ("+o°a D halmaz torlédist pont-
ja"), azt mondjuk, hogy lm f(x) = A (f hafrértéke

X-+o0

+o® ~ben A), ha minden K A kﬁrnyezetheg van olym K _

kbrnyezet, hogy minden x €K ND-re f&x) € K A"

Méds megfogalmazdsban:

4.3’ Definicié. Legyen &z f ﬂlggvény' D értelmezési tartomédnya feltilrsl
nem korldtos; szt mondjuk, hogy lm f(x) = A, haminden
X——c0
€>0 szdmhoz van olyan ¢> 0 szdm, hogy minden
x>9 , xED-re |[f(x) - AKE .

Amennylben az f fliggvény értelmezési tartomdnya a természetes sz4-
mok T halmaza a4.3, {Il. 4,3" Definici6 azonos a végtelen soroza hatér-
értékére adott 1. kttetbeli 15,1, {1I. 15,2 Definicf6val.

4.4 Példa. f(x) =

M

. Allitds: lm ;1(-=o. Legyen £>0 adott, l%—o]«g ,

X—»w0

1 1

A 4,1 Térel bizonyitdsdnak pontos analdgidjdra bizonyitha6 be akivet-
kezd

4.2 Térel, Legyen az f fliggvény D érteimezési tartoménya felulr§l nem
korlitos; f -nek akkor és csak akkor létezik + oo -ben hadrér-
téke, ha minden X n€T végtelen sorozatra, melyre xné_D

és lim xn=+aa . Iétezik az f(xn), nET végelen soroza ha-
n—co

tArértéke; f hatdrértéke megegyezik ezen f(xn), n€T seoroza-

tok ktzts hatdrértékével,

4.4 Definicl6, Legyen "a" az f flggvény D é€rtelmezést tartoményédnak tor-
lcdési pontja; azt mondjuk, hogy f(x) hairértéke az "a"
helyen +o0 , azaz Hm {(x)=+4< , haz = minden K,
x—a
kbrnyezetéhez van “a" -nak olyan kirnyezete, hogy minden
xEEK ~ {2} 1D -re t@WEK,,



4.4 Definicié. Legyen "a" D torldéddsi pontja; azt mondjuk, hogy
lim f(x)=-+oco , haminden P> 0 szdmhoz van olym
X-~a
850 szém, hogy minden 0 < [x-al<§ , X€D -re f(x) > P.

' 1
4.5 Példa, £ =— , Um f(x) =+°> , u.1. minden P> 0 -ra -12- s P
X X0 X

na x2< <, x#0, vagyle 0< |x|< ——=6 .
? /®

Az el6bbiek analégifjéra értelmezzik fliggvény hatdrériékét a - o -ben,

ill. azt, hogy lim f(x) =-oc , tovdbbi a Hm f(x) = + co -nel jelzett hat{r-
X—a x+i-oo

értékreldcist,

Bebizonyltiuk a filggvényhatdrérték létezésének egy fontos szilkséges
€s elégaéges feltételét (v, I, Kttet, 16.3 Tétel).

4.3 Tétel. (Cauchy-féle kritérium.) Legyen "a" (a€R, vagy a=+¢o) az
f fuggvény D é£rtelmezésl tartoménydnak torloddsi pontja; a (vé-
ges) Hm f{x) &kor és csak akkor létezik, haminden £ >:0-hoz
x->a
van K kirnyezet, hogy minden x', x"€ (Ka\{a})ﬂl) -re

[fe"y - £ |<E

Bizonyitis, A feltétel szlikséges. U.1, tételezziik fel, hogy A= lm f(x} és
X--a

legyen £ >0 tetszflegesen adott, Az % > 0 szémhoz van K_, hogy min-
den x', x"€ K~ {a})ND e |1’ - Al< £ &8 [tam -al¢ £

Innen azonban | £(x') - £(x")|<E kbvetkezik.
A feltbtel elégséges. Tételezzik fel u.i., hogy a feltétel feandll, legyen
s n&T tetszbleges végielen sorozat, melyre X #a, xne D és Hm x =3,
’ ) N0
és legyen £>0 terszfSlegesen adott. Akkor a feltétel értelmében van K
hogy minden T & Ka -ra f(xn) - f(xm)[<8 . Azonba Ka-hoz talfIhat o

Ko + hogy minden n, mEKsre x,x €K, vagyls ’f(xn)-f(xm)!<8 .
Tehdt az 1. kitet 16,3 Tétel érrelmében az f(xn), nE T véptelen soroza kon-

vergens; ebb] azonba a 4.1 és 4.2 Tételek alapjdn 41litdsunk kivetkezik. !

Az f figpvény egyoldal hatdrértékérSl beazélink az "a™ helyen, akkor
ha a fuggvényt a D értelmezés! tartomény azon részében tekintjilk, amely az
"a™ ponttdl jobbra, {11, balraesik.
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4.5 Definicié. Legyen D az f flggvény értelmezési tartoménya. Tekintsik
az f fluggvénynek a (- o, 2)1D halmazra vald leszikitését
és legyen "a" a (-oo , a)(1D halmaz torldddsi pontja; azt
mondjuk, hogy az £ fligevénynek létezik a bdl oldall haérér-
téke az "a" helyen, jeltlésgel: Um f(x) = A, ha létezik a

X->8-0
leszlkitett fliggvény hatdrértéke az "a" helyen.

Mds megfogalmazgsban:

4.5’ Definici6. Legyen "a" a (-0 , a)ND halmaz torléddsi pontjs
lim f(x) =A, baminden £ >0 szémhozvanolyan &>0
X—a-0
szém, hogy minder 0< a -x<&§, xED -re |[f(x) - Al<E .

4.6 Definici6, Lepyen IM az f figgvény értelmezégei tartomdnya "a" az
(a, + 00 )(7D hahnaz torléddsi pontja, és tekintsk 2z f figg-
vénynek a; {a, + o0 )ND halmazra valé lesziikitését; azt
mondjuk, hogy az { flggvénynek létezik a jobb oldalf hadr-
értéke az "a" helyen, jel¥léssel:

Hm f(x} = A, ha létezik a leszikitett fliggvény hatdrértéke az
x—a+0
"a" helyen.

Hasonlcan az elfz6 definicichoz, ez is megfogalmazhaté egyenlftlenségek se-
gitségével,

4.6 P8lda, f(x)=sgx (. 1.7 Példa) jobb, 1ll, bal oldall hatdrértékére az
a=0 helyen:

Hm sgx=+1, {ll. Hm sgx=-1.
x40 x->=~0

4,7 Példa. A Dirichlet fuggvénynek (1. 1.8 Példa) semmilyen helyen nincs
sem jobb oldali, sem bal oldali hatfrértéke.

Megjegyezztlk, hogy a hatdrérték értelmezését leszilkithetttlk volnaarra
a gpeciilis esetre, amikor a fUggvény a kérdéses hely egy egész kbrnyezeté-
ben (kivéve esetleg magét a helyet) értelmezve van, Ebben az esetben ade-
finiciok valamivel egyszertibbé vilnak.



5. Hatérértékszémités

A fuggvények hatdrértékének kiszdmitdsshoz szikségink lesz néhdny
tétel ismeretére:

Legyen f: Df'—-R. g: DgHR €5 legyen "a" a Dfﬂ Dg halmaz tor-
loddst pontja.

S.1 Tétel. Ha Um f(x) = A véges hatdrérték létezik, akkor az f figgvény
x—~a

az "a" hely valamely K, krnyezetében korldtos.
Bizonyitds. Ha Hm f(x) =A és £>0, akkor van K, kbrayezet, hogy

X

a.
xe(i(a\{a}}ﬂ{)- |fx) = A|< £, még tukébb igaz, hogy
|lf(x)l - |AIJ<E , vagyis |t} < |A] +€ .}

5.2 Tétel. Ha lm f£(x) = A véges hatdrérték létezik, akkor lim |f(x)| = JA]
X—2 X--wd
létezik,
A tétel pontosan ugy bizonyithat6, mint az 5,1 Tétel, A térel megforditdsa
nem igaz,

5.3 Tétel. Ha Um f(x) és Hm g(x) véges hatdrértékek léteznek, akkor
X2 b ]
Um({f(x) + g{x)) 18 létezik és
X—-a

Lm(f(x) + g(x)) = Um f(x) + Um gx).
X—=a b ] X—a

Bizonyitds. A tétel a 4,2 Definici6 és a sorozatokra vonatkoz6 megfelelS tétel
(1. 1. Xttet, 15,3 Tétel) ktzvetlen ktvetkezménye, !
E térel megforditisa nem igaz, ezt mutatjaa Xuvetkez§

5.1 Bélda. Legven {(x) = sin é és g(x) =1~ sin ',IE' Hm () + gx)) léte-
X0
zik és egyenl§ 1-gyel, mig sem f(x), sem g(x) hatdrértéke nem létezik a

0 helyen, u.i. pl. a sm-if figgvény a 0 pont tetszfleges kirnyezetében
minden [-1; 1] intervallumbel értéket felvesz.
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S

5.4 Tétel, Ha Um f(x) és lim g(x) véges hatdrértékek 16teznek, akkor

Xx—a X8
Um f(x).g(x) is l6tezik és Lm f(x).g(x) =lm £(x).lim g).
x—a X2 —-a X-g

Bizonyltds, A tétel a 4.2 Definici6 és & sorozatokra vonatkozé megfelels tétel
(1. I, kitet, 15.5 Tétel) ktzvetlen kiivetkezménye. !

Matematikai indukcidval igazolhats, hogy az 5.3, 1il. 5.4 Tétel megfe-
lel6je érvényes tetszlleges (véges) szdmu figgvény Usszegére, {11, szorzatdra
is.

5.5 Tétel. Ha Um f{&x} €z Um g(x) véges hatfrértékek 1éteznek é3

x—~a X8

Im gix) #0, akkor I.im-—i——- is létezik és lim o__

e g BB g®
Hm f(x)

P i S
lim gix) °
Xa
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Bizonyitds, A tétel a 4.2 Definici6 és a sorozatokra vonatkozé megfelels tétel
(1. I, Kétet, 15,6 Tétel és az azt ktvet§ megjegyzés) kzvetlen kvetkezmé-

nye. |

5.2 Példa. Raciondlis figgvény hatdrértéke a + o -ben. Legyen nET,
n21 és8 7 &

p(x) =z=1nxn+an._rxn-1 +... +ax +ao, an?(i

n an-l an-Z a'o
Um p{(x) = Hm l:x (an+~—;—+ — teeo -;) :]f-‘ sga.eo ,
X400 b e r] X X

mivel a gmbulyl zérdjelben levs tényezf a ~hez tart, ha x tart +oo -hez,
Tehdt raciondlis egész fliggvény hatdrértéke’™s +oo -ben +o0 , vagy - ,
az elSjelet a legmagasabbfoku tag egylitthacja donti el. Legyen

a x +an_1xn'1+... tax+a
q(x)"' zn-l ¥ aII#O' bm#{)
b X -l-b x +... +b.X+Db
m=-1 1 [}
anxn_m +a ) a-l=m alxl"m + aox-m
x‘ﬁm :_1(;) =xiim+ -1 Tom e =
g e OO
A hm+bm-}.x +o..+bx +bx
8:1
sg_s'—' ,00 , han>m
m
a
= P , hamg=m
m
0 y han<d<m

A hatdrérték kiszdmitdséndl alkalmaztuk az 5.3 €3 5.5 Tételt, valamint el626
eredményiinket, Hasonl6 mo6don hatérozhat6 meg racionilis egész és raciond-
lis tbrtfliggvény hatdrértéke a - oo -ben.

5.6 Tétel. Ha Um f(x}) =0 és g(x) korldtos az "a™ hely valamely Kag
kbrnyezetében, akkor lim £(x).g(x) =0

X—~a

- 40 -



Blzonyitds. Legyen [g()| < M, ha xE(K, \{a}}ﬂDg. Mivel Hm f(x) =0,
g

minden £>0 ~hoz "2 ~nak van olyan K C K ag k¥rnyezete, hogy minden

xEK a8 \'{a} )ND; -re |ix)] < ﬁ' Osszeszorozva: lg®)]. [f®[< £,

vagyis |g(). f(X)!< €, ha xEEK, \{a})r' AP

5.7 Tétel, Ha lim f(x) és lim g(x) hatdré- .. iireznek ég egyenitk, a
. xesa X2

@ flggvény értelmezési tartoménya D C D ﬂD "a"a Dq,

halmaz torl6dési pontja és van K ag kﬁrnyezet hogy minden
J:E(Kag\{a})ﬂD‘P -re
10 £ o < g, 6.1)

akkor lim @(x) is létezik és
X>a

Hm @@&) = Hm f&x) = Um gx).
X3 X3 X2

Bizonyitds. Legyen xi—i: i) =xix; gx)=A és K A 8% A szém (+eo) tet-
szfleges kérnyezete; van "a" -nak X a8 CK ag kirnyezete, hogy minden

xEEK, ~{a} )nD “re HRIEK, és gWEK . Ekkor azonban (5. 1)~b6l
ktSvetkezik hogy cp e K

5.8 Tétel, Legyen h:DhF——ﬂ-R f: D'——'-R és f értékkészlete YCDh

"a" a D halmaznak, A pedig az Y halmaznzk torléddisi pontja,
Hm f(x) =A, lm h(y) =B, tov4bb4 tételezziik fel, hogy van K
Xe—g A 29
kornyezet, melyre xe(}(ag\{a})an esetén f(x) #A; ekkor a
hof : Df'—-»R Usszetett figgvénynek létezik "a"-bm a hatfrértéke
és lim thof) = lim h{(x) =B
X4 X2
Bizonyitds. B tetszbleges K kirnyezetéhez van K, kirnyezet, hogy min~-
den y&K A {A} )f'lD -ra h(y)GKB i K, -hoz viszont van K, < Kag

kérnyezet, hogy minden xeX \{a} )f}D -re y=f{{x)EK A’ Miutén ezen
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x -ekre £{&x) ¥ A -yal és minden esetre {(x}€Y, azis igaz, hogy
y=tm € K,~{AHNY CK,~{aAhHND,, vegyisha x€& ~{a})ND,

akkor h{f(x)) & KB

A tovébbiakban, ha valamely filggvény hatdrértékérsl beszélink valamely
"a" helyen, haligatclagosan mindig feltételezzilk, hogy “a" az értelmezési tar-
tomdny torloddsi pontja.

6. Folytonos fiiggvények

A muszaki, fizikal és egyéb folyamatokat, killtnisen az egyszeriibbeket
leir¢ filggvények nagy része azzal a tulajdonséggal rendelkezik, hogy a filgget-
len véltoz6 értékének kis megvéitoztatisa kivetkeztében afiggvényérték is
csak kevéssé viltozik meg, Ha példful valamilyen tartslyba zdrt, adott tmegl
géz nyom#sét, mint a h6mérséklet figgvényét vizsghljuk, azt tapasztaljuk,
hogy az egyméshoz ktzell hémérsékletértékek mellett mért nyomésok éxrtéke
csak kevésgé kilvnbbzik egyméstol, A filggvényeknek erre a tulajdonséigdra
adunk szahatos meghatdrozdst.

6.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D—R filggvény az _
a € K helyen folytonos, ha
(a) aeD,
(b) "a" a D értelmezési tartomdny torlsddsi pontja és
létezik a véges lim f(x) hatdrérték, és
Xz
(c) f(a) = Hm £(x).
b ]

6.2 Definici6, Azt mondjuk, hogy az f: D—>R flggvény az "a" helyen
jobbr 6l folytonos ha f -nek az [a, +o0 YND halmazravals
leszlkitése az "a™ helyen folytonos.

Hasonlden értelmezhetS figgvény bal oldali folytonossdga az "a™ helyen. Nyil-
vénval6, hogy ha az f fliggvény az "a” helyen balr6l és jobbrdl folytonos, akr
kor folytonos.

6.1 Tétel. Ha az f figgvény az "a™ hely valamely K, kirnyezetében 4llan-
do, akkor f az "a™ helyen folytonos.
Bizonyitds, Legyen f(x) =c¢, minden xEKa-ra,_ akkor Hm f(x) =c, de
: X2
f(x) = c miatt Um £(x) = £(a). ]
x-—>a
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6.2 Tétel. Ha f az "a" helyen folytonos, akkor | £ | 1s folytonos az "a" helyen.

Blzonyitds. Mivel Hm f(x) =f(a), 8z 3.2 Tételbll kvetkezik, hogy
x->a
lim |[f@x)| = |f@)] .!

X—a

6.3 Tétel., Ha az f és g fliggvények folytonosak az "a" helyen, d&kor f+g
is folytenos az "a" helyen.

Bizonyitds. Mivel Um f(x) =f(a) és Hm gl)=gla), az 5.3 TételbSl kivet-
x—+a x—a
kezik, hogy

lm (((x) +g() = f(a) + gla). |

X-»a

6.4 Tétel, Ha az £ és g flggvények folytonosak az "a” helyen, akkor f.g

is folytonos az "&" helyen,

Bizonyitds. Mivel lim f(x) =f(2) és Um g(x)=gla), az 5.4 TételbS] k¥vet-

X+a X—»3a
kezik, hogy lUm f{x).g(x) ={(a).gls).!
X~>a
A 6.3, iIl, 6.4 Tétel megfelelSje igaz tetszbleges véges szdmu fuggvény
vsszegére, 111, szorzatdra is, amint ez matematikal indukeiGval kbnnyen iga-
zolhaté.

6.5 Tétel. Ha f és g az "a" helyen folytonos és g(a) # 0, akkor L is foly-
tonos az "a” helyen. g

Bizonyitds, Mivel lm f(x) =f(a) és lUm g(® =ga), alkalmazvaaz 5.5 Té-
x—>a X2

f(x) f(a)
telt adodik, hogy Hm ——= = == !
g gx)  gla)

6.6 Tétel, Legyen h: Dh'—-*-R, f: D{-——*R és f értékkészlete YCD, ;

ha f folytomos az "a” helyen és h folytonos az f(a helyen,
akkor a hof: Df'—"*R 8sszetett fggvény is folytonos a "a™ he-
lyen.

Bizonyitds., f ill. h folytonosségdbol kuvetkezik, hogy aEDf, 111,
A =1@)ED,, vagyis hof értelmezve van "a” -ba. Legyen
B= (o) {a) = h{f(a) és KB a B szdm tetszfleges kUrmyezete; h folyto-

nossdga miatt van olyan K, ktrnyezet, hogy minden y €K A n Dh -xa
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hiy) € KB; f folytonossdiga miatt van olyan Ka kérnyezet, hogy minden
xEKaﬂ Df -re fEEK AT mivel ugyanakkor f(xX) Y C'Dh’ kévetkezik, hogy
htx) = KB’ vagyis lmdh of) (x) = IIm h{x)) = h(f(a)).!

Xx—=a X—a

6.7 Tétel, Ha f: D—+R az "a" helyen folytonos, akkor "a'-nzk van olyan
Ka kbrnyezete, melyben f korldtos,

Bizonyitds. A tétel az 5.1 Tétel kzvetlen kivetkeztménye. |

6.8 Tétel., Ha f:D—~R az "a" helyen folytonos s £(a) > 0 ({ll. fla) < 0)
akkor "a" -nak van olyan Ka s kérnyezete, hogy minden
»

x€ Ka s ND-re £{x) > 0 (ll. £z) < 0). Vagyis f az "2" hely
+
elég kis ktrnyezetében megtartja f(a) elfjelét.

Bizonyitds. Legyen pl. f(a) > 0, akkor € i {CY)

5~ > 0 -hoz van 8>0, hogy
minden xEKa sﬂD -re f{MEK f(a) vagyis f(x)} > f_(za_) > 0!

ta), 52

6.9 Kovetkezmény. Ha az f flggvény az "a" helyen folytonos és "a"-nak

minden K&"S kirnyezetére van X0 1:2€Ka’8 . hogy

f(xl) >0 és f(xz) < 0, akkor f(a) =0,

6.10 Kuvetkezmény, Ha az f flggvény az "a" hely birmely Ka’ § kvrnyeze-

tében pozitly £ negativ értékeket is felvesz és f(a) # 0,
akkor £ az "a" helyen nem folytonos.

6.1 Példa. f(x) =x minden x =a ER helyen folytonos, mivel f{3) =a &s

im £(x) = a,
X—»q3
6.2 Példa. plx) = an:tn-ran_lxn"}L toootaxte minden x€R helyen foly~-

tonos, az elfbbi példa ésa 6.1, 6.3, 6.4 Tétel alapjdn.

ax’ + an_lxn'l +o. o tax+a
6.3 Példa. g(x) = —= —7 minden xER ~ {neve-
b ¥ +b X +...+bx+b
m m-1 1 0

z8 zérushelyei} helyen folytonos, azaz shol értelmezve van ott folytonos is.
Alkalmaztuk 2 6.1, 6.3, 6.4, 6.5 Tételt és az e16z6 példa eredményét.
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6.4 Példa. f(x) =sin x minden x&R helyen folytonos, ElSszir axt 14cjuk be,
hogy sin x a 0 helyen folytonos; a definicichél adodik, hogy sin 0=0 és
Hm sin x = 0 (1. 4.2 P&lda).

X0

Legyen a€R, akkor sina értelmezve van, Tekintslik a fuggvényt az
x=a+h helyen, shol h tetszlleges

gin X = sin(z+h) = gin 2 . cos h + cosa, sin b, (6.1)
Mivel 1-cos x=2 sin2 g-——»ﬂ, ha x—=0, kiivetkezik, hogy

Hm cosx= 1. {6.2)
X0

Ha x—=a, akkor h-—0 és (6.1) jobb oldaldnak elsf tagja sin a ~hoz, mi-
sodik tagja 0 -hoz tart, vegyls Hm sin X = sin a.

x~a
(6.2)-b61 azonnal ktvetkezik, hogy a cos x fiiggvény folytonos a 0 helyen és
ebb6l az elfbbihez hasonls médon az, hogy cos x i folytonos minden x&ER-re.

6.5 Példa. f(x) =tgx és glx) = ctg x minden olyan helyen folytonos, ahol
értelmezve van (1. 3, pont). A 6.5 Tételt alkalmazhatjuk.

6.6 Példa. f(x) = [x] minden XET helyen jobbrol folytenos, de balrsl nem
folytonos (1. 1.5 Példa).

6.3 Definicié, Legyen "a" az f flggvény D értelmezési tartomdnydnak
torloddsi pontja; azt mondjuk, hogy az f filggvénynek &z -
"a' helyen szakadisa van, ( az "a" helyen szakaldsos) ha
ott nem folytonos.

Nem teljesll a folytonossdg feltétele az "a’ helyén, ha: f -nek ift nem létezik
véges hatdrértéke, vagy a ¢ D, vagy létezik f(2) és Hm £(x), de

X~a
fa) ¥ Im f(x). A szakadisi helyek teljes oszt4lyozésa t&bb szempontbdl is
by S
torténhet,

6.4 Definici6, Az "a" szakad4si helyet megszlintethetd szakaddsi helynek
nevezzik, hd f -nek az "a" helyen létezik véges hatirértéke.

Ha az f fliggvénynek megszintethetd szakaddsa van az "2" helyen, akkor ott
a fuggvény alkalmas mdodon t¥rténé értelmezésével "folytonossd tehets",
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6.7 Példa, f(x) ==2%
mezve; megsziintethetS szakaddsa van, mivel Hm

p o]
Ha a fuggvény értelmezését az x =0 helyre a kbvetkez6 médon kiterjesztjik:

az x =0 helyen nem folytonos, mivel itt nincs értel-
gin x
—_= =],

x

sin x
X

. ha x#0,

Px)=
I , ha x=0,

az x =0 helyen folytonos fliggvényt nyeriink.
6.5 Definici6. Az "a" szakadési helyet lényeges szakaddsi helynek nevezzilk,

ha az { fUggvénynek az "a' helyen nem létezik véges hadr-
értéke.

6.8 Példa, f(x) =sgx az x =0 helyer nem folytonos, mivel itt nem létezik
a hatdrértéke (1. 4.6 Példa); lényeges szakadési helye van. A fliggvény nem
tehetd folytonossd a { helyen.

Mis szempontbél is osztdlyozhatjuk a szakadési helyeket.

6.6 Definicls, Az “a" szakad{si helyet elsffaju szakaddsi helynek nevezzuk,
ha itt létezik & véges jobb és bal oldall hadrérték.

Az els6faju szakadisi hely lehet megsziintethet§, vagy lényeges szaka-
ddsi hely.

6.9 Példa. Az f(x) = sgx flggvénynek x =0 elsSfaju szakaddsi helye.

6.7 Definlcié, Legyen "a™ az f: D—-R fliggvény szakadis{ helye é5 a
{-o00 , a}D, valamintaz (@ + o0 )MND halmaz torlsddsi
pontja; azt mondjuk, hogy f -nek "a" -ban médsodfaju gzaka-
disa van ha f -nek legaldbb az egyik oldali hatdrértéke nem
1étezik "a"~ban.

A mésodfalu szakadisi hely mindig lényeges szakadési hely.

6,10 Példa, f(x) = gin i— az x =0 helyen nem folytoros (1. 5.1 Péida), mivel

itt nem létezik sem a jobb oldall, sem abal oldali hatdrértéke, a fliggvénynek
mésodfaju szakad4isi helye van,
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7. Intervallumban folytonos filggvények .

7.1 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: D—R flggvény folytongs, ha f
folytonos minden xED helyen. A folytonos fliggvények hal~-
mazdt C%-lal jelvljuk,

7.2 Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: DR fliggvény folytonosa HC D
halmazon, ha f -nek H ~-ra valé leszikitése folytonos AH
halmazon folytonos fliggvények osztilydt (halmazit) C ““val
Jeldtjik,

Ktléntsen fontosak és gyakran fordulnak el§ olyan fuggvények, melyek
egy intervallumon folytonosak., A miiszaki gyakorlatban elSforduls fiiggvények
legnagyobb részének értelmezési tartoménya véges sok olyan intervallum
egyesitése, melyek mindegyikében a filggvény folytonos; az ilyen flggvényeket
szakaszonként folytonos fliggvényeknek nevezzik,

Ha az f fliggvény az I intervallumon folytonos, akkor bdrmilyen
X, €1 helyet vilasztunk is ki, az x -hoz elég ktzell xEI helyeken vett

fﬂggvényérték eltérége _f(xo) “t6l kicsi lesz. Altaliban azonban nem biztos Az,

hogy ha a fuggvényérték engedélyezett megvdltozdsét el6irjuk, akkor lehet ta~-
ldlmi 2z I intervallum minden helyére egyformén érvényes korlitot, mely
alattl helyvdltoztatds a fliggvényértéknek az elbirtndl csak kisebb mértékit meg-
véltozdsdt vonja maga utén, Mds sz6val 1talfban nem biztos az, hogy afligg~
vény folytonosséga az egész 1 intexrvallumon egyenletesen éxrvényes tulaj~
donsig.

7.3 Definici6, Azt mondjuk, hogy az f: D—~R fliggvény & ICD inter-
vallumon egyenletesen folytonos, ha minden €>0 ~hoz van
$>0, hogy minden x_, x, E1-re

I XX, i<8==>| fix,) - 1)) |<8 .
7.1 Tétel, Ha az { flggvény az I intervallumon egyenletesen folytonos, ak-
kor minden a3 €I pontban folytonos.

Bizonyitds. Ha a 7.3 Defiicichan x =a-t trunk, 4llitisunk azomnal adodik
2 6.1 65 4,1’ DefinicikboL.

7.1 Példa, Az f(x) =sin E- fﬁggvénya {0, + oo) intervallumon folytonos,
mivel az ezen intervallumon foiytonos L és a folytonos sinus-fdggvénybll
dssgzetett filggvény (1. 6.3, 6.4 Példa és 6.6 Tétel). Megmutatjuk, hogy afligg-
vénya (0, + oo) intervallumon nem egyenletesen folytonos. Legyen
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€=%>‘0, bérmilyen 8>0 -t aduok is meg,. van n €T, hogy 0< 2n13r <6

és 0< ——-—"E—-j'Tﬂf » de aklor
(2n+1)—§-

is fenndll és mégis

.
f(zngr) ((zm)%_) - |sin 2T - stn Qo) 4 | =15 1

Azok a flggvények, amelyek valamely zért [a,b] intervallumon folyto-
nosak, vagyls amelyeka fliggvényhalmazba tartoznek egy sox eldnyts
tulajdonsdggal rendeikeznek[ 'tg%gpedig két figgvényérték ktzitt minden ér- ‘
téket felvesznek (vagyls értékkészlettk egy intervallum), korlétosak, felveszik -
figpvényériékként a fuggvényértékek halmazénak suprémumét és inflmumst
tovibbd egyenletesen folytonosak. A felsorolt tulajdonsigoka a kivetkez6 téte-
iekben fogalmazzuk meg és bizonyitjuk, '

Ya

» ¥* fix)

f[b}
/\ i

b
-r---:é"\-bﬁ-ﬂ
—
avs
by =
e
\

7.1 dbra
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7.2 Tétel. (Bolzano tétele, specidlis eset): Ha

~ 0
€ Cp, 1)
akkor van olyan B € (a,b), hogy f(E) =0,

_Blzonyitds. A blzonyitds a valés szdmok Cantor f&le tulajdonsiga, az egyméi-
ba skatulydzott intervallumok elve alapjdn trténik (1. I. kttet 12, 1 Téeel),

Megfelezzik az’ [a, b] intervallumot. Ha a felez6pontban f¢2+—h) =0, akkor az

és sg {f(a).f(b)} = -],

41Ht4s igaz. Ha - f %—’3) #0, a két félintervallum koztl azt = l-_;l'b:l_l
{ntervaliumot tekintjiik, amelyre teljestl sg {f(al)’f(bl)} = -1, ahol a ~-gyel,

1. b, -gyel jeltltitk az utébbi intervallum bal oldali, 1ll. jobb oldali vég-

pontjdt. Nyilvdnvals, hogy bl-a.l =%—§, ahol a$ 2 < b, $p,

[al, bl]c[a,b]. Az eljfirdst most megismételjik az [al, bl] fntervallumen,
igy adadik, hogy .

bl-él b-a < < < ‘
- = T e g, = < - =
27353 v 2878,°8<b,"b b,

2

[2e by)ca)s B JC[a,b], sg{te,). £b,)} = -1

Az n-edik 1épésben

ey B[, b JC...Clap], neT

sg {f(an).f(bn}} = -1. Az eljirdst végnélkil folytatva egymdsba skatulyézott

zért {ntervallumok sorozatdt kaptuk és mivel Hm (bn-an) = Hm bra a,

- oo A-»~o0 2
csak egyetlen olyan EE[a,b] pont 2z amely minden intervallumnak eleme.
Nyilvdn Hm a = im bn =¥,
00 p—=co
Most beldtjuk, hogy ez a § rendelkezik az elfirt tulajdonséggal, azaz
f(E)=0.
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Mivel ¥€[a,b], afeltétel szerint az f fuggvény £ -ben is folytonos. De
¥ -nek minden kbrnyezetében az f fliggvény pozitiv és negaiv éxtéket is fel-
vesz (t.i, az a5 in, bn helyeken), tebét a 6.9 Kbvetkezmény alapjén

£(€) = 0. Mivel
f(a)#0, £(b)#0, ezért €€ (,b).!

14 ]
fljf=—===mmmm e e y=fx)
t
o §
; 1
| f
1 ' #o)
floj === - (2] |
¢ } i
fla i ;
i
i { i
{ : 1 -
0 g 4 ) X

7.2 dbra

7.3 Tétel, (Bolzano tétele, £ltalénos eset.) Ha :ec;a py &8 1@< 1)

(vagy f(a) > (b)), akkor minden c&(f(a),f(b)) -hez van olyan
EE(a, b}, hogy f(€) =c, vagyls a figgvény a [ab] iatervallum-
ban minden f(a} és f(b) k¥zé esl értéke: felvesz,

Bizonyitds. Legyen g(x) =f(0-c, ahol pl, f(@)< ¢ < fl), gWE Cfa,m és

gla) < 0, ill. g) > 0; igy alkalmazhat6 a 7.2 Tétel, azaz van olym
¢€[ab], hogy g(E)=1(E)-c=0.!

Meglegyzés: Lényeges kikttés volr itt az, hogy a folytonoeségnak zdrt
intervallumban kell fennéllnia, Pl. £{x) =sgxa (0,1] balrel nyllt intervallum-
ban folytonos, a [O, 1] zért intervaliumban Bolzano tételének £1litdsz rd nem
érvényes. .

7.4 Kbvetkezmény. Pératian fokszému polinomnak biztosan van legaldbb egy
valds gybke,
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Bizonyitds. Legyen

-1 2m-2
p(x) = azm_ixzm + azm_zx R a,x + ao + Gspl. §2m_i >0.
Mivel lim p(x) =c0c és lim p(x) =-o0 , ha "a" elégkicsl és b elég

X 00 X-—co
nagy, akkor p(s)< 0 és p() > 0. Alkalmazzuk a 7.2 Tételt p(x)-re az
[a,b intervallumon, adédik, hogy vanfE[a, b], hogy p(8)=0.!

7.5 Tétel: (Welexstrass tétele 1) Ha £ & c?a' p]r akkor van olyan MER,

hogy |f(x)] € M, minden x&[a,b] -re, vagyis zfrt intervallum-
ban folytonos figgvény korlftos.

Bizonyitds. A bizonyitds reductio ad absurdummal torténik, (L. I. kitet 7. c,)
Tegylk fel, hogy £ az [a,b] -ben folytonos, de nem korlftos, azaz min-

den MER -re van olyan xE[a,b], hogy |f(x)| > M. Mivel f nem korl4tos,
kivélagzthat6 olyan x, nET, xl'lE [a,b] sorozat, hogy

1< |tex))| , max@, |f6x,) < |t » -

.eay Mmax (n,

tx p< )] o -ee

Az X, rET sorozathoz tartozof{xn) sorozat divergens és Hm lf(xn)l =00,
T~ 00

Deaz x , n&T sorozat korldtos, mivel minden eleme [a,-b] -ben
van, tehdt kivélaszthato belSle Xy L,ET konvergens részsorozat (. I, Ku-
tet 16.2 Tétel) Um x, =8E[a,b]. Mivelaz f figgvénya & helyen folyto-

i—ccn
n

nog, azért Hm lf(xi )I =|f (g)! » (L. 6.2 Tétel), ez pedig ellentmondés,
i ——co n

mert az If(x:l )l » 1 ET sorozat részsorozata az If(xn) I. nET sorozat-
n

nak mely oo -hez tart. Tehdt a feltevéssel ellentétben van olyan MER,
hogy |f@)| S M.1
Megjegyzés: A tétel nyllt intervallumra nem érvényes. Pl.

fx) =—i~ a (0,1) intervallumban folytonos, de nem korldtos,

7.6 Tétel. (Welerstrass tétele II,) Ha fECEa 5]’ akkor van olyan
EE€[a,b] és7E€[2,b], hogy £(E)= sup t}'(x). és () = inf £(z),

a,b x€[a, b]
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vagyis zirt intervallumban folytonos figgvény felveszl maxdmumat
€8 minimumét,

Bizonyltés. Reductio ad absurdummal igazoljuk a tételt. Az el8z6 tételb6l
ktvetkezlk, hogy f korlitos, legyen & = sup f(x)} . Tegylk fel, hogy
_ x€fa, b]

fx)< s, ha xS[a,b], ésigyaz { fuggvényaz s értéket = [a,b] inter-
vallum egyetlen helyén sem veszi fel. Bevezetjlkk a g{x) segédiiiggvényt:

1 o
glx) =216 Nyilvén g(X)EC{a'b} . Mivel g a 7.5 Tétel alapj4n korldtos,
van olyan M > 0, MER, hogy g(x) < M minden x€[a,b] -re.

Tehit igaz, hogy -;:—i&—)- < M, rendezve

1 < Ms - Mifx)

Mfx)< Ms -1

I(x) < s--}ﬁ, minden xE[a,-b] ~re,

Ez pedig ellentmond annak, hogy s a legkisebb felsf korldt. Tehdt afeltevés-
sel ellentétben van olyan $6{a,b], hogy £f(¥)=s.

HasonlGan igazolhat6 a tétel mésik 41litdsa is. !

Megjegyzés: A tétel nyilt intervallomban folytonos flgpvényekre nem ér-

vényes. Pl, az f(x) = gin x fuggvény a (0, ) Intervallumon korlitos,

x
sup s;: X = 1, deaz 1 értéket sehol sem veszi fel, mivel sinx<x, x# 0.

x€(0, 7).

7.7 Tétel, Ha fECEa b] akkor { az [a,h] intervallumban egyenletesen
folytonos. e

Bizonyitds. Legyen £ > 0 tetszflegesen adott. Az e 0 szdmhoz €s min-

den gE[_a,b] ~hez van ¢ > 0, hogy minden 20 X, EKZ 3 .(s)ﬂ [a,b] -re

Hep£®) ] < £, |&y-1p] < £,

vagyis
=) - 1) <E . 7.1
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£ E[a,_b] _ktrnyezetek egyesitese lefedi az [a,b] tntervallu-

AKgé’.!S)
P2

mot, vagyls
[a,p]c U K,,
(8)
ge[a,h] 5 32

A Borel-féle lefedési tételbsl (I, ktret, 12,2 Térel) ktvetkezik, hogy kivd-
lagzthat6 véges szdmu

K §(p K §(5 K 8¢
\?a-—_—i—_—_’ gz' 7 - L gn' zn ’

1

£ kE [a,h], k=1, 2, ..., n kirnyezet, melyek egyesitése szintén lefedt
[a,b]-t vagyis

n
[ablc U Xy, e(EY 7.2
R

: g(g.) ey o R(E)
Vezessik be a & =min "zgl : \22 2 wes jn_}> 0 jeltlést

és legyen x; ég X, az [a, b] intervallum tetszSleges két pontja, melyre

|x} - le <& . Mivel xIE[a, b], (7.2)-b6l ad6dik, hogy van £+ melyre

KS lf[gk] B 2
r N
E K;’n éflp g E
L I { 1 Y} { 1 o
T \ \ ! T F 1
g a T X X b
7.3 dbra
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x€xk, SUYc x .
173y — Ex8(EyY
de akkor
2rg,)
XZEng,"’”"-?:-*-l-éCngsg(gk)

Innen (7. 1) kitvetkezik, |

8. Implicit alakban adott faggvények
Algebrai figgvények

8.1 Definicié. Az F(x,y) =0 kétismeretlenes egyenlet egy implicit filggvényt
definiél, a DCR halmazon, ha minden x&D -hez taldlhaé

egy és csak egy olyan y, amely x -szel egylitt kielégitl az
egyvecletet,

8.2 Definicis, Algebrai figgvénynek nevezzik azokat az egyv4ltozos valés
' flggvényeket, amelyeknél minden x€D -hez tartozé £(x)
fuggvényérték kiszémitdsdhoz x-en csak algebral mivelete-
ket kell végezni (YssZeadis, kivonds, szorzés, osztds, hatvi-
nyoz4s, gytkvonds).

Megjegyezztk, hogy az algebral fggvény fogalmdt az elSbbinél 4ltalfno~
gabban 18 szoktik defini£Ini.

8.1 Példa., Az xz +y2 = egyenlet az y 2 0 feltétel melletta D = [z, 1]

Intervallumon a P :::Z - xz, xeD fuggvényt definidlja. E flggvény grafikonja
az orig6 ktzéppontu r sugaru felsd félkor.

8.2 Példa. sz +B:r,r2 +Cx+Dy+E=0, A2 +B2 > 0, olyan un, kupszelet
egyenlete, melynek "tengelyei™: (vagy tengelye)a koordinita-rendszer tenge-~
lyeivel pdrhuzamonak,

Ha A =3B, akkor a kupszelet kdir (ha van olyan pontja a sikndk, amely kielé-
gitl az egyenletet);

ha sgA=sgB, akkor ellipszis; 2

ha sg A =~-gg B, akkor hiperbola; ennek elfajuls esete: x“ - y2 =0,
vagyls y =+ x egyenespdr;

~54 -



Y &

y=VRT -5

Y

~ oy

e

8.1 bra

ha A. B=0, ekkor parabola.

Abban az esetben, ha a kupszelet kzéppontja (csucgpontja) akoordindta-rend-
szex kezdépontjdval egybeesik, a kupszeletek egyenletének un. kanonikus alak-
jét kapjuk:

2 2
I +L =1 elipszs, (8.1) -
2 2
a b
2 2
55 - l’-z- = 1 hiperbola, (8.2)
a b
2
y =2 px parakola egyenlete. {8.3)

Ezek az egyenletek az y 2 0 feltétel mellert a kbvetkez8 algebral fliggvénye-
2
ket értelmezik, (8.1)-bSl: y=b /1 - _x_z_ » grafikonja a felsd félellipezis,
a

értelmezés] tartomédnya D = [-a, a].
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8.2 §bra

Y&

8.3 dbra
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y=¥2px

-f—
-
8.4 fbra
,‘ 2
(8.2)-b8l: y=b If 5—2— - 1, grafikonja a két f€1 felsShiperbola &g, értelmezési

a
tartoménya D=(-00 , -a) U f{a; +00), (8.3)-bsl: y= |}2 px p >0 felsf
félparabola, értelmezést tartomdnya D= [0; +oco ], V&, Il Kotet 19.1
Példa.

9. Az inverz fiiggvény. Arcus fiiggvények

9.1 Definici6. Legyen az f: X—R fuggvény értékkészlete Y ={y€ER : van
X€EX, hogy y=f(x)} ésaz f:X—Y fuggvény az X hal-
maznak az Y halmazra tbrién egy-egyértelmit leképezése;

az f'l: Y—X fliggvényt, melyre f-i(y) =x ha y=f{(x,
az f fuggvény inverz fuggvényének nevezzik. (Vb I. Kttet
2,3 Definici6.)




A definicichol kivetkezik, hogy az f-l fuggvény értelmezési tartomé~
nya az { figgvény értékkészletével, és az f-l ﬂiggvény értékkészlete &z f
fuggvény értelmezési tartoménydval egyezik meg; gy £ © értékkéazlete:
X={xER van yEY, hogy x =1 (y)} Ha az f leképezésmél x képe y,
akkor az f. leképezésnél y képe x, érvényesek tehit a kévetkez§ xzonos-
ségok
lean=x & w@loy=y. 0.1

Megjegyzés: elffordul, hogy egy adott f figgvénynek nem létezik in-
verz fliggvénye a teljes értelmezési tartoményban, de létezik inverze az f
fuggvény alkalmas halmazra val6 leszilkitésének.

9.1 Példa. f(x) =x értelmezéal tartomdnya R, az értékkésziet
Y= -i yiy= o} A fuggvény nem 1étesit egy-egyértelmll leképezést, mivel

i@ = xz és f(~x) = xz, tehdt nem beszélhetiink az inverzérfl. Szikitsik le
az értelmezés! tartomgnyt az X ={x :x 2 0} intervallumra. A leszifkitett

fuggvény egy-egyértelmi leképezést létesit (2 nem negativ szdmok halmaz4t
egy-egyértelmilen képezi le a nem negativ szémok halmazéra), tehdt létezik

tverze: £ -(x) = Vx.
rk

Ao

qd

Yo
C -




Jeltlk az £ fuggvény, ill. az f-l inverz flggvény grafikonjit G -vel,
i1, G’I -vel, vagyis legyen

G: { &y :xEX, y=f(x)} ,
i,
6 {@n:xey, y=f'w}

Nynvauvalo. hogy (x, Y )EG akkor és csak akkox, ha Gy x )ec , vagyls
a G ~et ébrédzold gbrbét az x,y sikban ugy kapjuk G-bfl, hogy & utohblt az

y = x egyenletil egyenesre tikrizzik. A G ¥ﬁkm egyenlete y=f (x)
ami ekvivalens {(y) = x-szel, Ezek szerint G™* egyenletét ugy kapjuk G
egyenletébfl y =f(x)-h6l, hogy az utébbiban az x és y bettket formélisan
felcseréljuk,

9.1 Tétel, Ha az f: (a, by—R f@vény monoton és értékkészlete &2z I in-
tervallum, akkor fE C @b "

Bizonyitds. Legyen f példiul monoton nbvekeds, E €(a,b) és K, sz
7 =f(E) € I pont tetsz6leges kirnyezete. Legyen 7,<7 » yleK.,zflI
iil, Y27 yzeK.,z 11, (Ha pl. ilyen ¥, Bzém nem 1éteznék, ez azt jelen-

ti, hogy I-ben nincs 7 -ndl kisebb szdm; mivel monban f a (a.gl -
intervallumban monoton nivekeds, éllands kell legyen, vagyis § -ben balrdl
folytonos. Hasonldan lfthat6 be, hogy ha a kivént tulajdonsfgu y, szdm nem
1étezik, akkor {¥ -ben jobbrd} folytonos).

Miutdn f monoton nlvekedf, vana < x < E< xz< b, hogy f(xl) =

=yp< 2< yz‘-'f(xz). Legyen 5=min(§~xl. Xy - %) > 0. Minden xEKss-
ra
< <
f(xi) s fx) - f(le '
vagyls

1E [ vy yZ}CK’Z' tehdt :iié(x)ﬁ(g)-—'q .

Ezek szerint { az (a,b) intervallum minden £ helyén folytonos. Hasonldan
14that6 be az 41lit4s monoton cskkend fliggvényre. !
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9.2 Tétel. Legyen az f:(a,b)—~R flggvény szigoruan monoton nvekeds
(cstkken®) és folytonos akkor létezik az £1 inverz fuggvény,
amely szigor:ian monoton nivekedS (cstkkens) és folytonos.

Bizonyitds. Miutén Bolzano tétele (7.3 Tétel) értelmében f két értfke kbzbrt
minden értéket felvesz, értékkészlete egy I intervallum, Az f flggvény
(a,b)-nek I-re tYrténs egy-egyértelmu leképezése, mivel, ha x_, x € (a,b)
és x; #x,, pl x, < x,, akkor f szigoruan monoton nﬁvekedéséh%l

{catkkenésébsl)
tx)) < fix,) (f(xl) > 1x,), vagyls f(x)) # 1(x))

ktvetkezik, Létezik tehit az fﬁl: I—(a,b) inverz fiiggvény. f-l szigoruan
monoton nivekeds (csbkkend), mivel ha
Vpr Y28L yi<y, 6> v
akkor
! S

ha ul. x, 2 X, lemme, akkor
> = = -
tx) =y, 2 &) = y, €x) =y, S £x)) =y,)

lemme, f 1 folytonossfga most mir a 9, 1 tételhSl azonnal kivetkezik. !

A trigonometrikus fliggvények alkalmagan vélasztott intervallumokra
val6 leszikitései szigoruan monoton, folytonos figgvények. Ezek inverz figg-
vényeit arcus filggvényeknek (arcus = iv, szdg) nevezzik.

Az f(x) = sin x figgvény leszikitése a [ - —‘:"-2{-, %- Jintervallumra
szigoruan monoton ndvekeds, folytonos tehdt 1étezik egyértékll inverze:
f-l (x) = arcsin x, amely szigoruan monoton nivekeds és folytonos. Az
arcsin x fliggvény értelmezési tartoménya [—1, l] értékkészlete
L. L1 @ 9.2 46w

Az inverz fuggvény értelmezésébol kivetkezik, hogy az arcsin x fiigg-
vényérték annak az ivnek (szUgnek) mérBszdma, melynek sinusa x, Az
arcsin x figgvény grafikonjit a sinus fuggvény grafikonjdnak &z y =x egye-
nesre valé tikrozésével nyerjik.
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ol

Y=arc sinx

9.2 dbra

A sinx nggvénynei: (bdrmilyen k egész szémra) a [(2): -1) % '

Z + 1) -—J;-] Intervallumra vonatkozé leszitkkitése ugyancgdk szigoruan monoton,
folytonoszfﬁggvény. E lesziikkités inverz fuggvényét is arcsin flggvénynek ne-
vezzlk és értékkénzlete megadisival kill¥nbiztetjik meg. Szoktik - kiléntisen
régebben ~ az elfz8 bekezdésben értelmezett arcsin x fliggvényt, vagyls a

[- —le- ’ —:g-] intervallumra leszikitett sinus fuggvény inverzét "a végtelen
sokértékli arcsin x fliggvény f6értékének™ nevemni.

Az £(x) = cos x fliggvény leszikitése a [0, ¥ | intervallumra, szigoruan
monoton catikend, folytonos, tei:ét létezik egyértékl, szigoruam monoton
cstkkend, folytonos inverze: f ~(x) =arccog x .

: Az arccosx fliggvény értelmezésl tartoménya | -1, 1] » Ertékkészlete
[0, 7]. . 9.3 gbra).
X

Az () =tgx leszilkitése a (- =, —Jif-') intervallumra szigoruan mono-
ton ndvekeds, folytonos, tehdt létezik egyértékl szigorvan monoton, folytonos
inverze: f-l(x) = arctg X.
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|
i
i
|
! I
: H y=arceos x
f
|
f |
-1 0 1 X
9.3 dbra

v i

I
D S A
/ S L yearc 1«
) !
M X
~______?~___._~._.~____

9.4 dbra
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Az arctg x fliggvény értelmezést tartoménys (-co , co ), értékkészlete
%, 5. a 948w

Az f'l(x) =arcctg xaz f(x)=ctgx (0, ¥ ) intervallumra valé lesziki-
tésének inverze, (1. 9.5 &bra). ’

Yi

va .
g=arcctyg x

—

0 X

9.5 dbra

Az arc sin x flggvény éxtelmezésének végén tett meglegyzéshez hason-
16 értelemben szoktfk a most definiélt arccos x, arctgx, ill. arcctg x fligg-
vényt a megfelelS "végtelen sok értékd filggvény f64rtékének” nevezni,

10. Az exponenciélis és logaritmus fliggvény

Legyen “a" tetszflegesen rigzitett pozitiv szdm és jelvljuk Q-val a ra-
clondlis szdmok halmazdt, Minden r € Q szémra az ismext mddon értelmez-
zik "a" -nak r kitev8s hatvdnydt a¥-et, Legyen r =% , ahol p tetszSleges,

q pedig pozitiv egész szdm, akkor

B
q
d=al= (|2 )P (10.1)

[ly médon minden r€Q -hoz egyértelmiien hozzdrendeltik = a pozitly
szémot (1. az L. kitet, 10,3 Péld4t kivetS megjegyzést), vagyis beszélhetiink
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az f:Q—>P fuggvényrdl, ahol P a pozitiv szémok halmaza és f(r)=a > g,
TEQ. Ismeretesek ennek a fiiggvénynek legfontosabb tulajdonsdgai, éspedig
minden Iy 1’:2 EQ-ra

r, +r r, r

a}L 2=&1a2, (10.2)
T r.T
(ﬂ 1)’2 =a 12 (10.3)

stb., tovdbb4 az, hogyha a > 1, akkor

o L)
r1< r2=§a <{a” (10.4)

Ennek a fuggvénynek értelmezését kiterjesztjik a valos szdmok teljes
R halmazdra. Legyen a > 1 és xER, legyen Qx=Qﬂ (-oo, x) és
Q;a QN (x, +00), vagyis Q. il Q”: az x-nél kisebb, {li. x-nél nagyobb :
raclonflis szdmok halmaza,
10.1 Definicis. Az "a" szdm x kitev8s hatvénydnak nevezzik és &5 -gzel
jelbljuk azt a h pozitiv szdmot, mely minden rGQx és
re Q; -re kielégiti a kivetkez§ egyenlstienséget

a"<h<a" . (10.5)

Bebizonyitjuk, hogy ez értelmes definlcis, vagyis minden XER -re van
egy és csak egy (10.5)-0t kielégit6 h = a* szém. Ktnnyd beldtni, hogy ilyen
szdm van, Az {ar : rEQx} balmaz ui. felttlrSl korldtos, mivel (10,4) miatt °

¥ ;

minden a' R r'G'(%" szdm felsS korldtia. Ezért a

h=sup{ar : rEQx} (10.6)

iegkisebb felsS§ korldt 1étezik és kielégitl az

egvenlitlenséget minden rEQx, i, r'e Qx -re. Egvenldség azonban it
nem 4lthat fenn, mert ha pl. lenne reQx, melyre al=h fenndllna, akkor
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egy 1, raciondlis szdmot vélasztva az (r,x) intervallumban
r .

a 1 >af=h= sup {ar o = Qx} leune, ami ellentmond .2 e Qx -nek. Ezek

szerint (10.6) valoban kielégiti a 10,1 Definici6 ktvetelményelt. Megmutatjuk,

hogy csak egy (10.5)-tt kielégitd szém van, vagyls a* egyértelmilen meghaté-

rozott, Tegyik fel, hogy van (10, 6)-on kivill més h’ #h szdm is, melyre

(10. 5) fenndll, (10.6)-b6l nyllvdnval6, hogy akkor h' > h. Minden ré&

és r' €Q, -re 2™’ - a¥ > 1’ -h. Azonban minden n pozitiv egész szdmra

1

y ' ' by
0<a® -a'=a"@ T-1n<nEt T-n<nEt-,

1
h@"-1)< b’ - &,

ha n elég nagy, tehdt a° -a'< h' - .
mondis, ! &Y @ <h'-h, ha r' -r elégkicsi, ami ellent-

Ha 0 <a< 1, akkor tetszfleges xER - X
értelmezzik ' ge re a -et a kivetkez6képpen

ax = 1 . (16.7)

1
ha r' -1t < L Az 1. Kitet 15.5 Példa szerint ilm(an - 1) = 0, vagyis

n
n—woc0

10,2 Definicié. Legyen a > 0, a#1l; az f(x) = a* formuldval értelmezett
figgvényt "a" alapu exponenciflis fiiggvénynek nevezzik.

1*=,

Abban a specidlis, fontos esetben, amikor az alap az e szdm (1. I. Kb-
tet 16. 2 Példa) az exponencidlis fiiggvény jelslésére még az exp x==eX jelet
is hasznéljuk.

Az exponenciélis figgvény értelmezési tartomdnya R. Tetszfleges
a >0 alap esetén a®=1. Minden X x,E R -re fennfll a (10.2)-vel aalog

al 2=a132 {10.8)

azonossdg. Ezt elfszbr az a > 1 esetre igazoljuk. Teljeslljenek az r, r',
s, ill, s’ egvébként tetszfleges raciondilis szdmokra az

r<x1<r'. s<x2< s’



egyenlftlenségek, akkor {Usszeadéssal)

r+s<x1+x2<r +8

is kdvetkezik, A 10.1 Definicio szerint

X ’ X »
0¢a"<a 1< a" , 0<as<a2<ax .

shonnan szorzfssal és (10, 2) f8lhasznilésdval
' X X ] * * ]
arasgar-t-s <a 1a2< ar~l—s =ar ) as
kvetkezik, Miutdn r és ¢’ , 1ll. s és s’ tetsz6legesen kozel lehetnek

X, -hez, ill. x, -htz, r+8 és r' +8' tetsz6legesen kizel lchet X, +x2 -

hiiz. Az egvetlen olyan szdm, amely minden ilyen r+s és r' + g -re az
T8 r’+s’ x1+x2 :
a és a ktzé esik, az a szdm, tehdt (10.8) fenndll. Az, hogy
(10.8) érvényes a 0 < a <1 esetben is, el626 eredménylinkb5l és (10.7)-b81
azonnal kiivetkezik. !
Hasonldan igazolthat6 az

(alexz 12 10.9)

1t %2 € R -re.

Ha a> 1, az a* fuggvény szigoruan monoton nbvekeds. Legyen ui.
x. < X,, akkor van r raclonflis szdm, melyre x. < r ¢(x,. A (10.1)
Definicidhdl kbvetkezik, hogy a "¢ a ¢ a .}

Ha 0<a<1, az a figgvény szigoruan monoton fogyo. Bz az 41litds
el5z6 eredménylinknek &és (10.7)-nek kbzvetlen ktivetkezménye,

Ha a ) 1, akkor

azonossdg fennédllisa minden x

iimax=+oo , Hm ax=0 . (10.19)
X} OO Ketme OO

Ezek a hatérértékreldcick az 1. Kotet 15,3 Példa kozvetlen kovetkezményei,
(10. 10)-b8l és (10.7)-b61 azonnal kbvetkezik, hogy ha 0 <a < 1, akkor

Hm ax= 0, Hm ax =400 , (10.1L)

X+t =00
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Bebizonyitjuk, hogy az a™ exponenciflis fliggvény minden xoe R he-

lyen folytonos. Elfszyr az a) 1 esettel foglalkozunk. Legyen £ tetszlleges
1 1

n -
pozitiv szdm; mivel lim I/ a=1Hm a = Hm a "=1 (I. Kdtet, 15.5

=0 o0 R0

Példa), ha n elég nagy természetes sz4dm, fennsll

X X -}' X -l X X +E' X

o
a%-8<a%a Pag® R0, 0 e a®"¢? tgo

X

- R

ahol felhaszndltuk (10.8)-at és a fuggvény szigoruan monoton nﬁvekedésé:t.
Ez utobbi tulajdonség ujbli felhaszndlésdval adédik, hogy minden

1 i
xe(xo-;, xo+n) Kx. re

[}

Bl

i i

n, x_ %'z
a <a <a
x x
vagyls lax-.a °l<€ . tehdt lim at=a®
XX
°

A 0< a< 1 esetre vonatkozé megfelelS £1litds (10.7)-b6l és a 6.5 Tételbsl
kivetkezik, !

(10.10)-b8l, (10.11)~bB1 és Bolzano tételéhbl (7.3 Tétel) kivetkezik, hogy
az a* fuggvény (a > 0, a # 1) zérus és +oo kiiztit minden Ertéket felvesz,
vagyls értékkéazlete a (0, +o0) intervellum. Az exponenciflis fuggvény gra-
fikonjéra nézve kilonbtz6 "a" alapok mellett 1. a 10.1 dbrdt,

Az f(x) = g% fuggvény (8> 0, a#1) a {~c0 , +o¢) Intervalumbam
szigoruan monoton és folytonos, tehdt 1étezik szigoruan monoton, folytonos
inverze, Ezt a flggvényt logaritmus figpvénynek nevezzik és igy jelsljuk:

fnl(x) = alog'x.

Az alogx fuggvény értelmezési tartomdnya (0, +o0 ), £rtékkészlete
(~o0 , 00 ).
Az inverz fiiggvény értelmezése alapjén érvényes a kivetkezs azonossig



10,1 dbra

alo x
X==2a g . 0< 2 <@

Az alr:gx flggvény tulajdonsdgai:

Ha a> 1, akkor az f(x) = alcxg x fdggvény szigoruan monoton néiveke~
d6, ha 0< a < 1, akkor szigoruan monoton cstkkens {I. 9.2 Tétel),

Az exponenciflis fuggvényekre vonatkozo hatdrériék-reldcickbol kiver-
kezik (1. (10.10), i1, {10,11)}), hogy

a

Hm logx=-c0 , ha a>1
x—+0+0

m alogx=+°° . ha a» 1
Wt OO

- 68 ~



iim aIugx=-t~c=r.v , ha 0<a<xl
x40

lim alogx=-m‘-' , ha 0<a<l1
Xt OO
Az f(x) = alog x figgvény kielégiti az

fUggvényegyenletet, vagyis
alog X X,y = alog x, + alog x,

minden xl,
¥ 1 y

X, = a~ és x2 =3 2; #sszeszorozva és alkalmazva {10, 8)~at

¥, ¥ ¥ty
x, x,=2 1.32___a 172

amibfl az 41ltds adodik,
Ennek alapjdn érvényesek a ktvetkez6 azonosségok:

a a a
log XX, = log x + log X,
x

a 1 a a
lo %, log x, log Xy

alog xI; = l:ualogx1 .

ahol X X, >0, pER.

Legyen a >0, b> 0, a#1, b#1 és y> 0, akkor
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_a _a
x2€(0+°°). Legyen ¥y = k)gx1 és ¥,= logxz,

{10.12)

(10.13)

akkor

{10.14)

(10.15)

(10.16)



b
y=a JBY _  Clogy

ahonnan mindkét oldal a-alapu logaritmusét véve és (10. 16)-t felhaszndlva

®log y alosa=h1°xy “logb,

vagyis

a
Plog y = ——”a:" - (10.17)
og
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Mdsodik fejezet
DIFFERENCIALHATO FUGGVENYEK

11. Figgvény differencialhatéssga

A differencidlszdmitds a XVIL. szézad kimagaslé matemaika felfedezése
volt, mely Newton {1643-1727) és Leibniz (1646-1716) nevéhez flzsdik. Ezzel
a matematikédban forradaimi 4talakulés kezd6dstt, és megntvekedett a mate-
matika szerepe az emberiség természettudomdnyos ismereteinek rendszeré-
ben,

Vizsgdljuk a ktvetkez6 mechanikal problémét: egy nem egyenletes moz-
ghs pélydjénak tetszGleges pontjdban hogyan hatdrozhat6 meg a sebesség. Meg-
hatérozzuk a szabadon esf test pillanatnyi sebességét t 1d6 elteltével az
esés kezdete utdn. Ismeretes a mozgds utja (s) és ideje (t} kozbrti Usszefilggés

2

s=5gt ,

po e

ahol g a nehézségi gyorsulds. A t + At id6 alatt megtett ut -;' gt + At)z,
az ut megviltozdsa At id§alatt (a ¢, t+ At) {dSintervallumban megtett ut):

.1 2 1 2

3 gt + At) 5 & t
At 1d6 alatr az 4tlagsebesség:

1 2 1 2

7 8t+ AY” - 58t

At

Itt t rogzitett, az 4tlagsebesség At flggvénye. Ha At tart 0 -hoz, akkor
az dtlagsebesség a t 1d6hoz tartoz6 pillanatnyi sebességhez tart:

2 1 2
%—g(t + At) - 38t
im =
A0 At
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1 21 i 2 1 2
28t +2g.2£.6t+2g( At --2—gt
At -

At—0

= Hm (gt-!--%gét) =gt .
AHt—~0

11.1 Definici6. Legyen adott az f : D—=R fiiggvény és on D; az

fx) - 1(x )

X-Xx

XE D
- , \{xo}

hényadost az { filggvény x, helyhez tartoz¢ killonbségi hé-
nyadosdnak (differenciahfinyadosdnak) nevezzilk,

{ :} kitisnbségl hényados x -nek flggvénye, s értelmezési tartomdnya
Dsix 4, '

A kUiltnbségl hdnyados felirhat6 més alakban is:
az x-x = h, vagy x- X, = Ax jelBléssel:

f(xo'+ h)—f(xo)

h ?
vagy
f(x°+ Ax) - f(xo)
: iz ,
vagy az
fx) - f(x ) = Ay
jeltléssel
Ly
Ax

11,2 Definici6. Képezzitk az f figgvény kiltnbségi hdnyadosénak hatdrértékér
f(x +h) - £(x )
h—0 esetén; ha Hm 2 o
h—0
zik, akkor azt mondjuk, hogy az f fuggvény az Xy helyen
differenciflhat¢ (1étezik a derivdltia) és e véges hatdrértéket

az { fuggvény differencidlhdnvadosdnak (derivdltjdnak) ne-
vezzik. Jeltlése:

véges hatdrérték lére-

- -



df(xo) .
f (xo)n '_dx—'r f(xo)-

Ezeket a jeltléseket Lagrange, Leibniz, {ll. Newton vezette
be.

Az x, pontbeli differencidlhinyados azt méri, hogy a fliggvénv &+téke
az X, pontban milyen gyorsan viltozik; azaz a differenciflhinyados segitsé-
gével a figgvényérték pillapatnyi véltozdsi sebességét hatdrozzuk meg.

Piiggvény differencidlhatésigira mds definicid is adhatd. -

11.3 Definicié, legyen az f: D—=R flggvény az x_, helyen értelmezve;
azt mondjuk, kogy f az x, helyen &.ﬁferenciélmto, ha van
olyan AER szdm és £ (h), hogs minden elég kicsi {h|-re
melyre X, + h&€D, aflggvény megviltozdsa igy irhat6 fek:

fx H)-tx ) = A.h + E ({).h, (L1.1)
ahol Hm & () =0,
h~0
Aitaldban, ha lim f(x) =0, Um gx)=0 és Hm ﬁ;—)—) =0, akkor
X—~a B o xwa 8

azt mondjuk, hogy x——a esetén f erdsebben tart 0 -hoz, mint g, Ezt igy
jelsljuk: £ =o(g (olv. f kisords g). Mivel (11.1) jobb oldalinak mésodtk
tagja € (h).h =0 (h), e taga h -ban Unedris elss tag mellett kis |h| esetén
elhanyagolhat6 és igy a differencidlhaté filgevény megvdltozésa h -nak kioze-
lit6leg lnedris fliggvénye.

Megmutatjuk, hogy a 11,2 &s 11.3 Definicio6 ekvivalens,

11.1 Tétel. Ha az f fuggvény a 11.2 Definici6 értelmében differenciflhad,
akkor a 11,3 Definici6 értelmében 1s differencidlhat6 és forditva,

Bizonyitds, ‘I“egyllk fel, hogy az { fliggvény a 11,2 Definicl6 értelmében diffe-
rencidlhats, akkor

f(x +h) - £(x )
[} 2] ¢
® - f (xo) = £ (h):

ahol & (h)—=0, ha h—0, vagyis a fliggvény megviltozdsk igy irhat6:

f(xo +h) - f(xo) =f (xo).h +EM@.h (11.2)

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az f fUggvény a 11.3 Definicié értelmében
differencifthaté és az ott szerepl§ egyiitthaté A ={' (xo).
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Megforditva, ha az f fuggvény a 11,3 Definicié értelmében differencil-
haté, akkor

f(x +h) - fix )
— % _atEm.

Ha h—-0, akkor a jobb oldal tart A -hoz, s igy a bal oldal is, tehdt az f
figgvény a 11.2 Definici6 értelmében is differenciflhat6 és A =1 (x - !

(11,2)-ben a jobb oldalon £li6 elsé tag a fiiggvény megviltozés f6része.
A fuggvény megvéltozds f0részét a fliggvény differencifljdnak nevezzik és
df -el jeittjik:

df = £ (xo). h, (11 3)

A differencidl h -nak homogén linedris filggvénye. Speciflisan, a g(x)==x
filggvény megviltozdsa x, + Ax - x, = 1.Ax , differenciflja dx= Ax,

Ezért (11.3) igy is irhaté:

— £t
df = f (xo).dx.

11.4 Definicls, Legyen adott az f: D—R fuggvény; ha az

1) - 1x )

X-Xx
[

kitltnbségl hinyados fliggvény D 1 (xo, + 00 )-re
O N(-o00, xo)-ra) vonatkozé lesztikitésének létezik az

x =X, helyen hatdrértéke, akkor azt mondjuk, hogy f =
X, helyen Jjobbrel (balrel) differencidlhat6 és e hatdrértéket

nevezzilk az f fliggvény X, helyen vett jobb oldali (bal oldal)
differenciflhényadosénak, jelben

L&) € &).

Nyilvdnvald, hogy ha egy f fliggvény egy x, helyen jobbrél is és bal-
rol is differenciflhaté és f;_(xo) =f (xo), akkor az f flggvény = x,, helyen

differencifthats; ha f_’l_ =) #f’_(xo), akkor az f filggvény = X helyen nem
differenciflhats, °
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11,1 Példa. f(x) = |x| az x =0 helyen jobbrol is és balr¢l is differenciflhato,
de ebben a pontban a deriviltja nem létezik, mivel f_"_((}) =1 és ' {0)=-1,

11.2 Tétel. Ha az f flggvény az x, helyen differencilhat6, &kkor ott folyto-
nos.

Bizonyitds., A feltétel szerint
fkx) - f(xo)

Hm-—-a—-—-.—-.—
X - X
o

x—=X
[+

=),

ebbil (f(x)-f(xo))-——v-ﬂ, ha XX , 228z

Hmf (x) = f(xo).i

X=X
o

A tétel megforditdsa nem érvényes,

11,2 Példa, Az f(x) =|x| figgvény x = 0 -ban folytonos, de itt nem differen-
cidlhat6, ugyanis

Iixn-l-z—i:—%—o-= liml-Jii = lim sgx
x—{) 0 * x~0

nem létezik. (L. 4.6 Példa.)
A differencidlhdnyadosnak, ill. fiiggvény differencidthatésdgénak szemléle-
tes geometriaf jelentés adhats,

11,5 Definicis, Legyen az X, pont Kx kirnyezete az f fliggvény értel-

$
[+
mezési tartoménydnak részhaimaza, jelsljiik G -vel f gra-
fikonjét, Po-lal az (xo, f(xo)) pontot és P -vela G gtirbe

tetszdleges (x, f(x)) pontjdt (XEKXO:Q Y azt mondjuk, hogy
G gtirbének a Po pontban létezik az érintSje, haa POP
szelfnek "létezik a hatdrfekvése XX egetén” {a Po ponton
éthalad6 e egyenest a POP szelS hatdrfekvésének nevezzik
x—~x_ esetén, ha minden €>0-hozvan & (€)> 0,

hogy '

0< ’x-x0|< 8(8)=>(pop,e)g:<s ).
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11.3 Tétel. Ha az f fugpvény egy Kx 9 kirnyezetben értelmezve van, és
: °
-az x_ pontban differenciflhats, akkor G grafikonjénak az
(xo, ?{xo)) pontban van érintfje s az érintfegyenes irdnytmgense

£ (xo).

o

]

11,1 dbra
Bizonyitds, A G gorbe (xo, f(xo)) és (x, f(x)) pontjdn dthalads szel§ irdny-
f(x)-f(xo) £(x) - f(xo)
tangense ——;—:—;—;— . Miutén létezik x_iiz: --—;—_:—;;—— =f (xo), aszel§ irdny-
o

tangense az (xo. f(xo)) ponton 4thalads

v = f(xo) + £ (xo) (x-xo) {11.4)

egyenletil egyenes ir4dnytangenséhez tart, ha XX . Az arctg x figgvény

folytonossdga miatt (1. 9. pont) ez azt jelenti, hogy a szeldnek az x-tengely
nozitly irdnydval bezdrt szlge a (11.4) egyenesnek az x-tengely pozitiv ird-
nydval bezdrt szigbhez tart, vagyls a szelS és a (11.4) egyenes 4ltal bezért
3z8g zérushoz tart. ! (1. 11.1 4bra,)

Bebizonyithatd, hogy - forditva - ha az f flggvény grafikonjdndk van
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érintGje az X, abszcisszdju pontban és az nem pirhuzamos az y-tengellyel,
akkor f az X, pontban differencidlhats,

(11.4) az x_ abszcisszdfu ponthoz tartoz6 érintS egyenlete. Ha a(11.4)

egyenlet jobb oldaf¥n 4116 linedris fuggvényt { (x)-szel jeltljik, vagyis
f =tk )+ & o XX
akkor azt ldtjuk, hogy az f fliggvény Xy -hoz tartoz6 df differenciélja éppen
az { figgvény megvéltozdsdval egyeni6: '
- - L4 =
4 (xo-l-h) ¢ (xo) f (xo)h df .

"Az X, ponthan differencidlhato f fliggvény grafikonja X, elég kis
krnyezetében kizelitSleg az érintS egyenessel helyettesithet§. "

12. Differenciadlszamitéas

Fiiggvény differencidlhdnyadosénak kiszdmitésdhoz szitkséglink lesz az
alébbi tételekre, melyeket differencidlési szabflyocknak is szokés nevezni,
{Ruvidség kedvéért ott, ahol ez nem vezet félreértésre, a "differenciélhats
az x helyen" kifejezés helyett a "differencidlhat6” kifejezést haszndljuk.)

12,1 Tétel, Ha az { figgvény differencidlhato, akkor cf is differencidlhato,

(ceR) és .
dle.fe] | dfG)
dx ax
Bizonyitds.
[c £)]7 = Lim 12 Azx) - ¢, 1)
Ax—~o0 Ax
= um 1A 10 o pgy

Ax—>o Ax



12,2 Tétel. Ha az £ és g fuggvények differencidthatck, akkor f +g is diffe-

renciflhat6 és
dlt + gl | df@) | dg)
& & dx

Bizonyitds. A tétel 2 11,2 Definici6 és az 5.3 Térel kzvetlen kbvetkezménye.

12.3 Tétel. Ha az f és g fuggvények differenciflhatdk, akkor f.g is diffe-
renciflhat6 és

UEEE) . OB g+ B0

Bizonyitds. A 11,2 Definici6 alapjén, a 11,2 Tétel felhasznéldsdval

£(x+ Ax)g(x+AA x)~f(x). gx} _
X

E’(x).g(xi] "= Hm
Ax+o

- 1 ft Axge A -f(x+Ax)gg)x+ £+ Ax). go)-£0). g0 _

Ax»o
=A::I:O £+ A %) [W] +glx). [ﬁ’ﬁ_%_il;f_(&]} -

= f(x). g’ (x) + g(x). £ (x). !
12.4 Tétel. Ha f &és g differenctilhatok és g(x) # 0, akkor % is differen-

ci4lhato és
4 fx _ ' (x).gx)-{X).g" &) ‘
ax g&) g2

Bizonyitds. A 11.2 Definici6 alapjdn, a 6.8 és 11,2 Tétel felhasznfldséval

tx+ Ax) 1)
[fgxz ] ' e KERAX  g®)
g Ax»o Ax

f(x+ Ax). glx) - f{x)gE+AX)
ax.glx).glx+ Ax)
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tim 18t A%). g0-1(x). gl (). gO)-£(x). gxt Ax) _
~ Ax, p(x). gix+Ax)

Ax—-o

£+ ﬁx)-fgz . g - 100 glx+ % x)- g(x)
= Hlim X X =

Hxeo

g(). glix+ Ax)

- @, g(x) x).g" ) ¥
(X)

Matematikai indukci6val igazolhate, hogy a 12.3 Tétel megfelelfje érvé-
nyes tetszlleges vépes szdmu fliggvény szorzatéira is:

[fl(x}.fz(x), . .fn(x)] ' = f"1 (X).fz(x). . .fn(x)ﬁl(x)f'z(x). . .fn(x) +

4
+... +f1(X).f2(x)....fn(x) . (12. 1

Ennek kivetkezménye:

el =nf  m.rfm, n=234, ... az.2)

12,1 Példa, fx) = C dilande; £ () =§§-= 0, ui,

£+ Ax)-£{x) L Ee_ o
Az T Ax" ] 0, Ax—0.

12.2 Példa, f(x) =x; f (x =-gx;= 1, ui.

fot Ax)-£00) _ Ax_ .
" Ax = Ax =1 1, DA x—a0,

12.3 Példa. gx) =", n=1,2,3,4, ... ;

g &= (xn)' =7 xn-}'. Az eredmény azonnal adédik (12.2)-b8l, haazt az f(x)=x
fuiggvényre alkalmazzuk és felhaszniljuk a 12,2 Példa eredményét.
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n

12.4 Példa. A p(x) = Z akxk n-ed foku polinom derivéltja
k=0 :

n k-1 . . : :

e’ (x) = Z akk b 4 (n-1)~ed foku polinom. A derivdlt kiszdmitdsdndl felhasz- -

k=1 .
néltuk a 12,1 és 12.2 Tételt, valamint a 12, 3 Példa eredményét.

12.5 Tétel. Tegyuk fel, hogy a hof Usszetett figgvény az X, hely egy kér-
nyezetében értelmezve van és f(xo) =Y, h(yo) =z Haaz f
fuggvény az X, helyen, a h fuggvény az Yo helyen differencidl-

hato, akkor h of Usszetett fuggvény is dtf.ferencialheté a X
helyen és (h o f)’ x) =N ¥y- f (x ). °

Bizonyitds. A 11.3 Definici6 fethasznéldsdval képezzlik az f fupggvény, iil,
ah nggvény megviltozdsdt az xo, 111, az Y, helyen:

‘ Af = f(x0+Ax)-f(xo) =f (xo). Ax-i-E‘l(Ax). Ax, ol
81(£1x)—-0, ha Ax—0,
Ah= h(y, + Ay) - hy )= h’ v, Ay+E€ 5(Ay). Ay, ol

EZ (Ay)—0, ha Ay—-0.
Igya hof Usszetett fuggvény megviltozdsa az X, helyen:

@of) x +4x)-(of) (x ) = hix + Axy- hif(x )) =

=h (+A0 - hy ) =1’ (¥ ) A £+ E ,(Af). Af=

=n' iy )[¢ (xo)Ax+'8 I(A;). Ax]+ E,AD[F x )AX+E (A% Ax] =

=h(y).f (xo)AX+[h' )€ ((AxHe (x ) E(ADHE (L) 8-1(5::)]&3,
~ahol W ) € (AxH' (x ) E(AD+E(ANE I(Ax)]—»b , ha

Ax—s0, |
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Megjegyzés: a tétel érvényes ttbbsztrtisen $sszetett figgvény esetén is.
Az Ysszetett fuggvény derivdlisi szabdlydt szokds "ldncszabdly”-nak ne-
veznl.

12,6 Tétel. Tegytk fel, hogy az f fliggvény az {a,b) intervallumban szigoruan
monoton és folytonos, az xoe {a,b} helyen differencidilhat6

f (xo) #0 és ¥, = f(xo); akkor az f-l inverz filggvény differen-
cldthaté az Yo helyen és

-1 1
£ (Yo) = F-(;;)“ {12.3)

Bizonyitds. f = kultmbségl hinyadosa az x=£ (y) jelolémsel:

- f'l(yo) x-x

= o _ . 1
Y- Y, o) - fx)  £(x) - f(xp)
X~ xo

uwl, £ szigoru monotonitisa miatt x - X, #0, ha y# Y, -

Ha Yy akkor f-l folytonosséga miatt X=X . tehdt

-1 ~1 L
fy-f (yo} 1 1
- = () -~ £ "
¥, V-9, o @) - £(x ) @)
XX
X=X o)

[s]

Megjegyzés: ha tudfuk, hogy az £l fuggvény differencidthat6, akkor
alkalmazhat6 a kbvetkezS eljdrds is. (9.1) els§ azonosségdnak mindkét oldaldt
differencidlva, felhasznélva az Usszetett fuggvény differencidids! szabdlydt
(12,5 Tétel) és a 12.2 Péld4t;

-1 .
£ ). re)=1,

ahonnan (12, 3) adodik,
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13. Fiiggvények differencidlasa

Polinrom differenciflhdnyadosit a 12, 4 Példdban hatdroztuk meg. Ebben a
pontban a tbbi eddig térgyalt (un. elemi) fliggvény differenciflhatGsdgdt dizo-
nyitjuk és differencidlhinyadosdt hatdrozzuk meg.

q .]_'._1
17‘;_, V x_1 4 a=L2, ..., x> 0. (3.1

q !
Bizonyités, Az inverz fiiggvényre vonatkoz6 (12.3) differenci4ldsi szabdlyt al-

kalmazhatjuk, mivel i; X az x3 fuggvény inverze, A flggvénya (0, +oo)
intervallumban szigoruan moroton nivekedd, Legyen x0> 0,

q
d x 1
dx

, x>0, p,gq=1,2,..,, (13.2)

fl
£ o
™

Alkalmazzuk ul, az Ysszetett filggvény differencidlisi szabdlyit:

1 1 1
[xHP) =px D p-1 %xq =§x

Kinnyen beldthat6, hogy ha q pdratlan, akkor (13.2) az x < 0 esetben
is érvényes. '

Ha r >0 raciondlis szdm és x > 0, akkor
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ax__ - x“p1 {13.3)

Ui. a hinyados differencidldsi szabdly4t alkalmazva

1
d—f -r-1

X _ XX - -r x-r-l y
dx x2r t

Tehét minden raclonills o kitevs esetén érvényes:

= X , x>0. {13.4)
dsinx _ cos x , (13.5)

sin{x + h)- sin x  _
h

ui. Hm
h—~o

sinxcosh+cosxsinh - sin X

Iim

h-+o0 h
[ -
= lim icos X. sin h +sinxmsh I]. (13.6)
i. h h i
h—+o
A 4.3 Példab6l: lUm "i’;h =1, mésrészt lim 59-9—‘—;—'—-1—=0, of, (3.7)
h—o h-=o0 '
alapjén
2h h
cosn-1__, 32 ___ a2 g
h R 2 h ’
2
ha h—0.

(13,6)-ban a2 hatdrdtmenetet tagonként elvégezve (13.5) adédik. !

Mivel ces x = sin (% - x), alkalmazva az bsszetett fuggvény differen-

cidlasi szabiliyd: kapjuk:
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dcosx r

e =cos(7—x).(—1)=-sinx. . (3.7
Mivel tgx= :f:;,::: + alkalmazzuk a hdnyados differencidldsi szabdlydt:
dtgx _ coszx + sinzx 1 2
i 3 = =1l+tgx,
cos X cos X
x#+ @+ L, kET. (13.8)

COS X
sinx

Mivel ctgx = » 4z elSbblekhez hasonldan

dctgx=-sinzx-coszx S T

dx slnzx sinzx
=-(l +og’®), xF+kA , KET. (13.9)
deresmx. 1, xeenL (3. 10)
2
1-x

ui. alkalmazzuk az inverz fuggvény differencidldst szahdlyét:

d arc sin x - 1 - 1
dx cos X cos(arcaln-xo)
X=X x=arcsin x
o ©
= 1 - = H !
7 . : ; .
l(' l-sinz(arc ginx) [, 1~x2
o o
Hasonldan:
darccosx | _ 1
dx "7 -gin(arccos xo)
X=X
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Vl - cosz{arccos x) 1-x2
[+] o
tehdt
dar::osx S [x]< 1. (13.11) -
2
1-X
Hasonldan
daz‘-;:gx - — 1 el 5 (13.12)
l#g (arctgx) 1+x
HascnldGan
darc;xctg_{ - 21 - -1 5 (13.13)
-(l+ctg” (arcetg x)) l+x
x e

d x
?ax—=a log a, a>9, a#¢#l,

(az e szdmra nézve 1. 1. Kttet 16.2 Példa).
Bizonyitds. Legyen x€R tetszfleges rigzitett szém

ax"'h—ax X ah- 1 x ah -1
Lim - Hm a T =8 lim o
h-~o0 h-=o0 h—o

{13.14¢)

h helyett uj vdltozét vezetiink be:

ah -1 =-§, igy h=alog {1 +-lz-‘. és, ha h—0, akkor |z|—wco.
Tehidt
1
' al-1 z 1
Hm = lim -~——————= Um
h a 1 a 1z
h—=0 |z [-eologll +;} |z |—mes"log(] +;)



Vagyis, ha léteznek a Iim alag(l +-§)Z #0 és lIm alog(l +--Iz-)Z # 0 hatdr-
Z+—}oo Z-e-=o0
értékek és megegyeznek, akkor a (13, 14) hatdrérték is lérezik.
ElegendS azt beldtni, hogy

Hm(l +-:,:)z (13.15)
Zrt-00
és 1.z
Hm( +) (13. 16)
Al = =]

éteznek és megegyeznek, mert akkor a logeritmusfiiggvény folytonossdga miatt ‘
lim HLiog(l +§}z hatérérték is 1étezik. :
Z~+ oo

Megmutatjuk, hogy ha (13.15) létezik, akkor (13.16) is 1étezik és meg-

egveznek, Ennek igazoldsdra (13, 16)-ban uj véltoz6t vezetlink be; legyen
v = -z, akkor

1z 1-y_ y_
m (1 +9° =lm (-2 = Um ‘}‘Y-‘x’ =

Z-- oo y--too y—too

1 .y-1 1
= lm (1 +-—=) L A = 13.17
)’-——-+c(o y-1 ¢+357 (

= lim [(1 +;1-)‘. a +-tl-):i, ahol t=y - I,

t--+oo

Ez utébbi limesz pedig valéban megegyezik (13,13)-tel, ha az 1étezik.

Most meghatirozzuka lim (1 +§)z hatirértékeket, Tekintsik a Zpe

Z 0 z

, . s k
P tetszdleges sorozatot és vizsgdljuk, hogy az (1 +-z—- Yo
k
L € T sorozat milyen hatirértékhez tart, ha k—+ oo, Minden elég nagy
- ¥ 1ogy < z, <n +1, vagyis.
z hoz van pozitiv egesz n,, hogy n . n ) fe43

ke T, =z




még ink&bb
et " "

1
(1+;1—) 2 a+dy >+

K nk+1

Az ut6bbl egyenlstienség a kivetkez§ alakban is irhaté:

1% 1% e 1

1. >
A+ 5L+ 2 @+ > Av—p .
By Ty % n o+l 14—

Mivel
1 By +
(L+—) e é8 l+—7) —r e
B

(1. 1. Kotet 16. 2 Példa), valamint

1
(1 +11 y—1 és 1

k 1+;;-I—-I

1%
ha zk——»oo , ezért (1 +—) —e.
4
k
Bzek szerint

lim *tog (1 + 1" = "log e,

jz|>oo
vagyis
h
Hm a 1:1 = - 1
h—+o loge

Tehdt a (13.14) hatdrérték:

mivel
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1oga loga
{. 10.17}.!
Az a=e speciﬂlls esetben
x
.de” _ x
5 - (13.18)

A% 13) bol ltszik, hogy az e fﬁggvény differencifl4sa kiléntsen egysze-
e {Iéj:_ furténtk E fuggvénynek és inverzének az 1og x ft;ggvénynek kittintetett

B szerejxe van az analizisben és az alkalmazdsokban, Az Iog x fuggvényt ter~
:més tes alapu Ioggritmusﬂ_lgggénxnek (logaritmus naturilis) nevezztk, és
In X -szel jeltljik. Ezzel a jeloléssel

x
da x
o a Ina {13.19)

Az inverz fuggvény differencifldst szabdlydnak felhagznéldsdval

& I T x (13.20)
e
Innen
a
dlogx d Inx, 1 1
x dx‘ll;:_a) ma * x (13.21)

Az xM fuggvényt, ahol uE R (nem szikségképper raciondlis szdm)
a {0, +o0 ) értelmezési taxtomdnyon a kivetkezfképpen értelmezzik:

xP=eHBE ) (13.22)

€s (4ltalénos) hatvdnyfuggvénynek nevezzik, Grafikonjdt 1, a13.1 &brdn, Az

x}f: f:lglgvény differencidlhaté és az Ysszetett fuggvény differencifldsi szabdlya
alapj

7]
dx i iqﬂ __qu1 (13.23)

Léthat6, hogy a hatvinyfuggvény derivdlisi szabdlya érvényes minden valés ki-
tevl esetére,
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Y

13.1 ébra

14. A derivalt fuggvény. Magasabbrendii derivaltak

14.1 Definici6. Legyen az {: D—=R fiuggvény az AC D halmaz minden pont-
jaban differencidlhat6, akkor az

f&x+h)-£(x)

f’ (x) = lm h

h—o

xEA

formuldval értelmezett f': A—-R fuggvényt f derivil
figgvényének nevezzik,

14, 2 Definici6. Azt mondjuk, hogy az f:D—-R fliggvény folytonosan diffe-
renciélhat6, ha f differencidlhaté minden x€D helyen és

B
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az ' derivdlt figgvény folytonos A folytonosan differencidl-
hato nggvényekhalmazét cl ~gyel jeloljuk.

14.3 Definicids., Azt mondjuk,. hogy az f: D—R fiiggvény folytonogan diffe-
rencifliat6 a HE D halmazon, ha f -nek H -ra val6 leszu-
kitése folytanosan differencidthat6. A H halmazon folytonosan
differencidlhat6 figgvények osztélyﬁt (halmazir)

cd .
H val jeldljik.

14.4 Definicié. Haaz f figgvénynek az X, hely egy kirnyezetében 1étezik a
derlvdlt figgvénye és az az X, helyen differencidlhaé, akkor

azt mondjuk, hogy f az X, helyen kétszer differencidlhats; a

f’ (x0+h)~f’(x°)
im —
hvt0
hatdrértéket az { fliggvény xo-beli mésodik derivdltjdnak
nevezziik és f"(xo)-lal jeluljik,
Vagyls a definici6 szerint (f (x»;::x = f"(xo) . A mésodik derivélt jeltlésére
o (

is szokds mds szimbolumokat alkalmazni, igy:

dzf(x) ..
; ’ f(xo).
dx

A derivélt fliggvényhez hasonléan értelmezhet§ az { fuggvény mésodik
derivilt fliggvénye £, Ha az f fliggvény misodik derivalt fuggvénye " folyto-
nos, akkor az f fiiggvényt kétszer folytonesan differencidlhaténak nevezzik,

A H halmazon kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvények osztilyat CIZ*J -val

jeloljik, értelmezhetjtik az f fiiggvény harmadik, negyedik, dltaldban n-ik
derivdltjit a 14.4 Definicié alapjin. Az n-dik derivilt jelslése

d“f(xo)

dxll

{m)
f (xo), iH.

HagonlGan, beszélhetink az f fidggvény harmadik, negyedik, 4ltaldban n -ik
derivéie figgvényrsl, il a CE filggvényosztilyrol,
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Ha az f filggvény a H halmazon akdrhdnyszor differenciflhats, azt igy je-
161juik:

oo

tec,

14.1 Példa. f(x) =%, nET.
f(x) magasabbrendi derivdltjait szdmitjuk ki.
ixj=n xn-l

() = n(a-1 2

O = a@-D... kD)%, k¢n,
£y =n
f{n-{»l)(x) =0
{o+m)
f x) =0, m=1,2,,.,

Ennek alapjdn egy pn(x) a-ed foku polinom k -ik derivdlt fugpvénye legfel-
jebb (n-k) -adfoku polinom, n ~ik derivdlt fliggvénye £llands, (n+l)-ik és
minden kbvetkez6 deriviltja azonosan 0.

14,2 Példa, f(x) =sinx .

@

f'x)=cosx, f"&)=-sinx, f'(x)=-cosx, x)=sin x

£ltaldban
f(én-fk)

E
"
[

x) = CO8 X,
-gin x, ha k=2
-co8Xx, ha k=3

sin x, ha k=0, negT.



14.1 Tétel, (Leibniz-formula.) Ha u és v n-szer differencidlhato figgvé-
' nyek, &kor szorzatuk {s n -szer differencidlhato és

@_ <my, ® 0k
B @2 (@

Bizonyltds. A tételt matematikai indukci6val bizonyitjuk. A tétet n=i-re lgaz
{1. 12,3 Tétel}, ugyanis

fu.v)' =(:))u(0}.v{1) +(i) W@ ouv swy
Tegylik fel, hogy u.v (n-1) -szer differencidlhaté és
| @y Slpay @ e-1w
u.v) =Z(nk)u . ¥ 3

k=0

itt a 12.2 és.12, 3 Tétel alapidn a jobb oldal differenciéthas, tehdt u,v n-szer
differencidlhats; Dertvédljuk mindkét oldalt:

(u,.v}'(n) = [(u.v)(n‘”] ,

) i‘ () (u(k+1)' SR 0 )

k=o k
) i‘i— () u &) | a1 +§:—1_ (%), ® o
k=0

k=¢ k

Az els6 szummédban vezessik be a k+l ={ jelslést, a mdsodikban k helyett
, iTjumk 4 -et

n n-1
- . - -t
(u.v)(n) =£Zl (?-i) " €3] _ v(n H + Z (nfl)a(f) . v(n )
= 2 =0

n-1 r _ . _
{ 0) ©) V(n)+f; g? }1) . (nel)}u(f) o {)+
+(n-i\ )

n-1/
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Mivel (n;l) - (g), (::i) = (:)

és
(?-i) + (n?) = (?) (. L. Kotet (8.7),

@ _ <t

w.v) =

(?} WO a0,

=0

15. Kozépértéktételek

Az 1,4 Definici6val értelmeztitk a figgvény monoton novekedését {csvkke-
négét) az értelmezési tartomédnyon, {ll, annak részhalmazén (intervallumon)
monoton ndvekedd, A ktvetkezf definicid & filggvény egy lokdlis (ponthbeli) tu-
lajdonségdra vonatkozik.

15,1 Definici6, Legyen f: Df'—-R ; azt mondjuk, hogy az f fuggvény
' D,-ben lokdlisan nivekeds (lokélisan cstkl:en6) ha § -nek
van olyan K s kbrayezete, hogy minden

Xy XZEKS 8 I8 Df, xi< § < x, -re:
fx )< () < flx,)

(tx)) > £(€) > £x,)).

Ha az { fuggvény lok4lisan ntvek:d6 (cstkkens), az intervallum egy
pontjdban, abbsl nem ktvetkezik, hogy monoton ntivekedS (monoton cstkkens)
lenne az Intervallumban (1. 15.1 4bxa).
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. ‘f&)
1
f[x‘%) H 15f
1141/ :
A
50 5 & a4 v
15.1 4bra

15.1 Tétel. (Lok4lis niivekedés tétele.) Legyen f fo ~R, és gEDf; ha

£'(%) létezik és £'(¥) > 0 (' (¥)< 00 «kkor az f figgvény
E -ben lokilisan ntvekeds (cstkkend).

Rizonvitds, Csek a lokdlis ndvekedésre vonatkoz6 dlliast bizomyitjuk. Mivel

f(x) - £(5)

f’ = nm _____5_. Y 0'
(2) m Xy

tehit

f{x)- £(5)
x-¥

elég kicsl, és XED, . Ebb6] kvetkezik, hogy ha x>% , akkor f(x}> £(¥),

i1l ha x<§ , akkor f(x)< £(¥).!

Az 1,8 Definiciéban értelmezett lokdlis maximumot és lokdlls minimu-
mot kizts néven lokilis szélsdértéknek nevezziik, Azokat a helyeket, ahol
a fliggvénynek lokdlis szélsGértéke van, szélsdérték~helyeknek nevezzik,

>0, ha 0< x-%]

15,2 Térel. (Lok4lis szélsbérték 1btezésének sziikséges feltéiele.)
Ha az f: Dp—=R fliggvénynek a §6Df pontban lokdlis szélsG-
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értéke van, f’(%) lérezik és vana € -nek olyan K £,8 kor-

nyezete, hogy Kg g & Dp akkor (=0

Bizonyitds., A tétel az 15,1 Tételnek trividlls kdvetkezménye. Tegylik fel
ugyanis, hogy f'(¥)#0, legyen pl. £(%)> 0, akkor a 15.1 Tétel szerint

a figgvény lokdlisan niivekeds és minden K < -hez van xl,xze K € hogy
f(xl) < (E)< f(xz), ami ellentmond annak, hogy f -nek £ -ben lokdlis

szélsfértéke van, !
Megjegyzés: A tétel feltételei 1ényegesek, ezt két példdval illusztrdliuk,

15.1 Példa, Az f(x) = lxl fuggvénynek az x =0 helyen lokdlis minimuma van,
a tétel mégsem alkalmazhats, mivel f' (0) nem létezik,

15.2 Példa. Tekintstk az f(X) = x2 fuggvény leszikitését az [1,2:] intervallum-
ra. A leszikitett filggvénynek az x =1 helyen lokdlis szélsGértéke van, de
nincs I-nek olyan kbrmyezete, amelyben a fliggvény értelmezve van. A leszl-
kitett figgvény 1 pontbell deriviltja (az eredeti fliggvény 1 pontbeli jobb oldall
derivéltja) nem zérus.

A kivetkezS tételek intervallumban differencidlhaté figgvények tulajdon-
sdgait fejezl ki.

15.3 Tétel. (Rolle tétele.) Legyen f €c‘[’a y . (@b-ben differencidlhats és
JB] .

f(a) = f(b), akkor van ¥€(a,b), hogy ' (E) =0.

Blzonyités. Mivel &z f fiiggvény [a,b] ~ber folytonos, Welerstrass tétele ér-
telmében (1. 7.6 Tételr) felveszi maximumar és minimumaée:

M= maxf(x) és m =inf f{x)
xE[a, b] x€[a, b]

Abban a specidlis esetben, amikor m = M, afeltétel szerint m =M= 1) =
= f(b), & ez ¢sak akkor lehetséges, ha f{x) = const [a, b] ~-ben, de akkor bar-
wely E&(a,b) helyre igaz, hogy £ (¥) =0, (L. 12,1 Példa.)

Ha m ¢ M, akkor az f ftiggvény a m és M értékek kzll legaldbb
az egylket az intervallum belsejében veszi fel, azaz van olyan E&(a,b), melyre
f(€)=m, vagy f(E)=M, de akkor itt az f -nek lokdlis szélsGértéke van
és a 15,2 TérelbSl kovetkezik, hogy ' (€)= 0. !

A Rolle tétel geometriailag azt felentl, hogy van legaldbb egy olyan
E€(@,b) hely, melyben a fliggvény grafikonjdhoz tartoz6 érintd vizszintes,
(L, 15.2 dbra.)

A Rolle tétel dltaldnositis4t, amikor f(a) #f(b), a kbvetkezd tételben
fogalmazzuk meg: ’



' )

y=fix}

fla) o)

15.2 fbra

15,4 Tétel, (___E__ggedféle kbtzépértékiétel. ) .
Legyen f EC[ b]’ {a,b) -ben differencifihats, akor van

€2, b), melyre

1%1:—?)= £(2). 5.1

Bizonyltds. A tételt segédftiggvény bevezetésével Rolle tételére vezetjuk visz-
sza. Legyen

Pl = 160 - S

Mivel F [a,b] -be;x folytonos és {a, b:-nen differenciilhao fliggvény, vala-
mint F(a) = f(a) és

F(b) = f(b)- f(b) +f(a) = f(a),

azaz F(a) = F(b), alkalmazhaté a F(x) fuggvényre a Rolle-tétel: van olyan
E€(a, b), hogy F'(¥) =0, vagyis

£(E) - f(b) Z(a) -0

A Lagrange-féle ktzépértékréieinek egy lehetséges mechaikai intexr-
pretdciGjdt kapjuk abban az esetben, ha az y = f(x) ut-id§ fuggvényt jelent,
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Ekker {15. 1) bal oldala az étlagsebességet, jobb oldalaa pillmanyi sebességet
Jelenti, A tétel azt mondja ki, hogy van olyan § idSpillanat, amikor ezek
megegyeznek.

A Lagrange-féle ktzépértéktétel geometriai jelentése: van legaldbb egy
olyan E€ (a,b) hely, melyben a figgvény grafikonjdhoz tartozé érint6 prhu-
zamos a glirbe végpontjaft Usszektits hurral, (L. 15.3 £bra.)

v

L y=fi

[ { b} +
fla)

%
i
a 4 b £
15.3 4bra
{15.1) felirhat6 més alakban is:
1) - @) = (b-a).f’ (¥)
Ebben a felirdsban a Lagrange-féle ktzépértékiétel jelentése: a flggvény
megvéltozdsa megegyezik a § -beli érint§ emelkedésével. Ui. 2 ¥ pomtbeli
érint§ egyenlete (1. (11.4))
y-{(E)=r(E) x-E),
tendezve
y={E)+1f(8) x-¥) ' (15.2)

Tekintstk (15.2) -t az a, 1ll, b helyen és képezzik ezek kultnbségét, az
érintd emelkedését:

y(b - ylay = (E) (b-a)

(1. 13.4 4bra;.



/ y-fix)
f{s)-1la)

1 rre).0-9

15,5 Kovetkezmény. (Cerivéltnak nem lehet megnzintethet§ szakaddsa, )
Legyen 1ECS és differencislhats K, \{a} -ban;
a

ha létezik Um £ (x) = A, akkor f az "a" helyenis
p Y
differenciéthat6 és ' (a) = A,

Bizonyitds. Legyen [a,x]CKa . Az [a,x] intervallumbm az f fuggvényre
alkalmazhatd a Lagrange-féle kiizépértékrétel; van olyan S€(a,x) melyre

f(x)f(a) _
e —a r({5).
Mivel € (@&,x), mértha x—-a, skkor§—~a, igy

" 1(x)- 1 ‘ .
t' (@)= lim ‘S;)ﬁﬁ'= Im () =A,!

X-=8 5 g

15.3 Példa,

ix) = xzsin‘i- ; hax#0

f
1 e , ha x=0

-9 -



1 1
f{xy= {2x, sin;-cu; + ha X9 0

0 v he x=0
lim ¢ (x) mem iftezik, ugyanakkor a deriviit létezik & x =0 helyen és
ro=o.
15.4 Példa,

f(x) = xs!n}- « bha x990

0 y ha x=0

£ @) = 3% ein -xl--xcon -i , ba x¥0,

mivel Hm f'(x) = 0, alkalmazhato s 15.5 Kovetkezmény, igy:
=0 ’

1'(0)=0.

15, 6 Téel. (Caichy-féle kbzépértéktétel, )

Legyen £ € c:‘[’a 5’ gec§a py ¢ Tindkét fuggvéay (s, b)-ben
differenciflhets ée g' (x) # 0, ha xE(gb); exkor ven olyan
ge(a,b) melyre '

10) - 1@ _ £ (8)
D) -go) g (5)

Abban a speciilis esetben, emikor g(x)= x, & Lagrange-féle kbzépértékrbtel
adedik, .

Bizonyitfs, Bevezetjilk a kitratkezS F(r) segédfuggvényt, majd exxe alkal-
mazzuk a Rolle tételt:

R(x) = £(2) %——% &) - g@) .

It gb) ~gla)#0 mivel g X #0, x €, b) (vb. Rolle-tétele).

Mivel F EC{ a,b] differenciflhats (a,b) -ben és Fa) = £(a), wvalamint
F(b) = {(b) - {(b) +{(2) = f(a) = F(a), van olyan & (2,b), melyre F' ()= 0,
azaz 99 -



' 1) - f(a
f(g)-gh%%.g'(gho.z

16. A Bernoulli-"Hospital szabaly

Bizonyos feltételeket kielégit§ fuggvények hatdrértékének kiszdmitdsit
ktnnyiti meg a Bernoulli- {'Hospital szabély.

16. 1 Tétel. Legyenek az f és g fuggvények differenciflhatck az "a* hely
valamilyen Ka\{a] ktUrnyezetében, valamint

Hm f@x)= Um gx)=0 és g X #0, xexa\{a_},

b | X—~3
akkor

- f(x) £
Hm —=— = lUm = . (16.1)
x--agm X~~a g (x)

feltéve, hogy az utébbi hatfrérték létezik (vagy +oo).

tis. Az t és g fuggvényeket az "a" helyen 18 folytonossd tessziik,
oly médon, hogy ezen a helyen a kivetkez§ modon értelmezzik: f(a) = g(a) = 0.
Legyen x€K -~ {a} + akkor az (a,x) intervallumban alkalmazhaté a Cauchy-
téle kozépértékrétel

) -1 _f£(¥)
0 -g@ g9 ' SE@I-

Ha x—a akkor E—~a és amemnylben Um r£E)
g8
S-e
létezik, akkor (16.1) fennsll. !
Megjegyzés' a tétel megforditdsa nem igaz. Rl6fordulhat ugyanis, hogy

Hm L) hatéréxrték nem létezik, ugyanakkor a lim L&), hatdrérték létezik,
xa §® xog S

16,1 Példa, Legyen f(x) =x sin- és gix)=sinx. A limfg; hadrérték 1é-

tezik és egyenl6 0 -val,
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1
f x sin—

® _ ___x —
Ugyanis poramy porge ~——0, ha x 0. Ezzel szemben
X
£ (x) 2x sln-,lE- cos-i-
7@ = P fuggvénynek a O helyen nem 1étezik a hatdrértéke,

mivel cos -i -nek nem iétezik. (L., 5.1 Példa.)

16.2 Tétel. Legyenek az f és g fuggvények differenciflhatck, g'(x) #0
az "a" hely valamely Ka\[ a} ktrnyezetében és

im |te)] =1m |g)] =o0 ,
Xx-»a X2

akkor
um XL o nm?—m" . (16.2)
X-»-8 Z(X) X=-8 (x

amennyiben az ut6bbi hatdrérték 1étezik (vagy +oo ).

¥
Bizonyitds. Legyen lim ! g:) = A, El6sz8r abban az esetben bizonyitjuk a té-
p ]

telt, ha A véges szdm. Megmutatjuk, hogy Hm —f(—x; =A é8 Hm E;—;)}s A,
x-a+og(z xma-0f

EbbS! z tétel 4llitdsa kivetkezik, TetszSleges £>0 szdmhoz van olyan

8,> 0, hogy

£ L £
A-g < SE < A+ (16.3)

minden x E{a, a + 81) -re.

Misrészt Um |f(x)| =co é8 Hm |g (x)| =oc miatt van olym 82 > 0, hogy
X8 X-a

tx)#0 €8 gx) #0 ' (16.4)

minden x € (&, a2 + 82)-}:3. Legyen &= min ( 81 R .82), akkor (16. 3) és
(16, 4) fennéll minden x € (2, a+ ' ) esetén. Vdlagszuk meg X, és xz-t
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ugy, hogy & <x <x,<a+ B akkor az (x;s x,) intervallumban alkalmazhat6

& Cauchy~féle kizépértéktétel (15.6 Tétel):

1x,) - f(xz)
2x)-s&,) & m(g,- Bek,, 1,)C @, a+8), (16.5)

de (16.4) miart (16.5) igy irhato:

f(xz)
f(x,) 1 “"1
txy) E,-Gl
Ak (8)

Mivel £ €(a, a+ §), azére (16. 3)-ax figyelembe véve érvényes a kivetkez6
egyenltlenség: . '

f(xz)
tx) 1T
&‘ 1 1 £
A- 3"1’ : 8"2’ A+ {16.6)
-E.(x..l.
Régzitetr x, mellert
x,)
)
et 1’
s(xz)
1- 8&)

ha x ~a+40, mivel

X+ If{xi)l ) xum Ig(x )t = .
1 1
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Alksimazzuk & kitivetkezs jeltléat:

£(x,)
B) - T+ gk

ahol @ (xl)--r{), ha X, = ato. Mivel 1+ @ (x]'.) >0, a (16, 6)egyenlft~
lenséget végig szorozva 1+ @ (xI y=gyel adddik, hopy.

t(x,)
A-%+ 9 (A--%-) < ?&Ll) < A+-%-+ g &) (A+'§2-)- (16.7)

Vélasszuk mega & 3 -2t diL 5 4 -t ugy, hogy

g e
-Lempun-Hrc £,

i, £ £, £
7 < §xpA+TI< 3
teljestlljon, ha x, € (a, 83'), i x €, & o) Banek és (16.7)-nek alap-
jin
f(x))

A‘-8< g—(x;i CA+E

minden x}e(a, a+ &%), abol 8" =min (8, 53, 54}, azaz

tix,)

Hm ----g (x],) =

xl--a-t-q

Ai

Tly mdédon beldttuk, hogy 16)

jobb oldali hatdrértékea x =a helyen A,

g(x)
Hasonléan I4thato be, hogy a bal oldali hatdrériék is A, Legyen most
im L8 = too,
x~a 8 (x)
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Tetszdleges P>0 szdmhoz van olyan &> 0, hogy

1

!g_'% >2P, ha xE{a, a+ &),
Vélasszuk meg xl, X, -t az el6z6khtz hasonldan, akkor figyelembe véve
(16.5)-tt, ktvetkezik, hogy

fx)

g(x) >2 P+ 9k, (16.8)

ha x. sz "a" helyhez elég kiizel van, Azonban Ilim g(x ) = 0-bdl ktivetkezik,

! xi-—a-!-o

hogy (1 + @ (xl)) > %, ha x; az “a" helyhez elég kbzel van, innen:

f(xl)
> P,
s(xl)

vagyis _('x)i jobb oldali hatdrértéke az x =a helyen + oo,

Hasonldan l4that6 be, hogy bal oldall hatdrértéke is +co .,

Hasonldan bizonyithatd a tétel a lim %’% =-oo  egetben {8,/

16.3 Tétel. A Bernoulli- !’ Hospital szabdly azaz a 16.1 és 16.2 Tétel érvényes
abban az esetben {sha a =+o0 vagy a=-o0 ,

Bizonyitds. Legyen a =+oo0 . Alkalmazzuk az x=-:'—! helyettesitést, akkor
£6)
1@ u

x~+00 8% w0 g(3)

Az el6z6 tételeket alkalmazva (16.5) gy irhato
el
20 r e
Hm = lm ,




vagyis
im 12 oy £®

ng(x) x_.__’_”g'(x) ’

amennyiben ez ut6bbi hatfrérték 16tezik,

A tétel hasonldan bizonyithaté az a = -0 esetben is.

A Bernoulli-§’ Hospital szabdly alkalmazéséval nem mindig sikeril egy-
szeriisitést elérnt.

16, 2 Példa,
ei- e:: = x
X000 @& +e x—twe ~-g

X -X

e +e
Hm ————————
~X

*
¥

akdirhényszor 1s alkalmazzuk a szabflyt, egyszeriisitést nem érunk el, Kozvet-
len kiszdmitédssal kapjuk

T l.-e-zx
Hm T iim o =1,
x>+ ¢ +e X0 | 4+ g
16,3 Példa,
n
im 2-, a€T. k>0
x++oo0e

A Bernoulli-)’ Hospital szabdly n -szeres alkalmazdsdval adédik

X" i nl
Iim =° kx'=.. = Hm n kx=0"
X400 @ x~0 k @ X0 kK @

Ezt a tényt ugy fefezztk ki, hogy ekx “erfsebben tart” a +co -hez, mint

n
X.
16.4 Példa,
m 1—11}—, /.1)0
Xrtoo x'u
ﬁ.
1
Hm 22X lim x_l = Hm -—-l-p=
xmtoo x" X0 /uiu X-too ALX



16.5 Példa.

r=0t0 xwoto —  xX~oto -k x ¥
x
1P 2
= Jim R(L%n_-_k.—! = Hm ___L—:-k-—={]
x=oto (-k} x x=oto {~k} .x
16.6 Példa. x
Hm x, xy 0
X010

Mivel xx = eln(xx) =" In x, felhasznilva az 5.8 Tételt és az ¢16z8 példa
eredményét axra az esetre, amikor k=p =1, kapjuk, hogy lm ==1,
X010

17. Fuggvényvizsgalat

Teljes fuggvényvizsgdlat elvégzésekor az eddig el6forduls fogalmak és
tételek mellett szitkségiink lesz tovébbi fogalmakra és térelekre.

17.1 Tétel. (Integrélszémitds alaptétele.) Legyen az* {& c‘[’a’ ] fuggvény

differencidlhat6 az (a,b) intervallumban; f(x)= c 4lland6 akkor
és csak akkor, ha f' (x) = 0. Jeltléseel: £(x) = c&Sf ) = 0.

Bizonyltds. A szlkségesség igazolisdhoz 14sd a 12,1 Példét. Az elégségesséy
igazolisihoz felhaszndljuk a Legrange-féle ktzépértékiételt. Legyen x € (a,b),
akkor f(x) - f(a) = £ (E).&x-a)= 0, EE(@,b). Mivel f{€)=0,

fxy== £(a) .!

17.2 Ktvetkezmény. Legyen az f és g flggvény [a,b] -ben folytonos és
(a, b)-ben differenciflhats. Ha f (=g (x}, x&b),
akkor f(x)= g(x)+C.

Bizonvitds, (f'(X) - g’ @ 5 0, azaz (f(x)-gx)’ =0 az elfzbek értelmében
fix)- gxy=C.!
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Ebben a pontban a tovébblakban az f fuggvényr6l feltesszik, hogy leg-
aldbb egyszer (ahol szikséges, kétszer, 1ll. hiromszor) differenciélhaté a
szcban forgé intexvallumban vagy a széban forgé hely egy egéaz kérnyezeté-
ben, ’

17.3 Tétel, (Monoton n¥vekedés tétele. ) Annak szikséges és eléguéges felté-
tele, hogy az { fuggvény az I intervallumban monoton niivekeds
{cstikkend) legyen: £ (x)2 0 ¢ (x) £0), minden x€EI-re.

Bizonyitds, A feltétel szikséges: ha { monoton ntvekedS és x €1, dkkor

faxrbn- 1@ >

& = Hm Ax

Axero

0,

mivel a trt nem negativ,
A feltétel elégséges: ha ' (x) 2 0 &8 X x2€ I, x; <{x

féle kvzépértéktétel alapjén

o+ & Lagrange-

- = 4 - 2
£x) - £x)) = £ (§) &, - %) 2 0
a feltételek miatt. |
17.4 Ktvetkezmény, Ha £ x) 20 (£0), x €I és nincs I-nek olyan rész-
intervalluma, ahol f'(x) = 0, (a derivilt csak izolflt

pontokban lehet 0) akkor az £ fuggvény az I inter-
vallumban szigoruan monoton ntvekeds (csdkkend_).

17.1 Példa, f(x) =x3 a (o0 , +00} intervallumban szigoruan monoton nt-
vekeds, bér £'(0) = 0.

SzélsGérték létezésének elégséges feltérelei:

17.5 Tétel, Ha ' (a) =0 és az x =a helyen f monoton cstkken8bSl (ntiveke-
d6b6l) monoton ntvekedSbe (csvkkenbbe) megy 4t, akkor ott f -nek
minimuma (maximuma) van,

Bizonyitds. Mivel &z f fuggvény x < a esetén monoton cstkkend és az "a”
helyen folytonos, f(x) > Hm f(x) = f(a). Hasonldan lithat6 be, hogy
X=a-0
£(a) p fxy, x> a.l
A feltérel nem sziikséges, 14sd 17.1 4brét.
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Yi

y=flx}

17,1 4bra

17,6 Tétel. Ha f'(a) =0 ésaz x=a helyen f negativbol (pozitivbsl) pozi-
tivba (negativba) megy &t, akkor f -nek ott minimuma (maxirmuma)
van.

Bizonyitds. A 17.3 TételbSl ktvetkezik, hogy f monoton cstkken§ (ntvekeds),
ha x < a és monoton nivekvs (cstkkens), ha x> a, tehdtaz x=a hely
minimum (maximum) hely. !

17.7 Tétel. Ha '{a)=0 és f™(e) > 0 (f"(a) < 0), akkor az "a" helyen f -nek
minimumsa (maximuma) van.

Bizonyitds. Mivel {"(a) > 0, ' az "a" helyen lokdlisan ntivekeds (1. 15.1 Té-
tel), de akkor £'(x) - (a)< 0, igy Fx)< 0, ha x<a ésf (@ -f(a)> 0,
tgy £'(x) >0, ha x > a, Ezzel a tételt a 17,6 Tételre vezettik vissza, !

17,1 Definici6, Legyen az f fiiggvény grafikonjdnak nem fliggbleges érintSje
az xo pontban (vagyls legyen f differencidlha¢ x ~ban),

az érint6 egyenlete (I (11.4)) y= £@), shol {(x) =
= f(xo) +f (xo) (x-xo). Azt mondiuk, hogy sz f fluggvény az

X pontban alulrsl nézve lokdligan konvex (konkdv), ha x -

nak van olyan Kx ktrnyezete, hogy minden x € Kx ~ {xo} -
o 0
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ra { grafikonja az érinté§ felett (alatt) van: f(x) > { ()
€@ < L @), (L. 17.2 ébra,)

y=1{x}

y- fix}

b e

]
2¢ 4
e

17.2 ébra
17.8 Tétel. (A lokdlis konvexitds elégséges feltétele.)
Ha ‘f"(xo) >0 (f"(xo) <0), akkor f az X pontba: lok4lisan
konvex (konkév),
Bizonyitds. Ha az X, pontbeli érints egyenlete y = {(x), akkor £'(x) =
=f (xo), igy az f(x) - €(x) fuggvény deriviltja;

€® -y = @-1re). (7.1

A feltevés szerint f"(xo) >0, tehét ' az x, helyen lok4lisan S, ebbfi ki~
vetkezik, hogy ' (x) > ' (xo), ha x> X, és '"(X)< 1 (xo), ha x < x .

Igy (17.1) alapjdn (f(x)- {(x))’ > 0, 1ll. <O aszerint, hogy x > x, 1l

x < x . A 17.4 Kévetkezmény értelmében tehét az (f(x)- {(x)) fuggvény x
elbnt szigoruan monoton fogys, Xy utdn szigoruan monoton nyvekedsS, Mivel
az X, helyen a fuggvényérték 0, az X, hely ei6tt is és utén is pozitlv,

vag—vis az f fuggvény grafikonja az x, hely el is és utdn is az X pontbeli
érint6 felett van. !
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17.2 Definici6, Legyen ® f fuggvény az 1 intervallumban differenciélhatg,
Azt mondjuk, hogy f I -ben konvex (konkév), ha minden
x, €I -re és minden xEI-re, x# x, igaz 2z, hogy

tx> 4, S0 €@ <%y, ®), ahol y k0 = x
ahszclsszéju pontheH érintﬁ egyenlete, (L. 17 3 dbra.)

y=rix]

— 39

Y

17,3 &bra

17.9 Tétel. Legyen f az I intervellumban differenciflhas figgvény. f I -ben
akkor és csak akkor konvex (konk4v), ha f' I -ben szigoruam mo-
noton ndveked§ (csttkkend).

Bizonyitds. A bizonyitdst akonvex esetre végezzik el, A szikségesséy igazold-

8al ;
Legyen X %, €1, x, <x,, éstekintsik az x, heiyhez tartozd érin-

t6t. Az érint8 irénytangense f (xl). f konvexitdsdbol kivetkezik, hogy

x ._f{x )) az érintf felett van, és ezéxt axz (x f(xl)), (x f{x )) pontokat

ﬁsszekﬁtd hur {rdnytangense (tgot ) nagyobb mint az érint6 irénytangense .‘
£ (xl), azaz { (xl) < tgot , HasonlGan 14that6 be az %, helyhez tartozé éxrin-

t6 felhaszndldsdval, hogy tgox < £ (xz). Az ut6bbi két egyenlstlenségbsl
fxp<f (xz). (L. 17.4 4dbra.)
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17.4 4bra

Az elégségesség igazoldsa:
Legyen X €I ésaz X, -beli érint6 egyenlete y = {(x), ahol

bixy=f£ (xo) + £ (xe) (x-xo). Képezziik az f(x) - &(x) fuggvény deriviltjit:

(@ -{@) =f@-C@=rx-&).

Mivel f’ szigoruan monoton ndvekeds, azért £ (x) - f’ (x°)> 0, ha x> x
és £ (x)-f (xo) <0, ha x< X . Tehdt az f(x)- {x) 'fl;ggvény xo eldtt
szigoruan monoton cstkkens, X, utén szigoruan monoton nbvekedd és mivel
x -ban 0, azért £x)-{(x) > 0 minden x €L, x#x .!

17.10 Tétel. Legyen f az I intervalumban kétszer differencidihato fuggvény,
Ha £"(x) > 0 (< 0) minden xXEI -re, &kkor f I -ben konvex
(konk4v).

Bizonvitds. Mivel f"(x) > 0, f'(x) szigoruan monoton ndvekedS I -ben, igy
a tétel 2 17.9 Téreinek ktzvetlen kdvetkezménye. !
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17.3 Definici6. Legyen az f tuggvény graftkenja xo pontjéhoz tartozd
érintd egyenlete y = £(x). Azt mondjuk, hogy x, f-nek
inflexi¢s pontja, ha minden Kxo kdrnyezetben van
x;» X,EKy , hogy f(x1)>£(x1) és f(x,)< f(xz).
(L. 17.5 bra.) .

y=~fx)

%
¥

X2 X Xz

X>

17.5 dbra
17,11 Tétel. (Inflexi6s pont 16tezésének szikséges feltétele,) Legyen f két-
szer differenciflhato xo -ban. Ha xo { -nek inflexiés pontja,
akkor f“(xo) =0,

Bizonyitds, Mivel f x_-~ban sem nem lok4ligan konvex, sem nem lokflisan
konkédv, a 17.8 Tételbﬁ ktivetkezik az 1litds, !

A feltétel nem elégséges. PL. £(x) =x%, £"(0) =0, de x =0 -ban nincs
inflextés pont, ,

Inflexids pont létezésének elégséges feltételel:
17,12 Tétal, Ha f"(xo) = égaz x, helyen ' monoton cstkkensbs] (ntve-

ked6b61) monoton ndvekedSbe {cstkkenfbe) megy 4t, skkor x
inflexids pont. °

Bizonyitds. Legyen az x, ~Hoz tartoz6 érint6 egyenlete y = {(x). A feltétel

szerint 2 17.5 Tétel alapjdn az xo helyen f' -nek lokdlis minimuma van,
Mivei £’ (x) =1’ (=), tebat (f@x) - £ &) =£ (x)- £ (x)> 0 minden

xEKxﬁ\ [:{o} -ra. Ebb6l kbvetkezik, hogy f(x)- {(x) az X, hely el6tt és -
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utdn is ndvekedik. Mivel f(x )- {(xo) =0, fx-{(x) azx_ hely eléit negativ,
utdna pozitlv, vagyis f grdikonja az X, hely el8tt az érint§ alate, x, utdn az
érinté felett van, azaz az érint6 x, -ban dtmetszl a girbée, |

17.13 Tétel. Ha f"(xo) =0 és az X, helyen f" elfijelet v4lt, akkor x,
inflexiés pont,

Bizonyitds. Mivel X, ~ban f' elGjelet v4lt, a 17.6 Térel alapjdn ' -nek itt

vagy lokdlis minimuma, vagy lokdlis maximuma van, €s a 17,12 Tétel feltételei

teljestilnek, !

17.14 Tétel, Ha f"(xo) =0 és ' (xo) # 0, akkor x, inflexids pont.

Bizonyitds. A feltétel szerint f -nek lokélis szélsfértéke van x ~ban
(L. 17,7 Tételr), és a 17,12 Tétel feltételei teljesilnek. |
17,2 Péida. Vizsgiljuk az {(x) = % 1n x fuggvényt. Az értelmezési tartomény:
D={xER: x>0}. :
A hatdrérték az értelmezési tartomény szélein:
1

lim xzin x = lim
X-+ot0 X-+=0H0

A monotonitdst tartoményok €s a lehetséges szélsdértékhelyek meghatd -
rozdsa az els§ derivdlt segitségével tbrrénik,
f' (x) = 2%, Inx + x = x(2lnx+), minden x €D -re folytonos. Az

' (x) = x(2Inx + 1) = 0 egyenlet megolddsa x =

il

1
fx<0 x€@0 —;
e

0520, xé(—l—-, +co ),
e

tehdt { el8bb cstkkend, majd ntvekvs, az x=——1—- helyen afuggvénynek
e
minimuma van (I, 17,6 Tétel), A konvexitdsi, {11, konkdvitdsi tartoményckat
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€s a lehetséges Inflexi6s pontokat a mésodik derivdlt segltségével hadrozzuk
meg,

£'(x) = 2In x + 3,
Az 1
() =2 Inx+3 =0 egyenlet megoldésa x=—s .
2
e
3 .3
2 2

"x)<0, x€@®0, e ); M"®W>0 xEfe " +m),

3

tehdt f elSbb konkdv, majd konvex, x=e 2 inflexics pont (1. 17,13 Tétel),
A fuggvény grafikonjinak vézlatét 14ed a17.6 brdn, -

!

v
y=atinx
! L
\?7’ '3 _

. . A g
s Ny : g X

: 'Y

i

17.6 dbra

17.15 Tétel. Legyen az f figgvény az X, helyen (n+l) -szer differencidl-
hat6, n22. He £ x)=1"&x )= ... =£® (x,) =0 és

{(n+1} (xo) #0, akkor f -nmek a x, helyen szélsGértéke, i11.
- 114 -



inflexi6ja van aszerint, hogy n pératlan, 11l. pdros. A széisBér-
ték mintmum, vagy maximum aszerint, hogy f(n+1)(x }> 0,
vagy f(n+1}(x ) < 0.

Bizonyitds. Tegylk fel, hogy f‘nﬂ) (x ) > 0, Akkor mivel f(n) {x )=
(n b az X, helyen monoton fogyﬁbol monoton nvekedfbe megy it és

n-1) - _ (n-1)
£ (xo) = ( miatt van Kxo, hogy Kxo\{xo} ban f (x) > 0. Ez annyit
jelent, hogy Kxo ~ban f(n-2) szigoruan monoten nivekeds, és igy

e 2)(;;0) =0 miat &% () -nek az x_ helyenlokélis minimuma va, Ha-
sonl6an kivetkeztetve tovébb,pdratlan n esetén az adédik, hogy f -nek az
x helyen lok#lis minimuma van, pfros n esetén pedig az hogy f' =z x,

helyen monoton fogycbol monoton ntvekedSbe megy 4t, ami a 17, 12 Tétel alap-~
jén Aliitdsunkat jelenti. !

17.16 Tétel, (Ntvekiények Usszehasonlitisdnak elve,)

Legyen f és g [a,b] -ben differencidlhats, Ha £ (x) 2 g’ (x),
minden x € (a,b) ~re, akkor f(b) - £(a) 2 g(b)- gla).
(I. 17.7 4bra),

"4

9/6]-gla}

18] - tfa)

B e ————
N

Ly s i i

17.7 ébra
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Bizonyités. Mivel #x)-g(x))’ 2 0, ezért f(x)- g(x) monoton ndvekeds, de
ekkor f(b)- g(b) f{a)~ gla), ebbdll az 4llitds adesdik., !

17.4 Definici6. Ha Hm (f(x)-g(x)) = 0, akkor azt mondjuk, hogy x—»+oco
X~+00

esetén f aszimptotikusan egyenls g -vel.

Ez azt jelenti, hogy elég nagy x értékek esetén a két fiiggvény egymdssal he-
lyettesithetd. Megjegyezzitk, hogy f-nek, ill. g-nek nem kell hogy 1étezzék
a hatdrértéke,

- 17.85 Definicis, Legyen az A egyenes egyenlete y = ax +b . Azt mondijuk,
hogy x—=co eseténaz A egyenes az f figgvény aszimpto-

s, ha

Um{f¢x)-(ax+b) = 0, (17.2)
X—+}00

‘ {f és ax +b aszimptotikusan egyenlSek).
17,17 Tétel. Az f fuggvénynek x—oco eseténaz y =ax+b egyenlett egye-
nes akkor €s-csak akkor aszimprotdja, ha
im & -2 6 lm  @@-ax)=b
X-~+0o0 X} 00
Bizonyitds. Az nyllvdnval6, hogy ha "a" -t és "b" -t a tételben szerepls két

hatdrérték definidlja, akkor az y =ax+b egyenletit egyenes aszimptota,
TegyUk fel, hogy van olyan "a™ és "b", hogy (17.2) teljestil, akkor

0 = Hm{f(x)-ax~b) = l:lmx(g’i-'a-—:) Hm (x a—--)-

%X+ +co o X++oo
vagyls
lim ﬁfha é8  lm (f(x)- ax) = b, !
x=+00 X+teo

Specidlis esetben: ha Hm f(x) =+o0 , akkor a Bernoulli-{’ Hospital szabdly
x>+ oo
alapjdn (16.3 Tétel) a = lim £ (x) feltéve, ha ez utsbbi limes 1étezik.
X-foo
‘Hasgonloan értelmezhetd és tirgyalhat6 fuggvény aszimptotdja -oo -hen.
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Ezek utdn dsszefoglatjuk a 'teljes fggvényvizsgdlat menetét:

a) Ertelmezési tartomdny, folytonossig vizsgdlata, hadrérték meghatd-
rozdsa az értelmezési tartomdny torl6ddsi pontjaiban,

b) Monotonitdsi tartomdnyok, szélséértékhelyek meghadrozdsa ' se-
gitségével,

c) Konvexitdsi, konk4vitdsi tartoményok, inflexiés pontok meghatdro-
zdsa {" segitségével,

d) Aszimptota meghatérozdsa,

17.5 Példa, Végezzink teljes fliggvényvizsgélatot az f: D—=R fliggvényen,

ahol f(x) =x + ix
x -1

ayD=R~ { 1, -1} . A fuggvény D -ben mindentitt folytonos:

Hm f{(x) = +o00 , lm f(x} = ~oco , im f(x) =+o0 ,
X+ -0 X =D X""+3.+G

Hm fx)=- , lm fx)=+ , lm f{x)=-o ,
x~l-0 x~=-140 x+~-1-0

fxy=0, ha x=0.
A fuggvény pdratlan, igy elegendS csak pozitiv x -ekre vizsgdini.

263-1)-2x. 2% _

b) =1+
(x2~1)2 .
Lo 22 @entaeday

2lt=—=—== 2.2

(x"-1) {x"-1)
f)=0, ha x'- 241 -2x2 - 2=0
xé— 412- 1=9

+
x2=4— ;6+6 =2+ F’

x =+ 1]2+ V_S—-'é-f«_.j_z,l,
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teh4t az aldbb! intervallumokban vizsgdljuk a fuggvényt:

ha x€(;-2,1), (ZL-D, (L, 12D, @1;+)
£ x: + - - - +

f(x): niv, cstikken ntvekszik

8z x=-2,1 helyen lokdlis maximuma,
az x= 2,1 helyen lokdlis minimuma van.

2x2-1)% - &PH) 263-1)2x

o) ') = -2
o1
2x(xz-1) - 4x(x2+1) _ xz-l-hz-z o
=-2 2 .3 = kT s
x-1) & -1)
2
=4x J:zw'a
(x'~1)

f"x})=0, ha 4x(xz+3) =0, x=0Q.
Ha x€ (-« ,-1), (-1,0), @©,1), (@, + )
£ (x): - + - | +
£(x): konkdv  konvex konkév konvex

az x=1{ Inflexids pont,

@ um & oom a2 -

X»}eo x X400 x -1

im @-x= ltm -2 =g.

Xrtco Xt X ~]
x-=co esgetén az aszimptota egyenlete y =x,

x—-o0 esetén 18 y =x aszimptota.
Ezek utdn a fuggvény grafikonja felvézolhat6 (I, 17,8 £bra).

- 118 -




17.8 dbre
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18. Gorbék érintkezése

Azzal a probléméval foglalkozunk, hogy egy pont kbrnyezetében hogyan
lehet fiiggvényeket egyszeribd fuggvényekkel helyettesiteni.

18.1 Definicié, Legyen & f és g fiiggvény X, ~ban {n+l)~szer differencil-

haté. Azt mondjuk, hogy f grafikonja g grafikonjdval (rovi-
den: f g -vel) legaldbb n -ed rendben érintkezik X, ~han,

ha f{xo) = g(x 0)

f x)=¢ )

Pe) =) @2y

és pontosan n -ed rendben, ha az el6bbi feltételek mellett

‘“*”(xo) # g‘“*”(x; s fenndil.

még f

Fyggvény grafikonja az érintGjével legaldbb elsfrendben érintkezik.

He az f fuggvény adott, van-e olyan kr, amely a fuggvény gbrbéjét
egy adott pontbar az 8sszes kbrik kbzitt a legmagasabbrendben érinti? Erre
vilaszt a kbvetkez§ tétel ad:

18.1 Tétel. Legyen az f fuggvény X, -ban legaldbb kétszer differencilhats
és f"(xo) #0 akkor van egy &s csak egy k¥r, mely f grafikonjit
X, -ban legaldbb mésodrendben érinti, Ezt a kbrt az { fuggvény
X, ~beli simulcktrének nevezzik. (L. 18,1 4bra.)

Bizonyitds. El6szlir az egyértelmtséget igazoljuk. Bevezetjuk akivetkez6 je-

16iéseket Vo= f(xo), y; =f' (xo), y; = f"(xo).

Tegytk fel, hogy az y = f{x) girbét Xy ~ban médsodrendben &rint§ kbr
egyenlete:

2

(x'-u)2 + (y-v)2 T {18.1)

r2 (18.2)

]

2 2
(x O-U) + (yo-\f)
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(18.1) -b6l fejezzik ki y -t mint x fuggvényét, pontosabban haéirozzuk meg
azt a ki{x) fuggvényt, melyre k(xo) =Y, és

(:l:-u)2 + (k(x} - v)z = r2

Az azonossdgot kétszer egymésutdn derivdlva kapjuk

x-uw)< &kix)-v). ¥ = 0

1+K 2{x) + (kix}- v} k"(x) = 0

Mivel a (18,1) kor £ et X, -ban mésodrendben érinti a 18, 1 Definicio dapjén
fenndllnak a kivetkezd egyenlSségek,

k
=]

- - 1
x, -u+ (yo v)yo (18,3)

4
o

2 "
14 Y, + (yo— v)yo = (18.4)

A (18.2), (18.3), (18.4) egyenletekbSl u, v és r > 0 egyértelmien megha-
térozhatck, mivel a feltevés szerint y; # 6,

i+-y'2
VY e 18.5)

0 yo

, 8
p=x_ -y }_LU'."__ , (18.6)
o ‘0o ¥y

3

, 2 2

'(1+Y° ]
r=

e T (18.7)
%o

i
r a gbrbllet! sugdr, ennek reciproka - X a gbrbilet,

Forditva, ktanyil igazolni, hogy a (18,5), (18.6), (18,7) képlerekkel
megadott u,v,r -rel felirt {(18.1) egyenlett kbr f grafikonjét X, ~ban leg-
al4bb mésodrendben érintt, !
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i8.1 4bra

18, 2 Definicié. Legyen &= f fuggvény x, -ban n -szer differenciﬂhaté
fuggvény;a

_ = " o
T ® f(x°)+—i-l-z(::(xo)+...+'2! Gox )+ L+

(n)
k & o)

(x-x) +. nl (x-x )

f“"tx )

b1

LN ] +

polinomoat az f fuggvény x, -hoz tartozé n -ed foku Tazlo

" polinomjénak nevezzik.

Megmutatjuk, hogy az n -ed foku Taylor-polinom gtrbéje elég j6i simul
az f fuggvény girb&jéhez, X, kérayezetében a filggvény ezzel helyettesithets,

18,2 Tétel, Legyen az f fuggvény az x, hely Kxo,? kérnyezetében n -szer
differenciflhat6, akkor van egy és csak egy legfuljebb n -edfoku
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polinom, mely f -et xo ~ban legaldbb n-edrendben érinti, Ez a
polinom az n -ed foku Taylor polinom.
Bizonyitds. Tn(x) f -et legaldbb n -ed rendben éxinti, ui,

Tyx) = £6x )
©
P )

i kl+

T:;k)(x) =0+

f(1:+1) &)

¥ (k+1)° OetDk(k-1)... 2.1 (x=xg) + ...

®©, & o
Tn (Xo) f &o); k- 0. .I. 2,) re ey n.

Tehdt T, (x) f(x) -et x_-ban legaldbb n -ed rendben érinti.
Még azt kell beldtnunk, hogy Tn(x) az egyetlen ilyen tulajdonsiggal
rendelkezd polinom., Legyen p(x} f -et xo-han n-ed rendben érint§ legiol-

jebb n-edfoku polinom s rendezziik it (x-xo) hatvédnyai szerint:

2 ' R
pix) = aoﬂlfx-xomz{x-xo) + ...+ ak(x-xc}k + oo an(x-xo)n

Derivdljuk az azonosséigot az X, helyen k -szor -

p‘k’(xo)=o+akk§+o,
ebbll
-
. =P (=)

k k! ‘
Mivel p(x} f -et n -ed rendben érintd fennfll:

k

)k
P (Xo)—-f

)(xo)v k=0,1,2,...,
Tehdt a p(x) polinom a Tn(x) Taylor polinom, '
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Nyllvdnvals, hogy polinom Taylor polinomja tnmaga.

18.3 Tétel. Legyen az f fuggvény az X, hely K"oS’ ktrnyezetében (m+l) -
szer differenciflhats; minden x € Kxo 9 ~hoz van ‘ge(xo, x), hogy

(ortl)

B : ot -
(x ) {n+l)
= Z ""“""‘"_ (x-x ) +fm1£)-!§)(’x-x°)n+l . (18, 8)
(n+1)

f

A (18.8)-ban fellép5 xx ) tagor az x helyhez tartoz6 n -ed

(o+1)!
foku Taylor polinom Lagrange-féle maradéktagidnak nevezziik.

A 18.3 Tétel a Lagrange-féle kizépértékiétel (15.4 Tétel) dltaldnositésa,
ul, (18,8} -bol az n =0 esetben az

1) = £(x ) + £ (¥). (x-x )

formuldt kapjuk vissza,
Bizonyitds, Legyen x EK"oS’ e Pl. x> X Bevezetjik =

FO) =10 - T,0 - Cex)™,  t&lx, x]

segédfuggvényt, ahol C -t ugy vélasztjuk meg, hogy F a t=x helyen zérus
legyen: F(x) = 0. Megmutatjuk, hogy van §E(xo. x), melyre

£+

C==—%ay -

Mivel F(xo) =F(x) =0, a F fuggvényre az (xo, x) intervallumban alkal-
mazhatjuk a Rolle tételt (15.3 Tételt). Eszerint van olyan ¥ 5 € {x o x),
melyre F? (gz) =0, De F (xo) =P’ ‘51’ = 0 miatt most F’ -re alkai_maz-
hato & Rolle tétel (xo, :g 1) -hen:

FEp=0 x <¥,<¥ <x.
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Mivel F"{xo) = R"( gz) =0 ismét alkalmazzuk a Rolle tételt F” -re, €8 igy
tovdbb, mig az n -tk 1épés utdn felirhat6 a kivetkez8

F(n)'(xo) = F“"tg,,, =0, x <E <E ,C... <%, <%

Még egyszer alkalmazzuk & Rolle tételt; van EE(x dx}. hogy

) gy o
de mivel F™ W = (™D ey _ oy, ezére

ot

G

19. Hiperbolikus és area fliggvények

x
19,1 Definicié, Az 1(x) = g ; 2. tormuléval értelmezett fuggvényt sinus

hyperbolicus fuggvénynek nevezzik és az shx sz.mbolummal
jeloltk:

X =X
sl:x==e ;e

A shx fuggvény értelmezési tartoménya R, mindentitt folytonos, pdratian
fiiggvény ul,
“x x

sh(-‘x)=5—-—-;-—- = -shx

Hm -?.——-e—-—-a'-’»m és nm e — 2% - ()
X-+00 X+=0
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X -x
e +e

2
monoton ntvekeds.

(shx)' = > 0 minden x€ (~co0, co), tehdta fuggvény mindentitt

X X
e -e

{(sh x)" =

(shx)" = 0, ha x=10.
A mésodik derivélt negativ, ha x < 0 és pozitlv, ha x > 0, tehdt agtrbe

konkdv, ha x< 0 és konvex, ha x > 0; x=0 inflexiés pont. Mivel
(sh x);:=6 =1 az inflexi6s érint§ 45%-0s. Az shx fuggvény gtirbéjét 1, a

19.1 £brén.
'}

y=chx y-sha

Ya=x

~—a

19.1 &bra

~ 126 -



» X, -x
19, 2 Definicid, Az f{x) = £ -;e formuldval értelmezett fuggvényt cosinus

hyperbolicus fiiggvénynek nevezzik és a ch x szimbolummal-
jelbljuk:

e +e
chx==———-2--—- .

A chx fliggvény értelmezési tartomdnya R, mindenttt folytonos, péros
fuggvény, minden x -re pouitiv,

chx > shx,

(chx)’ =ghx, x=0-ndlelbjelviltds van, tehdt a fuggvény monoton cstkke-
a8, ha x < 0 és monoton ntiveky§, ha x5 0; x = 0 ~ban minfmuma van,
(chx)" = (shx)’ =chx>0 minden x€D ~re, tehdt a fliggvény alulrol konvex.
A chx fuggvény grbéjét 1. a 19.1 &brén,

- Az értelmezésbfl kbvetkeznek az alébbi azonossigok:

ch’x - shix= 1, 9.1
X -x X X
+ 2 - 2
ui, (e ze 7 - (e 23 ) =
=321+2+e-2x_ -2+ 2% N
4 4 :
f:h(x1 +x,) =ch Xy ch %, + sh xl sh X, . 19.2)
sh (x1 + xz)ash X, ch x, & ch x, gh x, . (19.3)

Igazoljuk pl. (19, 2)-t:

:1*"2 . e"‘l”"z
ci‘;(:x1 +x2) = 3 ’

mésrészt
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2 -
X =X ~X b 4 X X b 4
=e1+e 1 :2+e zlei-e 1 e2.e 2
2 + T2 T3 3=
x. % -X
x.4x -X. =X 172 'xl 2
”Tlt' 2ol 2,0 172 8 -;e y

Ha (19.2) ~ben és {19.3) -bar a fels§ muveleti jelet vesszik figyelembe és
X, =X=X akkor a kvetkez$ azonossigokat kapjuk:

sh 2x = 2sh x, chx, . (19.4)

ch Zx = ch’x + sh® x. " (19.5)

A (19.1) és (19, 5) azonossdgokat tsszeadva, ill. kivonva egymésb6i kapjuk

e’y s RZEL (19.6)
111

sh’x = REEZL 9.7
19.3 Definicid. Az %:%—E fuggvényt tangens hyperbolicus fuggvénynek nevez-

zitk é8 th x ~szel jeldlijuk:

x =
shx e =e
= =

“x >
chx  X.e

thx

thx értelmezési tartoménya R= (-0 , +¢0 ), mindentitt folytonos,
pératlan fuggvény,

ex - e-x -X
m thx= Um 5 = Iim (¢~ _x)=1,
b ool -] Xr+too g 4 e Xos=-tco e +e
és a pAratlansig miatt
Hm thx=-1,
oot =
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2 2
chx ch x

minden x € R-re, a filggvény mindeniitt monoton niivekedd,

v _2
thx)' =~ ’:x pozitiv, ha x< 0, negativ, ha x> 0 ég 0-va
chx
egyenl§, ha x=0; tehfit x=0 inflexi6s pont; thx alulrol konvex, ha

x < 0 és alulrol konkdv, ha x > 0. A fuggvény gorbéie a 19. 2 dbrén 14thate.

Y i

y=cth

ety — — — o Tt e S it e e i My e i Attt
:

/_;ﬂm

X

o e v— — - — — —————

19,2 4bra

19.4 Definicts, A SX, x # 0 fuggvényt cotangens hyperbolicus fuggvénynek

nevezzik és cth x -szel jelbljik:

X . -x
chx € +e
f'o] = =
th x shx x -x' x#0
e -e

cthx értelmezést tastomdnya: D = R~{0}, pératlan fuggvény,
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' &ie s 2e %
Hm cthx= Um ~———( = lim (1+x—-:;-)=1
X400 x+rtoe - e r-do0 € -e
€8 a pdratlansig miatt
Im cthx=-1,
X OO
eEre ™
Hm cthx= Hm S =t
~0+0 *»pi0e -e

mivel ex-e'x>0ha x> (., Hasonléan lim cthx= -0,

X=20~0
2 2
ethey = (REy SSRE-SDX . T g4,
] shx sh'x

A derivdlt minden x€D -re negativ, tehit a fuggvény (- <o , Oj-ban, ill,
{0, + oo ) -ben monoton catkkend.

{cth x)" =_2_;i_x__ sehol sem 0, x < 0 -ra negativ, ég x> 0 -ra pozi-

gh™ x

tiv, igy a fuggvény a (-0 , 0) intervallumban alulrdl konkdv és a (0, +o0 )-
ban alulrol konvex. A fliggvény gbrbéje a 19. 2 4brén lthato,

A hiperbolikus fuggvények inverzel az un. area figgvények. Area terile-
tet Jelent, az elnevezés indokldséra kés6bb visazatérink, (L. 31,2 Példa.)

Az f(x) = ghx filggvénya (-c0 ,co } intervillumban ezigoruam mono-
ton ndvekvs folytonos, tehdt 1étezik egyértéki, szigoruan monoton ntivekedS,
folytonos Inverze:

f_l(x) =arghx, ~o0¢ X {00
Ha bevezetjilk az y = arsh x Jeltlést, akkor x=shy. A 19.1 Definlci¢ alapjdn

-y

X =,
tehit
ezy-hey-1=0,
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ahonnan

,/ 2
ey=2x+ zéx +4 = x4 I,xz-i-l.
y =ln(x+ V:2+1)
I’ 2
arshx = ]n(x+ x +1 )

Sok esetben célazerubb az arsh x fliggvény utohbt logaritmikus alakjst hagz~
nilnf, (Grafikonjir 1. a 19.3 dbrén.)

vagyls

Y

yrarchx

y~arsh x

19.3 dbra
Az f(x) = chx fuggvény lesztkitése a [0, ), fll. a (- , 0] fnter-

vallumra, szigoruan monoton ndvekeds (11, szigoruan monoton catkken®),
folytonos, tehét 1étezik egyértékil ugyanilyea tulajdonségu inverze:

-1
f (x)=archx, x21,

Az y=archx jeltiés bevezetésével
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v,y

x=chy=

eV -2zl +1=0,

t ol '
2x 24:»—4=xi xz_l
y=ln(x+ sz-n

tehAr archx=In x+ x -1), +, 111, - aszerint, hogy ch x melyik le-
szikitésének inverzérsl van sz6). Grafikonjét 1. a 19.3 dbrén.

Az f(x) =thx fuggvénya (-o0 , o ) intervallumban szigoruan mono-
tan novekedS, folytonos, tehdt létezik egyértéku szigoruan monoton ntvekeds
inverze:

oy =amthx, 1< x<1.
Logaritmikus alakjdt a kivetkez6 modon nyexrjiik:
Y _eY

x=thy=e -
e +e Y

r

@-1eY + (x41) = 0,

Y- 14x
e» 1-x

=l g, 11X
v 2ml-x’

tehit

1+x
1-x

arthx"-—- In ———

Grafikongét 1. a 19.4 £brén.
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4 |

y=arcth x

\J

yarcth x

o —— —— S — L S —— —— -

- o e e e e e e S v v i —

y-arth x

19.4 ébra
Az f(x) = cthx fuggvénya (- , 0) ésa {0, < ) intervallumban
szigoruan monoton cstkkend figgvény tehit l6tezik egyértékit inverze:
f-l (x) = arcth x, {x|> 1. Logaritmikus alakjét az elGbbiekhez hasonlé mddon
nyerjik:

x+l

=1 g, Xl
arcth-x:z In =1

Grafikonja a 19,4 dbrén l4thate,
. Az area ftiggvények derivéltjasit az inverz fuggvény derivAldsi szebélya
(1. 12.6 Tétel) alapjén nyerjik. Ktzben felhasznéljuk a (19. 1) azonossigot.

1 1 - 1
ch{arsh x) 2 - 3
: VSh {axrsh x)+1 v x
1

1 = = + Jxi> 1,

(arch X)' = Frrcin > 7
+ #ch {arch x)+1 F-l

(a + elfjel itt azt jelenti, hogy ké: fuggvényrsl van sz0).

{arsh x)' =
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1 1 1

(arthx)’ = —r—w = = , Ix]< 1.
--2——1-—- 1- th2 {ar thx) 1- x2
ch“(axthx)
oy« ek Ly
-3 1 -~ cth (arcthx) 1-x
gh {arcthx)

Megjegyezzilk, hogy az avea fuggvények derivéltjait a fuggvények logrit-
mikus alakfaibol is levezethetjtik.

A racionilis egész g tbrt-, az algebrai, a trigonometrikus, @ arcus,
az exponenciflis, a logaritmus, a hiperbolikus és az area fuggvényeket kiizls
néven elemi fuggvényeknek szokss nevezni, '

20. Paraméteresen &s polarkoordinatakban adott gorbék

Legyen adott a g sikgirbe. Haa g gorbe P pontjénak abszcisszdja
és ordinftéja valamely t paraméter (segédviltoz6) figgvényeként adhas
meg egy ktizts értelmezési tartomdnyban.

x = x{t}, (20.1)

y=y®, ey,

akkor (20.1)-gyel a g girbe egyenletének un. paraméteres alakjét adtuk meg
az X,y sikban. A tovébbiakban feltételezztk, hogy x(t) és y(t) folytonosak,
valamint azt, hogy (20.1) a (tl, tz) nyilt intervallum egy-egy érteimil leképe-

zése az X,y sikba, Ugyanannak a g grbének végtelen sokféle paraméteres
elfillitdisa lehetséges.

A gbrbén mindig azt a befutfsl irdnyt tekintjuk pozitlvnak, amely apara-
mérer nivekedésének felel meg. Ha a girbe egyenlete y = f(x) alakban afott,
akkor ez a (20. 1) alatti paraméteres el641litds speciflis esetének 1s tekinthet§,
amikoris a t paraméter az x abszclasza: ’

x=t,

y=£(t).

Forditva nem mindig Ichetséges az 4ttérés. Exre nézve érvényes a kivetkez6
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20.1 Tétel. Legyen a g gbrbe paraméteres mepgaddsa
x=x(t), y=y{), t1< t<t2 .

Ha az x{t) fuggvény szigoruan monoton, akkor a g girbe para~
méteres egyenletéxrSl dttérhetiink a girbe y = £(x) explicit alaku
egyenletére, vagyls van olyan f filggvény, melynek agtirbe gra-
fikonja.

Bizonyitds, A feltétel szerint, a 9.2 Tétel értelmében x(t) ~nek létezik egy-
értéki Inverze t = t(x). Ezt behelyettesitve kapjuk a glirhbe y = y(t{x)) egyen-
letét. ! : :

20.1 Példa. Origo kbzéppontu R eugaru kir paraméteres elf4liitdsa, V4~

lasszuk paraméternck a kbr egy tetszfleges P pontjét az origoval Usszekts

egyenesnek az X tengely pozitiv felével bezdrt sztigt (1. 20.1 dbra) &kor az
x=Rcost,

y=Rsint, 05¢<2% {20.2)

a kUr egy paraméteres el64llitdsa. Kinuyen igazolhats, hogy ugyanenmnek a
kbrnek egy mésik paraméteres elf4liitdsa:

Y i
R
Pyl
t -
0 R X
20.1 fbra
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2T

x=R
1+T2

]

1-12

y=R ‘tz' -0l TLe , {20.3)
14

20. 2 Példa, ENtpazis paraméteres egyenlete:
X=acoSt,

y=bsint, 0%5t<2K , (20.4)

ahol a, b >0 4llandok, Ui,
2 2

X
szeadva -5 + X

3 3 = 1 adédik, A t paraméter jelentése a 20. 2 dbrdn lithaté.
a b

Innen egyuttal leolvashat6 az ellipszis szerkesztésének egy moédja is.

= COSs t, IY’- =gint, négyzetreemelve és Usz-

™ |

¥
*

L]

LN PR %
=]
]

Y

20.2 &bra
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20.3 Példa. Hiperboladg paraméteres elG4lliitdsa:
x=acht (20. 5)
y=bsht, -0 $econ
a,b > 0 4illandok.

Val6ba: Z =c¢ht, %= sh t; négyzetreemelve £8 egymé4sbél kivonva a

x2_ 2

% - 12- =1 hiperbola egyenletét adja. Mivel (20.5)-ben x pozitly; (20.5) csak
a b

a hiperbola jobb oldall 4gét adja meg (1. 20.3 4bra).

Yk

x=gchf
y=bsht

v

20,3 4bra

20.4 Példa. Ciklois paraméteres egyenlete, Egyenesen csuszdsmentesen gor-
diil§ ktr keruletének egy kiszemel: pontja un. ciklois pélyin m_ozog. Legyen
az egyenes az x tengely és a kiinduld helyzetben érintse az "a" sugaru ktr

az origsban. Amig az "a" sugaru ktir (1. 20.4 dbra) elfre girdul 0 -tol A -Ig,
addig a kerlilet O pomtja a P pontba jut, A csuszdsmentesség miatt

OA = AP=at, ahol t=ABPY . Vélasszuk paraméiernek a t sziget. Egy
teljes forduldg alatr t O -tol Z?It' -ig véitozik. A mozgs P pont abszcisszéja
és ordindtija
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'Y
y=afT-cost]

Fated.

at
gixqg A al 2aIFK

20,4 4bra
x=QQ=0A-QA=at-asint,
y=PQ =BA -BR =a -acost,
tehdt
x=a - sint),
y=all -cost), O0ftfanm . (20. 6)
20. 2 Tétel, Legyen a g girbe paraméteres egyenlete

X = x{t)

y=yt), tl< t<t2

ahol x(t) szigoruan monoton figgvény. Ha x{t) és y(®) a
toe (tl’ tz) pontban differenciflhaték és g{- = i(to) # 0, akkor az

y(t(x)) fuggvény (. 20.1 Tétgl) a megfeleld x_ = x(t ) ~ben diffe-
renc idlhaté és derivédltja ° ¢

! i i(5)
¥ -1

x=x o=t

Bizonvitds. A feltétel szerint x(t) -nek létezik t(x) inverze és az differencidl-
hoto. Az bsszetert és inverz fuggvények differenciflisdra vonatkoz6 tételeket
(1. 12.5 és 12,6 Téte]) alkalmazva kapjuk, hogy
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dyt ) dt(x )

dy _ - L _30
& & Ve Ty I 3
x=x ° t=t
[+ ] 0

20.5 Példa, Szémitsuk ki a {20.6) egyenletrendszerrel adott ciklols Pix,y)
pontjabeli érintS irdnytangensét, Mivel x = a(l-cos t) és y asint, fgy

t t
dy__asmt __sint =2sm2cos 3 cete b
dx a(l-cost) l~-cost 2 2t g7
sin -2-

t#0, t#2X ,
Ha pl. t—0 jobbrdl, akkor x——0 jobbrél és y——0, tehdt ctg—~>-+co ,
vagyls az origéban fUgplleges az &rint6,
Sok esetben a Descartes-féle derékszigii koordinitarendszer helyett
célszerd poldr koordinitarendszert bevezetni.

20,5 4bra

Kivdlasztunk a sikon egy rdgzitett O pontot és egy ebb6l kiindule féi-
egyenest, A pontot polusnak, a félegyenest polirtengelynek nevezziik.
A sik P pontj4nak helyzete a p6lustol valé r = O tivolsdggal
és azzala  sziggel (poldrsztg) JellemezhetS, amelyet az OP rédiuszvektor
a polértengellyel (@ = 0) bezdr pozitlv forgdsirényt véve figyelembe, r és
¢ a P pont polirkoordinit4l (1. 20.8 4bra).
r és ¢ egyértelmten meghatdrozza a P pont helyzetét, ezzel szemben
a P pont csak r -et hatdrozza meg egyértelmtien a (o sztiget cssk 2T
egész szdmu ttbbszirysétsl eltekintve. Az 0 pont poldrszige hatfirozalan,
Vizsgélataink sordn gyakran egymis mellett haszndljuk a Descartes-féle
deréksztiglt s a poldr koordindta-rendszert, Ha a kétféle koordindta~rendszer

kezdépontja valamint a poldrtengely €3 az x tengely pozitiv fele egybeesik,
akkor az
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x=rcosp , Y=rshp, (20.7)

iiletve 1

= (xz + Y2)2 ; (= arccos 3;— » @ =arcsin 4 (20.8)
r

usszefuggések dllanak fenn a derékszbgli és a poldr koordindtdk kuzitt
(1. 20,6 dbra).

Y

[P OO

b/ X )F
20.6 dbra

Ha valamely g gtrbe polirkoordinftdkban adott egyenlete
r=r(¢Q)
akkor a g gtrbe egy paraméteres el§dllitdsa:
x=x(p)cos (20,9}
y=r(Q)sin @
Legyen az r(p) flggvény differenciélhaté, akkor a (20.9) paraméteres

alakban felirt giirbe egyenlete segitségével kinnyen felirhatjuk a g gtrbe
egy P(x,y) pontjfhoz tartozé érint§ irdnytangensét (20,2 Tétel):

dy _z'(Q)sinp +r(p) co @
dc 1’ {p) cosp - x{) sing (20, 10)

20,3 Tétel. Legyen a g gorbe polérkoordinditékkal adott egyenlete r =x(p).
Ha az r(@) fuggvény differencidthatd és r’ #0, akkor g egy
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P pontjéhoz tartoz6 r rddiuszvektor ésa P pontbell érint§ 4ltal
bezért szigre fenndll a ktvetkez6 bsszefuggés

¥
gw = ;,

Bizonyitds., Legyen az érintfnek az x tengellyel bezért sztge oo . Mivela g
gorbe egyenlete (20,9) alakra hozhat6

Y
(/%)
N/ ¢
R
rarfe]
¥ * .
g g0 X
20,7 4bra
' g +5
ta Gt _dy_r'sing +rcosp _ AT . (20.11)
8% " dx r'cosp - rsing 1-E ! .
) ';v tg(?

mésrészt o = ¢ +w (1. 20.7 4dbra), igy (. 3.6)

gQ +tgw

g =tglp+w) =7 Ttge | g’ (20.12)

(20.11) &s (20, 12) Bsszehasonlitdsibol mér kivetkezik az 4llitds, |
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20.6 Példa, r=a ek » a>0, k#0 az un, logaritmikus spirdlis egyenlete
(1. 20.8 dbra}). A logaritmikus spirélis birmely P pontidhoz tartozé rédiusz-
vektor €s érintd 4ltal bezdrt szbg 4llands, ui.

tgw-z . aekc? _1
— '-w—""——_—_.
r akek? k

20,7 Példa, r =ap, a>0, a un. archimedesi spirdlis egyeniete (1. 20.9 4bra).

Yoo K>

fl

r=ae

&y
e Y
[=]
=
i
L)

20.8 &bra

ey

9-X

Y

£~

/ 6 1 P
r=ag, >0 '

20.9 4dbra
a2
9
x=a528¢ és y=a M. igy lim y=a (1, 4.3 Példa). Tehét agirbe
? ? -0
aszimptotija az y =a egyenes. (L. 20.10 &bra.)

20.8 Példa, r = — , a>0, az un, hiperbolikus spirilis egyeniete. Mivel
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20,9 Péida, r=2R cosg , R2> 0 kﬁr egyenlete, Mivel r 2 D cosy csak
nem-negatlv lehet, gy - p --—- Q. 20,11 ébra) .

e ———
a
r-% axf
20.10 4bra
Yh
r=2Reos ¢
5 ; 77 r

20,11 fbra
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21. Egyenletek gyokeinek kozelit6 meghatarozasa

Az
f(x)=0. 21.1)

egyenlet, ahol f valamely intervailumon értelmezett folytones fuggvény, meg-
oldisa abban az esetben, amikor f legfeljebb médsodfoku polinom egyszeri
gyokképlettel thrténik, mely az olvasé elftt elfzf tanulményaibél ismert, Ren-
delkezésre £il gytikképlet azokban az esetekben is, amikor f harmad-, vagy
‘negyedfoku polinom. Ezek a gytkképletek azonban igen nehézkesek és gyakor-
iatl szdmoldsra alkalmatlanok. Az un, Ruffimi-Abel-tétel szerint viszont, ha

1 legalibb dtbdfoku polinom, 4ltalénosan alkalmazhat6 gytkképlet nem adhaté
meg. Még kevésbé jthet széba egzakt megoldoképlet abban az esetben, ami-
kor f nem raciondlis ftiggvény. Az esetek nagy részében tehdt olyan kbzelit
(numerikus) eljdrés alkalmazdsdra van szikség, mely ugyan nem egzaktul,

de tetszfleges pontossdggal megadja a gybktt. Tubb ilyen eljdrdst ismerte-
tink, melyek ktzbs vonésa az, hogy bizonyos feltételek teljeslése esetén

a keresett gytkhtz konvergdls végtelen sorozat tagjainak egymdsuténi megha-
tdrozdsht teszik lehet&vé,

a) A gytkbk elkildnitése és az intervallum-felezés . (21.1) egyenlet
megolddséhoz vezet uton az elss 1épés olyan intervallum meghatérozésa,
melyben biztosan van gytk. Ez probélgadssal torténik, Ha a < b és .
f(2) . £(b) < 0, akkor Bolzamo tételének (1. 7.2 Tétel) kvetkeztében & [a,b
intervallumban (21, 1)-nek van legalébb egy gytke. Felezztk az (a,b) inter-
vallumot és meghatérozzuk az f fliggvény értékét a felez§ pontban:

1&2). Ha 1ER) =0, akkor 22 (21.1) gytke. Ha 1E) #0, akkor =

[a, %—EJ, i, [%ﬁ . bJ intervallumok koziil az egylk olyanhogy két vég-

pontjéban a fuggvényérték kiltnbz§ elSjeld. Jelvljik ezt az intervallumot

[2,b | -vel. tendt fa)).t0)< 0, b -8, = b2 és [a,, b ]C[ab).

(‘al,bl] -ben biztosan van gytk; most ezt az intervallumot felezzik és meg-

{smételjitk az el6bbl eljirdst. Ny modon az n -edik 1épésben nyert intervallu-
mot [an, bn] -nel jeltlve nyilvdn

-Hm a = Hm bn=‘5, ahol f(§)={}.
R~ O n—s-o0
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Ha E-t a -nel, vagy bn -nel helyettesitjik, gaan, vagy g:-:bn, az el-

Kvetett hiba biztosan kisebba b_- a_ = 92-:-!9- hibakor ltnél.

b) A hurmddszer, A gytk meghatdrozdsa geometriailag az x -tengely
és az f fuggvény grafikonja metszéspontjénak megkeresését jelenti, Az
elSbbinél gyorsabban konvergdld eljdrdst kapunk, ha az f(a},f(b) < 0 tulaj-
dongdggal rendelkez§ [a,b] Intervallum meghatéroz£sa utdn aflggvény gra-
fikonjit az” (a, f(a)) és (b, (b)) pontokon dthaladé egyenessel (a fuggvény-
gbrbe hurjdval) pétoljuk, meghatdrozzuk a hurnak és az x-tengelynek a met-
széspontidt, x, -et és ha f(x,)#0, az [a, xl] il [x,, b] intervallumok

koztl kivdlasztjuk azt, amelynek két végpontjéban a fuggvényériék kilonbbzs
elﬁjem Ha pl. f(x ).f(b) < 0, akkor az [x “b] intervallumra megismétel-

juk az eljérﬁst, vagyis meghatdrozzuk = (xl, f(xl)) és (b, (b)) pontokon .

4thalads hurnak és az x -tengelynek a metszéspontjdr, X, -t és igy-tovibb.
Az {ly médon nyert Xy, X, ...y X, ... SOTOZEL nyllvén 3z [a,b] Interval-

lumbel {egylk) gyukhdz konvergil (1 21.1 dbra) Miutdn az (a, f(a}),
(b, f(b}) pontokon 4thaladé hur egyeniete

1 |

y-flx:

Y

b_«»..-—--.-———--—-\-q—

e

21.1 dbra
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y -t =SB« g,

y = 0 helyettesités utdn x, ~re az

f(a)

- - ————————

X i(b)- f(a)
b-a

kifejezést kapjuk. A gytk tovébbl x,, x., ... appraximéciéit analog formulék
2' 73
szolgéltatjik.

¢) A Newton-Raphson-mddszer (érint6médszer). Az elfbbinél 4ltaldban
lényegesen gyorsabban konyergél6 eljdrdst kapunk, ha az f(a).f(b) < 0 tulaj-
donséggal rendelkez8 [a, b_] intervallum meghatdrozdsa utdn az { figgvény
grafikonjit az intervallum egylk végpontjdhoz tartozé érintével péroljuk (fel-
téve persze, hogy f differencidlhaté fuggvény) és agytk elsS approximdcio-
jinak ezen érint6 és az x -tengely metszéspontjdt tekintjik, majd a grafikon
ezen metszésponthoz tartozé pontjfban vesszik az érint6t, és igy tovébb. Ha
pl, az x, =2 pontbdl indulunk, az (xo, f(xo')) pontbeli érint§ egyenlete:

y= f(xo) +f (xo)(x - xo) .

Innen az y =0 helyettesitéssel ad6dik a gytk els6 approximécicja

X. =X - ff—x-—ol-

1 "o f (xo)

Az (xl, f(xz)) pontbeli érintSnek és az x -tengelynek metszéspontja
X, =X -———f(xl)

2 1 £ (xl) !

Az n-edik 1épés:

f(xn-l)
x

=X, =mm—— {21.2)
n ‘n-1 f (xn-l)

A (21,2 rekurzids formula meghatdrozza az xo, Xpp ever Xy onn végtelen
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sorozatot, mely bizonyos feltételek mellett a keresett gytkhiz konvergdl.
Pontosabban érvényes a kivetkezd

21.1 Tétel, Legyen f kétszer differenciflhat6 az [a,b] intervallumban,
f)yMm) < 0, £ és f" 4llando elfjelt [a,b] ~ben és

= 3

{ a , ha sgfla)=8gf"(x)
x = .
0

b , ha sgf)=sgf"x

akkor a (21.2) rekurzios formuléval definiglt xn, n ET végtelen
sorozat a (21.1) egyenlet [ab] -bell gytkéhez konvergél.

Bizonyitds. Tételezzik fel az egyszeruség kedvéért, hogy

fa)< 0, f® >0, (x>0, ') <0, xE[a,b]. Atételfeltérelelt ki-
elégits egyéb esetekben a bizonyltfs analsg médon t¥rténik. Mivel f szigo-
Tuan monoton nvekeds, (21.1)-nek [a,b] -ben pontosan egy gybke van, Je-
18ljuk a gyvkut g ~yel, f(x) <0, ha xE[a,g), f(x)> 0, ha xE(E, b],
xo = a, Bebizonyitjuk, hogy az X, n & T sorozat monoton n¥vekeds, felulrsl

korlitos és E felsd korlit, A bizonyitdst matematikal indukci6val végezziik.

f(xo)
xl = xo -——-——-—f, (xo) > xo

az elfjelviszonyok miatt, [' {x)< 0 miatt [ grafikonja az [a,b ! intervallum-
ban alulrél nézve konkdv, ezért az X, abszcisszdju ponthoz tartoz6 érint6 ordind-

tdja a Epontban £(&) = 0-nél nagyobb, vagyis pozitiv. gy az érint§ X és € kozott
metszi az x tengelyt, vagyis %) < § Tegyik fel, hogy x0< X, <x‘,’I Loeed XK
< &. Mivel ekkor f(x_,)<0, (21.2)-bol kovetkezik, hogy

Mivel f grafikonja konsiav, ezért az X abszcisszdju ponthoz tartozd

n-1
érinté ordindtija a b pontban mir pozitiv, tehdt xn< ¢ . Ezzel belattuk,

hogy az X n& T sorozat monoton ndvekedS§ és felilrsl korldtos, anibll az

I. kttet 16.1 Tétele alapjdn ktvetkezik, hogy konvergens, Legyen

Um x =$ < £ . (21.2) mindkét oldaldn végrehajtva a hatérérmenetet és
n-—»co

felthaszndlva azt, hogy f és ' S-ben folytonos:
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: {(S)
8=S- 't‘)-fg') 1

vagyis £(S)=0, S=¥.{

Y

L~
.

e e A T e o b
>
=)

2.2 dbra

A Newton-Raphson-médszer a 21.1 Tétel feitételeinek teljestiése ese-
tén igen gyorsan konvergdl a keresett gytkhiiz, Az eddigl jeltilénekkel &g felte-
vésekkel &lve, tovébbé feltéve, hogy |f'(0)| M és |f @] 2m> 0,
x€E[s,b), az n-edik approximécis x és a gytk, ¥ eltérését akivetkezs-

képpen becslbetjik meg. Pelirjuk az f fuggvény megviltozdsdt az elsffoku
Taylor-polinom és a Lagrange-féle maradéktag segitségével (1. 18.3 Tétel),
akkor, amikor a fuggetlen véltozd x 1 ¥l € -re véltozik:

oy

£ (12 - )
HE) fx )= -t =& )E-x ) *"'“"“2"?'1 (g-xn-i)z'

ahol & (x 1, § ) lnmen
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f(x ) "(az )
-1 n—l
l - ( n- )
A (21,2) bsszetiggés felhasznildsbval
(g )
1 n-1 2 ¢
|8 =] =3|Fe 3| G %t "
n-1
=% - _1| (21.3)
Az utobbi egyeniGtlenséget még a
18- %l l
!5 - $ Ig -1 I

alakban is irhatjuk. Mivel itt a jobb oldal zérushoz tart n--o esetén, azt
kaptuk, hogy a "rékuvetkez§ approximdci6 hibfja & megel6z6 approximécio hi-
béjéval osztva™ 18 zérushoz tart, ha n tart végtelenhez, Haaz (n-1) -edik
approximécis hibdjét (s gytlesl vals eltérést) megbecsiljik, a (21.3) egyen-
1&tlenség modot nyuft az n -edik és minden tovdbbi approximécid hib4jénak
negbeceléaére.
Megjegyezziik még, hogy a Newton-Raphson-mddszer az esetek ngy

részében bizonyos kezdet] szabdlytalansdg utdn akkor is gytkhdz konvergél,

. ha a 21, 1-Tétel feltételel nem mind teljesilnek.

d) Az iterdei6, Enxnél a médszernél az (21, 1) egyenletet az

x=@) (21.4)

alakba irjuk. Kiindulmk a gytk egy kizelit6 x| értékébl és azt (21.4) jobb
oldaléba helyettesitve kapjuk az elsf approximécict

% =9 (xo)
majd x, -et helyettesitve (21.4) jobb oldaliba kapjuk akiivetkez§ spproximécict
és 1gy tovdbd, 4italiban
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X =& ). (21.5)

Ha ¥ -vel jelljlk a keresett gydkt, akkor azt a g éxtéket keressik, mely- ;
re § =@ (g). Geometriailag az y = x egyenletll origcn 4thalads 45%-0s egye-
nes és a ¢ fuggvény grafikonjénak metszéspont4t kell meghatdroznl, Az ite-
rdci6 egyes péselt a 21,3 dbra szemlélteti.

Yi

(%]

Ag

21.3 4bra

21, 2 Tétel. Tételezzuk fel, hogy a (21.4) egyenletnek van £ gytke a "a"
pont egy @ sugaru Ka 9 kdrnyezetében, xoe K'a s a @

fuggvény differencidlhato Ka 3 -ban és van 0 < q< 1 szdm,
hogy 8

4 < .
o] =q< I, ha xEK (21.6)

3 °
akkor = (21,5) rekurzics formuldval meghatdrozott L €T

sorozat konvergens és lim x = h
R0

Bizonvitds. A feltételekb6l ktvetkezik, hogy a Ka3 ktrnvezetben csa egy

~
A
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gybk van, ui. x - @ (x} derivéltja pozitiv, vagyis x-¢ (x) szigorua mono-
ton niveked6. Megmutatjuk, hogy

|x, - 5] €294, nE€T. (21,7)

A bizonyitdst matematikai indukcioval végezzitik. lxo -E|< 29 , ezérta
Lagrange-féle kizépértékeétellel és (21.6) felhasznfilisdval

2, -5l= o) - 9®)=l¢'n) &x,-B)] *

q.29<2¢ , 1206 (xo,g)C‘_Ka’3

[7aY

8

vagyls mivel gEKa xle Ka 30 ° Tegyik fel, hogy
t ]

8’ §

s g €29 47 <28,

akkor
- = - <
lxn - §pr (xn-l} -9 (g) I-{‘P) ("Zn-l) (xn-l g) l
~1
Sq29q =29d<29,
?n-IE(xn—l’g) Ka,Sf‘ ’
Tehét x e Ka 3 és (21,7) fenndll minden n € T -re. (21.7)-b8l mdr ki~

vetkezik, hogy az x, o € T sorozat £ -hez konvergil. !

(21.7) egyben az n -edik approximéci6 hibfjdnak becslésére is lehetdsé-
get ad,

Az elfbbiekben ismertetett kdzelitd eljirdsok birmelyikének alkalmazi-
sa esetén mindenegyes 1épésben ujra és ujra ki kell szémitani az egyenletben
szerepld flipgpgvény helyettesitési értékét mds és mis helyeken {a Newton~
Raphson-mdédszer alkalimazdsa esetén még a derivdltftiggvény értékeinek ki~
szdmitdsdra is szitke€g van). Algebrai egyenlet esetén a fuggvény, amelynek
helyettesitési értékeit ki kell szémitani, polinom.

Amennyiben a

n
p(x)-anx +an-1x +.,, ta x.-iﬂa0 (21.9)
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pontosan n ~edfoku polinom helyettecitést Ertékét kzvetlenitl a (21, 8) slakba
val6 behelyettesitéssel szémitjuk ki, Usszesen £ltaliban Z2n szému szorzist
&5 n pzému Usszeaddst kell elvégezniink. Az elvégzends szorzésok szdma a
felére cobkkenthetS, ha a p(x) polinomot a kivetkez§ alakba irjuk fel:

n n-1
pix)=a X +a X " +... tax+ta =

=(... {(anx + an_l) X+ an_z} Xt .ieuea ¥x + al)xi—ao . {21.10)

Az utcbbi alakban felirt polinom helyettesitési értékeét az x, helyen ugy szd-
mitjuk ki, hogy ("beltilrsl kifelé haladva™) a -et megszorozzuk x, -lal, az
eredményhez hozzdadjuk a _y "ot az eredményt megszorozzik x, ~lal sth,

Dy mé6don 4ltalfban n szorzds és n Usszeadds utdn megkapiuk a helyettesi-
tési &rtéket, A szémitfst a kivetkez§ un, Horner-féle elrendezés segiteégé-
vel végezzik: ’

k
x n fn-1 an-Z ] aa pi)
L a X 48 o -(anx°+an_ z)x°+ . {. . (anxoﬂn_l)xo- +...+a =
=p(x)
'*an-Z o

A Horner-féle elrendezésnek gazdasgossigén kivil még a kvetkezs
2l6nye van. Ha x, e p(x) polinom zérushelye, vagyls p(x_o) =9 skkora

fenti Horner-elrendezés mésodik sordban annak a polinomnsk egylitthatol 411-

nak, mely p(x)-b6laz (x-x ) gytktényezbvel valé osztds ut}dn keletkezik.

(V¥, Bezout tétele, 2.3 Téred), Brr6l az olvasé kvanyen meggy8z6dhet, ha

figyelembe veszi, hogy a polinomok osztdsi algoritmusa szerint &

,S: — hényados-polinom legmagasabhfoku ((n-1) -edfoku) tegidndk egylitthetdja
o
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a és minden rékdvetkez6 egylitthat6 2 megel6z8bSl x_ -lal val6 szorzds és a

p(x) polinom megfelels egyltthat 6jdnak hozzfiaddsa utfin keletkezik, Ha tehdt .
a polinom egy gytkét mér meghatdroziuk, akkor a Horner-elrendezésben egy-
ben elG&llt az az eggyel alacsonyabb foku polinom * is, melynek gytkel szol-
géltat}dk az eredeti polinom ttbbi gytkét.

21,1 Példa. Meghatdrozzuk a
p, =4+’ -3x -5

polinom valés zérushelyeit, vagyis a 4::4 + 2x3 - 3x-5=0 egyenlet valés gys-

keit, Néhény kisérlet utdn azt litjuk, hogy az [1,2] intervallumban van gytk
és

P& = 1655 + 652 -3 > 6, x€[1,2]
&) = sl 41250 x&f1,2] .

A Newton-Raphson-mo6dszer alkalmazhat6; a szdmitds részleteit a megfelels
Horner-~t4blézatok tartalmazzék:

'S
. 4 2 0 -3 -5 | 00
1| 4 6 6 3 -2
x = 2| 4 10 20 37 69
x, = 1,5¢ | 4 8,15 12,4 16,0 24,5
x, = 1,18 | 4 6,70 7,90 6,30 2,40
x, = L1l | 4 6,44 7,12 4,90 0,42
x, = 1,09 | 4 6,35 6,90 450 | -0,1%0
» A 16 6 0 -3 P,
2 16 38 76 149
1,54 16 30,5 46,6 68,1
1,18 16 24,9 29,4 32,5
1,11 16 23,8 26,4 26,3
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"Logarléc pontossiggal” tehdt a py(x) polinom egyik zérushelye
1=1,09. Amintez a p4(x} ~re vonatkoz6é Horner-tdbldzat utolsé gordbol
kiolvashatd
P 2
p3(x) = L0 4x + 6,35x +6,90x + 4,50 .

Ez utébbi polinomnzk a [—-1', -0, 55} intervallumban van zérushelye és

pg(x)=12x2+12,7x+6,9>0 , x &R
Py = 24x +12,7< 0 ., xe€l[-1; -0,55].

Ennek a zérushelynek a meghatdrozdsdra ismét a Newton-Raphson-madszert
haszndljuk; a szémitds részleteit a kivetkez§ Horner-tdblizatok tartdlmazzdk:

X % | 4 6,35 6,90 4,50 Py
0 4,50
-0,55 | 4 4,15 4,62 1,97
X, = -1 -0, 15
x, = -0,98 { 4 2,43 4,52 0,07 =~ 0
% | 12,7 6,9 py(x)
-1 6,2
-0, 98 12 0,9 6,1

Ap 4(x) polinom mésadik zérushelye tehét g 9= -0,98. A p3(x)
polinomra vonatkozé Horner-tdbldzat utolsé sordbdl kiolvashat6, hogy

P, =370,98 = (-1, 09) (<70, 98)

Py x)

= 4% +2,43% + 4,52 .

Ez utébbi polinom zérushelyel mér gybkképlettel meghatdrozhatdk. Lit-
haté, hogy pz(x} -nek mdr nincs valés gybke, vagyls 5 1 ~-gyel és g 2 ~-vel

P 4(x) ysgzes valos zérushelyét meghatéroztuk.
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Harmadik fejezet
INTEGRALSZAMITAS

22. Figgvény integralhatésaga

Szémos olyan gyakorlati probléma meril fel, amelynek matematika
megfogalmazisa s megolddsa csak az integrél fogalménk felhagzn4lisdval
lehetséges. A 22.1 Példa egy ilyen, egyszerii feladatot mutat be,

22,1 Példa. Legyen egy rakéta v sebessége a t idSpontban

vty =e', (22.1)

a null id6pontban v{0) = 1 km/sec. Szdmitsuk ki mekkora s uta tesz mega
rakéta az elsb két mésodperc alatt,

Osszuk fel a [0,2] idSintervallumot n egyenlS részre (n tetszfleges
pozitiv egész szdm), Jelsljuk 8 -val azt az utat, amelyet a rakétaa k ~adik

részintervallumban tesz meg (k=1,2, ..., n). A kérdéses ut
n
5= E 8- Megbecsiiljtik 8 értékér és ebbfl kivetkeztetltink s értékére,
k=1

A k -adik részintervalum kezdSpontjiban a rakéta

2
gz, DY
v(k-DT)=e (22.2)

sebességgel, a ttbbi pontjdban ennél nagyobb sebességgel rendelkezik, hiszen
a (22,1) sebesség fiiggvény az 1d6 monoton niveked$ figgvénye, Ha az egész
k -adik részintervalumban a rakéta (22. 2) sebességil egyenletes mozgist vé-

gezne, akkor v((k-1) -ﬁ- ). -12; utat tenne meg (ldsd 22,1 4bra). Ez a2 ut nyilvdn
kisebb mint az, amelyet a rakéta valgjdban megtesz, Tehdt:

N ERES
2

&-1) =

e . ']'!' < Sk
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v
kmfsec y=a?

I t
1 I
i i
| |
i I
|
b
b
i i
! I
ooy
o
t
g ! : | -
i i i i ! L a
] ﬁa —:— —g— [ |- 2-n,—,2— 1o
f
o
{k-?}# i
+
S
22,1 ébra
Ez az egyenlftlenség k minden‘ lehetséges értékére (I, ..., m) igaz. Ezt az
n szému egyenlStlenséget bsszeadva kapjuk:
2
n (k-1)= _n
n 2
e =< Z B,
p= =
n 2 k-1
2 n
2 ; (e®) <. (22.3)

Hasonl6 okoskoddssal, a k -adlk részintefvalium végpontidban felvett sebes-
ségériékkel szdmolva s, -ra fels5 becslést nyerimk:
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2
s < e ey k=1, ..., n).

Ezt Usszegezve:
2
s< 2 i:(e“‘)k (22.4)
n
k=1
A (22.3) 68 ((22. 4) egyenlStienségeket Usszekapcsolva:

2 2 2

— — —

%(1 +en+(en)2+... +(en)n.-1)< 8 <

2z 2z 2
. 2f =n ny 2 ayn
x;(e +(e ) +...+(e ) ),
azaz:
n A
2 (2 2
_Z_(en) -1 s g_(e ) -1 en
5 2 < 8¢ a 2 . .
e]1 -1 en-l
Azonosan 4talakitva
2 2
e -1 e -1
——iem £ B (|
: 2
e -1 e -1 en
2 z
n n

Ez az egyenlftlenség tetszGleges pozitiv egész n esetén fenndll, mindkét ol-
dal hatdrértéke n——c esetén létezik és



e2-1 ez-l % 2
iim 7 = lim 3 e =@ -1
n—»m; 0 n—-b-co; o

€ -¢ e -e

2 2

n n

Innen az I. Kotet, 15,8 Tétel alapjdn ad6dik, hogy

s=ez-1.

Felmertlhet azonban a kérdés, hogy eljutunk-e ugyanehhez m eredményhez,
ha az intervallumot nem egyenlf részekre osztjuk fel és igy végezzik el a
becslést. Létjuk majd, hogy erre a kérdésre igennel vdlaszolhatunk. A mod-
szer lényegének kifejtése az integrilfogalomhoz vezet.

A kivetkez6 definicick az Integrilfogalom meghatdrozdsdhoz sziksége-
sek, E pontban mindeniitt a < b valés szdmok,

22.1 Definici6, Az T = [xk_l,
P= {Ik k=1,2,.. .,n} halmaz4t az [a,b] imtervallum egy
felosztdsinak nevezzik, ha a= xo < x1< eee £ xk L PN

= : bad oA .
< X b; :o:k t osztGpontnak nevezzik

xk] zért intervallumok

22,2 Definicis. Az f: [a,b]—~R korlitos fiiggvénynek az [ab] intervallum
P= { Ik: k=l,... ,n} felosztdsdhoz tartozo dls6 Usszege:

n
%= 2 M %)
felsd Usszege

5
S. =
P

M& %y

ahol m, = xixelflk o) , Mk =xsEqu f(x)
k

és 1 = [xk-l’ xk], k=1, ..., n
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g d

22,2 dbra
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Megjegyzés, A 22.2 Definici6 csak korldtos figgvényekre értelmezhetS. Bz
esethena [ f(x); x€& } halmaz felilr6l és alulrol i korlétos, igy a
Dedekind-féle folytonossigl axicmébdl {I. I, Kitet 10. pont D.) kiévetkezik,

hogy m, és Mk létezik.

22,3 Definlel6. A AP=max(x -x, ) értéketa P= {Ik: k=1, ..., n},ahol
k

Lk B [xk-l' xk:] felosztés finomsdgdnak nevezzik,

22.4 Definici6. A [a,b] intervallum P, (i=1,2,...) felosztégaindk sorozatdt
minden hatdron tul {inomodénak nevezzuk, ha

lim AP1=0 _

i-—-— > =]

A kivetkez6 segédtételek (22,1 Segédiétel - 22, 6 Segédiérel) rogzitett
f: [a,b}—=R korldtos fuggvény felss, illetve als6 tsszegeinek tulajdonss-
gaival foglalkoznak,

22, 1 Segédtéiel. Adott P felosztdshoz tartozd alsé Ygszeg kisebb vagy egyen-

15, mint a fels§ Usszeg, azaz SP £ S‘P .

Bizonyitds, Nyilvdnvaldan ktivetkezik m, < Mk ~b6l, !

22.2 Segédtétel, Ha egy adott P felosztds osztdpontjalhoz véges sck oszté-
pontot vesziink hozz4, akkor az igy létrejttt P’ felosztéshoz

tartozé SP’ 1. SP' alsé, ill. fels§ Usszegre fenndll:

£ >
SP SP, Y 1. SP SP: .

Bizonyitds, Nyilvédn elég azt az esetet bizonyitanumk, amikor ' a P -bfi egy
uj osztépont (E) hozzdvételével keletkezik. Legyen x 1< 5 <x . sp

tagjait, 2 k -adik tag kivételével megtalflhatjuk 8y tagjal kbztte. 3, k-

adik tagla, m, (x -x, ) helyett sy, -benaz m’ (g -xk_l)-[-m"(xk_ £)
Usszeg szerepel, ahol

m' = nf (£ x SE )
m" = inf{f{x); xe[g, xk]}
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g4

>-<"

(ldsd 22,3 4bra). Igy:
- = ¥ - " - - -
Sp "= (§Xe ) tREE) TR ) @29)
definici6ja alapjén (l4sd 22.2 Definicis)

mk5 m’ és mkS m",

My

Ezért:
sp = 8p 2 my (§-x_ Hmy (- E)m X ) =0

Y < !
Tehit Sp = 8p. Hasonl6 okoskod4ssal kapjuk, hogy SP’ SP .

22,3 Segédiétel. Legyen P §> 0 -ndl finomabb tetszfleges felosztds, Szdr-
mazzék P’ a P-bSl N szdmu uj osztépont hozzivételével,
Akkor a Sp és Sps {Illetve a SP és SP’) alss dsszegek

(fels Usszegek) eltérése 2KN & -val becstlhet8, ahol
K az |f(x) |- fels6 korldtja. Azaz:

s, ~ 8,1 < 2ZKNS és |S < 2KNS§ ,
P P|

p~Spr
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Bizonyitds. Az alsé vsszegekre vonatkoz6 dllitést bizonyltjuk csak, eifszir
az N=1 esetben. (Az uj osztopont Ee ka_l, xk]) Fels§ teszegekre a

bizonyités analég uton térténik. A 22,2 Segédtétel jelvléselt haazndliva legyen
m =max {m'l , jm"]), tehdt

jm'|<{m és jm"|<m

"5d 22. 3 4bra). Igy (22.5)-bS1 kapjuk:
| - 2] € |m(E =5 p)| + [mio8)] + [mylson ] =
= |mtx, - % ]+ [y me )] =

= @ |m ) |5 x| F 2K

EbbSl az £llités N > 1 -re is nyilvénvalden kbvetkezik, ugymis az N szému
osztépantot egyesével vesszik hozzf a P felosztéshoz. A szereplS felosztd~
sok mind & -nélfinomabbek. Jgy minden alkalommal az als¢ Usszeg legfel~
jebb 2K &8 ~valvéltozhat, tehdt bsszesen legleljebb 2K N& ~val.1

22,4 Segédtéeel.

g, £ 85,
R

ghol PI én P2 tetazlleges felosztdsck.
Azaz, birmely felosztdshoz tartoz6 alss Usszeg kisebb vagy egyenlS, mint
bérmely felosztdshoz tartozé felsd tsszeg.
Bizenyitis: Tekintstk a Pl és P2 telosztis osziopontjainak az egyesitését,
majd az ezen pontok Altal meghatdrozott P3 felosztdst (14sd 22.4 4bra), A Pa
telogztds minda P, -b6l, mind pediga P, ~b8]1 ezfrmaztathat6 véges sok
osztopont betktatdsdval. Ezért a 22, 2 Segédtétel szerint:

<

<
g. -8B, €8 8, + 8 (22.6)
P, P3 P3 Pz
A 22,1 Segédtétel alapjém:
<
7, -5 (22.7)
PS ?3



<]
]

a7 e P At e

T — "

S —. Y

P

22,4 dbra
Felhasznilva az egyenlftlenségek tranzitivitdest (22, 6) és (22.7) -bol kapfuk:
<
- S, .!
Pl_ Pz

22.5 Segédtétel. Legyen az[a,b] intervallum valamennyl felosztéséhoz tar-
toz6 als6 Ysszegek halmaza { 8} , fels§ tsszegek halmeza
{S}. Létezik h =sup {s} s H = inf {S} és h$H,
Bizonyités,. {8} felitlr6l korldtos halmaz, hiszen a 22,4 Segédtétel dlapjén
bérmely § fels6 Usszeg felst korlftja. Ugyanigy {S} alulrel korl4tos halmaz,
mivel birmely als6 sszeg also korldtja. A Dedekin ~féle folytonossigl
axiéma biztositja h és H létezését. ) ;

Az 1. Kotet 10.3 Definicic kbvet6 megiegyzésb6l sdodik, hogy b < H,
ul. h az {s} halmaz fels6 korlital halmazénak legnagyobb alsé korlétja és
H a fels5 korl4tok halmaza egy részbalmazdinak, fg? =nek legnagyobb alsd
korlétia. |

22,6 Segédiétel: Legyen Pi' {=1,2,... minden hatéron tul finomodo fel-

ogztés sorozat, Akkor Hm 8p =h é8 HIm SP =H,

Bizomyitds. Azt kell megmutatnunk, bogy bérmely € > 0 -hoz van olya
S(E) >0, hogy minden § (E) -nél finomahb felosztéshoz tartoz6 alsG Ysz-
szeg h -tol a fels§ bsszeg pedig H ~t6l £ -nél kevesebbel tér el, Az dlsé
dsszegre vonatkozé 41litdst bizonyitjuk be. A felsb Ysszegre vonatkozé dllitds
hasonldéan bizonylthaté,
Azt kell megmutatnunk, hogyha & = § (£) -t "elég klesire” vilasztjuk,
és P egy tetszlleges, § -nél finomakbb felosztés, akkor h - 8p <E
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A 22,5 Segédtételbsl kovetkezik, hogy létezik olyan Sp s melyre
) 0

h - Sp <‘§—', -Telslitik Pa osztépontjainak szdmdt N-nel. A P’ felosztéds
0 _

jelslije Po és P osztépontjainak egyesitésével nyert felosztist, P’ -t a

Po -b6l véges sok oszt6pont hozzivételével szirmaztattuk, ezérta 22.2 Se-

gédtétel értelmében sp s Sps 5 h., Mivel
o

£
h's <'_'|
Po 3
azért
£
SP, -SP £ ""3 .
[+]

P’ -t szArmaztathatjuk P -bSlis N darab osztSpont (Po osztopontjat)
hozzévételével, Alkalmazhatjuk a 22.3 Segédtételt: s, -8,< 2 K N&

Igy:
h'3P=(h‘SP )+(5P ‘SP:)+(SP3 'FP)s
o o
$im o - g - <
[n=sp||h-8p | +|sp -~ 8p [+]sp - 5p]
) o
< £, &
e +2KN§ .
Ezért 3=5(E)=—§-—- vélasztissal h-s_<E& .!
6 KN P )

22,5 Definici6, Legyen f: [a,bl—R korl4tos figgvény. Azt mondjuk, hogy
az f fuggvény az [a,Bb] iIntervallumon Riemann szerint integ-
rdlhats, ha h=H, ahol h & H jelentése u.a. mint el6bb,
Az 1=h=H szémot az f(x) flggvény [a,bl ~beli hatdrozott
integréljénak nevezzik és

I= j f(x)dx, vagy I = ( f(x)dx -szel jelsljuk.
v [a, h]

a
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22.7 Tétel, Legyen f: [a,b]—R korldtos figgvény.
b

ayHa | fGdx lérezik, akkor bérmely B, 1=1,2, ... minden

a
hatdron tul finomods felosztis sorozatra fenndll:
b
Uim 5, = Hm S5, = fix)ydx .
P B
0 { " I | 3

b) Ha van Pi' i=1,2, ... minden hatiron tul finomods felosztds-
sorozat, melyre 1éteznek a ktvetkez8 véges hatérértékek és
Hm s, = lm SP ’

{00 { {01

b
akkor f fdx = 1 1étezik, 6s
a

I=lirns1,==11mSP

f—r-o0'1l im0 i

Bizonyitds. a) A feltétel szerint h =H ., Alkalmazva a 22.6 Segédtételt:

Hm sP =h=H= Hm S, .

f=—o0 el I |
b) A 22,6 Segédtérel szerint

h=limsP=HmS = H

im0 "1 i i

Tehdét h=H=1, és I =513 f(x) dx létezik,!

a

22.8 Tétel. A £: [a,b]~R korldtos fiiggvény akkor és csak akkor integrdl-

hat6 [a,b] -n, ha csak egy olyan I szém létezik, hogy minden 8
als6 bsszegre és minden S fels6 tsszegre s< I 5.

Bizonyitds, A feltételt kielégit6 I szdmok elemei 2 [h,H] intervallumnak,

és a [h, H] minden eleme ilyen tulajdonsdgu. Ezért, ha f integrdihad, akkor
h=H és [h, H] -nak csak egyetlen I eleme van, Megforditvs hacsak egy

1 szém létezik, akkor [h, H]-nak csak egy eleme van. Ezért h=H, f integ-

rédlhaté, |
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Az imeg:':ﬂhatdség egy elfbhiekkel ekvivalens definicidjdnak megadisd-
hoz bevezetjik a téglinytsszeg (mis néven integrilkdzelitd bsszeg) fogdmét.

22.6 Definici6. Azt mondjuk, hogy a
n
§=2_ « Xy
2 B0 & "X
,b]—-R korlitos fuggvénynek az [a,b]
Ik :k=1,.,., n} felosztdsshoz tartozs

kifejezés az f: %a

intervallum P=
tégldnytsszege, ha
gke[xk-l' ka = Ik

k=1,2,..., & (lisd 22,5 dbra).

b'lﬂ

LA

22,5 dbra
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_Risgzitett P felosztdshoz kontinmuum szémosaégu téglénytsszeg tartozik,
mivel minden k -ra Sk E[xk-l' xk] ¥optimmm sokféleképpen vilagzthato

meg. Jeltljik a P -hez tartozd téglinybsszegek halmazét {0 P} ~vel, Nyilvén-
val6, hogy valamennyi téglénybsszegre fennéll: sp~€ 6'1, £ 8p -
Ebb61 az egyenifilenséghtl kaphatjuk a kivetkez6 Segédtételt.

22.9 Segédtétel, Legyen P ‘tetszlleges rigzitett felosztds, akkor

- 8p = fnf "{6 r} » By =sup {61’}'
Rizonyitds. Mivel minden & -re 8, < GP" azért s, als6korlét. Megmu-
tatjuk, hogy 3, 8 {G’P} halmaz legnegyohb alsé kerlftjs, vagyis ha k> Sp
akkor van O, hogy O'P <k, Tetszfleges &>0-hoz megvélaszthato §k

k=1,...n) ugy, hogy £( §k) - mk-:& legyen, (k=1,...n); m, jelen-
tése ua., mint & 22, 2 Definicidban, Igy

Gp-sp™ g-[ﬂgk) ~m] & -x €

n
£> E@ - )éiswunem.
k=1 e M k=1 ‘

Mivel xégzitett P felosztésrdl vam szd, azért £> 0 vileszthatd vgy, hogy

Sp- % tetszGlegesen kicsi legyen, vagyis fennilljon G'P—-s? < k-8,

shomman 6P < k kivetkezik, HasonlSm bizonyithaté az Sl,-revonntkoia

Allirds, !
Ha f koxlitos és imtegrdlhatd, akkor Pi minden hatéron tul finomodd

felosztdssorazathoz tartozd 8p és SP éxtékek I= ff(x)dx ~hez tartanak
i i

(L. 22.7 Tétel). Igy a kizéjik ess kontimwum sck & p lsegyre ktzelebb kerul
I -hez. Ez utchbl 4llicds pontos tartalmét a ktvetkez6 definicidban ég tételben
fogalmazzuk meg.

22.7 Definici6. Azt mondfuk, hogy a P, 1=1,2,... minden hatéron tul fi-
nomod6 felogztdesorozathoz tartozd téglinytisszegek a yéges
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{ éxtékhez konvergélnak (jelvlése: lim- &, ={), ha min-

I+ i

den £ > 0-hozvan 6(E)> 0, hogy minden AP1< S§(EY-t °

klelégit6 P, felosztdshoz tartoz6 valamennyl &, benne
i

van {-nek € sugaru kirnyezetében,

22,10 Tétel. a) Ha az £: [a,b}—=R korldtos fliggvény integrdthao, akkor
minden Pi' 1=1,2,... minden hatdron tul finomodd felosztds
sorozatra lim O _ = J.b f(x)dx.

|—c0 Pi a

b) Ha talilhato olyan Pi’ 1=1,2, ..., felosztdssoroza, hogy
Hm A1’1=0 és lm 6? ={, akkor £ : Integr#lhaté és

) — {——o0 {

{= jb fx)dx.

a

Bizonyitds. a) Legyen I’i »1=1,2,,.. tetszfleges minden hatdron tul fino-
modo felosztés sorozat, A

s ¢ 6_<8§ 1=1,2, ...

egyenlGtlenség bal és jobb oldaldnak a 22,7 Tétel alapjén létezik kbzbs hatdr-
értéke, éspedig f [a,b] -re vonatkozé integrilja, EbbSI kivetkezik, hogy a .

] p téglinydsszegek 18 konvergilnak:

. b
m & = S f(x)dx,
P
f— 1 2
b) A feltétel szerint bérmely £> 0 -hoz létezik 8§ (£)> 0, hogy
P P1 < $(E) esetén (GP -{|<E a 'G'P} halmaz valamennyi elemére,
1 i

Ezen 6 p tégldnydsazegek kizbtt van olyan 6p és 6 p » bogy
1 i i
IG;, ~$p [<E  illetve i 6% -Sp | < &  (4sd 22.9 Segédiétel).
i 1 i i

Ezéxt
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6, <0 |€]s, -6 |+ |6n L[4 € +€ =26
lpi IIPi Pil fPi |
S, -£i2|s. ~06" I+ [6" -d|£E +£& =2¢
IPi | !Pi Pil lp1 |

Teh#ét Hm sp = 4= lim SP . A 22.7 Tétel b) pontjdhol kbvetkezik, hogy f

i—o 1 {0 i
b
integrithat6 és L= S fxydx L1
a

Az integrélok tulajdonsigaira vonatkoz6 tételek (23. pont) bizonyitdsdn4l
jol haszndlhat6 az integrilhatéségnak az ugynevezett oszcilliciés Usszeggel
megfogalmazott kritériuma, amely ekvivalers a 22.5 Definiciéval.

22, 8 Definicié, Legyen f: [a,bl—R korldtos fuggvény és P az [ab] in-
tervallum egy felosztéisa; az OP = SP - 8p értéket a P fel-

osztdshoz tartozo oszcilliciés Usszegnek nevezzik,

n

Nyilvénval6, hogy OP 20, és Op = ; (Mk - mk) (xk - xk—l)

ahol P={T :k=1,2, ...n} és L =[x |, x ](4sd22.24bra, ajelolésre
nézve 1. a 22.2 Definicict). '

22.11 Tétel. a) Ha az f: [a,b]—=R korldtos fliggvény integrilhas, akkor tet-

szlleges minden hatéron tul finomodé P1 2 1=1,2, .., felosztds-
sorozatra fenndll:
iim O, =0
f—»o0 Pi

b) Ha van olyan Pi minden hatdron tul finomodé felosztdssoro-

zat, hogy Um OP =0, akkor f Integrélhaté.

f—o 71

Bizonyitds, a) A 22,7 Tétel a} és a 22. 8 Definicitnak a kovetkezménye:

Hm0P=lim(SP-sP)=limS -limsp=0.

= I R A | i ijv—00"f f—»mo0'i
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b) A 22.7 Tétel b) és a 22,8 Definiciénak a ktvetkezmeénye; ugyanis
ha Um OP =0, akkor Hm Sp = Hm Sp tehét f inmtegrélhate. !

2212 Tétel. Ha minden §€> 0 -hoz, 1étezik olyan P felosztés, hogy
OP <g , akkor f integrélhatd,
Bizonyltds. A feltétel szerint létezik P, hogy Op= SP -8, £ . Mivel
Sp 2H2h> Sy igaza H-h#% SP - sP< £ egyenlStlenség minden
£>0 -ra, Ezért H=h, lgy f integrdihatd,!

22,2 Példa. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = x fuggvény integrélhats fa,b] -bem,

b
ahol a < b tetszlleges valés szdmok és szdmitsuk ki 5 fx)dx értékét!

Leggen B = {Tju coes B oo L} &= [x, 1> %] ahol
xk=a+§:f-k.

(Az [a,b] ~t n egyenls részre osztottuk (idsd 22.6 dbra)). Nyilvdn

AP =E2 0, he n——a vagyls P, minden hatéron rul finomods fel-

osztissorozat. Megmutatjuk, hogy lim OP =0, EbbSl kivetkezik, hogy f(x)

N0 1

integrélhats, a 22.11 Tétel b) alapjén,
Mivel £(x) momnoton ntvekvl

- - . 22
mk—-xk_l-a-i-(k.l) o

és
g b2
Mk=71“a+kn'
Igy
I 2 S“l" -a,2
o =S M) x =D x V=2 €=
p f:_—.l{kmk(xk Xl fi—;ﬁ"kl = 5

n

n 2 _

OP-'~0, ha n—<= .,
n



////////h~

M

////

3+ /////%




A 22.7 Tétel szerint j xdc= lim S,

N0 Il

= 2 My R T 2 KR R T

n n §H
DN i
k=1

k=1 k=1

n 2
a(b«-a) Z 1+ (b Z k = a(b-a) + (b———-';) —————n(zyl)
=] n

b

2 2 2
_ _ (b-a)” _b-a _
MmSP —a(ba)+—-——2 =g S x dx.

N—co 1
a

1, ha x racionflls és x€[0,1]
22,3 Példa. Legyen f(x}=

0, ha x irraciondlis és xe[ﬂ, 1}

Bizonyitsuk be, hogy f(x) nem integrélhaté [0, 1] ~ben,
Tetsz8leges P felosztdshoz tartozé O -re fennéll

p
I

Op= 3 0t 5 5 ) 7 B 00 6 %)=
11
g(k X =% -x =1-0=1,

mivel minden [xk 1’ Jﬁ(] {ntervallumban van raciondlis és {rraciondlis szdm
is (1 fuggvényérték és 0 fuggvényériék). Igy A P-—a-() esetén 0 —*~I

ezért a 22.11 Tétel a)-bol kbvetkezik, hogy f nem integrédlhaté [{) 1] ~ben.

Megjegyzés. A 22.7 Tétel felhaszndldsdval kapjuk, hogy a 22,1 Példdban
szereplb ut: 2

5= S etdt=e2-1.

¢}
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23. A hatarozott integral

A ktvetkezf tételek (23, 1-t61 23, 8-ig) az integrdl elemi tulajdonsdgaira
vonatkoznak. Az el5z6 pontban bevezetett jeldléseket kiltn magyardza nélkil
hasznéljuk.

23.1 Térel, Ha f()=c, c &llands, x €[a,b], akkor

b
j f(x) dx = c(b-a)
a
Bizonyitds: n n
8,7 2 oy ) =elba), Sp=2 clq -x )=cba)
k=1 k=1
tetszbleges P felosztis esetén. Ezért h = sup { sp} = ¢(b-a) = Inf [Sp} = H,

P P
vagyis I=c(b-a),!

- 23,1 Definicl6, Az [a. b] intervallumon korl4tos és integrélhat¢ fliggvények

halmaz4t z[a. b -vel jelvljuk (b > a).

23, 2 Definlci6, Legyen fEZ[a b
l6léshen: +b]

3B a b
S f(x)dx = - S f(x)dx .

a

b > a). Megéllapodunk a kivetkez§ je-

a
23. 3 Definici6: 5 f(x)dx = 0.
a

A 23,2 Definicict 2z a=b esetre alkalmazva ez a definiclé nem lehet més,
ugyanis a hatérokat felcserélve:

a

a

S f(x)dx = ~ S f{x}dx = 0 -nak
a a

kell fenndlinia,
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23.2 Tétel. Legyen fEEEa 1 é8 bl = [a,b]
 akkor € [ 97"

Bizonyitds: Legyen £> 0 tetsz6leges, 6(£)> 0 olyam, hogy f -nek az
[a,h] minden & () -nél finomahb felosztdsdhoz tartozo oszcilliciés dUsszege
kisebb legyen € -ndl. A 22,11 Tétel biztositja flyen & (£) létezését. Te-
kintstk az [o,f3] intervallum tetszSleges &(£) -n4l finomabb feloszt4sst.
Alkalmas uj oszt6 pontok beiktatdsdval ez az [a,b] intervallum egy §(E)-~
ndl finomabb felosztdséva egészithet§ ki. Az ezen vett oszcillicics Usszeg
nagyobb - egyenl$ mint az eredeti [«,3] -hoz tartozé felosztison vett osz-
cillfcids Usszeg, mivel az utébbibél nem negativ tagok hozz4ivételével kelet-
kezett, Igy az [o, 3] tetszbleges &(€) -ndl finomabb felosztdsdhoz tar-
toz6 ogzcilliclés Usszeg is kisebb, mint € . A 22,11 Tétel értelmében

£ eXwm,pT .t

23,3 Tétel. Ha fGZa, g &8 1€) v sikkor 1) 1o 68

c b c
5 fx@)dx = j fx)dx + j f(x)dx,
a a b

ahol a, b, ¢ tetszbleges valés szdmok lehetnek, figyelembe véve
a 23.2 és 23.3 Definici¢t.

Bizonyitds. Elegend( azt az esetet bizonyitanunk, amikor a<b <c. Attbbl
eset ebbSl mér kdnnyen adédik. Példdul, ha b <c <a, akkor £ [a, b] -bél -
R :

& 23,2 Térel alapjdn kivetkezik
féz [b’ C] és fGZ [C, a] »

ezért

a a

c
[f(x)dx+ f f(x)dx = g f(x)dx,
b c b

Ebbfl

[ c a ¢
f f(x)dx = I f(x)dx - ,[ fix)dx = j‘ f()dx + j fixydx .
b b

Legyen tehdt a < b < ¢. Jelentse Pi([a,b] ), i, Pi([b’ <),
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t1=1,2, ... az [a,b], ill. a [b,c] intervallum minden hatdron tul finomo-
d6 felosztis sorozatét, sPi [a,b] * sPi b, ¢] illetve S [a, b’ "c‘.Pi [b,c]

a megfelels also, illetve felss Usszegeket. A Pi([a,b]) és P, (b, c]) felosz-
t4sok egyesitése [a,c] feloszidsét adja, amelyet P, ([, c]) ~val jeltitnk.
P, {[a,c]), 1=1,2, ... is minden hatdron tul finomodé felosztdssoroza.

A 22,7 Tételb8l kbvetkezik:
b

S f(x)dx lim 8 [a,b] = l.im SP [a,h}
a

f—o00 i i

c
Sf(x)dx Him S [b = Hm SP [b c]
e OO
b
Mivel

sPi [a,¢] =SI’1 [a, b] +5?i [b,c]

SPI fa,c] =S£>1 [, b] +Spi {b,c]’

azért Um s = j‘f(x)dx+ J‘ fGdx = lm S
f—-o"1 (a,c] : ooy ([2reD)

A 22.7 Tétel b)-b6! kovetkezik, hogy fEZ[a o és

c b c

5f(x}dx= J fix)dx + '[ fix)dx . !
a a b

23,4 Tétel. Ha fEE)'_'[a b] . akker cfx)& Z[a b] és

b b
j’ cf{x)dx = ¢ J fédx,

a a
aho! ¢ tetszileges valos szdm.
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Bizonyitds. Allitdsunk nyilvdnvalcan kovetkezik abbel a ténybél, hogy az fa, 1]
tetazbleges felosztdsdnil cf(x) also, illetve fels§ Usszege egyenl§ f£(x) alse,
illetve felss tsszegének c-szeresével és a 22.7 Tételbsl, |

23.5 Tétel, Ha f€Y 2, b és gEY [a, 1° akkor (f + g€ Z[a, 1] és
b b b
g (((x) + gx))dx = g f(x)dx + S glx)dx,
a a a

Bizonyitds. Mivel [a,b] tetszfleges felosztdsa esetén f(x) és g(x) -nek
ugyanazon g -kal (1. 22.6 Definicic) képezett tégldnytsszegeinek Ssszege
(E(x) + g(x)) téglinyvsszegét adja és megforditva f(x) + g(x) birmely tégliny-
tsszege felbonthat6 f(x), illetve g(x) téglényvsszegeinek az Usszegére, azért
41litdsunk a 22, 10 Tétel felhagznélisdval adaodik. !

23.6 Tétel, Ha f€2[a,b] és g(—:—X[a, b], akkor (. g)ez[a,b].

2
Bizonyitds. El8sztr bebizonyitjuk, hogy ha Fe} [a b_'| , akkor F EZ [a b] .

Legyen Ik az [a,b] intervallum egy részintervalluma és mk=inf Fix),
) xelk
Mk = sup F(x) és ‘F(x)] <K, x€& [a,b] .
xel.k
< =< = kk
Ekkor ha (}Smk—Mk, vagy mk Mk 0, akkor
2
sup F2(x) - Inf Fz(x) £ Mi - my ] =
erk XE Ik
= P £ -
= le+mkHMk mkl..ZK }Mk mkl :

illetve ha m, <0 <M, akkor sup F2(x) - inf F2(x) < max (Mi, mi) <
xe] xei
k k
SIMk-mkl 22, Kle~mkE .
2 F2 P
Ezek szerint F~ tetszdleges OP oszcilldcids dsszegére, ahol Ik a P fel-

osztds k -adik intervalluma
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- 2 2
op =) (sup Fix) - inf P (x))(xk—xk_l)é
k=1 xélk erk

n
F
< - - =
£ 2K kz—l iMk mk}(xk xk-l) ZKOP .
F 2
Mivel F integralhatd, OP—-»Q, és ennek ktvetkeztében OP - 0, ha P min-

den hatdron tul finomodik, vagyis F2 val6ban integrélhata,

Mivel
f.g= %[(Hg)z -f -gZJ.

a tétel 4ilitdsa most mdr a 23.3 és 23,4 Tételekbdl és abbsl kovetkezik, hogy
az eldbb bizonyitottak szerint ¢ + g)z, f2 és g2 integrdlhatok, !

23.7 Tétel. Ha fezta’bj, gez[a’bj és gx)> m > 0, x&[ab] (vagy
g(x) € m < 0) akkor

f
- & .
4 Z [3r b]
Bizonyitds, Elég azt bizonyitani, hogy T;? e}_'_[a b] ebbdl a 23,6 Tétel fethasz-
- ?

nélisdval adodik, hogy f. —;—_EZ[aJ b}

é nyilvin korldtos és tetszbleges P = {Ik tk=1, ..., n} felosztdshoz

1
tartozo ig) oszcillicios vsszegére igaz:
I a
, 1 1
00 =% (swp —=-inf =)@k -x ) =
P x€L, 40 xel, P e S|
n
_ 1 _ 1 _ -
; g gx) sup g S WY
xEEIk xEIk
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sup g(x) - inf g(x)

1] xelk xEIlc
-2 { by = %) <
= gx). sup gx)
J:EIk xelk
sup g(x) - inf gx)
o xel *h L1
€2 2 &y %) =7 - O
k=1 m m
Mivel gEZl_fl 5 azért a 22,11 Tétel a) alapjén A;i-l:} 0% = 0. Felhasznélva

1

a fenti becslést kapjuk: Hm Og = 0. Igy a 22,11 Tétel b) biztositja -;—
AP0
integrflhatosdgst [a,b] -n.!

23.8 Tétel. Ha fEZ[a h] és a g:|a, bJ—R flggvényre g() =1(x), ha
¥
X # e X # Cor vrer X # N (véges szdmu hely kivételével meg-

egyeznek), akkor
b b

E€YL ;) 68 S-f(x)dx= Sg(x)dx.
a

a

Bizonyitds, Elégaz N=1 esetet bizonyitanunk, nagyobb N -re az 4llitds
matematikai indukciéval adedik, g nyilvén korldtos. Csak olym P = {II’ P

oo Ik s sees In } feloaztésokat tekintslnk, amelyeknél ¢y belsd pontjavala-

mely I.‘l -nek, vagyis c1€ (xj-l’ xj). Igy Oi, és Og csak az j -edik tagban

kutltnbozik egymdstol, Ezért:

-1
< B _ ¢ - g_ -
0 op-ﬁi 2 - mBex, %) * M o) (xy %)

n

+ > M- my) x )=

k=jr1
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<& £ £
- ; (M; S X ) (M§ - &y - )

E__E -
+(Mj mj}(xj jl

< of, + (IM§I+Im§I+Im}gI+Imng) (=, - %, )4

j-

éo§,+ ! + %8 Ap,

ahot X', 11, K& az |11, 1lL |g| fiiggvény fels korldtja. Ha &P—=0,
akkor 22,11 Tétel a) szerint 0;*—-—*—0. Igy a fent} becslésbSl kbvetkezik, hogy
OB~=~0, tehdt a 22,11 Tétel b) alapjén OYRORY

P
A 23,2, 23,5, 23.6 és 23.7 tételekben megfogalmazott integrél tulaj-
donsdgokkal kapcsolatban megjegyezzilk,hogy ezek nem megfordithaé 4llitdsok,
Példful a 23,5 Tétel egyik megforditdsa lenne, ha (f +g) ez[ akor

fe A 23.1 Példa mutatja, hogy ez 4ltal{ban nem igaz.
[a, 5" 8

23,1 Példa, Legyen f a 22.3 Példéban definiflt, [o 1] -ben nem integrélhat6
Dirichlet figgvény és gx) =1 -1(x); xELO, 1] esetén, Igy
fx) +gx)= 1; x€70,1 , ezért a 23.1 Tétel alapjin ( + g€
holott £65 01"
[0, L

Eddig az { fuggvénynek csak zdrt intervallumon vett Riemann integ-
réiljérol volt 8z6, Szeretnénk kiterjeszteni a definicidt nyilt, balrsl zért jobbr ol
nyilt, valamint balrcl nyilt jobbrol zért intervallumra 1s, A definiciét ugy
célszerll megadni, hogy az integrélokra vonatkoz6 eddigi tételek tovébbrais
érvényben maradjanak.

23.4 Definici6. Legyenaz f: (3, b)—~R korlftos fuggvénynek & [a,b] -re
val6 tetsz6leges kiterjesztése az f: [a, bR fliggvény (l4sd
I. Kdtet 2,5 Definici¢). Ha fEZ[a L akkor azt mondjuk,
| ]

hogy fez"@,};} ég
b b-
E fx)dx = S f@dx .

Konnyen léthat6, hogy birhogyan terjesztjuk k1 f -et [a,b]-ra aki-
terjesztett f fggvény integriljnak értéke mindig ugyanaz, liyenformén a
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b

tovdbbiakban S f(x)dx -ben az intervallumot zdrtsig szempontjdbel olyannak
d

tekintjik, amilyen a bizonyltdsban a legkényelmesebb.
A ktivetkez8 tételek (23,9 ~tfl 23.11-ig) az integril monoton tulajdonss-

gira vonatkoznak. Léttuk, hogy J fx)dx lehetséges fizikai interpretdcidia

a
egy v=f(x) {x jelenti az 1dft) sebességgel mozgo testnek & [a,b] idSinter-
vallumban megtett utja, ha fEZ[ ,b] és f(x) 2 0. Tetszbleges féz[ b]

fuggvény tekinthet§ sebességftiggvénynek, ha ugy képzeljik, hogy f(x) < 0

esetén, a test "visszafelé” mozog. Igy azt virjuk, hogy f(x) € g(x) sebesség

fiiggvényekhez tartoz¢ megfelel§ utakraugyanabban az idGintervallumban szin-
b b

tén fennélljon a kisebb-egyenlf reldci6, azaz j fx)dx < j g{x)dx legyen.

a . a
Ez az integrdl monoton tulajdonsdga,

23,9 Tétel, Ha er[a Sk és f{x) = 0, ahol a < b, akkor
L4

b
J' fxydx = 0.

F)
Bizonyit{s. Bérmely P felosztisra sPé 0, mivel m, = Q. Igy
b

£ lim Sp = g fx)ydx .
AP0

23.10 Tétel. Ha fez{a’h], BEXp, 1y 25D é8 T2 gl ; x€ [a,b],

akkor J fxdx ?,J gx)dix . !

Bizonvitds. A feltétel szerint f(x)}- g(x) 2 0, igy a 23.9 Tétel alapjdn:
b
J(f(x) -gx) dx = 0
a
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A 23,4 és 23,5 Tételek kbvetkezménye

b b b
0= S EX) - gtO)dx = Sf{x)dx-t» g (-g®))dx =
a a a
b b
= g f(x)dx ~ S gx)dx .
a a
b b

Tehét: S fx)dx = S glx)dx .1

a

fie
23,11 Tétel, Ha er{a, g & & <D, akkor Ifi Z[a’b] és
b

j fix)dx
a

Bizonyitds. Tetszfleges P felosztés esetén:

b
£ j | £6o}ax.
a

¢ il g of
0<0, 40,

ugyanis: ' ;
- £ £ JflIfl
ha sg Mf(_ngk’ akkor M.i mk—M!k mk ,
ifl
ha sg Mi#sgmi, akkor Mi—mf(.—“—: Mk -mlkﬂ,

Tehét mindkét esetben 0 < Mjkfl - m]kﬂ £ I\i - rn]f( )

Igy AP0, Oiﬁ-—() ~b6l (}’Pfi—a-ﬂ kovetkezik, vagyis a 22,11 Tétel dlapjén
Ifiey 1 °

Mivel -|fx)] € fx € [fx)|, a 23.10 Tételb6l kiverkezik, hogy
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b b b
- j- [ 160y ax = j. f(x)dx < S |ty dx ,
a a a

vagyis

b
< X | f)fax . ¢
a

b
’ j fix)ydx
a

23.2 Példa. Ertelmezzikk az f: [0, 1R filggvényt a kiivetkez6képpen

f(x) =1, ha x irraclondlis, £(x) = -1, ha x raciondlis. Az { filggvény nem
integréilhat6; ez ugyanugy lithat6 be, mint a Dirichlet-figgvény esetében

(1. 22.3 Példa). Azonban [f(x)| =1, tehdt az|f| fuggvény integrilhats, Ez
azt mutatja, hogy az el6z6 tétel nem fordithaté meg.

23.5 Definicié. Legyen L, fll. M lneéfrig tér valamilyen F test felett ;
(1. OI. Kétet 16.5 Definlcis). Az £: L—M flggvényt linedris .
operétornak (homogén linedris fiiggvénynek) nevezzik, ha |

minden x, X %y & L ~re és minden ¢ EF -re

f(ex) = cf(x)
és

f(x1+x2) = f(xi) + f(xz) .

23.6 Definicio. Legyen H tetszlleges halmaz és R a val6s szdmok halmaza;
egy §: H—R fuggvényt (valés) finkciondlnak nevezlink, Ha
H MUnedris tér a valés szdmok teste felett és () linedris ope-
tétor, akkor § -t Hnedris funkcionilnak nevezzik, :

A 23.4 &8 23.5 Térelekbsl kivetkezik, hogy Z[a b] linefris tér a
¥

val6s szémok teste feleit és §: Z[a,bf*R' ahol
b
o = I f(x)dx, fEZEa 5’ line&ris funkcionél,

a
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24. Siktartomadny teriilete

Ebben a pontban a terdlet fogalméval és e fogalom, valamint a hatérozott
integr4l koztttl kapcsolattal foglalkozunk,

24.1 Definici6. A sik pontjainak H halmazét korlitosnak nevezzik, ha van a
siknak olyan O pontja és van olyan R > 0 szdm, hogy min-
den PEH -ra, OP<R,

Legyenek Po’ PI’ vees Pn a sik pontjai, a PoPl-, Ple, cees Pn—-l P‘1 gszaka-

szok egyesitését t¥rttvonalnak (poligonnak) nevezzik, Ha Po = Pn , atérite-
vonalat zértnak nevezzik. Ha a PoPle een Pn-i Po zért thrittvonalat atkotd
szakaszoknak a szomszédos szakaszok k¥zts végpontjain kivil nincs kbzbs
pontjuk, akkor sokszdgvoralrél beszélink (1. 24.1 4bra). A sckszigvondl 2 si~
kot két részre osztja, melyek k¥zil pontosan az egyik korlétos tartomdny; ezt
a sokszgvonal 4ltal hatdrolt egyszert sokszigtartomdnynak {soksztignek) ne-
vezzikk. Véges sok egyszerll sokszigtartomdny egyesitését £s kizts részét,
két soksztig (halmazelmélet!) kiltnbségét (1. 1. Kbtet, 1. pont) is sokszlignek
nevezzitk. Az ilyen sokszig is egyenes szakaszok £ltal hatdrolt, korldtos tar-
tom#ny, mely azonban igen bonyolult Iehet, Miutdn soksziigek kizts részeként
az tires halmazhoz is eljuthatunk, ezt is soksztgnek tekintjuk.

24.1 ébra
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oy
%///////

EUI Lni

24,2 dbra

Soksziigek tertiletének fogalmit ismertnek tételezzik fel, Tudjuk azt,
hogy minden sokszdg felbonthat6 hdromszigekre, (el641lithats, mint véges
szdmu olyan hdromszdgtartomény egyesitése, melyeknek legfeljebb az olda-
latk ktzUsek) és a sokszug terillete e hdromszigek teritletosszegével egyenl§.

(A sokszig teritlete nem fligg attol, hogy milyen mdédon hontottuk fel hdrom-
szdgekre.) Az lires halmaz teruletét zérusnak tekintjitk.

Legyen H tetszfleges korldtos siktartomény, Ha a B sckszgtarto-
mdnyra teljestil BCH, akkor B -t H beils§ sokszdgének nevezzik, Haa K
sokszbgtartomdnyra teljestilt HC X, akkor X -t H kuis§ sokszlgének ne-
vezzilk. Miutdn H korldtos, van kiils§ sokszidge. H tertletét ugy kivinjuk
értelmezni (ha lehet), hogy a definici6 egyértelmt legyen és H terdlete na-
gyobb legyen minden belss sokszuge terileténél és kisebb minden kills6 sok- ;
szbge terlileténél. Valamely A sokszig tertletét mesA-val jelsljtk (la mesures:
=mérték, francia), az tsszes sokszogek halmazit S -sel jeldljuk. H belsS sok-
szbgei terifletének halmaza (nem tires, ui. H minden esetre tartalmazza az
Ures halmazt, melynek tertilete 0) feltlrsl korldtos halmaz, mivel birmely
kills§ sokszbg terlilete nyllvdn fels§ korlit. E halmaz legkisebb felss korl4t-
jat H belsS teriletének nevezzik és a kivetkezfképpen jelsliik:

N
N
MR

~

N
N

N

A\

mes H = sup {mes B: BES, BCH}.

H kils§ sokszbgel teriletének halmaza alulrdl korldtos halmaz, mivel pozitiv
szdmokbdl 411 és igy pl. 0 minden esetre alsé korldt (alsé korlst bérmely
bels6 sokszog tertlete), E halmaz legnagyobb also korldtjit H kulss tertile-
tének nevezzlk és a kbvetkezBképpen Jeldljuk;
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nTe“éH=mf{mesK {KES, HC K}
Nyilvénvals, hogy
mes H< mes H . {24,1)
24.2 Definici6. (Jordan-féle teriiletfogalom.) Azt mondjuk, hogy 8 H korldtos
siktartomdny mérhet§ teriiletdl, ha belss és kitls5 teriilete

megegyezik; e kizbs értéket H teriletének nevezzitk és a
ktvetkezbképpen jeltljik:

mes H=mes H=mes H,

Ha H sokszigtartomdny, akkor egyidejtileg sajit belss és kils6 sok-
sztigének tekinthet§. Ebbfl kvetkezik, hogy minden soksztigtartomény mér-
het terttlett s a 24, 2 Definici6 41tal értelmezett teriilete megegyezik azzal az
értékkel, melyet egyébként is a soksziig tertiletének tekintettiink.

Ha a H korldtos tartomdny kilsS tertllete zérus, mes H=0, akkor H
ayllvin mérhet§ tertiletl és teriflete zérus,

Kénnyen igazolhat6 a kdvetkezf

24.1 Térel, A H korldtos tartomény akkor és csak akkor mérhets teriiletl,
ha taldlhat6 bels6 sokszbgeinek, ill. kills6 sokgzUgelnek egy-egy
Bn’ n€ T, {ll, Kn’ 1 €T végtelen sorozata hogy

Hm (mes Kn - mes Bn) =0, (24.2)
1 G

Ekkor mes H= Hm mes Kn = lim mes Bn . (24.3)
o n—c0

Bizonyitds. Nyilvén talflhat6 mindlg belss sokszdgeknek Bn' n&T, 1l. kilsf
sokszbgeknek K , n€T sorozata, hogy Um mes B =mesH, 1.
lim mes Kn =mes H, Ha H mérhets tz:ubl-e:zl, akkor ebbfl (24. 3) kbvetke-
2;1:: 20(24.2) felrétel tehdt szitkséges. Tegylk fel, hogy (24. 2) telfestil. A
mes Bné mes H < fies H mes KB , 1nET,
egyenlStlenaéglinchol
OéEIEEH-_rgg_s_HémesKn—m_esHé

< mesK -mesB
n n
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kvetkezik, Mivel az ut6bbi egyenliftlenségline utolsé szeme tetszSleges po-
zitiv szdmndl kisebb, ha n elég nagy

mes H=mes H= lim mesKn= Iim mes BP
Bt OO n—~c0

kivetkezik. |

24,1 Példa. Vezessik be a sikon az X,y Descartes-féle deréksztgil koordi-
nhta~rendszert és jeltlje H azon "egységnégyzet” racionilis dbszcisszdju
pontjainak halmazdt, melynek (egységnyl hosszusdgu) oldalai a koordindta-
tengelyekkel pirhuzamosak és melynek “bal alsé™ csucspontja az origéba
van, vagyls

H:{»(x,y):xracionélis, 0€x<1, oéy_.g_l} )

Mivel az egységnégyzetbe irt birmely pozitiv tertlett soksztignek van racio-
pilis abszcisszéju pontfa, H -ba nem irhat6 pozitlv tertiletli belad sokszdg.
Ezért mes H=0. Az egysémégyzet H -nak kills§ sokszdge és ennél kisebb
kills6 soksztge H -nak nincs, vagyis meés H=1, Tehdt H nem mérhets
tertilettl.

24.2 Tétel. Legyenek H, és H, mérhetd tertilett tartoményok és

H N H,=§, akkor H U H, i3 mérhets és

mes (HIU Hz) = mes H1 +mes H2 .

Bizonyitds, Legyen tetszllegesen adott az £>0 szdm, H1 ~-nek, {11, H2 ~nek
van B., ill. B, bels6 sokszdge, hogy mes B, > mesH - ¢és

2 1 1

mes Bz> mes Hz g H1 -nek, 11, I-'IZ -nek van Kl’ ill. 3[(2 kilsé sok-

sziige, hogy

mt=:sl(1 < mesH1 +& és meus < mesH2 +£

B1U 32 a Hlu H, tartomdny bels§ sokszige. Mivel Blc H,, B,CH,
és H1 N Hz = , kovetkezik, hogy 'Bl 4] B2 =, Ezért

mes(B1 U Bz) = mesB, + mesB2 > mesH

) 1 + mes H2-28 . (24.4)

K, UK, a HIU H, tartomény kiilsf sokszbge és
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: mes(K1 U K2) % mes Kl + meus 4 merﬂ-l1 + mesH2 + 2 (24.5)

{Kl és Kz nem szllkségképpen 1degenek). Miutdn £> O tetszbleges, (24.4)~
bl ktvetkezik, hogy HIU H2 bels6 soksztg terliletel halmazénsk nincs

mes H. +mes H2 ~nél kisebb fels§ korldtja, vagyis

1

_ ,
mesHl -i-mex;H2 mes (Hl U Hz).

Hasonldéan lithat6 be (24, 5)-b61, hogy

—
mes H1 + mes H2 mes (H1 U Hz).

Az ut6bbl két egyenlStlenséghbl és (24, 1)-b61 41HtAsunk mar kivetkezik, |

24,3 Tétel, Legyen H és H1 mérhet§ terﬁletu tartomény ég Hl C H, &kor

Hy=HH, is mérhet6 és mes H, = mesH~ mesH, .

E tétel tehdt azt mondja ki, hogy ha egy mérhet6 tartomdnyhol elhagyunk egy
mérhet§ részt, akkor a maradék is mérhet§ teritletd.

Bizonyitds. Legyen tetszflegesen adott az £> 0 sz4dm, H -nak, ill. I-i1 ~nek
van B, ilI, B}. belsS, tovdbbid K, {ll. K1 kifls6 sokszbtge, hogy

mes B-> mes H~- £ , mes Bl > mes I-I1 ~£ (24.6)
és

mes K< mesH+§ , mes K1< mes H1+8 . 24.7)

Ha a XK sokszigbfl elhagyjuk a B, soksziiget, a kapott K \B1 sokszlig Hz
kills§ sokszbge, ui. HZC K és I-I2 n B1 =@ {14sd 24,3 a 4bra). (24.6) mdsodik

és (24, 7) elsd egyenlStlenségébsl addadik, hogy

mes{K B}.) =mes K - mesB; { mesH+ ¢ -(mesHl -g)=

=mesH-mesH1+2£ . (4.8)

Mivel BCH és H,C K,» a B\K, soksztig I-I2 belsd sokszdge (ldsd 24.3 b

bra). (24.6) elsd és (24.8) mésodik egyenlGtienségének felhasznéldsdval kap-
juk, hogy
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24.3 4bra

mes (B\Kl)é mesB-mesK1> mesH-& -(mesH1+E )=

=mes H - mes H1-2E . {(24.9

Miutdn £>0 tetszbleges, a (24.8), ill. (24.9) egyenl6tlenségekbsl kivetkezik,
hogy

mes H, £ mes H - mes H,

il1,

mes H2 = mes H -mes H1 .

Az utobbi két egyenlStlenséghfl és (24, 1)-b6l

mes = = = - i
mes H2 mes H2 mes H2 mes H mes Hl W (24.10)

A 24,3 Tételbfl azonnal adédik a

24,4 Kivetkezmény, Ha H és H, mérhet§ teriilett tartomdny és HIC H,

1
akkor mes Hl-‘5 mes H.

Miut4n, mint ismeretes, egybevigé (merev testszeril mozgdssal egy-
méssal fedésbe hozhat6) sokszbgek teriilete egyenlS, a siktartomdny terileté-
nek 4ltalunk adott fogalma is rendelkezik ezz~l a tulajdonsiggal:
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24.5 Tétel, Ha H és H egybevdgd tartomédnyok és H mérhetd texiiletd,
akkor H' 1is mérhets és

mes H =mes H.

Bebizonyithat6 tovibbd, hogy mérhet§ terlilett tartoményok kizds része
&g egyesitése (a tartoményok idegenségére vonatkoz6 megszoritds nélkdl is)
mérhetS (1. [3], 147. o.).

A kovetkezfkben mérhet8 siktartoményok egy gyakorlai szempontbol
elegendfien széles osztflyit mutatjuk be. E siktartomdényok tertlete integrdlds
ut}in meghatdrozhatd,

Ha az a< x £b intervallumon értelmezett f: [a,b]—~R fuggvény
adott, beszélhettink az x, y sik azon A tartoményirdl, melyet &z x -tengely,
az x=a, az X=Db egyenesek és f grafikonja hatirol. Ezt az

A={(x,y) :a$x b, ye[o, 1] (24.11)

sikeartoményt az f grafikonja alatti tartomdnynak nevezzilk (akkor is, ha
f(x) < 0 esetén, pontjal f grafikonja "fdlvtt" helyezkednek el).

24.6 Tétel, Legyen fEZ[a b] & £(x) > 0, xE[a,b], akkor m f grefikonja
t4
alatti A tartomény mérhet§ tertletl és

b
mes A= J f(x)dx .
a
Bizonyités. Legyen P = {Ik tk=1, ..., n} az [a,b] intervallum egy tetsz6-
leges felosztdsa, ahol 1k= [xk-l’ xk] . A P felosztdshoz tartozd6 alsé dsszeg

n
5= M X )

k=1

ahol m, = inf f(x), az A tartomény azon (téglalapok egyesitéseként elG4lls)

xEIk

belsf soksztgének teriilete, melynek csucspontjai (1. 24.4 4bra)

(xo, 0, &x m,)Mx,m), x,,m,), .
ceey (X _pm)e (R, M), & 0 (x . ).
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24.4 fbra

A P felosztéshoz tartozs felss baszeg

5= g MG =% )

ahol M, = sup f(x), az A tartomdny azon (téglalapok egyesitéseként el64ll6)

x€L |

kilsd sokszbgének teriilete, melynek csucspontiai (1. 24.4 £bra)
(10’ 0, (xoa Ml')t (xl’ MI}' (xl' Mz): oy
resy (xn~1' Mn)s (xn: Mn): (x.nv 0), (xo' 0).

Ha az algé Ysszegek halmazénak legkisebb fels§ korlétjit h —val, a fels§ Gsz-
szegek halmazdnak legnagyobb alsé korlétjét H -val jeltljuk, fenndll a

h<mesA<mesA=H

- 190 ~



b
egyenlStlenség., Mivel f Integrdlhaté h=H= g f(x}dx, &honnan 4llitdsunk

mdr kbvetkezik. ! a
Megjegyezzk, hogy ha az &5 fuggvény az [a,b] intervallumban
[a, 5

véges sokszor eljelet v4lt, akkor [a, b:l -n vett hatdrozott integrilja a flgg-
vény pozitivitdsi tartomdnydhoz tartozd grafikonja alatti tartomény és negati-
vitdsi tartoménydhoz tartez6 grafikonja alattl tartomény terifletének kifitnb-
ségével egyenls,

Megjegyezzilk tovdbb4, hogy a gyakorlatban el8fordulé korlitos siktarto-
ményok 4ltaliban eld4llithatck integrdlhats filggvények grafikonja alatl iarto-
ményok egyesitése~, kizts része~, ill. (halmazelméleti) kultnbségeként,

Siktartomény mérhetSségének és terifletének 24, 2 Definicididval a sik
részhatmazal kbzul kivilasztottunk bizonyosskat, t.1. a mérhet§ terilletileket
és ezek mindegyikéhez egy 6] meghatdrozott nem-pegatly szdmot, ateriletet
rendelttik hozzd, Az olyan fiiggvényt, amelynek éxtelmezési tartomdnya vala~
mely halmaz bizonyos részhalmazainak tsszessége, értékhalmaza pedig avalds
szimok halmaza, halmazfilggvénynek nevezzitk. A teritlet tehdt halmazfuggvény,
mely a sik {Jordan-féle értelemben) mérhetd ponthalmazainak Ysszességén
van értelmezve. Ha §-vel jeltlik a sik mérhetS tartomdnyainak halmazdt,

a 24.2 és 24,3 Tételb6l ltjuk, hogy 4 rendelkezik a ktvetkez§ tuldjdonsdgok-
kal: véges sok } -beli elem egyesitése 15 § -beli elem ég két § -beli elem
kiiloubsége (a K& tartomdny halmazelméleti killonbsége) is § ~bell elem. Igaz
tovdbb, hogy a sokazfgek § elemel.

A tertilet e pontban tirgyalt tulajdonsigal kvzl a legfontosabbakat kivd-
lasztva és ezeket axiomdkként a tdrgyalds alapj4ul véve siktartomdnyok te-
rlletfogalminak axtomatikus felépitése vélik lehet5vé,

Legyen M }—R egy halmazfiiggvény, melyre a kiivetkez6 411itdsok
érvényesek:

a) Axioma (nem-negativitis), Ha HEJ, akkor u@)= 0.
b) Axioma (additivitds). Ha HIE %, H, €} és H1 N Hz = @, akkor
;u(HIU HZ) =ML (Hl) +,u(H2).

c) Axioma (mozgds Invariancia), Ha HIE&, HZE} és H}.» egybevigé
o ~vel, akkor AL(H,)=AL(H,).

d) Axioma (normalizdlis). Az egységoldalu E négyzetre U(E) = 1.

A 24,2 Definiciéval értelmezett mes H fluggvényre érvényesek az a)
b) ¢} d) 41litdsok, tehdt ezek az 4lltdsok a tertlet-fogalom tulajdonsdgai. Be-
bizonyithat6, hogy a) b) c) d) ~-bfl a tertletfogalom bsszes tulajdonsiga leve-
zethet§, SOt igaz az is, hogy egyetlen egy a) b) ) d) -t kielégitd ui:y+—R
halmazfliggvény létezik, mégpediga mes H (vs, [8], 308, o.).
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Ha csak a) ~t és b) -t kiveteljik meg, akkor az ilyen tulajdensigu
2 h—=R halmazfiiggvények még igen véltozatosak lehetnek, A c)tulajden-
ségot is megkbvetelve mér a u halmazfilggvény konstans faktortdl eltekintve
meghatérozott: AL (H) = c mes H ahol c &R tetszbleges. Tehdt még mindig
végtelen sok M halmazfuggvény létezik. A d) tulajdonsdgot is hozzdvéve c=1
adodik, azaz /u.(H) =mes H,

25. Riemann szerint integralhaté6 figgvényosztalyok

Az integrilha 6sdg elégaépes feltételelt keressik, vagyis olyan flggvény-
tani tulajdonsdgokat, amelyek teljesiilésébll kbvetkezik a fuggvény integrilha-
tosdga. A 22, és 23. pont jelsiéseit killén magyarézat nélkdl haszniljuk,
25,1 Térel, Ha f: [a,b}—R korlitos és ton, akkor £f€) , .

e [a:b} orldtos és monoten or Z[a,b]

Bizonyitds. f monotonitds4bol kbvetkezik (legyen példful f monoton nive-
ked5), hogy My =f(xk) és m, -"-f(xk_l}. Igy:

n n
0p = g (o)~ N -x )= kZ=1 (€6 )-t0x, ) AP=

o
= AP kZ=1 Ex)£x, ) = AP Ex Ix ) = AP (B)-().

f(x) korldtossighbol kbvetkezik, hogy ({(b)-f(a)) véges valds szdm, ezért
AP—0 esetén OP'—--O. Igy a 22,11 Tételbsl kivetkezik, hogy fEZ[a' g

o
25.2 Tétel, Ha £ € C[a,b] » akkor er[a, b}”

Bizonyitds, A 7,6 Térelbll kyvetkezik, hogy minden k=1,2, ..., n -re

létezik ELE[xk_l, ka és 'g;é[xk_i, xk], hogy m, =1( g;:) és

Mk = f(§;}. Legyen £>0 tetsz6legesen adott. A 7.7 Tétel szerint tetszfleges ;
£' >0 -hoz létezik S (€")> 0, hogy

[t(e") -£(E"<E , ha [E-E[<E(EN.

Legven AP < &(E"), ekkor iEi—g;f E(E"), k=12, ..., n, miatt;



n - I
0, = (e ~ (¥ Nk, - Y £ & -x )=
P% B " HENE - X % X " X1
1
=2 & -x P=E'k -x)= E0a=E,
=

£
ha £’ == . Ebb6l a 22.12 Tétel alapjén kévetkezik, hogy er[a, K !

25.3 Tétel. Ha f: (3,b)—R folytonos és korldtos, akkor £€3 . ..

b-
Bizonyitds, Az [a+ &, b -8] intervallumban (0 <8< —-59-) f folytonos, igy
a 25.2 Tételbdl ktvetkezik, hogy fEZta +8 lb;_ 81 A 22,11 Térel szerint tet-

szbleges £> 0 -hoz létezik az [a +8, b -5] intervallumnak olyan
8
. Ha ehhez a {elosz-
P[a+8, b-8] feloazidsa, hogy 0?{:1-&-5 h—\8] sz

tdshoz hozzévesszik az [a,a + 6] és[b-§ ,b] intervallumokat az [a,b]
intervallum egy P [a,b] felosztdsdt kapjuk.

Opra 1y (sup £6x) - Mff(x)dﬂcﬁopﬁ o, b dfr[xe £6x) -inff(x) ]];-

X6 |a, a-t-tﬂx& a, a-+ b-d, b xe h-d‘,
< £ _ £
2Ké +—2—+2K6 =4Ké 5

£
< <
ahol K az |£| fuggvény felss korldtia. % vilaszidsgd OP[a b £
igy a 22,12 Tétel alapidn fE> [2, b] .1

Meglegyzés, A 25.3 Tétel feltételel kbzill a korldtossdg nem hagyhato
el. Ugyanis Welerstrass 1. tételénél (7.5 Tétel) 14ttuk, hogy ha f(x) folytonos
(a, b)-behn, akkor ott nem feltétlentll korlétos, A Riemann integrdl pedig csak
korldtos figgvényekre van értelmezve.

25,4 Tétel, Ha az f fuggvény véges szdmu hely kivételével folytonos és kor-
ltos [a,b] -ben akkor erEl H
t ]

Bizonyitds. Az {a, b] intervallumot £(x) szakaddsi helyelvel véges sok inter-
vallumra bonthatjuk fel. Ezen részintervallumok belsejében f(x) folytomos, igy
a 25.3 Tétel szerint integrdlhats. A 23.4 Definicichol és'a 23,3 Tételb6l k-
vetkezik, hogy fez[a 1] .1
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A 25,1 Tétel fontos kvetkezménye, hogy a polinomok, racionélis tort-
fuggvények, exponencidlis fliggvény, trigonometrikus és hiperbolikus figgvé-
nyek minden olyan intervallumban integrdlThatck, ahol korl4tossk. Ezek a
fuggvények ugyanis monoton szakaszokra bonthatck. A felsorolt fiiggvényekbSl
képezett dsszetett fuggvények integrdthatésdga a 25.4 Tétel kiivetelménye,

(P61d4ul sin~ integrAlhats (0, 1)-ben.)

b
25,1 Példa, Szdmitsuk ki S xkdx -et, ahol k természetes szdm,
b>a >0, a

f(x) = xk folytonos [a,b] -ben, igy a 25.2 Tétel alapjdn integrélhat6.
A 22,7 Tételbsl kivetkezik, hogy tetszlleges, minden hatdron tul finomodd
felosztissorozathoz tartozd felsd tsszegek az integrilhoz konvergdinak, Legyen

az [a,b] intervallum Pn={11, cees I!,..., In} .
: !
. _.hbn - s
IZ— [xf-l’ xej , felosztdsa xe—a(‘:) , £=0,1, ..., n -nel definiflt,
1

Bevezetve a (-'-E)n =q Jeldlést, x, - x{'»l =3 qt-l(q-sl), Prl ,n=1,2,,..

minden hatéron tul finomodd felosztdssorozat, ul.

£-1
APn = m?x(xz-x{_l) = max aq (g-1)= aqt(q-1) =

n n
B B pop i B -
—a;( ;*1)-—13( " L,
és
limAPn =b(l-1})=0,
B0
mivel
n
Iim boy
a
n——vhm

(. I. Kotet, 15.5 Példa), Mivel xk = f{(x} monoton nsvekedd és folytonos,
. k  k &k
azért M, = Xp = aq .

4
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M, (x, - X, ;) = Z q™ . ot g1y =
n

- ak~1-1 @-1) zz q{ k+1)-1 -
=1

it (g;l) Z“ @ -
=1

) ak+1( -1) Kt k+1)n -1
a % Fy

k+1
1k k+l - 1.=1
=a " g (@) -1 (g“———q_l') =

n n n n -1
_ kil l/__k bk _ VP' l/ 2 b.k
=a (:) ((:) 1).(1+ 24 éai’) P (a))
b
k+1 k+l
k b - g
xdx= lim S = .
aj Do Tn k+1

b
25.2 Példa, S —l-zdx=?, a.b> 0.
X
a

Az —15 fuggvény x = 0 ktrnyezetében nem korldtos, R ~.{0} -ba folytonos,

x
tehédt integrilhats [a,b] ~pben, ha 0<a <b, vagy a<{ b < 0. Legyen Pk
tersz8leges, minden hatdron tul finomodos felosztissorozat .

Bk
= k), , k) _ (&) &) _ x) _&)
GPk = ; (5 & =% g CEYR Ty

{(+, vagy - aszerint amint az Ea,b} intervallum az origétél jobbra, vagy balra
van), nyllvdn



Igy

— ® 1 71l W "o |7
k1=l xi . xi—i i=1 xi__1 x1
o 11
x(k) x(k) a b
0 oy

L

(22.10 Tétel alapjdn).

26. Az integralszamitds kozépértéktételei

Az "integrélktzép” fogalma - éppugy, mint az integrédl fogalom ~ gya-

korlati problémédk megolddsa sordn alakult ki, A 26.1 és 26. 2 Példik ilyen
problémdkat mutatnak be,

26.1 Definicis, Az al, Byr ceer B szémoknak m,, m,, ..., M,

(mk >0, k=1,2, ..., 1) "sulyokkal” képezett gsulyozott
szdmtani kbzepe:

2

ml-i-mz-i-... +m

ee, T8 MM
alml-i-azm + + aon

Ha m =1, k=1,32,

K ..., N, akkor a szdmtani k¥zéphez jutunk.

26.1 Példa. A v{t) pillanatnyi sebességgel mozg6 test a [[1, tzz id6inter -
vallumban
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utat tesz meg. Igy a [tl, tz] id8intervallumban

t

2
g w{t) dt

4tlagsebességgel mozog.

26.2 Példa, Legyena T hémérséklet az a €t < b intervallumban, mint a
t 1d6 fuggvénye adott. Mennyl az ftlagos hémérséklet? (T)
Legyen

P={1, ... L, ... L}, 1k=[tk_I,tk]

[a,b] tetszfleges felosztésa. Ha feltételezzitk, hogy I -ban a h6mérsék-
let valamilyen 7T ( gk) konstans értéket vesz fel (S’kE Ik)' akkor az 4t~
lagos hémérsékletre:

n P, z P
T(EDN &, -t ) T(EN e, -, )
. _ZH K &t 2::1 ¢ O e
P n - b-a
> ¢, -t )
=1 k k-1

értéket kapndnk. It a T ( gP) h&mérsékletériékeket azokkal az idStartamokkal

"sulyoztuk”, amelyekben a feltételezés szerint fenndllrak, és igy képeztik a
T sulyozott szdmtani kbzepet. Val6jdban 4tlagos hfmérsékletmek egy olyan

szémot szeretnénk nevezni, amely fliggetlen a P felosztdstdl, az { -k meg-

vilasztdgdt6l, tovdbbd nem fgényll annak feltételezését, hogy a hdmérsé!det
az Ik intervallumban 41land¢ és értékét ugrdsszerilen vdltoztaja. Ha

TES apt akkor az Integril tulajdonsdgalbél kbvetkezik, hogy a

(hat Bagt]
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b

S‘ T ©)dt

&

L%

a megfelel§ érték a kzéphSmérsékleire.
26. 2 Definici6. Legyen fE€>_ , a<b az
s [a,b]

b
=i | fwa
b-a
a
szémot az f fuggvény [a,b] -re vonatkozé integrélktizepének

nevezzik.

-26. i Tétel. Ha fGZ[a’ B’ m =xnga’f§) , M= xs;ga’ bf](x) . dkkor:

m<f£M.
Bizonyltds. Mivel m < f(x) #M, &[a,b], a 23.10 Tétel alapjén:
b b
S mdx £ S. fx)dx = S M dx, vagyis (1. 23.1 Tétel)

a 23

b
m(b-a) £ J fxydx < J‘ M(b-a), tehét mETE M, !
a a

0

26.2 Tétel. Ha f& C[a, b’

akkor létezik olyan Ee(a,h), hogy

f=1(%).
Bizonvitds. A 26.1, a 7.6 és a 7.3 Tétel nyllvénvals ktvetkezménye, !
b
Mivel J fydx =f . (b-a), azért [ szemléletes jelentése egy olyan
a

téglalap (elSjeles) magassiga, amelynek terilete megegyezik &z f fuggvény
grafikonja alart! tartomény (elSjeles) teriletével. (L. 26.1 fbra)
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e e e

26,1 4dbra

26.3 Tétel. Legyen er[a o gEZ[a p o =0 x€[ab], a<h,
4 r

b
S gx)dx > 0, m= inf f(x} és M = sup £f(x), kor
y xE}:_S,b} xe[a,b]

b

S £{x). glx)dx

m< 2 5 £ M,
J g(x)dx
Az a

b
S £(2). gx)dx

a

b

j glx)dx

a
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értéket az f fuggvény [a,b | intervallumra vonatkozo g sulyfuggvény sze-
rintl integrélkbzepének nevezzik.

E_izony_;tés.

m<fix)< M.,

g(x) 20 miatt: glx)m £ gk f&x) £Mgl) .
A 23.10 TételbSl:

b b b
S gx)mdx < J 2(x) f(x)dx < S M g(x)dx,
a
a

a
azaz

b b b
m f glx)ax £ j f(xgxdx £ M S glx)dx .
a a a
b
Teh4t j g(x)dx > ¢ miatt -
a b
J- £(x) gx)ax

med <

S glx)ydx

a
b
26,4 Kivetkezmény. Ha gEZ[a b} * gx)=0 x&[a,b], j gixydx >0 és

a
f€ c‘Ea’ p » akkor van olyan E€[a,b] , hogy
b

f f(x) g(x) dx
a
HEy=—"F—

j gixidx
a

Bizonyitds. A 26,3, a7.6 és a 7.3 Tétel kbzvetien kitvetkezménye. !
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27. Fuggvény primitiv figgvénye

27.1 Példa, Adott az F(t) erS, mint a t id6 fliggvénye valamely [tz, tz]

idSintervallumban, Milyen v(t) pillanatnyl sebességgel mozog &z F(t) erd
hatdsdra az m tOmegl test? A Newton-féle axioma szerint

F@t) =m v(t) ,

ahol v a sebességfiggvény 146 szerinti derivéltja, a gyorsulis. Innen

v = :;— F)

Tehdt ismerjuk a v{t) ﬂiggvény t szerinti derlvéltjit és ebbfl szeretnénk
meghatdrozni v(t) -t. Ha v(t) -ben felismerjik valamelyik fuggvény derivdli-
J4t, akker megoldottuk a problémdt, Példdul, ha v(t) = cost, akkor v{t) =
= sint. Persze nem vérhatjuk, hogy egyetlen megoldis 1étezzék, hiszen v(t)
fugg attol is, hogy a Y idépillanatban a test milyen kezdeti 4llapotban volt,

milyen v(t } “kezdS sebességgel” rendelkezett, Példiul, ha v{t) =cost,
44T B i
8 8

akkor nemcsak vl(t) = gin t megoldis, hanem vz(;;).. 2 sin
is, mert:

4t 4+ 4t =X

éz(t) =§ (2 sin == cos =——) =
=2 cos 220 2 cos 28T -
—Zsin4t-;3{ (sln4t8~3r)_%=
= co8 (‘R;jr 4t8 }=cost,

Tehit a megoldds nem egyetlen fiiggvény, hanem olyan v(t) fuggvények hal-
maza, amelyek mindegyikének deriv4lt fuggvénye az adott v(t) fuggvény.

A v() fuggvények halm azdt | v(t)dt -vel Jeloljuk, ésa V() fuggvény haré-
rozatlan integréljinak nevezzik. A Jeltlés és elnevezés hasonlit a haérozott
Riemamn integréléhoz; ennek okdt a 28. pontban l4tjuk majd. Azonba két 1é-
nyegesen kllonbtz8 fogalomr6l van 8z6. A hatdrozoct integrdl - mint ldteuk -
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olyan funkciondl, amely figgvényekhez valos szdmokat rendel, A hatérozatlan
integril fuggvényekhez figgvények halmazdt rendeli,

27,1 Definicis. Legyen f: —-R, I tetszfleges intervallum. Azt mondjuk,
hogy az F :P—R fliggvény f -nek primitiv fiiggvénye az I
intervallumon, ha F differenciilhaté I -ben éz

dFx) =

EO =1, xe1,

27,2 Definicid, Az f: 1R flggvény primitiv fuggvényeinek halmazit az
f fuggvény hatérozatlan integrdlifnak nevezzik &s [ £(x)dx -
szel jeldljuk.

Ha f -nek mem létezik primitiv figgvénye, akkor hatdrozalan integrdlja
tires halmaz, Hyenkor azt mondjuk, hogy jf(x)dx nem létezik,

27.1 Tétel. Legyer F az f: IR fuggvénynek primitiv fuggvénye &= I In-
tervallumon, A G: IR fiiggvény akkor és csak dkor primitiv
fuggvénye f -nek, ha van cER, hogy G(x) =F(x)+c.

Bizonyitds. Ha G(X) = F(x)+c, akkor G primitlv fiiggvénye f -nek, mert
GX)=Fx+e) =FX=fx), x&1.
Ha G primitiv fuggvénye f -nek, akkor G’ (x) = {(x), vagyls

G () - F' () = (G{x} ~ F{x))’ = 0. Az integrilszdmitds alaptételébsl {17.1 Té~
tel) kuvetkezik, hogy GX)~F(x) =c¢. Tehdt GE)=FXx)+c .!

Teh4t a hatdrozatlan integrdl egymdastosl d1landcban kulénhdz8 fuggvények
halmaza, Ha megtaliltuk a f: I—=—R fUggvénynek akirmelylk F(x) primitiv
fuggvényét, akkor

[ tax = [F(x)+c:cER}

Az el6bbi egyenlfséget kevéshé pontos, de & hagyoményoknak jobbar megfelels
formdban a kdvetkez8képper 18 irjuk:

[feodx = F@) +c.

A 27,1 Példiban vl(t) ég vz(t) a v(t) = cost fliggvény primitiv fuggvé-
nye. Trigonometrikus dtalakitds utdn lithat6, hogy £} t) és vz(t) valghan
konstansban kiilonbtzik egymistol (c = -—2-%).

27.2 Térel. Ha az f: 3R, ill. a g: IR fuggvénynek F, ill. G pri-
mitlv fiiggyénye az 1 intervallumon, akkor F + G primitiv fugg-

vénye f+ g -nek és cF primitiv fiiggvénve cf -nek I-n
(cER, tetsz8leges),

- 202 -



Bizonyitis, (F() +G®)' = F' (®) + G’ () =£(x) + glx);
(cFX)' = cF' ) = cf(x) . !
27.3 Tétel. Ha léteztk  {f(dx és j g()dx, akkor
e +gnax= [toex+ (gmwax,

ahol a jobb oldalon 4116 nggvényhaImzizt ugy kapjuk, hogy { minden egyes pri-
mitiv figgvényéhez hozzdadjuk g minden egyes primitiv flpgvényét; tovdbbi
minden c&R -re

jc fdx = ¢ S £(x)dx,

ahol a jobb oldalon 4116 fliggvényhalmazt ugy kapjuk, hogy f minden egyes pri-
mitiv figgvényét megszorozzuk c -vel.

Bizonyitds. A 27.1 Tétel és a 27.2 Definici6 nyilvénvals kbvetkezménye. !
Az elemi fuggvények derivéltjainak ismerete alapjdn 41lithat6 Yssze a
kivetkez§, ugynevezett "alapintegrdlokat™ tartalmaz¢ tdbldzat.

5adx=a.x+c, I=("°°r°°)’

w4
Sx @ = oo o 1=(0, c0), M7 -1,
g-d;x-=1nx+c, 1=(0, +%),
S%=In(-x)+C, I.‘:("w y a)r
Ssinxdx=cosx+c, I[={-0 ,00}
(cosxdx=~sinx+c, ]=(-00 , ©0},
§ d"z —tgx+c, 1=((2k-1)—72-f, {2k+1)—]£-), k egéaz szém,
cos x
g d’; = -ctgx +¢, I=&7, k+1)T), k egész szim,
sin x

i)‘_—i’—‘}_—z.f =arc ginx+e¢, I=(-1,1)
I-x
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S dx =-grccog x+¢, I= (=1, 1),
v 2
S dx 5= aCgX+C, I=(-00, o),
1+x
S dx =-arcctgx+c, I=(~0c0 , o),
1+x
S dx=e +c, I=(-00, 00},
gshxdx chx+e, I=(~00 ,b 00),
I dx=shx+c¢, I=(~00, o),
g dx =arshx +e¢c, I=(-o0, @},
14X
j & - 1=q, ),
|’2 .
x -1

S 1 5 dx=arthx+c, I=(L, 1),
1 -x

5 L 3 dx =arcthx+¢, I=(-00 , =1}, vagy I=(, + o).
1-x

28. A Newton - Leibniz formula’

Ebben a pontban a hatdrozott integrél és a hatdrozatian integrdl kapcsola-
tdt vizsgiljuk, Ez4ltal a hatdrozott integrdl kiszdmitdsdra nyerlink egyszerd
mddszert. x

28,1 Definici6. Legyen fEZ@ b Az F(x) = 5 f{dt, x €[ab] formu-
¥

a
14val értelmezett fiiggvényt £ imtegrilftggvényének nevezzik.
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28,1 Tétel, Az f
ben,
Bizonyltds. F(x) értelmezett [a,b] -ben, mivel fez[&x], x €fab] (4sd

28,2 Tétel), Azt kell megmutatnunk, hogy lim F(x +h)=F(x), x €& [a,b]
h—o
esetén. A 23.3, 23.4 és 23.11 Tételek fethaszndldsdval kapjuk:

2,1 fuggvény F integrél figgvénye folytonos [a,b] -
t 4

xo-l-h Xs
OéIF(x°+h)-F(xo)| = g f(t)dt - j fRdt| =
a a
x,th xo-i-h
= S f@)dt | < j ey lae =
X
[+] [+
xth
< J Kdt|=|K.h| =K |n],
X

ahol K > 0 az |1 fuggvény egy felsS korldtja, vagyis

0 < lim lF(xo+h)-F(x°) £ lm K|h|=0.
h--o h—~o

Tehat
m (F(x +h)-Fx)=0.1
) o
h—+o
28.2 Tétel, Ha féz{a B’ és f folytonos xoe[a,b] -ban, skkor f Integ-
rilfuggvénye differencidlhaté X, -ban és

x

d =

= g f(t)de ‘ ~f(x°)
a X=X

5]
X

Bizonyitds, Az F(x) = [ f() dt foggvény x, pontbeli‘kulﬁnbségi hényadosa

a
a ktvetkezd alakban irhaté fel:
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Xgth
Fx ) - Fix )
b

f(t)de

]
o -

A 26.1 Tétel alapjdn:

F&x +h)-F{x )
inf fx) < _._2..5.____?_ z

sup ().
xe[:xo, xo+h]

xe[xo,xo-i-h]
Mivel f folytonos xo -ban, f(x) eltérése f(xo) -t6l tetszdlegesen kics! lesz
minden x e[xo, xo+h] -ra, ha [h| elég kicsi, ezért

Hm inf £(x) = lm sup f(x) =f(x°) .
o xe[x ,x +h] h~o xefx ,x -+
o'"o oo

Teh4t az el6bbi egyenlftlenséghfl ktvetkezik, hogy F kiiltnbségl hdnyados4-
nak is létezik hatdxrértéke, és

F(xo-l'h)- F(xo)
F (xo) = Hm —

=f(x ).1
h—o °

28,3 Kovetkezmény, Ha f € c°[3 y ¢ akker f-nekaz [ab] -n létezik primi-
4

tiv fuggvénye.
x
Bizonyitds, j f(t)dt primitly figgvénye f -nek mivel a 28.2 Tétel alapjén

a

X

d

i j fOdt = £(x), x€[a,b].!
a

28.4 Tétel, Newton-Lelbniz formula,) Ha f€&€ C?a B ésa G fuggvény f -
Lo ]

/]

nek primitiv fuggvénye [a,b; -n, akkor:
b

| f(x}dx = G)-G(a) .
a
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x
Bizonyitds. 28,2 Tétel szerint az F(x) = S i{t)dt formuldval értelmezett

a B
fuggvény f -nek primitiv fuggvénye, és a 27,1 Tétel alapjdn van ¢ € R, mely-~
re Gx)=F{x) +ec. Ipy

G(b)-Gla) = (F(by+e) - (F(a} +¢) = F(b) - F@ =
a

= g feyde - S f()dt = S fx)dx . !
a a a

Az 1628 tételt 41talfnositia a

28.5 Tétel, Ha fe}:[a 5] és f -nek létezik [a,b] -n F primitiv fuggvé-
nye, akkor
b
J f(x)dx = F(b) - F(a) .

a

Bizonyitds. Tetsz6leges P = {Ik k=1, ..., n} felosztdshoz, ahol

L= [xk-1' xk] . k=1, ..., n, aktvetkez6képpen készitjik el a tégliny~
tsszeget, Az F(x) fuggvényre [xk-l’ xk] -ban (k=1, .,., n) alkalmazzuk
a Lagrange-féle kiizépértékiételt (15.4 Tétel):

F(xk)- F(xk_ )
L gy =gy, el e 5]

Legyen
n
G,= kZﬂ (5 (- % o).
Mivel
b
fEZ[a’b] , AI;TO G P g £00dx,
Igy
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b
I
g fax = Im D £(8 Mx,- % ;)=
a

AP0 k=1

a .
= Hm kz U (gk)(x_k—xk-l} =

HP+o k=1

n Fix)- Flx_))
- Um xk_ -1
APvo k=1 x %k-1

(- X)) = PPl )+ ...

oo t F(xn) - F(xn-i) = F(xn) - F(xo) = F(b) - F(a).!

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tétel feltételei kbzul egylk sem hagy-
hat6 el, Létezik ul. olyan figgvény, mely Riemann szerint integrdtha6, de
nem rendelkezik primitiv fuggvénnyel {lyen pl. sgx a [-1, 1] intervellu-
mon), és olyan flggvény is, melynek van primitly figgvénye, de Riemann
szerint nem integrélhato,

29. Integralok kiszdmitasa

Ebben a pontban azzal foglalkozunk, hogy miképpen lehet a primitiv
filggvényt felismerni vagy meghatdrozését azonos 4talakitdsokkal egyszeribb
esetre visszavezetni, A szerepl6 modszerek természetesen hatdrozott Integ-
r4l kiszmitdséra is alkalmazhatok a 28.5 Tétel alapjdn, amennyiben a tétel
feltételei teljestlnek.

29.1 Tétel. Legyen f:3—=R pozitiv és differenciflhaté az I intervallumon
és M # ~1, akkor

e |
ey

c.

j(f(x»’“f' ®dx =

+1
Bizonyitds, % differenci4lhaté az 1 intervallumon, derivdlissa meg-

gviz6dhetink arrol, hogy primitlv fliggvény. !



29,2 Tétel. Legyen f: =R pozitiv és differenciflhat6 az I Intervallumon,
akkor

& . _
gf(x) dx=Int(x) +¢
Bizonyitds, Inf(x) derlvdlisdval lithato, hogy az egyenlSség igaz. |

29.3 Tétel, Ha az £ és (@ fuggvények differencidlhatck és képezhetS az

f(p (x)) Ueszetett flggvény, melynek értelmezési tartoménya az
I Intervallum, akkor

[r Qo ¢ @a=1g@ +e
Bizonyitds. A 27,2 Definici6 kbzvetlen kivetkezménye, |

29.4 Segédiétel, Legyen f ECEa,b] ’ ?ECIE"M gzigoruan moncton, €8
©@OE [a,b] ha t€f,p], akkor

[Sf(x)dx } = ‘f(cp ®) ¢’ O, tE[o(, gl.
x=@(t)

Bizonyitds. Az integrandusok folytonosséga biztositja, hogy az egyenlSség
mindkét oldalin szerepls hatdrozatlan integrdl létezik. (28.3 Kbvetkezmény.)
Azt kell bebizonyitanunk, hogy ha

(toax=F@+c, akor Flp@) az [o,p]

tntervallumon primitiv fuggvénye f(q (t)) cp' () -nek. Valdban: F(cp 13)]
differencidlhaté [, 3] ~ban t szerint és

L FeO =F(p0). 'O =He N ¢’ ®, ba t&[w,p] .1

29.5 Térel, (Integrélis helyettesitéssel.) Az elSbbi Segédiétel feltételel mel-
lett

f fx)dx = [f:{ eeHe’ (t)dt} "l(x
t=¢ &

Bizonyitds. A 29.4 Segédtétel kizvetlen kvetkezménye. !
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29. 6 Kovetkezmény. Legyen £ ECE%b] és CPECI[O(, ﬁ] szigorua mono-
ton és @) Efa,b], ha t € [x,P], akkor

@ () b
fx)dx = Sf(cp O @ ©d .
[

P(x)
Bizonyitds. @ ()€ [a,b], @(P)E(a,b] és fECE ) “bola 25.2 és 25.3
Tétel alapjdn kov h = -
el alap} etkezik, hogy £ Z&P("‘)f K , Jelsljuk F -fel f egy
primitiv fuggvényét. A Newton-Leibniz formula (28.4 Tétel) és a 29.4 Segéd-
tétel alapjén:

B
f{x)ydx

p
F(@ () - Flp(x) = [F (cp(t))] =

@ (x)

A
Sf(cp(t)) UL Y
o

A 29.4 Tétel és a 29,5 Kbvetkezmény nyllvén akkor is igaz, ha [«,f]
felbonthat6 véges sok olyan intervallum egyesitésére, amelyek mindegyikén
@{t) szigoruan monoton, Ez az integr4dl additivitdsdnak a kdvetkezménye.

29,1 Példa,
] 2
1- sin t cost.dt = cos tdt =
~ t=arcsin x ” t=arcsinx
=3 t -i-—- sin Zt +c¢ =
2 - —
t=arcsinx

--l—arc slnx+£z l 1 ~12+c
=3 3 .

- 210 -



1 arcsin 1 - %
S I-xz dx = l/l- sinzt cogtdt = cosztdt=
-1 arcsin(-1) X
2
I
2
N I SR S X, I _ I
a[2t+4s@2t] -4+4 2
-
2

29,7 Tétel, (Parcidlts integrilds.) Legyen u€ Cl,5]» VE Cl[a ?

akkor
Su(x)v’ ®)dx.= 1) V) - g o @vE)dx .

Bizonyitds, u v’ € CE& b] és u've C?a B’ igy a 28.3 Kivetkezmény értel-
$ y

mében az egyenlfség mindkét oldaldn szerepl§ hatdrozatlan integrdl létezik,

Mivel

% [ueven- Su’ @vidx | =

=o' ety W= [ [ eovemax] =
= u’ @vixHuE.v @- v @vE) =uwx. v @),
azért az egyenlSség ferméll, | '

29, 8 K¥vetkezmény, Legyen u & C]f:a B’ Y G.Cléa 5’ akkor
1 4 ¥

b b

b
( u(x)v’ (x)dx = [u(x)v(x}] - E 1’ )vix)dx .
. a

a a

Bizonyitds. Allitdsunk a 29.7 Tétel és a Newton-Leibniz formula (28.4 Tétel)
ktzvetlen kdvetkezménye. !
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A 29.7 Tétel feltételet egyszerysithetfk, elegends feltételezni, hogy
u'v -nek €8 uy’ -nek létezzék a primitiv figgvénye. A 29, 8 Kbvetkezmény
18 igaz, ha még emellett uwv'e [ és v've .
a, b] {a! b]

Az el6bbl tételek felhasznAldsdval tobb fontos figgvénytipus integrildsit
végezzik el a ktvetkez8 példikban,

pn(x)

q,®

akkor R(x) felbonthat egy polinom és egy val6dl tortfggvény (a sz4ml4lo
fokszdma kisebb a nevezl fokszdmdn4dl) bsszegére. A polinom integrdlisa
nem okoz problémdt, ezért elegends azzal az esettel foglalkoznunk, amikor
n< m. A 2.6 Téel alapjin R(x} egyértelmlien bonthat6 fel parcidlis tortek
Ysszegére. Mivel az integrdldn additlv, R(x) integrdljdt a hozzftartozd par-
cidlis tUrtek Integriljaibol nyerhetjitk., Az alfbbi a) b) c) d) e) f) bekezdések-
ben valamennyi esetet tdrgyaljuk.

a) Legyen Af#o, a#0;

29.2 Példa. Az R@®) =

raciondlis tirtfiggvény. integrdlisa, Ha n= m,

A A
smdx-; In(ax+b) +e¢, ax+h> 0.

by Legyen A#0, a#0, o#0, o#l;
A A ~o+l 1
f-_———”(ax-l—b)“ dx = T-o (axib) .Zte,

az ax+b > 0 egyenlStlenséggel jellemzett intervallumon.

c) Legyen A#0, a#0, b2-4ac<0 azaz ax ax2+bx+c poli-
nomnak ne legyen valss gytke;

S o x= g S'T"S‘“‘é“ &x =
ax’ +hx+ ¢ X +—=X+=

a a

-2 g s éx . 29.1)
(x+—-l?-)2 + =b +dac
2a 2
4a
b ~b>44a

Vezegsik be az o= én p=-—-—-—2-—c- Jelbléseket. A feltétel szerim

4a
p>o, V{? vals, azért (29.1) a kivetkezOképpen alakithat:
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2 ) hoyle f.’) a’ V— gv___) 4,
f arctg _X_’}'_OL+C az I=(-00 , 00) intervallumon,
/b

d) Legyen A#0, al> 0, h2-4ac<0;

2B
Ax +B A SN
—3 &= VT e &
ax +bhx+c x +5 x+=

S(Zx-{-—) +% g—
-4

Innen c) alapién a primitly figgvény meghatdrozhatd,
dx

e) Legyer o> 1 egész szdm, D> 0; S
p (x2+p)ot

meghatérozd st egy rekurzios formula megadisdval ——i—gz-&-:i- meghatd—~

&)
rozésdra vezetilk vissza, Emek a rekurziés formulinak a véges sokszorl

ismételt alkalmazdisdval S ~hoz jutunk (I4sd c})).

S.._z__ﬁz__.=_}_ Su&:z.__dp
&p* P e

2
- L g dx S X __ax| . (@29.2)
p [ (x2+P )Ot ~1 (x2 " p ):x J
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Az o' = 22" és v =3 vilaszdssal a 29.7 TételbGl kapjuk:

&+p)

S S S___%_x_ L
1 1 x S 1 1

=, —, - — . — dx (29.3)
1-< (x2+]3)°‘ 1 2 2(x -1} (xz+p)°‘ 1

Behelyettesitjik (29, 3)-at (29, 2)~be:

S dx =_1_H & ___ -1 x

bt dx ~
W) ) 2 4 XY

-1 x 1 1 dx
= + — {1+ ) . (29.4)
2p(1-0() :2+P)oc -1 p 2(i=ct) J:2+p)a~1

f) Legyen o> 1 egész szdm, A#0, a#0, b2-4ac<0;

2B
Ax+B __A X =+
(

x2 +bx +—-)

it~ i)
22° (12+bx+ }“ A = (xthx+§°(

A 1 2 b c 1-ot dx
=2a°‘l:1-oa(x+a x+a. ‘E)J‘ (x+h24ac-b):|'
(2

Az x+ :)% =t uj viltozd bevezetésével vigszavezettik e)-re,
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29.3 Példa. Legyen R(eX) - az €* -mek raclondlis tortfiggvénye - korldtos
az 1 intervallumon. Az € =t helyettesitéssel

SR(ex)dx = “R(t) % dt]
t=ex

az I intervallumon, a 29,5 Tétel szerint, Az -R;@ racionilis torfiiggvény In-
tegrdlisa a 29,1 Példa alapjén tUrténhet,

29,4 Példa. Legyen R{sin x, cosx) ~a sinx ~nek ésa cos x -nek raciond-
lis t¥rt kifejezése ~ korlitos az I intervallumon. Felhasznélvaa

2 tg% 1- tgz %
ginx = — 55+ Co8x= 7 azonossigokat €s a 29.5 Tételt
g 3 - 1+1g 3

R(sin x, cos x} Integrilifta t= tg%— helyettesitéasel racionilis tbrtfiiggvény
integriljdra vezetjik vissza:

2

— _..2_t_.. ._.-—...1 ’ =
SR(sinx, cosx)dx = [SR(H{*’ F T ) (2arctgt) dtJ

|r 2t 1- tz 2
R ' . dr
2 2 2
1+ I+t 14 x
=g

az 1 imtervallumon, ahol az iategrandus t -nek raciondlis tdrtfuggvénye.

Py
26. 5 Példa R ( [ -a—’yi] q;) ahol zitlv relativ primszdmok
. D . X, cx+d + pk! qk po p’f ’
Li 1
k=1,2,..., n, és R x-nek és (u+b )qk , k=1, ..., n -nek raciondlig trt-
cx-+d
kifejezése, szintén raciondlis tbrifuggyény integrilisira vezet, anennyiben az
i3
" 7%
R(x ' = Tb ) korlitos az I -n,
( cx +d
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?
-1 axth
t=¢ @= |2 .-8ol) a q,9q, ..., q szémok leg-

kisebb ktzts tobbszbrdse, ~ helyettesitést alkalmazva (1, 29,5 Tétel) az
I intervallumton

(oo (222" -

Py

———

%
=SR(cp{t). € 7)) Pl (29.5)
. p
axib

= e

Mivel @ () racionflis t8rtfliggvény és igy (P' {ty is raciondlis tortfilggvény,

valamint t , k=1,..., r, egészkitevSju hatvény, (29.5) jobb oldaldn
racionflis tortfiggvény integrdija 411, !

29.6 Példa. g |/ax2 +bx +c dx meghatérozdsa

ay a> 0, b2~4ac>0;

jeltlégekkel, majd az zta

=, azaz X =VE t =o helyettesitést alkal-

mazva:

2 .
[[Femeca[fe vl(x+-2%)2-9--"§43—°dx=
4z
2 + o 2
=W: V(x+ot) -B dx = V:Eg]/(’—‘{r?"i) -ldx=
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A t=chuy, % = gh u helyettesitéssel:

Si’ax2+h+cdx=[pv:gvzzx: shu du] =

u=arch(t(x))
=pf= Bshzudu] =%E B(ch:m--z)mx:]=T
u=archit(x)) v=arch(t(x))
_Bf= [ sh 2u _ u]
2 2 4ol
w=arch Lo
i

bya >0, b2 ~ dac < 0, a) jeltléseit haszmdlva; it p( 0, v——z vdos,
Igy az elSbbiekhez hasomlGan kapjuk:

o mee e [ P Fﬁ&]mg,ﬁ(
TR
] L

t=t{x)= VE—

Ezt az integrdlt t = shu helyettesitéssel integrilhatiuk,
©)a<0, b -4ac>0;

Ebben az esetben guaxz + bx + ¢ dx meghatdrozdsa az ax2+txx+c >0
egyenlftlenségpel jellemzett intervallumon WJ. - 2 gt -re vezethet§ visgza

az elfbbtekhez hagonlé mddon f V1-t%a pedig t=cosu vagy t=sinv
helyettesitéasel Integrdlhates., -
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29.7 P€lda. Az S & integrdl meghatdrozdsa ax? +bx+c teljes
2
ax +bx+c
négyzetté alakitdsdval
-t . 1 i11, 1
Jte -1 Vl+t2 V1~t2

integrildsdira vezethets vissza. (L. a 27. pont végén levs téblizatot,)

29,8 Példa. Xeux cos fxdx és Se ox sin 5 x dx meghatérozésa,
A 29,7 Tételt alkalmazzuk; u=e o(x’ v = gin [3 x vilasztissdl:

jeo(x ﬁcospxdx=euxsinpx'jueaxsinpx dx, (29, 6)
u=e ¥ =~ cos fﬁ x vdlasztéssal pedig:

Seo(x psinﬁxdx=-edxcospx+ jo(eo{xcopx dx . (29.7)
(29, 6)-ot (29.7)~et linedris egyenletrendszernek tekinthetjik
X =j eo'(x cos[?)x dx és Y =Se“x smﬁx dx

ismeretienekkel.
Az egyenletrendszert megoldva kapjuk:

o*x
ox e

e sinf) x dx = —————= (P sinp) x +oicosD x) + ¢

for npxax- —F - ptapixacanp

ox
ox 8 dx=-——e———-—(0(sin x~DecosPx)+c.
S'e co px 0(2.;.{52 p p P
i
2

N
2

29,9 Pllda, Az g sin’ x dx és j cos™ x dx integrdlok megegyeznek,
(4]

0

mivel az y = sin x girbe tikkirképe az y =cog x gbrbének a x =%— egyenes-

- 218 -



Te vonatkozolag, Elég az egyik hatdrozott integrdlt meghatdrozni, A 29,8 K&~
vetkezményt alkalmazzuk; legyen u=sin™1x v =sinx.

X X
2 L 2
n n-1 2 n-2 2
gin xdx= [—- sin " xcosx +Hn~1) sin x cos xdx (29.8)
0
o 0

Itt az els§ tag zérus €s
X

X X
2 2
(n~-1) S sinn_z X coszx dx = (a~1) S sinn-'2 x (1~ sinzx)dx =
o [+

X X
2 2
S sin x dx =-1-1—;-1- j sinn":z x dx {29.9)
o 0
A (29.9) redukcios formula {smételt alkalmaz4gdval
T

2
S sin" x dx értéke meghatirozhatg,
0

Legyen n pdros szdm, ekker:
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X

2
n-3 1
2.4 ( -

o

3. ... (@-3)mn-1)
4 ... m-2)n

24 ... (n-3)n-1)

T35 ... @2)n
Jelentse k!l (olv, "szemi faktoridlis™) & k -val megegyez§ paritdsu,

k -nfl nem nagyobb pozitiv egész szdmok szorzatdt, vagyls legyen:

24 ...
kil =

1-3 ,

k , ha k péros
k , ha k piratlan

(29.10)-et €8 (29. 11)-et ktizts képletben fellrhatiuk:

X
2
X cosnxdx=
o
ahol
X
2
5, =
I

o

X
2
n_ ., _ @i
S sin” x dx = nil § n
ha n péros

ha n pdratlan.
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30. Improprius integralok

A Riemann integrdit eleve csak véges intervallumon, korlétos filggvé-
nyekre definidltuk. A definicicbél kzvetleniil 18tszik, hogy ezek a feltételek
nem hagyhatck el, ugyanis a fels§ (als6} Ssszeg fogalma értelmetlenné v4l-
nék. (Lésd a 22,2 Definicichoz fiiztitt megjegyzést.) A 28.1 Tétel ad alapot
arra, hogy bizonyos tipusu, nem feltétleniil korlstos figgvények véges vagy
végtelen intervallumon vett "integrdljdt"” defintéljuk, Enunek az uj fogalomnak
az "improprius” (nem tulajdonképpent) megkiiltnbiiztet6 jelz6je indokolt, mert
nemcsak formélisan kilénbtzik a Rlemamn integrdit6l, hanem tartalmilag is,

30.1 Definicid. Legyen f: [a, oo)}—~R az [a, co) intervallum minden
véges részimtervallumén korlitos és Riemamn szerint integ-

réthata.
w
Ha léteztka Um If(x)tk véges hatdrérték, akkor
wW—wc0

ezt az értéket az ¢ filgpvény [a, oo ) ~en vett improprius

integrdliénak nevezzik és
o0

j f{x)dx ~szel jeltljuk, Iyenkor azt ts szokds mondani,

a <o

hogy az S f(x)dx improprius integrél konvergens.

a

w
Haa im K:t(x)&x végtelen, vagy nem létezik, ak-
w ——-a--«:n_a

e
kor azt mondjuk, hogy 5f(x)dx divergens.
a

30,2 Definici6, Legyen f: (- , a}—R a (-« , a] intervallum minden
véges részintervallumén korlftos és Riemann szexint integ~

rélhato, a

Ha létezik a Hm S f(x)dx véges hatdrérték, akkor

) —= -0

ezt az értéket az { fuggvény (-co , o] -n vett improprius
integréljfnak nevezzik.



A konvergens illetve divergens széhaszndlat a 30,1 Definicicban leirtakkal
analég m6don tbrténik,

a
o0
30.1 Tétel, Az S £(x)dx (111, S f(x)dx) improprius integrél akkor és csak
a -0

akkor konvergens, ha minden £> 0 -hoz van . (£)E R szém
ugy, hogymindenwfﬂ. , o >0 @ w, <0, w2<_Q_ )

esetém: 2
)2
jf(x)dx <€
wi

Bizonyitds, A Cauchy-féle kritérium (4.3 Tétel) alkalmazdsdval kozvetlenti]
kovetkezik. |

30.2 Tétel, Ha f korldtos és integrélhat6az [a, oo) (illetve (- o0, a])

<«

intervallum minden véges részintervallumdn, és | |f(x)fdx
a © a

(illetve [ 1f(x)[ dx) komvergems, akkor Sf(x)dx {illetve

a -

J- f(x)dx) is konvergens, és
-0
[~ -]

I S fx)dx | € Slf(x)]dx . illetve
a

a

a

a
l Sf(x)dx £ Slf(x}idx.

-0

Bizonyltds, A 23,11 Tételb6l kivetkezik, hogy minden ©;, @, € [a,00)-re
{(-co,a]-ra)

Wy

j £(x)dx ‘ £

“

f£e0]ax I (30.1)

(3

ot Gy, £
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& a
Ezen egyenl6tlenség felhasznfliséval az j!f(x)ldx 1. JIf(x)I dx)

- 00
a

-]
konvergencidjibol ktivetkezik az jf{x)dx @an. S f(x)dx) konvergencidia,
a

-0
ugyanis a 30.1 Tétel alkalmazhats,

A tétel 4llitdsdban szerepls egyeniftlenségeket a 23, 11 TételbSl kaphat-
juk mep, ha ott 2 b tart plusz végtelenhez, illetve az a tart minusz végtelen-
hez hatdritmeneteket elvégezziik, |

A tétel megforditdsa nem igaz, f improprius integrélidnak konvergen-
cldjdbol nem ktvetkezik az 1fi improprius integrilidnak a konvergencifja.

30. 3 Térel. (Majordns kritérium.) Legyen f korlitos és Integrdlhats
[a, + ), (illetve (-2 , a]) minden véges részintervallumdn,
és [t(x)] € g(x), ha x€[a, - ) (lletve x € (- , a]). Ha

=] a oo
Jg(x)dx (n. j g(x)dx) konvergens, akkor Sf(x)dx .

a -0 a

a
S f(x)dx) is konvergens.
-0

Bizonyitds. Az [-a, +oo) Intervallumra vonatkozé &llitdst bizonyitjuk, A mésik
41lit4s hasonloan igazolhat6. A 30.1 Tétel biztositja, hogy minden & >0-hoz

&
2
van D(E)>0, hogy Wy Q)2>Q esetén |f g(x)dxl(&. Mivel

“

~g(x) £ £(x) £ g(x) és feltehetjuk, hogy o), <, , azért;

Wy Wy Wy
- g glxdx < gf(xmx < 5 gix)dx . (30.2)
! “y !

Tehdt
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w
‘ g(x)dxi<£

“

A. 30,1 Tétel szerint ez azt jelenti, hogy f impropriuas Integrélja az
[a, +0c0 ) intervailumon konvergens, !

Miad a 30,2, mind pedig a 30. 3 Tételben nagyon fontos az a feltétel,
hogy f korlétos és integrélhaté az [a, +¢ ) minden véges részintervallumén,
A feltétel kihasznfildsa a (30.1), ill. (30,2) formulék felirdsakor tértéat. Enél-
ktl £ improprius integrdljfrol nem lehet beszéinl. Ugyanakkor ez a feltétel
nem kiivetkezik sem il!h(ﬁ[ integr4thatcsdgdibol (4sd 23,2 P61da), sem pediga
majordls gfx) integr Gadgibol.

A 30,2 Tétel kbvetkezménye a 30,3 Tételnek, g(x) =|f(x)] vilasztéissal,

30.4 Tétel. (Minordns kritérium. ) Tegylk fel, hogy f korlitos és integrilhats
[a, @ ) (lletve (- , al) minden véges részintervallumhén, €s
van olyan g fuggvény melyre 0 ¢g(x)® £(x), x&la, ),
(lletve x € (- , a]).

a

gg(x)dx (illetve 5 g(x)dx) divergens, akkor
-0
jf(x)dx {{lletve S f(x)dx) divergens.

o0 -®  a

a
Bizonyitds, Ha S f(x)dx (illetve S f(x)dx) konvergens volna, akkor a
a 00
- a
30.3 Tétel alapjdn S g(x)dx-nek (illetve S g{x)dx -uek) 18 konvergensnek

a -0

kellene lennie,.a.feltétellel ellentétben, |

30.3 Definici6. Az {a, <o) flletvea (- , a] intervallumon konvergens
hnproprius integréllal rendelkez6 fuggvények halmaz4t
Ea' o) ~yal, illetve I oo 3~va1 jeltljuk.

80.5 Tétel, Legyen £ & I[ (ﬂletve fe I , d] ) é3 f(x)= 0,

a

akkor ft(x}dx 0 ( Sf(x)dxém

-0
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Bizonyitds. A 23.9 Tételbd] hatdritmenettel kapjuk. !

30.6 Tétel, Ha fe1 te1l EI(-oo

[a, o) gEI[a, ) (oo, a—:l, § ' a])

oo {eal
és 1(x)> g(x), akkor jf(x)dx > Sg(x)dx
a a

a

a
(S fxydx = S g(x)dx).

- 00 -0 )
Bizonyitds. A 30.5 Tétel kvzvetlen ktivetkezménye. |
30.7 Tétel, 1 2, ) (iletve I(~c0 , a)) linedris tér a valds szdmok teste
]
felett, oo
<1>1: 1[ a, —=R, @1«) = Sf(x)dx

a

@ )

a
. Py 1 (oo , a R b, 0 = S f(x)dx) linedris funkcionsl.
: -0
Bizonyitds. Ha f, g&I B, o a 23.5 TételbSl és az 5.3 TételbSl kovet-
w w [8

kezlk, hogy lim Sf(x)dx-!— Hm Sg(x)d'x= Hm S(f(x)+g(x))dx, azért
) e X ) ———a0 (L) ~—e00
a a
O el

on
S @ +g&x) dx = S fxydx + j gixydx,
a

a a

tehdt (f+g)€I3 .
A 23.4 Tételbl és az 5.4 Tételbll kvetkezlk, hogy

5cf{x}&=c j’f(x)drx, ha fEEI{a' m).‘
a a
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igy cHe I[a, o) Tehdt (I}l line4ris funkciondl, a éz-re vonatkoz6
411it48 hasonldan igazolhaté. !

30.8 Tétel. Ha f: [a, oo )R az [s, o) intervallum minden véges
részintervallumén korldtos és inteprdlhatd, valamint f -nek léte-
zik az [a, o )-enaz F primitiv fuggvénye, és lim F(w}
1étezik, akkor

©
S f(x) dx = lim (_F(w) - F(a)).

(U ——m O
a

Bizonyitds. A 30.1 Definici6 és a 28.5 Tétel kiizvetlen kiivetkezménye. !
30.9 Tétel, Ha f: (- , a—=R a (- , 4] intervallum minden véges

régzintervallumédn korlitos &s integrdlhats, valamint f -nek 1é-
tezik (-co, a] -naz P primitiv fuggvénye és Um F(w)
() — o>

a
l6tezik, akkor j f(x)dx = Hm (F(a) - F{w)).
o G —>—=C0

Bizonyitds. A 30.2 Definici6 és a 28.5 Tétel kiizvetlen kivetkezménye, !

30.1 Példa, oo w
dzx = Hm S dxz = Um f{arctgw - arcig 0) =—J-2(-
Lix® W d gt W@

30, 2 Példa,

oD
S —d—x—= . a>@.
a b4
o0
dx
a)y o¢=1 —_—= (]nw In ay=¢c , divergens.
X w—
a
o
ax Iw~0(+1 a-cx+1
b) & #1 = = lim ¢ - ) =
J o= W x4 -+l
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¢, ha - +1 >0, vagyis o<1 esetén divergens,

1-ox

<1 ha -~ +1<0, vagyls o >1 esetén konvergens.

30.4 Definicis. Legyen fE’Z{a b-5) minden > 0 -ra, melyre

a<b-6< b, az f fuggvény [a,b] -n vett improprius
b b~5

integrdljdnak nevezzik az S f(x)dx = lim JA f(x)ydax
S0

hatdrértéket, amennylben az létezik és véges,

30.5 Definici6, Legven f minden &> 0 -ra, melyre
e [a+ 6, b] 4

a<a+é&< b;az f fuggvény [a,b] -n vett improprius in-

tegrdljdnak nevezzitk az
b b

g f(x)dx = Hm j f(x)dx hatdrértéket, amennylben az

i §—+o a+d

létezik és véges,

A 30.1 Tételt6l a 30,9 Tételig valamennyi 41litds értelemszerten igaz a
30.4, {letve 30.5 Definicicban bevezetett improprius integrélokra.

1 im (nl-mIm§)y=o , ha x=1

8>+0
30,3 Példa. S &= (-L,mo<a<1
—— o Jexx 1=
o ¥ lim ¢ L8 ) =
S_H_;—o( +1 1-o 7
divergens, ha > 1
30,4 ...216. Legyen (a,b), shol a < b és “a”, ill, "b" lehet -o» , {ll,

oo s, tetszdieges Intervallum, c & (a,b) ésaz

f: (a, b)\{c ~+R fuggvény korlitos és Integrdlhats értelme-
zési tartom4nya minden korlitos, valédi részintervallumin,
legven Cl € (a,c) és <, € (c, b); ha léteznek az

12
tw
]



c c

1 c 2 b
S f(x)dx, X f(x)dx, S f(x)dx, S f(x}dx Riemann-
a ¢ c <,
féle, vagy impropriug integrélok, akkor azt mondjuk, hogy 1é-
tezik f improprius integrdlia (a,b) -n és

b 1 c c2
jf{x)dx= S f(x)dx + j fix)éx + g flxydx + X i(x)dx.

a a 01 c C2

Konnyen lithat6, hogy az igy definidlt improprius integrél értéke (ha 1é-
tezik) fuggetlen < és ¢, vélasztdsitol,

30.7 Definicié. Legyen a< c <b ég € - és f€ ‘minden
— a,c 8] [e+6 ,b]
0<5< min {c-a, b~c) ~re; &

c-b b
Slim [S f(x)dx + S f(x)dx] hatdrértéket, ha létezik, az
—~+0
a ot+d

f fuggvény [a,b] intervallumra vonatkoz( improprius integ-
rélla Cauchy-féle f6értékének nevezzilk,

Megjegyezzitk, hogy f improprius integréljdnak Cauchy-féle fGértéke
akkor is létezhet, ha f improprius integrdlja (a 30.6 Definici6 szerint) nem
létezik,

b
30.4 Példa, Az g _d;x_ improprius integrdl, ahkcl a > o, b> o, nem lé-
-8

tezik (1. 30.3 Példa). Létezik azonban a Cauchy-~féle £6&rték, ui,

-8
lim [ S%+fﬂ:—}= bm [n§ -ka+lb-hb =2,

§»+0 s § S++0
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31. Geometriai és mechanikai alkalmazéasok

El8szbr a hatérozott integrélnak teruletszémitdsi feladatok megolddséira
valé felhasznélésival foglalkozunk, legyen a c girbe egyenlete y=f(x),
ghol £ € C[ 2, 1] és f(x) =0, xE [a,b]. A 24,6 Tétel szerint 2 ¢ girbe

alatti H tartomdny tertlete
b
mes H= j f(x)dx . (31, 1)
a

31,1 Tétel. Ha a ¢ gUrbe paraméteres elféllitésa

b 4 =§ (t)’ y= 72&): ahol 5601[0( 'b:} 2 ‘YZECO EU , ] ] f
szigoruan monoton fiiggvény és g {ct) =a, g(p) =D, akkor

p
mes H = 512(&) g’ t)a .

o

Bizonyitds. A (31.1) integrilra az x = ¥ {t) helyettesitést alkalmazva
(1. 29.6 Kuvetkezményt) és figyelembe véve, hogy f( S(t)) = 7

b p
S f(x)dx = Sq(t)g’(t) de .|
a o
2 2
31,1 Példa, Kiszdmitjuk az %-i-ff =1 egyenlett ellipszis (1. 8,2 4bra)
a

4lta! hatdrolt E siktartomény terliletét, Az ellipszis paraméteres el54llitdsa
x=acost, y=bsint, 0<£t< 2%, (. 20.2 Példa), A keresett teriflet a
szimmetria miatt a felsS félellipszis alattl tartomény teriiletének kétszerese.
Mivel ~a=acosll, a=acos0, a3l 1 Tétel alapjdn

0 T
mes E=12 S bsint(-asint)dt=2&hjsin2tdt=
e [
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=2ab S l-zos2t&=ab[t_sin22t]=ab3r

[+

31.2 Példa, Tekintsifk az x=cht, y=sht paraméteres elféllitdsu "egység-
hiperbola™ &gat (vé, 20,3 Példa). E hiperboladg -T < t 47T -nak megfeleld
szakasza €s e szakasz végpontiait az origdval tsszekits egyenes szakaszok
41tal hatdrolt H siktartoményt a P(ch T , sh7T ) pont dltal meghatérozott
hiperbola szektornak nevezzik (1. 31,1 4dbra). A szimmetria miatt H tert-
lete az OBP deréksztigl hdromsztg és az AP hiberbola iv alatti tartomény te- |
riliete kultnbségének kétszerese, A 31.1 Tétel alapjdn (19.7) felhaszndldsdval I

31.1 4bra
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mes H=2[-§- chT shT - f sht shtdt] =

o

T
=chl sh? - S {ch2t-1dt=
o

T
=ch?7 sh¥T -[BE..] " .
]

=chT shT -[ch? shT -t]=T.

Ez az eredmény az alapja a hiperbolikus figgvények inverzel elevezésének,

t=archx, ill. t=arshy annaka hiperbola szektornak a terlete, melyet

az x > 1 abszcisszdju, ill. az y > 0 ordinftdju pont hatdroz meg,
Vezesstk be a sikon az 1, ¢ poldr koordindta-rendszert és legyen a

g gbrbe egyenlete polirkoordindtdkban r = ¢ (p), ahol g€ COEX # o’
L/
0< p - o, A g girbe valamint végpontjait az origdval Ysszekttd

egyenesszakaszok £ltal hatdrolt
8= { T prec<rsp (cp).défPéﬁ}

tartoményt szektortartomdnynak nevezzik (1. 31.2 dbra),

31, 2 4bra

31.2 Tétel. Az S szektortartomdny méréxetﬁ teritletd és textilete

mess=% S 92(@)(1(?. (31.2)
o
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Bizonyitds., Osszuk fel az [of,f] intervallumot az
HZFQLP L e Py <Pl el qgn=b osztdpontokkal n részre
és vezessik be a Py cpk_1=A§0k, m = min o jﬁp) Mk= max Q(g),

[Pt Pr-10 9]
k=1,2,..., n jeldléseket. E felosztdsnak megfelel az S szektortartoméiny
felosztdsa rész-szektortartomédnyokra a (@ = P k=1, ..., n-1, félegye~

nesekkel, A k -adik rész-szektortartomédnyban oL, 1. Mk sugérral huz-
zunk kérivet. A megfelels m,, in, Mk sugaru kircikk teriflete, mint i~

1 2 1 -
meretes 3 mkA cpk, 111, 3 Mi'A (Pk . Az m, k=1,2,..., n, sugaru
kircikkek egyesitése S részhalmaza; az M, sugaru kircikkek egyesitése
pedig tartalmazza S -et. Ezen egyesitések terilletére nyilvdn fennsll

Az utohbi egyenlbtlenséglinc elss, 111. utolss tagja azonban a (31.2) egyenl6-
ség jebb oldaldn 4116 integr4l alse, ill. fels§ vsszege. Miutdn ez az Integr4l
az egyetlen szdm, mely [o,f] tetsz6leges felosztdsdhoz tartozs alse, 11l
felab Usszeg kizé esik,

B
mess=mms=1 | o® (@) dq .1
[+ 4

31.3 Péida. Kiszdmitjuk az r =ap , a > 0 Archimedesi spirdlis (I, 20,7
Példa) 04 @<= 2T ive §ltal meghatfrozott S szektortartomény teritletée:

2 2

3
mesS=-2- S achzdcp=§-2- [—C-g—]o=
0

@2y |

(7

vagyis a teriflet az a2X sugaru kér teriletének harmada,
31.1 Definicié, Legyen a g girbe paraméteres megadisa
x = x(t), y= Y(t)a A=< fj ’ (31-3)

ahol x(t) és y(t) az [u, Pl intervallumban - végesszému
hely kivételével - folytonosan differenciflhatck és x(t), y(t)
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korlitosak, legyen tovdbb4 (31.3) az (o, [5 ) nyll inter-
vallumnak az x,y sikba valé egy-egyértelmi leképezése; =

p 1
mesg= | G070 ? @ GL,4)
ol

integrilt g ivhosszinak nevezzik.

Az ivhosaz (kocordinita-rendszertSl fiiggetlen) geometriai definicisidt a
Vi. Kitetben adjuk meg.

Az ivhossz a gorbe paraméterezésétfl fuggetlen, Ha ul, elvégezzik a
t=t{u) " paramétertranszformécict” ahol t(u) szigoruan monoton (pl. ntve-
ked6) és folytonosan differenciflhaté figgvény az ¥~ <u 2§ intervallumban
és t{(p)=o, t(8)=0H , akkor a helyettesitéssel ttrtén§ integréldst alkal-
mazva

s L8 1
' 2 2 2 2 2
dt
@' @) e (@ @’y o,
T 'y
B 1
2

A (31.4)-gyel definiflr ivhossz fogalom kielépiti a ponthalmazok mérté-
kével szemben tdmasztott (a 24, pont végén felsorolt) négy alapver§ kiivetel-
ményt a kijvetkez§ értelemben:

a) Ha a g gbrbe kielégitt a 31.1 Definici6 ktvetelményelt, akkor
mes g =0.

b) Ha g, = {(x,y). x= @0, y= ‘i’l(t), aft:’fb}

5= {y: x=9,0, y=Y,0, pe=y]
ep Yoy ¥ , kilelégitik a 31.1 Definicicban szerepl§ feltételeket és
gy n g, legfsljebb a két gbrbe végpontjait tartalmazza, akkor a

g=g . 8= i' yix=¢m, y=Ywo, otété}“} ,

gurbének, ahel
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CPi(t) REtLfH

0= )
@, pe=r

ig van ivhossza és

mes g =mes g, +mes g, .

c)Haa g= { xy:x=q®, y= Y0, uétép}
girbét (mely kielégiti a 31.1 Definicio kiivetelményeit) eitoljuk a sikban vagyls
tekintitk a

g= { @yrx= @) +c;, y=¥O+c,, « ététb}

gbrbét, ahol eys Oy tetazbleges valds szdmok, akkor ivhossza nem viltozik:
mes g=mes g .

@ Az OH:x=t, y=0, 0=t=1 szakasz ivhossza mes OE=OE = 1.

Ha specidlisan & g gorbe egyenlete y =i{x), a =x =} salakban adhatd
meg, ahol { az [a,b] intervallumban ~ végesszdmu hely kivételével - foly-
tonosan differencidlhaté és £’ {x) korlites, akkor

b
mes g = S a+t2a)? ax . (31.5)

a

.

Ha az x,y sikban r, @ polérkoordindtdkat vezetlink be (1. (20.7)) és8
a g gorbe egyenlete r =1 (@) «=@=0 alakban adhat6 meg, ahol r{q)
az [o,(] intervallumban - végesszdmu hely kivételével - folytonosan diffe-
rencidlhaté és 1’ (@) kerlétos, akkor

p 1
mes g = g (r‘z(q’) +r2(cp>)2 dg (31.6)
of

Ui. a (20.9) paraméteres alakra 4ttérve
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x=x'cos¢@ - sing ,
}}=r’sincp +rcosq ,

02 .
ahomnan x +y2=r'2+r2 .

31,4 P6lda, Az x=acost, y=bsint, 0=ct=2T", a=b> 0, egyen-
lettel megadott e ellipszis (1. 20.2 P£lda) kielégiti a 31,1 Definicithan sze-
repls ktvetelményeket, 1étezik tehdt ivhossza. (31.4) szerint keritlete

(a szilmmetria miatt a 0=t = —:g- negyedellipszis ivhcsszdnak négyszerese)

X
2

mese =4 {azsinzt + b‘2 ::oszt)2 dt =

Jr—

Nl

2.2
= 4a j. a-2 ;b coszt) dr .
a
0 .

Felhaszpilva a cost = gin 62:2- -t) azonossigot & elvégezve az u =(-:g- -t)
helyettesitéat

R

mese = 4a J 4 kz sinz ll)z du,

[}

[

1
ahol 0=k = -i— (a2 - 1-;2)2 < 1. Bir az itt szerepl§ (1 - K2 rsin2 t)'2 fugg-
vénynek van a [0, lzr-] intervallumban primitiv filggvénye, az nem 4lltthatd

el6 elemi fiiggvények segltaégével zért alakban {kivéve természetesen a
k=0 trividlis esetet). Az
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X
2 L

Bk} = S - kz stt)Z dt

4]

kifejezést misodfaju teljes elliptikus integrilnak nevezzik, E(k) kiszimitdsdra
a IV, Kétethen visszatérink.

A ktivetkez8kben "forgdstest térfogatdnak”, ill. "forgédsfelilet felsziné-
nek" kiszdmitdsdval foglalkozunk, Vegyik fel a térben az x,y,z Descartes-
féle deréksztgl koordindta-rendszert (1. IH. Kdtet, 4. pont). Legyen az X,y
sikban levd g grbe egyenlete y =f(x), a <x <b, ahol { az [a,b] inter~
vallumban korldtos és - végesszdmu pont kivételével ~ folytonos figgvény.

A g gorbe alatti tartomény x tengely kbrili megforgatdsival el6ilié F for-
géstestnek nevezzik a tér azon (X,¥,z) pontjainak halmaz4t, melyek tdvolsiga
az x tengelytfl kisebb, vagy egyenl§ mint |tx)|, vagyls

1
F= {(x,y,z): (yz.g.zz)zélf (x)i , a=gx éb} .

31,2 Definicio. Az F forgistest mes F -fel jelolt téxfogatdt a kivetkezs-
képpen értelmezzik

b
mesF= X S Ax)ax . (31.7)
a

A térfogat fogalméra az V. Kotetben még visszatértink. A (31.7) -tel
definislt forgdstest - térfogat fogalom kielégiti a ponthalmazok mértékével
szembern tdmasztott (a 24. pont végén felsorolt) kivetelményeket a kivetkezd
értelemben:

a) Az F forgistest térfogata mes F = 0.
b) Ha Fl és FZ két forgdstest, melyeknek legfeljebb valamelyik “alap-
Iapja™ kbzta, akkor mes (F1 J Fz) = mes F1 -+ mes F2 .

¢) Ha az F forgistestet eltoljuk az x tengely mentén, térfogata nem
viltozlk.

d) Az egységnyl alapteritletd és magassdgu egyenes ktrhenger, vagyis
1

2
az y= X °, 0=£x =1, egyenletl szakasz alatti tartomény X ten ely
4

koruli megforgatdsdval nyert forgéistest térfogata 1.
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315 Példa. Szémitsuk kKiaz y= |R2-x°, -R<a<x<b<R egyenlett
koriy alatil tartomédny x tengely korili megforgatdsdval keletkezd G gtmb-
szelet térfogatdt,

b
mes G= 3(; (Rz-xz)dx= JI[Rz(h-a)vg- (bs—a3)] =
a

= % X (b-a) [3R - (az+ab+b2)] .

legyen most az x,y sikban levf g girbe egyenlete

x=x{t), y=y@), «=t£pH , (31.8)

paraméteres alakban adott, ahol x(t) és y{t) az fo, }3] intervallumban -
végesszdmu hely kivételével folytonosan differenci4lhatok és x(t), y(t) korld-
tosak, y(t) = 0, legyen tovédbbd (31.8) az (o, b )} uyik intervallumnak az
X,y sikba valo egy-egyértelmll leképezése; a g girbe x tengely kortli meg-
forgatdsdval el54l16 forgd sfeliiletnek nevezzik az

o]

§= { {x, ¥, Z):x = x(t), (Y2+zz) = y@) océtéfb}

halmazt.
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1.3 Definlcid, Az S forgdsfelulet mes S -sel lelth felszinét a kbvetkezd-

3
A A S
képpen értelmezzik
p 1
mesg S = 27 S y(t)(iz(:) +372w)° dt (31.9)
o

Kunnyen beldthats, hogy ez a definicié (az {vhosszhoz hasonldan) figget-
len a gbrbe paraméterezésétfl és kielégit! a ponthalmazok mértékével azem-
ben tdmasztott (2 24, pont végén felsorolt) és az adott esetnek megfelelSen
megfogalmazott négy alapvetS kbvetelményt,

Ha specidlisan a g girbe egyenlete y=£(x), a £ x<b, alakban adhato
meg, ahol { az [a,b:l intervallumhan ~ véges szdmu hely kivételével - folyto-
nosarn differencidlhatd, f(x)=0 és £ (@) korldtos, akkor

b
mes § =27 j fo) (1 +1 2 ax. (31.10)

a

=

31.6 Példa. Szémitsuk klaz x=acost, y=bsint 0 =t=X , a>b> 0,
egyenlettel megadott "fels6” félellipszie (1. 20,2 Péida) x tengely kixrtli meg-
forgatisfval keletkez6 5 "nyujtott forgdsellipszoid™ felozinét. (31.9) alapjén
X
mes § = 23 S b sin t(aZsin’t + b vost) dt =

]

|

1
2.2 -
a ";’ cos)? dt .

a

x
=2Jba S sint (1 -
o

1
1,2 2)1 , .
A k= Y a -b jellléssel az u =cost helyettesités elvégzése utdn kapfuk

-1
mes S = -2 X ab j a - ¥4
i

|
[

o
[

1
du=4 T ab J a-x* vH? du.
[+ ]

Végezzik el most a sip v=k u helyettesitést:
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arcsink arcsink

mesS=ijr— coszvd\r=i3.r_a_§ M}ldv=
k k 2
[+ (o]
arcsink

2 2v
= kab [Y +’Bin2 ]o

. 1
2% ap [, g AT,
vk

xv

31,4 dbra
Az a=h, vagyisa k=0 egetben d szdmitis texmészetegen sokkal egysze~
tlibb, azonban végeredményimkb8la k—=0 hatérdtmenet elvégzésével is meg-
kapjuk az "a" sugaru gbmb 4azilf felszinét,

Legyen adott az x,y sikban az (xl', YI)' PO (xn, yn) pontrendszer
és helyezzuﬂk el az (xk, yk) pontbhan m > 0 tYmeger, k=1,2,,.., n.
E tYmegpont rendszer x, {ll. y tengelyre vonatkozo elsbrendu nyomatéka:

n n
szgykmk, 1. My=Zka.k,

k=1
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S(xs, ys) sulypontjdnak (ttmegktzéppontjdnak) koordindtél pedig

4, a
*~m ' Y= m !
n
ahol m = Z m, (I, I, Kotet, 4.3 Példa). Ismeretes tovdbbd, hogy a suly-
k=1

pontfogalom kielégiti a ktvetkez6 alapelveket:

a) Homogén anyagu szimmetrikus test sulypontja a szimmetriasikon,
a szimmetriatengelyen, 111, a szimmetriakbzéppontban van,

b) Egy ttmegeloszldésnak S akkor és csak akkor sulypontja, ha az
S -ben elhelyezett Yssztmeg tetszbleges egyenesre vonatkoz6 elsérendd nyo-
matéka megegyezik a tbmegeloszlis elsbrendl nyomatékdval. Sikbel t8meg-
eloszldsnak S akkor &s csak akkor sulypontja, ha az S -ben elhelyezett
tssztomeg két nem pirhuzamos egyenesre (pl. az x ésaz y tengelyre)
vonatkoz6 elsfrendd nyomatéka megegyezik e témegeloszlds elsGrendd nyo-
matékdval,

¢) Ha egy tomegeloszlést részekre bontunk és minden egyes részt a Tész-
nek sajt sulypontjdban elhelyezett tbmegével potolunk, az igy nyert tmeg-
pont rendszer sulypontja megegyezik az exedeti tmegeloszlds sulypontjdval,

Az integrél alkalmazését sulypont meghatdrozdsdra a kbvetkez6 példi-
kon azemlélretitk.

31.7 Példa. A homogén egységnyi sirliségl vékony lemeznek feleljen meg az
X,y sikonaz y=£f(x), a=x<b, gtrbealatti H tartomény, ahol

fe C‘Ea 5l és f(x)> 0, x€[a,b]. (A vékony lemezt egységnyi sliriségiinek
nevezzlk, ha tetsz6leges t tertletti darabjénak tbmege t). Tekintsik az
[a,b] intervallum P = {Ik:k =1... ,n} felosztdsdt, ahol I = [x ;. x ]

- 21
és jelljuk §k -val az Ik intervallum felezSpontiat, ‘gk =3 (xk_1+xk).
Pétoljuk a lemez X1 £ X = X egyenlStlenséggel jellemzett darabjdt az
{(x, yix € Ik’ D=y =f (gk)} homogén egységnyl stiriségll téglalap lemez-
zel. E téglalap tbmege 1f{ 3:3 (xk - xk-l)’ sulypontja pedig az

1
S (gk’ 3 f (gk)} pont. (L. 31.5 ébra,) Ha az el6bbieket minden k -ra,

k=1,2, ..., n elvégezzUk, az eredeti lemez X tengelyre, 111, y tengelyre
vonatkoz6 elsGrendli nyomatéka kizelitGleg a kapott téglalaprendszer S, suly-
pontjaibél £116 t¥megpontrendszer megfelels nyomatékdval helvettesithet§:
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i
| | —t
i ; E i
! | 1 !
7 ! i i 1
i e e N
: { ! i
I | |
| I . !
i | i :
' i i i
{ L L 1 -
a Xk1 Ex Xk b X
31.5 dbra

n
T~ l -
M, "'5—;1 2 TOE - HEQ & -x ),

1,
n
My zf‘; St (B e~ 1)

Miutdn ezek az Usszegek az -;- f2 (x), ill. az xf(x) fuggvény E:,ta inter-

vallumra vonatkoz6 téglinytsszegel, és a kbzelit6 egyenifségek nyllvdn anndl
pontosabbak, mennél finomabb az [a, b] iatervallum felosztésa, jogos az
eredeti lemez Mx’ if, My nyomatékénak ktivetkezs értelmezése:

b b
M =-;- S Pxydx, M, = S x tx)dx .

X
a &

A lemez ttmege
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b
m=mes H= X f(x)dx ,

a

S sulypontjdnmak X i, Vg koordinitéja a nyomatékok egyenl8ségébll:

% o1 [
X m T m Sxf{x)dx,
a
b
M
x 1
Y¢" m ~ m Sg(x)dx.
a

31.8 Példa. Legyen F homogén egységnyl slirliségil forgéstest (bdrmely v
térfogatu részének tbmege legyen v), Tételezzik fel, hogy F az x,y sik-
beli y=£(x), a<x=Db egyenletd girbe alatti tartomény x tengely k¥ruli
megforgatdsdval szdrmaztathat6 és € c‘[’a ) - B0szdr Kiszémitjuk F -nek

az y tengelyre vonatkozs elsGrendit nyomatékat, Tekintstk az [a,b] inter-
vallum P={ Ik: k=1, ..., n} felosztésit ahol Ik= [x'k-l' xﬂ és jeldljik

_1
gk ~-yal az Ik intervallum felez8 pontjét, g k-3 (ﬁ(—l + xk). Potoljuk a
forgdstest Xy -1 £ XEx egyenl6tienséggel jellemzett darabjit azzal a ho-

mogén egységnyl strtségll hen rrel, amelynek alap-, i1l, fedSlapja az
gen egy gil henge: yo p P
x=x ;0 L x=x sik, tengelye az x tengely és sugara l £ (%) ‘ .

E henger tdmege Jffz (2 (x, - ), sulypontja pedigaz S (¥,, o, O
B & " Fxe1 By

pont., Ha az elébbieket minden k, -ra, k=1, ,.., 1 elvégezziikk, F -nek
az y tengelyre vonatkozé els6rendl nyomatéka kiizelitSleg a kapott henger-
rendszer Sy sulypontjaib¢l 4116 témegpont rendszer y tengelyre vomatkozo
nyomatékéval helyettesithets:

My =3B T oy Ry

Mfutén a jobb oldalon 4116 bsszeg a = 8 (x) fuggvény [a,b_ imtervallumra
yonatkozo integrilktzellts Bsszege €5 a xtzelit§ egyenlsség nyilvédn ann4l pon-
tosabb, mennél finomabb az :a,b} {ntervallum felosztdsa, jogos az F for-
gistest Mv nyomatékédnak ktvetkezs értelmezése:
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b
My=1ﬂ’ j xfz(x)dx.

a

Jelsljuk F sulypontjdt S(xs, Vg zs) -sel. Mivel az x tengely P szimmet~
ria tengelye, S rajta vanaz x tengelyen, tehit Vg™ z, = 0. xg et a ktvet~-
kez6 nyomatéki egyenletb6l szdmithatjuk ki: X m = My » (ahol

b
m=X I fz(x)dx
a

a forgédstest tbmege): b

S xt>(x)dx

x_a
) b *

j fz(x)dx

a

32. Numerikus integralas

A Riemann integrdl kiszdmitdgdra 8z0lg416 pontos madszerek ttbb eset-
ben nem vezetnek célhoz; példful akkor, ha az integrandus fuggvénynek nem
létezik primitiv fliggvénye, vagy primitiv fuggvénye nem 4llithats el elemi
fuggvények segitaégével zdrt alakban. Ilyen eserekben az integral értékét kb~
zelitfleg hatdrozzuk meg, mumerikus integrsildst végziink. A numerikus integ-
rélés médszerelt alkalmazhatjuk minden olyan esetben, amikor az integrél
értékére (adott hibdju) ktzelitéssel van cgak szitkségiink, fuggetlentl attol,
hogy az analizis pontos modszeret alkalmazhatck-e, Ha az £+ {a,b]—R fuige-
vény Riemann szerint integrélhats, akkor alkalmazhatok a numerikus integ-
réldsi modszerek. Ha a fiiggvény nem Integrilhats [a,b] ~ben, a kbzelits
formulék természetesen helytelen eredményt adnak. Ezért igen fontos meg-
gy6z8dni arrol, hogy f&y _ e, 5] fenndll-e.
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a) Téglalap szabdly.

Az Ik = [a + (k-1)h, a+kh] részintervallumban - ahol h =-1-)-E-1- és
¥=1,2, ..., n, f()~-etaz fla+k-Dh)= V-1 konstanssal (0-ad foku poli-
nom) helyettesitjuk (Idsd 32.1 &bra), Igy

b
j f(x)dx zh(yo typ e TV ) (32.1)
a
Tulajdonképpena P= [ I.k: k=1,2, ..., n} felosztdshoz tartozo egylk T P
téglinyteszeggel ktzelitettimk, Ha Y = f(a+k h) ~val képezziik a tégldnytissze-
get (k=1,2, ..., n), akkor egy mésik k¥zeltéshez jutunk,

gh
=fix
’/‘\ //U f [ )
/,\ '/ AN 7 I’
\ all v} \J = 4 \\_-‘Ll
/ \V \L_/ \J
L\"'
t
Yl Y 7O % R
P
i l
.
\ i X
a+0oh
v
) a_+{k —?]h
a+h l
a+kh
32,1 #bra
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b} Trapéz szabély. §
Az I = [xk-l' xk] részintervallumban ~ ahol x,_=a+kh, h =£;-;—34

1
és k=1,2, ..., n, f(x)-eta pk(x) = V-1 +—]-1- (yk - yk-l) x =~ xk-l) elsd-

foku polinommal kbzeltjik (Isd 32,2 4bra), ahol Y = f(xk). Tehdt az integ-
rdl kzelits éxtéke:

b

b %] ¥,y ¥ Y
J‘ f(x)dxzh.%lzo-l- 221 +...+—-’-1——23—}-)=
a
Y, v,
=Shég +y FYyte FY ) @32.2)

a 3 b 1
\ .
ﬂﬁ(""]"l (Wi AR T L |

avkh \\

\
\

32,2 4bra
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Bizonyithats, hogy ha f kétszer differencidlhats és If"(x)f < M,

-a) M
x Efa,b], akkor n 2 I/(—b—ﬁ)s— esetén a P={[k; k=12 ..., n}
Ik = [a + (k=1)h, atk h] felosztdshoz tartozé téglalapformuldk, illetve a
trapézformula & -nél jobban megktzelitl az integrdl pontos értékét

b-a
(£>0, h-——;—) .

¢) Simpson szabily,

Az [a,b] intervallumot 2¢ szdmu egyenl6 részre bontjuk, h =%§ .
Az Ik= [x2k_2, x2k] k=1, 2, ...,¢ , intervallumban, ahol x = a3 + mh
m=090,1,2, ..., 2¢, f ~et azon pk(x) mésodfoku pelinommal helyettesitjik,
melyre P Xy ) = Vox-z Pul®op-1) = Vox-1r Pylpy) =¥y » 2hol
Voo =fx ), m=0,1,2, vees 20 (18sd 32.3 ébra).

Az integril kizelits értéke

b L T
J/ fxdx = > S B, (¥)dx
a k=1 x
k-2
32.1 Segédtétel. (Kepler féle hord¢ szabily,)
lLegyen
px) = axz +bx+¢, akkor
X +h
o
p@dx =2 [px_~h)Hp(x otz )]
% ~h 3 ] o ° ’

o
Bizonyités, gehizonyitjuk, hogy a szabdly érvényes a qo(x) =1, ql(x) =X
és qz(x) = x" esetekben, Ebb6] ktivetkezik mdr hogy igaz p(x) = ax2+bx+c
esetben i3 (23.4 és 23.5 Tétel alapjén)
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¥

\ fo/ y-fix)

U:i -1 Yox

I
f
I
! i
|
|
I
1

|-

x ~h
o

X2 Apk-1 Az

= e

Sy
‘x

32.3 4bra

2h=§[1+4+1] -

| ey

[Qc(x(;h)ﬂq o T qo(xo+h)] .
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xo-r?n
[ st o o7
% .

-h
0

.bx =

=2xdh= o

PO

= % [xo-h-|4x0+xo+h ] = -l-;- [ql (xc'--lu)-}'d;q1 (xo)-l-q 1 (x°+h)]

x +h

24
2, 1 3 39_ 1l 2,37 _
xﬂ_h xax=g [& +0° - & -w )= 3 [onx] +20°] =
o

hr 2 ,.27_h 2,2 2
=3 [6x + "] =3 [x, " +4x +&x *H 1=

=7 [0, ) + 4 ay6x ) +qylx + 1] .1

A 32.1 Segédtétel alapjin kapjuk tetszSleges k=1,2, ..., 0 -re:

x x +h
2k 2k-1 N
g P (x)dx = g Py Wx =3[y, HIHR Go  HP Ry )] =
*2k-2 o172

h
=3 [px"‘zk-z)*“"k“zk-i**pk("zk’] =

h
=3 [Yogez ¥ 9951 T V5] -

Ezek alapjdn kapjuk a Simpson formulst:

b f X9y
S (x)dx =) S p, (R =
k=1
a *2x-2
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h h
=3 My v, ] +3 [y, + 4y, 45, ]+ +
h
+3 [ Vapeg ¥ 4990 +¥pe] =
.h .
=3 [yoﬂy1+2y2+4y3 Faeet 2y, MY, _147281 . (32.3)

Bebizonyithato, hogy ha £(x) 1éezik és korlétos, azaz If“)(x) =

4 5
akkor az n=2f > V El%‘ osztésponttal gzdmitott Simpson formula

b
£ >0 -pdl jobban megktzeliti S f(x)dx ~et.

a
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