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I. Komplex fuggvények valos
és képzetes rész bsszegére bontott alakja. Euler 6sszefiigges

Hozzuk u{x,y) + iv{x,y) alakra a kovetkezd komplex fiiggvényeket:

Q]

2
« 1 Z -1 -
I w(Zz) , ¥ 2, w(z)= -, 3. w2 W 1,
z 4+ 1
z z
4, w(z)=g”, 3. wiz)=ze , 6. w(z) = in z,
E?_; w(z) = cos z, 8. w{z) = sin z, * 9. w(z) =ch z,
z
10. wi(z)}=sh z, 11, wiz)=—, [2. \\'{z}:—“‘-ji__
. z zZ =2
z +z

Atlitsuk elé w(zi=f(z,z) alakban a kivetkezd komplex fiiggvényeket:

* 13, wi{z) =2 ;+ié R
X -y
2 2 5 .
oy X - ¥ +2 xyi
% [4, Wiz = 3 3
X +y

Az BEuler formula felhaszndldsdval adjunk zdrt sszegképleteket a ko-
vetkez8 osszegekre , ahol n = 1 egész:

sin x + sin 2x + ... + sin nx,
cos X +cos 2x + ... +Cos nx

Hatdrozzuk meg a kivetkezd végtelen sorok dsszegét:

o

n = n
* 17, Z r cosny , * 18, Z r sinng .
n=0 n=1

(ahol r és ¢ valésak, tovdbbd 0 < r < 1)
-9 -



19 Z cos ’1“0 (Vizsgdljuk e®  Taylor sorét!)

Igazoljuk a kovetkezé azonossédgokat.

% 20, |sin{x+ iy)|2 = sinzx + sh2y = chzy - cos’x.

AN en}’f ¢V
e v =-i ctg 5 (¢ ésV valosak).
e - e

I1. Tartomanyok, geometriai helyek és vonalak
a komplex szamsikon

Jelvljitk ki a komplex szdmsikon az aldbbi egyenlétienségekkel meg-
adott tartoméanyokat:

22.  |z|%2, 23, |z|> 2, 24, 1%|z|%2,
25. l_i—T <t ( & tetsz8leges kis pozitiv szdm)
26 —L > 27. lz-i+1]<2
. lZ _ 1‘ )
% 28.|Rez[> 1, |Imz|> 2, 29. |z |+ Re(@) = 1,
z-1 < z+1
30. [ = b 31. | 2] <7

Hatirozzuk meg a komplex szdmsikon a kovetkezsd egyenleteket kielé-
gité komplex sz4dmoknak megfelel§ pontok mértani helyét:

2
32. Re(zz) =0, 33. Re(z ) =1,

34, Re(zz) =-], 35. Im(zz) =0

- 10 -



36. Im(zz) =1, 37. Im(zz) = -1,

% 38, |z -1 =lz+i] , * 39, [z-1]+]z+1]=4

* 40.| z2- I|=k (<<l x=1; Xx>1 esetekben)

Irjuk fel a kiivetkez§ egyenesek egyenletét z és z komplex véltozok
segitségével:

* 41, x=c, * 42, y =c, {c valos dlland6)
* 43, y =X, * 44, V= X, %45, x+y=2
#* 46, ax+by+c=0 (a, b, cvales egyetthat6k).

¥47, z és z, adott komplex szdmoknak megfelel§ pontok tévol-

sdgat felez6 merdleges.

Irjuk fel a kovetkez8 korok egyenletét z és z komplex viltozék segit-
ségével:

48. Origé kozéppontu 1 sugaru kdr.

* 49, P0 kozéppontu r sugaru kur, (PO az, adott komplex szdmnak

megfeleld pont.)
2 2 )
¥ 50. x +y +ax+tby+c=0, (a, b, ¢ valosak).

Milyen gorbék felelnek meg az aldbbi valés "¢ véltoz6eol fliged elfa~
julé komplex fliggvénynek? '

51. z{h=acost+ibsint, 0%t<2T, (@a>0,b> 0

52, z(h=ae‘+bet, 05t<2W @>0, b >0)

53, zitr = @D gsbvales),  -ee< t < on.
54. ity =at+be ™t 20 @>0, b>0, @ >0
55. Zt)=t+— , 56. 2t)= LEL

. t i-t

- 11 -



lgazoljuk a kovetkezé allitdsokat:

Ha z, +2z,+2,=08s |2,j=|2,] = |25 = I, akkor a sz6-

ban forgs komplex szdmoknak megfeleld pontok az origs k-
zéppontu egységkor keriiletét hdrom egyenlé részre osztjdk.
Ha z) +z,+2,+2, =08 12)] =[z,[ = [24] = 2, = L,
akkor a szoban forgé komplex szdmoknak megfeleld pontok

egy az origé kbzéppontu egységkdrbe irt derékszogii parale-
logramma csucsai.

IT1. Komplex szamokbal allo halmazok
Komplex tagn sorozatok és sorok

59. Korldtos-e a |z |+ Re(z) £ 1 egyenlbtienséget kielégit6
"z" komplex szdmok halmaza? Adjuk meg a komplex szdmsik

azon tartomdnydt, amelyet ezen halmaz clemeinek megfeleld
pontok kitdltenek.

60. Adjuk meg az

+
mi nt1

szdmhalmaz 8sszes slrlisgdési helyeit.

{m és n természetes szamok;

Adjuk meg azon z =x + iy komplex szdmok halmazdnak
osszes siirlisodési helyeit, amelyeknél x is, megy is raciond-
lis. Rendezziik e halmaz elemeit ugy, hogy azok szdmsoroza-
tot alkossanak.

02, Sorozatba rendezhet§-e az egységnyi abszolut értéku
komplex szdmok halmaza?

Sz4dmitsuk ki a kivetkezd z, D= 1,2, ... sorozatok hatdrértékét,

és hatfrozzuk meg, hogy hanyadik tagtdl kezdve lesz a sorozat tagjainak
a hatarértékiS! valé eltérése adott £ > 0 szfmnil kisebb., (Mi lesz az
£ -hoz tartozdé N(£ ) kiiszobszim?)

n-i
* 63. n n+1
#* 64. :ﬂ{l__l
Fl n it

..12...




Vizsgdljuk a kivetkez§ sorozatokat korlatossdg, slirlisodési helyek és
konvergencia szemponijdbsl. Ha konvergensek, szdmitsuk ki hatdrércékitket:

n

¥ 65. z = (1-i), 66. z =1+—,
n Il 11

241

n
n 1
=i = * z =
z =1 (+) 68, z (3 ).

2R .0
L
xeo. oz =UH gy )
3 3
®71. 2 = @+D"
It
* 79, _cosny +;51n ne (9 valés)
. (1+1i)
_ 1 ipn
2z =z += kompl
73. z =z to e (z0 omplex, ¢ valés)
s
)
74, z ={(1+-)e R
n n
3, i
* 73, z =(2+~)elln.
n n
. . P xn X
Ismeretes, hogy valés x esetén lim (I +=) =e
n-¥o0 n
Mutassuk meg, hogy ez az &sszeflggés komplex z esetén is
fenndll, )
z.n g
. . n
Utmutatas: Hozzuk (1 + H) komplex szamot rﬂe expo-

nencidlis alakra, majd vegylik figyelembe, hogy

ilim
i n-vco(P n
- n .
iimr e =lim r . e
n n

1 —e 0o 0—»co

- 13 -



A 76. feladatban bizonyitott tételt felhasznalva szAmitsuk ki a kovet-
kez8 sorozatok hatdrértékét:

v\ I g 1}
77. = 2 . = A
7 z (1+12n), 78 z (1+1n)

Vizsgiljuk a kbvetkezd sorokat és amennyiben konvergensek, szamit-
suk ki az tsszeglket:

= /v =71 1\
s, S5 *80. Z(E*E)
k=0 0
Vizsgiljuk a kivetkez6 sorok konvergencidjét:
oo iﬂ ©
Bl. Z 7 2w

Utmutatéds a 82. feladat megoldasahoz

2i
Mutassuk meg mindenek eldtt | s | =| R ] korldtossdgdt.
oe
Majd alkalmazzuk a kovetkezd tételt: Ha Z a, komplex tagu sor rész-
n=1
jetosszegeinek abszolut értéke korldtos és b1 > b2> cee 2 bn > ...
sorozat a zérushoz tart, akkor

oo

E a b végtelen sor konvergens.
nn

n=1

és igy IS, korldtossdga és

=R

in
Jelen esetben a_=¢€ , b =
n n

1,1

> ... 0 miatt az idézett
n n+1

tétel értelmében a konvergencia feltételei teljestilnek.

- 14 -



IV. Fuggvényhatarérték és folytonossag

Vizsgiljuk a kivetkez8 valgs vdltoz6s komplex értékl fliggvényeket 2
megadott t helyen hatdrérték és folytonossdg szempontjibol:

sin £
83. zit)=t+ 1 < to—-O,
R
84 Zity =t+isin —, t =0;
t [s]
1
* 85, sty =L riet?, ¢ =2
t o
86. at) =—— |t =i
2 s}
t +1

Szamitsuk ki a kovetkezd hatarértékeket:

23 - 33
¥ 87. lim ——7—
Z = a
3
88. lim _Z__+_3i

z-—oo522~ 9

22* 1
* 89, lim —————

7 - i 1(24- 1))

3
% 90. im 2z *2)

z—-—ii(22+l)

N

z

Vizsgdljuk f(z) = -21—1 (: - -E) figgvényt z = 0 helyen.

- 15 -



Ertelmezzék az aldbbi fligovényeket|z |> 0 esetben a kozole képletek.
Vizsgdljuk Sket a z, = 0 helyen hatdrérték és folytonossdg szempontjaboi:

92. NOE ER:!(ZZ)t,

93, g, :Tli—n[%

% 94 [(2) = Rlez(]Z)

% 05, g,() = ““Ti%

*96. (o) = [Re@
3 [z}

#97. | g4(z) = [—h;%zi)]—z

Vizsgédljuk a kovetkezd fliggvényeket z, =0 helyen:

1
98, f(z) = ozl
1
99. f(z) = 5@
1
100. f(z) = eIm(Z)

Vizsgaljuk folytonossdg szempontjébol a kovetkezd fliggvényeket:

0, ha z =0 vagy|z]irraciondlis
101. f(z) :%
/ 1 hal z]zB raciondlis

(4q q

(p és q pozitiv egészek és relativ primek)

-16-



0, ha z=0
102, f(z) =

i

sin¢ ha z =1xe ést )y 0

103. Igazoljuk, hogy f(z}= Z' az egész nyilt sikon folyto-
nos, azaz tetszdleges z ~Ta fenndll, hogy |zn - zg | <E
hacsak Iz - Zo’< § {£). Hatdrozzuk meg 8 (&) fliggvényt.

V. Komplex fiiggvények differencidlhatosiga

Hatdrozzuk meg a kovetkezd valss véltozos komplex fliggvények deri-
véaltjit a megadott helyen a derivdlt definici6ja alapjdn:

_itt o1
(104, sy=T—, t=L
105. 2ty = B TPIE €

Hatdrozzuk meg a kovetkez§ vales vadltozos komplex fliggvényekkel
adott gtrbék érintd- és normdélvektordt a 5 paraméterii pontban:

* 106. ty=aetebe

% 107. ity = o@D

Vizsgiljuk meg a derivélt definicicja alapjén, hogy differencidlhaték-e
a kovetkez§ komplex valtozos fliggvények:

N { e

108, w(z)= 23, 109, w{z) =

110. w(z) = ﬁ 111, wi(z) = ;2,

w(z)=2z|z] 113. w(z) = z Re(z)

-17 -



A Cauchy-Riemann féle parcidlis differencidlegyenletekkel vizsgéljuk
a kbvetkez( fliggvények differencidlhatoségét:

%114, i(z} = z3, 115, f(z) = é

z -2

116. fz)=¢e", ¥ 117, fiz)y=12,

118. f(z) = 27 119. 1(z) =$
A

Mutassuk meg, hdgy a kbvetkezBképpen értelmezett
komplex fliggvény az origoban folytonos, tovébbd itt a Cauchy-
-Riemann féle differenciflegyenletek is teljestlnek és a filgg-

vény mégsem analitikus.

f(z) = ulx,y) + iv(x,y) ahol

— X ha IxH{yl >0

' X+
ufx,y) = v(x,y) = y

0 ha x=y=0

Ismeretes, hogy az f(z) komplex fliggvényt akkor
mondjuk analittkusnak, ha a derivélt fliggetlen a Az =0 haté~
rétmenet m6djit6l. Ennek feltételét tehdt két tetszdleges

egymfsra merdleges

o .
AZ=AS8 ei——o 0 illetve Az=An-1eiL 0

hatdérmenettel képezett derivélt egybevetése utjén is megad-
hatjuk, legyen ugyanls w =u +iv, és igy a kétféle derivdlt:

1 2w -iot / 2u AV
=e ,as+i as)

i 28
e

tletve

1 awze—iot _‘a_g_i 4
lei“ n 2n an

18



és innen az egybevetés eredményeképpen:

Au_3v

-2 du _ 2
2

2s

<

s %n’

Ezek az egyenletek a Cauchy Rlemann féle feltételek 4ditaldnogitdsdnak te-
kinthet6k.

Mutassuk meg, hogy az 4ltalénositott Cauchy -Riemann feltételek
w(z)=f(z) aldbb felsorolt megadﬁsal esetén milyen alakot Slienek:

* 121, f(z) = u(x, Y+ iv(e,y)

% 122, £(z) = u(r, @ )+ iv(r, ¢ )
* 123, f(z) = @ (x,7) RS2
* 124, fz) = a(r,p)e” &)

A Cauchy-Riemann féle feltételek poldrkoordindtds alakjdval vizsgdl-
juk meg, hogy analitikusak-e a ktvetkezs figgvények:

% 125, flz) = 1 e21¥
126. :(z)=i2 AP
Ir
2
127. - fzy=Yre 2 *128. $(z) = § 2
(125 Ha wix, y)=9(x, y)e ¢ 7! figgvény analltikus, akkor

anafitikusak-e az aldbbi fuggvények:
wix,¥) = @ {x,y) +1¥ (x,¥)
wix.y)=lng (x,5)+1¥ x,y).

Az aldbh felsorolt u illetve v fuggvények lehetnek-e egy analitikus komp-
lex fliggvény valos illetve képzetes részei? Amennyiben lehetnek, keressik
meg harmonikus térsukat és £llitsuk el6az u+iv={ analitikus fuggvényt.

130, w(x,y) = 2x (1-y),

- 19 -



131. ey =3 g - 3o,
132, wx, ¥t = eX cos vy,
133. v(x,y)= " sin v,
134. u{x,¥) = sh x sin y,
135. v(5,¥)=cosxshy
136, ux, ¥ = T‘y—;‘ ,
X +y
137. -
v = Ty
X +y
¥ 138. u(r,;lp) =lnr,
2 .
¥ 139. V(I‘,LP)ZI‘ sin 2@,

(ahol r=]z]| és @ =arc z)

(A két utolsé feladat megolddsdndl a Laplace operdtor és a Cauchy-
-Riemann féle feltételek poldrkoordindtds alakjdt hasznéljuk, )

* 140, Milyen kapcsolatak kell fenndllni a > 0 és b >0 kozott,

—ax ips - - P
hogy u(x,y)=e cos by egy f(z) analitikus fiiggvény valés ré-~
sze lehessen. Hatdrozzuk meg ezt az f(z) analitikus fliggvényt.

A komplex nabla operdtort a kovetkezdképpen definidl-
juk:
3 . 2 . = L. .2
= — + — = m— o | ——
\V4 3x 3y és v =7 - 2y

Mutassuk meg, hogy egy analitikus f(z) = u + iv komplex
figgvény deriviltja a kdvetkezd mdédon is eldallithats:

20 = (2 - fy)-(um)_

- 20 -



* 142, Bizonyitsuk be, hogy ha f = u + iv analitikus, akkor
g ==-v + i uis analitikus.

143, Bizonyitsuk be, hogy ha £(z) és Tz) mindketten anali-
tikusak, akkor f(z) = konst.

* 144, Mutassuk meg, hogy ha az f(z) = u + iv analitikus flugg-
vény egy sikdramlds komplex potencidijat jelenti, ahol "u”
a sebességpotencidl "v" pedig az dramfliggvény, akkor a se-
bességpotencidl szintvonalai és az dramvonalak egy ortogo-
ndlis trajektéria-hdlézatot képeznek.

V1. Leképezések

Mutassuk meg, hogy a w = az + b leképezés egy nyujt-
tis-zsugoritds, egy forgatds és egy eltolds szuperpozicioja.
Szamitsuk ki a leképezés helyben maradé pontjit. Hatdroz-
zuk meg a lokdlis vonalmenti nyujtds-zsugoritds, elforgatds
és teriilettorzitds mértékét, Mit mondhatunk a leképezés
konformitdsdrel?

‘[ z rq LA 1t
146, Mutassuk meg, hogya w == leképezés a "z'" -nek
megfelel§ pontot a "w" -nek megfelel§ pontba az egységkdrre
valé inverzio, majd a valés tengelyen valo tikrozés utjén
viszi 4t. Konform-e a leképezés? Mit mondhatunk klilon-ki-

16n az elébbi két lépés konformitdsdrsl?

. L i . . ot il Lenie &
147, Mibe viszidt a w=— leképezés a "z" sik kbreit &s

egyeneseit? Milyen girbe felel meg a "w" sikon az

x2 - y2 = | hiperboldnak?
¥ 148. Mutassuk meg, hogy a
w = azth linedris tortfiiggvény, (ahola, b és d
Tcz+d BEVERY: » D 88

komplex egyiitthat6k és ad-bc # 0) egy linedris egész, egy
reciprok majd ismét egy linedris egész flggvény ldncolata-
ként 4llithato eld.

..21_



# 149, Mibe viszi 4t a lifedris tértfliggvény a “z" gik k¥reit és

egyeneseit?
(Utmutatds: a "z" sik kUreit és egyeneseit adjuk meg (z, z)—{}
alaku egyenletekkel, majd alkalimazzuk az inverz leképezést. )

A kbvetkezd linedris egész ftilggvények a "'z" sik megadott tartomdnyait
a "w" sik mely tartoméayalira képezik le?

%150,  w=1(z+1) a Re(z) >0 tartomdnyt.

* 151, w=({l+i)z az Im(z)> 0 tartoményt,

#* 152, w=-{lz+1) a |z |< 1 tartomdényt,
153. w={-1)x a {z|>1 tarremdnyt,

Hatérozzuk meg azokat a linedris egész flggvényeket amélyek az aldb-
bi "z" sikbeli tartomédnyokata mellettllk feltlintetett "w" sikbell tartomdényok-

ra képezik le?
154  fz(<l-et |w=-2(1+1)|<3-ra
#* 155, fz ~1i>2-t |jw-2i}>1-re

A "w" gik mely tartomdnyaiba vigzi 4ta w = -1- leképez&s & "z" sik-
nak az aldbbiakban adott tartoményait? :

0<y <1 157. x20, 05¢%

Hat4rozzuk meg azokat a linedris tsrtfuggvényeket, amelyek az aidb-
biakban adott Z)s Zy, 24 pontokat adott W Wy, Wo pontokba viszik 4t:

' z =2 pontot w, =1 pontba,
22 =1 wz = 1{
23 = -2 ws = -1
159, z, = -1 pantot w, = -1 pontia
z2 ={ w2 =1
= - = "
z3 i w3 i

-2 -



160, z =0 pontot w_=-1 pontba

1 1
z, = 1 " w, = 0 "
zg=00 " wy =1 "
161. z, =0 pontot W, = 0 pontba
Lt wet
zZy = 0 " Wq =00 "
' Mibe viszi 4t a
w=i 1-2 leképezésaz x=0, y=0
1+2 .

egyeneseket, és az x:Z + y2 =1 kort?

* 163 Mutassuk meg, hogy a
2z 4+ §
W) = 2

linedris tortftiggvény a "z" és "w" sikok origé kizéppontu egységsugaru
kbreit egymdsra képezi le.

Hatdrozzuk meg az alébbi leképezések helyben maradé (fix) pontjait:

164. z-1
W=
z+1
165, w = 6z -9
z
% 166. Hat k meg mindazokat a linedris tortfliggvényeket,

amelyek 4ltal létesitett YeWpezéseknek két helyben maxads (fix) pontja:

zy =+1 .és zy = -1

-23-



*¥167. Hatdrozzuk meg, hogy az aldbbi linedris tortfiggvény -
nyel adott leképezés a "z" siknak melyik tartomdnyit felelteti meg az
Im{w)> 0 félsiknak?

zZ-C
Ve e >0

Mutassuk meg, hogy a

ix z-a fe wom 4 p
w=e o (X valgs, "a" komplex dllandé és |a |# 1)

alaku linedris tortfiggvények 4ltal létesitett leképezések az egységkort onma-
géra képezik le.

* 169, Mutassuk meg, hogy a
w(z) = P figgvény az v 20 félsikot az
2 2 < < , P .
u +v +v=0 kértartomdnyra képezi le.
. s 2
Milyen vonalakra képezi lea w =2 [eképzés a "'z

o

sik y = konst és x = konst egyeneseit a "w" sikon?

171. Mutassuk meg, hogy a

w(z) =% (z + —i) tiiggvénnyel adott leképezés

nem egy-egyértelmii. Milyen kapesolat van a ng" sik azon pontjai kozott,
amelyeknek a "w" sikon ugyanaz a pont fetel meg? A "z' sik mely tar-
toményaibar egy-egyértelmi 2 leképzés?

*172. Vizsgdljuk meg, hogy az elébbi leképezés a "w" sikon
milyen gorbékre képezi le a "z" sik origébol kiindulé sugarainak az egység-

koron kiviih és beltili részét? Milyen gorbékbe viszi dt a "z" sik origé ko-

zéppontu koreit?
Vizsgéljuk a kovetkezd komplex figgvényekkel adott leképezéseket:

wir= &
w(z) = sin z
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Mutassuk meg, hogy mind a két fiiggvény pericdusos; hatérozzuk meg
a periodusukat és jeloljiik ki a "z" sik azon tartomdnyait, amelyek az egész
"w'" sikra képezddnek le. A "z" sik x = konst. és y = konst, egyeneseinek
milyen gtrbék felelnek meg a "w" sikon? Vannak-e olyan helyek ahol a le-
képezés nem konform?

VII. Komplex figgvények gérbementi int gralja
Cauchy-tétel

Szamitsuk ki az aldbbi improprius komplex paraméteres integrilokat,

és adjuk meg, hogy ezek a komplex "p" pzraméter mely tartoménydban
konvergensek.

o
-pt
175. Je Pt gt
o]
o
176. [te’ptdt.
4]
o0
t -pt
177. [ el e Py,
(6]
[924]
178. JCOS at.,e-pt dt
3]

{t valés vdltozé, a valés dllande)

Szdmitsuk ki a definici6 alapjan az aldbbi komplex flggvények gérbementi

",

integrdljat az "a" és "b" komplex szdmoknak megfeleld pontok kiozott tet-
szfleges gorhe mentén,

179, f(z)=1

180, f(z)=12
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Szamitsuk ki a kvetkezd gorbemeneti integrilt

% dz
zZ-2z
o

(G)

t
ahol a G gorbe: zzzo—rrel, 0fcdom
(z0 komplex, r valés dllandg)

Hatirozzuk meg az aldbbi fiiggvények integrdljit az adott gorhék
mentén:

: 2
182, w{z}=z Gl:zl = 0—»22 =1+1i, egyenes mentén,

2
GZ: z, = 0——)22 =1-+1i, y=x parabolaiv mentén,

(182.z2., és b., dbra)

y
1y j
{40 1+
0 X 0 X
182.a-b dbra
by
IE]
" o X
; 2 0] 4 x

183.a-b dbra




2
183.1 w(z)=z Gl: ! 1 —z,= -1 egyenes mentén.

N
I}

it, ., ..
G2. zl— l»—a—zz— -1, z{t) = e korivén,
(183.a, és b, &bra)

%184, w(z)= 2 z = 0—z =141 az aldb &brdkon feltiintetert

2
vonalak mentén
(183. a, b, ¢)
| Y e
+ . -
4 ¢ {'H o f+l
A
> —
% o s
0 X 0 X
184.a abra 184.h dbra 184, ¢ abra
185.1 w(z)={z| Zl =-l—z, = i. az aldpbi dabrdkon feltlntetett

vonalak mentén
{185.a, és b}

Ay
\y
+H +
0 7—).( 0 T
-1 —~{ 4
185.a dbra 185.b dbra



186. Kiszdmitandé 95 (z - zo)mdz
(G)
ahol G: z, tr (cos t+isint), 0<t€2®, m egész
Szédmitsuk ki w(z)=3z2 fliggvény integrdljdt 0 és z

komplex szamoknak megfeleld pontok kizott az aldbbi dbrdkon feltiintett
utak mentén, (187.a, b, ¢)

|y "

z e '}
J Z
— X

187.a dbra %7 b dbra . 187.¢ abra

] . . 3 .
Mutassuk meg, hogy az e. -1mény mindhdrom esethen z . Mi ennek
az oka?

A Cauchy formula alkalmazédsdva: scdn..csuk V. a kivetkez€ integréd-
lokat az adoit zdrt gorbék mentén:

eiz .n
IESS.I ﬁﬁ—dz, 3|7 1= 2
-
(G) 2
2
189, S{) 3 dz, G z - -2~]= i
. Z o
(G}
zse’rrz 3
190, §?“+—l——d2. G:lz-i'=-2—
(G)



Az integrélandé fiiggvényeket bontsuk résztortekre, majd a Cauchy-
-tétel és formula alkalmazdsdval integrdljunk az adott zdrt gorbék mentén

dz
* 191, 2 G|z -9 =1
(Gk) G,: |z-i] =1
2
G,: jz+i] =1
G4: lz1=2
* 192, —2—"5-— G:|z-4i]=1
z{z - 1)
(G,) pzl=L
[ (}2-}z|'_2
1
G3 IZ - II -—5
i _ 3
G42 IZ + ii :—Z
GS: jz]=2
#193, é 4dz . xz +y2 = 2x kor mentén,
) z +1
194. Szdmitsuk ki a Cauchy-tétel segitségével a kivetkezd
g

valés improprius integrdle:
% cos x
- dx
2
x +1
)
Utmutatds: Kiszdmitjuk

iz
e

f(z) = komplex

z +1

fiiggvény integriljat az dbran
lathats girbe mentén a feltlin- 194, 4bra
tetett irdnyitds értelmében.



Az "i" szinguldris helyet kirekeszt§ kis korhoz és onnan visszavezetd par-
huzameos egyenes szakaszok mentén vett integrdlok az ellentétes irdnyitds
és a végzendd hatdrdtmenet miatt kiesnek, maradnak tehdt a kovetkezd utak:

1. A valés tengely mentén -R-t6l +R-ig.
2. Az R sugaru felsg félkor mentén,
3. A szinguldris helyet kizdré @ sugaru kbr mentén, (194. dbra)

R —= o0 65 @ — 0 hatdrdtmenetek utdn a Cauchy-tétel egy egyenletet
ad a kérdéses ismeretlen integrd! meghatdrozdsdra.

VIl Komplex hatvanysorok, sorfejtések. Reziduum
Mely tartomdnyban konvergensek a kivetkezd hatvdnysorok:

(z - 1)
n 1

3

#195.

D18

jou]
I
o

> iz - 1
#196, Z(2+i
n=ao

Hatirozzuk meg a sorok dsszegét is.

Hatdrozzuk meg a kovetkez$ hatvinysorok konvergencia korének sugardt

s n
Y=

o0 Zl'l
198. Z =, PER adott

p

n
n=1

b Inn n
199, n

n=1
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o

200. Z (In n)" 2"

n=1

Hogyan viselkednek a konvergenciakdr kerilletén a kovetkez8 hatvdnysorok:

[+.e} n
* 201, Z %
n=1
oo an
%202, Z “— , PER adott
n=1

Fejtsiik Taylor sorba az aldbbi filggvényeket a megadott hely kdrnyezetében:

1

¥ 203. : flzy==—, a=1
z
) 1
*204, f{z):——z- , a=-1;
z
z
* 205, fizy=e , a=1,;
.2
% 206. f(z) =sin z, a =0,

207.] Allitsuk el§ az

f(z) = fliggvénynek az

1
(z - 1}(z - 2}

az aldbbi tartoményokra érvényes Laurent-sorit:

a) lz <L
b) 1< z]< 2,
c) 2<] z|.

Utrnutatds: Bontsuk felaszéban forgd fliggvényt résztortekre és hasz-
néaljuk fel a geometriai sor gsszegképletét,

_3}_



Fejtsiik Laurent-sorba az aldbbi fliggvényeket a megadott hely kornyezeté-
ben:

z2 +z+3
208, f(z)=——————2——z——, a=1.

z -1

Utmutatds: z - 1 = § jeloléssel vezessik be € -t vdltozonak, majd
a polinomok osztdsi eljdrdsédval dllitsuk elé a kivant sort.

S

¥ 209, f(z)= e_k , a=0, k" pozitivegész szdm.
z

2 p
z , a= -1 (Résztdrtekre

%210, f(z)= >
{(z+ 1Y (z - 4} valé felbontdssal)
Hatdrozzuk meg az aldbbi fuggvények reziduumdt a megjelslt pélusra vo-
natkozdlag.

e’ﬂ’z
211, f(z) = 5 ,oa =i
z +1
eiz
212, f(z) = — , a =M
sin z
23
* 213, fizy=—"%5 4&-= i
(z 1)

Szamitsuk ki a kovetkezd zart gorbementi integrdlokat a gorbe dltal kortl-
zart izoldlt szinguldris pontokra vonatkozd reziduumok meghatdrozdsa
utjdn.

z
¥ 214, § € ;’1 dz, Gil z|=2
z
(G)
Sin—4—z
* 215 #ﬁ 5 dz Glzj=2
z -1
(G)




216, Szdmitsuk ki a reziduum tétel segitségével a kovetkezd

valés improprius integralt:
o

J cos.xdmI
2
x +1

(Lisd a 194. feladatot, ahol ugyanezt az integrilt a Cauchy-tétel felhasz-

ndldsdval kellett kiszamitani.)

217" Dintse el az aldbbi kétdimenziés vekior-veldor fligg-
vényrol, hogy van-e komplex potencidlja; ha van, akkor hatdrozza meg
azt,
zz - 2Xy
3.) E(_I_‘) - 2 2 L - 2 .l
x +¥) x +7y)
i+l
b =
) pl@ =7 v
218, A valds értékii k paraméter mely értéke mellett
van a p(r) = cos x ch ky i + sin x sh k y j vektor-vektor fliggvénynek
komplex potencialja? Irja fel az ezen k-hoz tartozd potenciilfliggvényt.
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1. uxy =i, VX, Y) = s
2 2 2
X +y X +y
2 2
2. ulx,y) = — +2y ! Covx,y) = 2x
x4y +2y+1 X +y +2y+1
z-i (z-i)z-i) _ zz-i(ziz)-1 _
Z+1  (zH)E-1)  zZ-i(z-ZHl
xz +y2 - 2ix' -1
== 3 sth.
x +y +2y+1
X .
3. ux,y) = x 55, V(R,Y):y-——z—z—i_
X +y X +v
4, u(x,y) = e cos v, vix,¥) = e" sin v.
X .
S. u(x,y) =€ (xcosy-ysiny),
X .
vix,y) =€ (ycosy-+xsinyh
2 2
6. u(x,y)=—; Inx +y ) v(X,¥) = arctg%.
ip .
Inz=1lnre =Inr+ig, r=|z|, ¢ =arc z.
7. u(x,yi=cos x ch y, v(X,¥}= - sin x sh y,
iz -iz . . . .
cos z = & +2e =%[el(x+1y)+e1(x+xy)]:

% (elx . e-y + e-ix . ey)
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Alkalmazva az Euler formuldt és rendezve:

51 [(ej’r + e~Y) cos x - i (ey - e-y) sin x]z

=chycos x - ishysinx.
8. ux,y) =sinxchy, vix.v)=cos x shy.

(Az elébbihez hasonléan}

9. u(x,y) = cos ychx, v(x,¥) =siny sh x.
ez+e_Z 1 X +1 -x - i
chz=—75—" =3 (e Yie y) =

% [_ex (cos y +isiny}+ e ™ (cos y - I sin y)]:

=% [(eX + e—x) cosy+i (ex - e—x) sin y] sth.

10, u(x, y) = cos y sh x, v(x,¥) = sin y ch x.

{Az eldbbihez hasonléan)

2 2
R 2
11. u(,\”y):ic_-———L V(_\"y\:_;gr_._
2 2 2 2
X +y X +y
. 2x S
12. u(x,v) = 3 3 VX,V = 3 5
X -y X -Y
_. Z
13. W(Z,Z) = — I—}_\\'(Z,Zl:—_Z:
z +z

A 13, és 14. feladat megolddsdndl alkalmazzuk a kovetkezd helyette-
sitést:

z+z . _z -~z
X=T €s Y=
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1 sinnf:;--srln(rhtl):),E
15. sin kx =
X
k=1 Sln2

, X X
smnz. cos (n+1)2

n

16, Z cos k x =
.'s:inE
2

Utmutatds a 15, és 16. feladat megolddséhoz: az Euler formula ér-

=
i
—

telmében
. ikx
coskx+isinkx=e
n .
. inx
ikx ix e -1
s = ? e =e
elx-]
k=1
. X
iz
e T ="a" jelolést bevezetve
2n n, n -
2a -1 2af{@a -a ) n+l a -a
s=a =a =a
-1
a -1 afa-a ) a-a
R s
-1 2 2 . . X
a-a =e -e =2 1isin¢
2
in-)E -ini-
n -n 2 2 L. X
a -a =e¢e -e =215mn§

n+1 i(n+1) X X X
a = e :cos(n+1)5+isin (n+1)5

si n

wo I

Tehdt s = [cos (n+1) §+ isin {n+1) % ]
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ahonnan a valés és képzetes rész szétvdlasztdsa utjdn ayerjiik a kivdnt Ssz-

szegképleteket.
o !
17. Z rn cos nyY = 3 Lcose
n=0 l1+r -rcos¢g
2 n Y sing
18. Z r sinny = 5
e 1+ -2rcose

Utmutatds a 17. és 18, feladat megolddsdhoz

Y ..o n ing
r cosnig +ir sinn@g =r € rél

od .
s niny < < : . . .
Kiszamitjuk § T e konvergens végtelen mértani sor gsszeget, majd

n=0
az Bsszeg valés és képzetes részét szétvdlasziva kapjuk a kivdnt dsszegkép-
leteket.
< €OS N¢ cos
19. Z i =e ¢ cos (sing )
n=0
o0 n .
= Z le z=e
e = it gyen z =
n=0
iw o9 iney
e e
ekkor: e = Z
n!

- 40 -




mindkét oldalt felbontva valés és képzetes rész osszegére:

-

i si cos i sin cas 3 L. .
ecosqhq B A ¥ e Y-e (P[cos (smip)+lsln(sm(p)]:

o - -
_ ¢ cosne+isiung

yan !

n=0

A valés részek egybevetése utjan kapjuk a kivant osszegképletet.

20. Hasznéljuk fel a §. feladatban kapott végeredményt,

[sin (x + iy)|2 = u2 + v2; sth,

1}_
- ictgi,—)— , megoldds:

21,
. . N ,D. _i _.1?,
eup+en?‘ _(e1¢+e1 )(61@_61 ,
N T T N A U
e -e (e -e )(e -e )
ei(ﬁ-«,o)_e-i('uf— @) 2i sin{V -9 )

:2_[61(17’—Lp)+e—i(13’-{p )] T2-2cos(¥-¢)

@ - g -

2. 5i
_, sin(e -v) . STy Ty
= — = —F -
cos(¢ -v)-1 c032 ¢ -sin2 $-v 19‘-1
2 2
9 si ¢ - -V
- sin — cos ——; i v
o 25'92 L S 2
o
IL.

22. Origo kozéppontu, 2 egység sugaru zdrt kortartomdny,
23. Az elébbi zdrt kortartomény komplementer tartomanya.

24, Az origo kozéppontu, 1 és 2 cgység sugaru korsk kozti zdrt kér-
gylirii tartomany,
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1 ' P
25. |z ]> T z = oo pont kirnyezete; ezaz a szamsiknak tetszlegesen

nagy sugaru origé kozéppontu zdrt kortartomanyon kiviil esf része,

26. |z - 1| <1, zZ, = I kozéppontu egységsugaru kor belseje.

27. |z - (- 1| <2, z =i-1 kozéppontu két egységnyi sugaru kor -
belseje. .

28. (28, 4bra) A hatdrolo egyenesek nem tartoznak a megoldést jelen-
t& bevonalkdzott sikrészekhez,
2
29, Azy =1 - 2x para-
bola belseje a hatdrvonallal
egylitt.

30. x 20, a jobb oldali
félsik az y tengelyt is beleért-
ve,

+2

Y

2 2
31, x=3)Y +y >8§;
a szamsik z, = 3 kozéppontu

7
% 2 ﬁsugaru kiron kivil esd

része a hatdrvonal nélkiil.

2 2
) 32. x -y =0; y=x,
9
28. abra y = - X egyenespar

33. x2 - y2 = 1 hiperhola;

2 2 .
34, y - x =1 hiperbola.

1
35.x=0, y=0, 36. =xy=3
1
37. xy = - 2
38. z) = 1 és z, =" i pontoktcl egyenld tdvolsdgra esd pontok mér-

tani helye, y = -x egyenes.
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39. Azon pontok mértani helye, amelyeknek a z, = 1 és Zy = -1 fix
pontoktsl vals tdvolsdg-osszege 4 egység. (Ellipszis)
40. |z - 1]|z + 1} = . Azon pontok mértani helye, amelyekre nézve a

z, =+l és 7, = -1 fix pontoktsl vals tévolsdgok szorzata dllands. (A lem-

niszkita harom esete).

41, z+z=2c; 42, z - z = 2ci;
43, z-z-i(z+2z)=0;
44, z-z+i{z+2)=0;
45. z-z+i(z+z)=4;

46. blz - z)+[a (z+2z)+2c] i=0.

zZ - Z

+ - i
A 41-46. feladatok megolddsdndl az x =Z 5 85 ¥ =g helyettesitést
alkalmaztuk. -
47. (zi —zz)z+(zl+zz)z+(zzz -zlzl)=0

Utmutatds: azon pontok mértani helye, amelyek az adott Z, és z, pon-
tokisl egyenld tdvol vannak,

(47. &bra)
Y
[z -2 =2~ 2]
vagy
(z—zl)(z - zl)=(z~ 22)(2 - 22)
0 S
innen rendezéssel kapjuk a fenti
eredményt.
B 9 47, dbra
48, ZZ=7T
49, 2z -2 z-z 24z Z =T
o s} oo
U g Z-z)=1" st
mmutatds:| z Zo =r vagy (z ZO)(Z zo) =r sth.




50. 27z+f(a-bi)z+(@a+bi)z+2c=0

. 2 2 — z+z i-z
Uunutatds: x +y =2z, X="75 Y =5

helyettesités utdn megfelel§ rendezéssel.
51. x=acost, y = b sint, ellipszis.

52. x=(a+b)cost, y=(a~-b) sint, ellipszis.

£
53. x = ea cos bt, y= eat sin bt vagy T = eat, ¢ = bt
o
ésigy r=e , logspirdlis,
54, x =at+bcosw ¢, y=bsinwt

Kb6zonséges, nyujtott, vagy hurkolt ciklois az a=b, a< b, a>b
eseteknek megfelelSen.

55. X =t y=-t}-; t #£ 0 vagy xy = 1.
2
56. x=+2t y=-—2_,
2 2
1+t L+t

ha t=o0 akkor x=-1, y=0.

. et 2 2
vagy a "t" paramétert kikiiszobolve: x +wv = L.

57. A z., z., z, komplex szimoknak megfelel§ vektorokat irdny és

1" 727 73
nagysdg szerint egymds utdn felmérve szabdlyos vektorhdromszdget kapunk.
Innen lithats, hogy az egymést kozvetleniil kovetd vektorok arkuszénak kil-

lonbsége rendre:

2T
3 .
58. Zl + z2 = - (23 + 24) egyenloségbdl ldthatd, hogy a 0, Zi' 22,

z, + z, ésa O, z z. +z, csucspontokkal rendelkez$ két rombusz

3" %4 P37 4




egymdésnak az origéra vonatkozo tilkbrképe. A Zys Zyr Zgs Z, helyvektorok

végpontjai tehdt megieleinek a feladat kivetelményeinek. (58. 4bra)

Z4+7..2

x|

Zzatzy

58. 4bra

I1I.
2 . <
59, Nem. Az y = !-2x parabola belseje a hatdrvonallal egyit.

1 i
m+l1'n+ 1°

6G. 0,

61. A szamsik minden helye. A raciondlis szdmok halmaza megszam-
tathats, azaz elemei sorozatbha foglalhatok; legyen ez a sorozat: rI, r2, r3,

n

A kivetkez§ kétszeresen végtelen schéma a széban forgé halmaz min-
den szdmdt tartalmazza:

r +1ir r +ir., ...... r +ir ...,
1 1’ 1 2 1 n

r, +ir r. +ir,, e . T FIT ...l
2 1’ 2 2 2

r +ir_, r +ir2, teee.. T HiT L., .



Azor »ierr e, amelyeknél az indexek Osszege dllands, a fenti schéma
egy-egy dtidjdban helyezkednek el; a p-edik 4tlg elemei:

o Ty rp_l+ir2,...., r}+irp.

A schema szdmai tehdta p =1, 2, 3, ... dtlok szerint sorozatha
foglaihatok.
(A megszdmldlhaté halmaz fogalm4it ldsd a "Matematika alapjai' cimd I,
kotetben}

62, Nem, mert az 8sszes lehetséges arkuszok f§-értékei a valos szd-
mok {0, 2T ) alul z4rt, feliil nyitott intervallumdnak szdmai. A valés szé-
mok intervallumai pedig nem megszdmidlhaté halmazok,

, . n—i‘_ . 2 ..
63, lim ntl 1; n> 3 1, ugyanis:
It —» o0
- i 2
I_n L I +1 i/t<& sth.
n+1 n+ I n+1
9
64. lim 1+"n,1=2i; n>‘/——9—-—1ugyanis:
n-——’mn‘*‘l 62
2 ”f;“ -3 <& st
n n2+l

65. Nem korldtos, mert lim |z | = tim [ 2t = oo

1 —» co n—e oo
0
66, lim (I+—)=1
n — co n
67, Ha n = 4k, akkor lim 14k (L +f1£1€):
k — oo
" . Ak+! 1 .
Ha n=4k+1 lim i (1+———4k+1)—1
k —» oo
4k+2 1
= 2 v i i — )= -
ha n =4k +2 lim i (l+4k+2)
k —» oo
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4k+
han=4k+3 akkor m i 3(1+——-L—)=—i
4k+3
k —» oo

A szoban forgé surozat korldtos, strlisddési helyei: 1, 1, -1, -i, é¢
igy nem konvergens.

n
68. Konvergens, mert lim Iznl = lim (—Ig—g) =0 ésigy lim z =0

I — co n —» oo n—- o0

2n n
69. Konvergens, mert lim |z I = lim @—— = lim (—2—) =0
n n 3
n —=~ oo N—=oo 3 1} ~—e 00
ésigy lim z =0
N —e oo

n .
/5" o e i tim g = 0

70. Konvergens, mert lim ]an = lim (_5_) = és igy lim z=

n— oo n— 0 I —=o0o
71. Nem korldtos, mert lim Iz I = jim ([/E)n = oo
I —»= o0 n I —w o0
72. Konvergens, mert lim |z | = lim =0ésigy limz =0
I n n
0 —= oo n—seo{}2) L —= 00
i
73. Konvergens, lim (z_ +— emcp): z
o, n o)
1 — oo
.
1t
74, lim (1 +H) e =1

n —e o0

75. Hm Iz | =2, de lim arc z nem 1étezik.
n

N~ oo n—= oo
A sorozat korldtos, de nem konvergens.

n

X2 XZ
76. T :[ (1+H) +(n) }
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oo

alakra hozva és a |’ Hospital szabalyt alkalmazva:

liminrn=x és igy imr =e
n —oa n-— oan
Az eldbbihez hasonlé eljdrdssal:
¥
. . n
lim ¢ -=lim n arctg =y
n X
i+ a

[l —» oo N—» ca

n . .
X 1 X+ z
.ey=e yze

és igy lim (I +§) =e

N —~ o
Ny
T It 1'?—
77. lim(l+i—;)'—) e T =i
N -— o2 =n
n P
T T
"8, lim (1 +i-) = R
N —» oo
. i L, .
79. Mértani sor; hdnyados: ¢ :%-, |qf=7 esigyasor konver-
gens - -
o i 2
sszeg 1 7o
T2
. . p 1 P
80, Mértani sor; hdnyados: q = 7 U i), 1q]= L?. és igy a sor

konvergens
. |

Osszeg: 1 = l%

- 5 (1+1)
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81. A sor abszolut konvergens, mert a tagok abszolut értékeibsl
képezett

o 1

Z —  sor konvergens.
n

n=1

82. Isnl korldtossdgdnak igazoldsa:

< 2

N

|sn|=|ei+e +...+e

. . .1
2i ml'le—i

Az utmutatdsban idézett tétel igazoldsa:
A széban forgo sor konvergencidjinak sziikséges és elégséges feltétele:

n+p
= b i< £ 1 kn >
Z av v hacsak n > N(E )

- i
n+p i
v=ntl

(p > 1, ha p=1, akkor a feltérel csak sziikséges.}
Az Abel féle parcidlis gsszegezés értelmeben:

otp np
ab = s (b -b }-(s b -5 b )
vV v LAY v+l n o+l otp otptl
v=ntl v=n+l '

lsn|<Kes b1’>b2> >bn > ...—vOmLaEF

nt+p
Sr1+p _Sn ‘<K V4 , (bv_ bv+l)-bn+1 + bn+p+l] <t

v=n+l

hacsak n > N (£ ), ami bizonyitandé volt,
Megjegyzés: Az el6bbiek alapjdn nyilvanvals, hogy

ine
% € - sor is konvergens, hae # 2kT, (k=0, 1, 2...)
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Ha egy komplex tagokbol 4116 sor konvergens, akkor kiilon a valos
részek és klilon a képzetes részek sora is konvergens, és igy a széban for-
26 komplex tagu sor konvergencidjabél a

<O oo

Z cosny. SZ Sm“‘»” (¢ #2kT, k=0,1,...)

n=1 =1
valds tagu Fourier sorok konvergencidja is kovetkezik.
v,

sin t

83. lim (t+1i ) =1,

t—0

z (0) = 1 értelmezéssel a figgvény t=0 helyenis folytonos fiiggvénnyé
kiterjeszthetd, 1
84, Sem jobb, sem bal olcali hatdrérték nem létezik, mert sin T

fligevény a t, = 0 hely kibrnyezetében -1 és -+1 kozott végtelen sokszor
aszcijldl,

85. Létezik jobb és bal oldali hatdrérték, de ezek nem egyenlék egy-
massal:

- , 1
lim z (t) = oo és lim z (t) =5
t— 240 t—2-0 -
A fiiggvénynek tehdt t = 2 helyen nincs hatdrértéke,
86. lim —— = - oo
t—>i t +1
2 .
87. 3a"; (z - a)# 0 egyszeriisitéssel.
8. =
2
. . z+1 1 1
89, lim ———— = lim =g

z -1 i(z4- 1) z=i i{z - 1)




3
90. lim 2z tz = [im—z-i-z—:2

z—-ii(zz—§~1) z-—+1i

(A 87. 89. 90. feladatban szerepl fliggvények a szoban lorgs helyen
megfeleld értelmezéssel folytonossd tehetdk]}.

91, Hatdrérték nem létezik, mert nem figgetlen attél, hogy a szdm-
sikon milyen irdnyban kiozelediink az origéhoz.

_ 9
f )_-I_ z_z\_ 1 ZH'ZZ _ 1 4Axyi 2xy
@=57\z 2 a\"= /2 2 272 2

Poldrkoordindtdkat bevezetve:
X=YCcose, y=rsing ésigy flz)=sin2¢

Tehdt lim f(z) =sin2¢, r=|z|, ¢ =arcz,
r->0

92. f (z) az egész szdmsikon folytonos,
93. g](z) hasonloképpen.

94, fz(z) minden z # 0 helyen folytonos.
Poldrkoordindtdk bevezetésével f,(z) =cos¢, ¢ =arcz, tehdt az origo-

ban nincs hatdrérték.

95, Az el6bbihez hasonldan: g, (z) = siny , ¢ =arc z

2
~ 96. Poldrkoordinitik bevezetésével ugyanis f3(z) =rcos i és igy

lim f (z)=20, r=tz|, P =arc z.
r—0

f3(0) = 0 értelmezéssel az origéban is folytonossi tehetd,

2
97. Az el@Gbbihez hasonloan: g3(z) = rsin

1
98, iim elz[ = oo
z-+0
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= o ha z a jobb oldali félsikbo!l — 0
. X
9%, lime =

z 0 O ha z a bal oldali félsikbsl —= 0
1 ooha z a felsd félsikbgl —— 0

100, lim e =
z -0 Qha z az alsé félsikbgl —— (O

101. A fuggvény az origéban és minden olyan z helyen, aholf z | irracio-
nélis, folytonos; minden més helyen pedig szakaddsos.

102. A fiiggvény az origé kivételével mindeniitt folytonos.

n -1 -2 -1
103, zn-z :(z-z)(zn +zn z +...+z1rl } tehat
o o o] o

= 5 = |z
ahol r=|z} és L, | ol
A z pont & sugaru kornyezetében |z | < r + § , tehdt:

n n n-2
z -z |K|lz-z r
0] o]

[(ro +5)n-J +(x, +8)

+..
o]

L rz-l] < 0§ (ro+ S)H-l < £ ha 8 elegendé kicsi.

V.
i+t i+1
— — o0
104, [%ﬂ = lim - ttll L2
t=1 t—1 (i-1)y
. ¢ .
[dz _ e(a+1la)(to+ At) e(a + ib} to i
105. L‘E = lim Al =
t=t Ht—=0
. (a+tib) At .
_ .\ (atib) t . e - . (a+ib) t
={a+ib)e o . lim m(aﬁb)&t = (a+tib).e o

At—~0



=1, ahol h=(@a+ib)At.

ugyanis lim
h—0

b it -it
106. ErintSvektor: i (ae o -be o)
Normdélvektor {aelto - be-lto)

107. Erintévektor: (a-+bi) e(a+bl) to

Normdlvektor: (b - ai) e(a+b1) t0

(Magyardzat 106. és 107, feladathoz: az érintévektor z(t); a normadlvektor
Fiz ().

A 107-ben szerepl log. spirdlis érintivektordnak és helyvektoranak haj-
lasszige & éallande.

Ugyanis & = arc 2 = arc (a +bi) = arctgg = konst,

z {t)
Utmutatis 108-113, feladatokhoz:

fz+ Az) - f2) | arereék 16tezését kell vizsgalni.

lim
Az —{ nz
2 2
, . (Z+AZ)3- 23 . 3z° Az +3zAz
108. lim ~——————A = Hm N =
Oz — () z Az—0

2 .
= lim (322 +3zAz)= 3z . Differenciathato.
Nz—0

109. 110. Differenc.iéihaték.

P
i1 AW:(Z+AZ) -z _ 2zAz+ANzZ
: Oz Az Dz
ALz = Ar‘ew ; Az = Are—”P helyettesitéssel
OHw o~ — -2i
———AZ~(22+A2) . e

Nem differencidlhats, mert a hatdrérték fiigg a hatdritmenet modjatol.

-2i
“).

(25&
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AW _ Z+AzY{r+Ar)-zr TrAz+zAr+AzAT
Az Az N Az h

112,
LW i

=T+AT+zE
Az

AZ = Arem helyettesitéssel:

Az elébbihez hasonié okbdl nem differencidlhato.

113. Nem differencidlhats,

: 2 3
114, w=u-iv, aholu=x3-3xy2, v=3xy -y

A Cauchy- Riemann féle parcidlis differencidlegyenletek teljesiilnek, tehat
differencidlhatd.

115. 116, Differencidlhatck.
2 2
117. w=u+iv, ahol u=x -y, v = -2xy
A C.-R, féle feltételek nem teljesiilnek, tehdt nem differencidlhats.

118. 119. Nem differencialhatck,

120. Poldrkoordinatdkat bevezetve:

f(z) :% rsin29 . tehdt lim f(z) =0 és £(0) = 0
z—»0

tehdt a filggvény az origoban folytonos,

u(x,0) = v(x,0) =0 és u{0, y) = v(0,y) = 0,

tehdt az origéban: u;( = v;( =0 és u)’, = v; =0, és igy itt teljesiilnek a C, -R,

feltételek, differencidlhdnyados azonban nem létezik, ugyanis:

[/_\.w:| _HAz) 1 . AXAY+HIAXAY
z=0

Nz T Az ) 3 3
= AXx FIAY [/Ax“JrAy'



Poldrkoordinatdakat bevezetve:

Az_]z=0: Ar{cos p+ising) Ar

{Aw-l 1 C(1+i) Ar2 cos ¢ sing _

- {l +i)sin 2
2ewJ

A differencidlhdnyados ¢ fliggvénye, tehdt a hatdrértéke figg a hatdrdtme-
net maodjatcsl,
A jelenség oka az, hogy u}'{, u;,, v}’(, v; az origéban nem folytonosak;

ez a szoban forgé derivdltak poldrkoordindtis elfdllitdsdbel 14thaté be:

»

3 s 3
u’ =v =sin @ és u =v =cos
X X y v

[21. Derékszogl koordindtdk esetén < =0, 2s= 3x, dn= 13y,
és az 4ltalénos egyenletek dtmennek az eredeti Cauchy-Riemann féle egyen-
letekbe,

122, Polidrkoordinitdk esetén o = ¢, 3s=23r, dn=r3e , ésigy
a C. -R. feltételek:

Bu_1 av. 1 2u__9v
?r 1t 39 r 3@ T
9 2R _ 5V 20 _ _ , 2V .
123. 2x- S T3y 2y Q 5, ugyanis
iV {x, . .
e (x,y)e & Q (x,y) cosVU(x,y) + 1 € (x,y) sin U (x,y}

alkalmazva az eredeti C. -R. feltételek egyikét:

2 =4 i

3% (@ cos ) 3y (@ sin1r)
a derivédldsokat végrehajtva

2V 28

e

. .sinﬁ’+acos17--—a—1—r—

2x 3y 2y

cosy - qsin'\}.

a megfelel§ tagok egybevetése utjdn-nyerjiik a kozolt eredményt.
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2Q_28 v 128 v .
124, =T 20 r % e ar Ugyanis

il?’(rlga)
Q{r,®). e

a kozolt eredményt a poldrkoordindtds megadds esetére vonatkozé C. -R.

feltételek alkalmazdsdval nyerjtk,

=g{r,p)cos¥(r,pl+ia(r,p} sin ¥(r, @)

125. A fuggvény analitikus. Ugyanis:

2
u=r2c082tp, v=r sin2¢@
Su o, 9 v 5 2 g
Py rcos 2, ,a(p— 2r sinlq,
av IV 2
-_— = i = 2
. 2rsin2p, 79 2r cosl@

a deriviltakbél lathats, hogy a C. -R. feitételek teljesiilnek,
126. A fuggvény az origé kivételével analitikus.

127, A fiiggvény analitikus.

128. A fllggvény nem analitikus, Ugyanis:

U=+ cos2® v=§ sin 2 ¢
2 1
7111_:,—2 cos 2@, ;;I:-rsin?.(p,
av L. av
—_ = — 2 . = o} 2 .
T 25u1 @ ) rcos 2 ¢

a derivdltakbol ldthats, hogy a C.-R. feltételek nem teljesilnek.

i
129, Ha @ - e analitikus, akkor

g _ AT 2e v
Bx_Qay ©s 3y‘Q’ax



A kérdéses fiiggvényeknél az eredeti C.-R. feltételek teljesllését
kell vizsgdlni, Ezek

. .. 28 _ v .. 2@ _ _ v
2+ iy esetén: 3 % 2y és 2y 3%
: ... 1 2Q 2 1 928 __ v
Ing +i1 esetén: o “ax >y és T oy - 2x

Léthaté, hogy az 1n @ + iV fiiggvényre vonatkozé feltételek azonosak
i
a @ e filggvényre vonatkozo feltételekkel.

Ha tehdt @ elv analitikus, akkor Ing +iv" is az, de ekkor @ +iv¥
nem lehet analitikus.

Utmutatés a 130-137, feladatok megolddsdhoz:

Mindenek elstt azt kell megvizsgédlni, hogy az adott u illetve v kétvil-
tozés valds fiiggvények harmonikusak-e, azaz teljeslinek-e a Au =0, illet-
ve Av =0 feltételek, ahol

2 32

sz ay2

az un. Laplace féle operdtor.

A szoban forgs fliggvények harmonikusak, mert mindegyikre teljestil
az elébb emlitete feltétel.
Pl.: 134, feladatndl:

2
——uzchxsiny, au:shxsiny
IX 2
2 X
2u 2
——=shxcosy, au=—s:hxsiny
2y 2
2y
2 2
Tehat: Au:'&_; +—E—§:0
2x R

Harmonikus fliggvényhez harmonikus tdrsat vonalintegrdl segitségével
a kivetkezd médon kereshetilnk:



Ha u az adott harmonikus filggvény, és az ismeretien v harmonikus
tdrs teljes differencidlja:

av oV
dv———a—g dx + aydy

akkor v a C,-R. feltételek figyelembevételével meghatdrozhats:

- _.eu 2u
V= J ( 3y dx + 7% dy)} +c.
(L)

ahol L egy rogzitett (xoyo) pontbal a vdltozo {x, y) pontig futs tetszdleges

porbe, célszerii a koordindta tengelyekkel pdrhuzamos szakaszokbél 4ll6
térivonalat vdlasztani.

(Megjegyzés: Az ismeretlen harmonikus tdrsat vonalintegrdl helyett
az un, részlet-kvadraturdval is meg lehet hatdrozni.)
A 134, feladat folytatdsa:
v = - sh xcos ydx +chxsinydy=

(L)

X v X
= J -shxdx + [ chxsinydy:[-chx] +
°
o

Q

\
+[—chxc_osy} =-chx+1l-chxcosy+chx=
0

=-chxcosy+!
2 2 3 2
130, vix,v¥=x +2y -y +C; 131, uwx,mi=x -3xy +GC;

132, v(x,¥)= & sin v+ C; 133, ux,y1= e cos y + C;

134, v(x,¥)= -ch x cos v + C; 135, wix,¥) =sinxchy+C;
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X ) B X
136, vix,y)= 7 5 + C; 137. ulx,y) = 5 3 2+ C
X +y x +y

138, vi{r,p =g +C 139. ulr,p) = r2 cos 2¢+C

A Laplace-féle operdtor poldrkoordindtds alakja:

2
1 9 i 2
A=+ Y3, 3
ar r 9P
140. a=b és fz)=e
W = -ae °F cos by uw’ =-be 2% sin by
X y
I 2 —ax '] 4 —ax
=ae cos by uw’ =-be cos by
XX ’ vV

2 2. -ax
Au=u’ +u’ =(@ -b)e cos by =0, ha a=b
XX vy

) -ax . -ax .
f(zy=u+iv=e cos ay - ie sin ay =

-ax .. -ax -iay -az
=e (cos ay - i sinay)=e - e = e

141, ﬁw;(a i) (Hm:(_’a_g +_§.‘i+i<ﬂ_ﬁ>
2x o ayy Ix Y 2x 2y

A C.-R. feltételeket figyelembe véve:

§w=2(—‘,:—z—+i—%§)=2f’(z)

— ¥V . Ju s
va =2{-—-i— =2 f(z
& v¥ (ay 8y) =)

142. A C.-R, feltételekbd] kozvetleniil beldthats.

143. A C.-R. feltételek

f(z) = (u + iv) figgvényre: u; =v
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f= (u-iv) fiiggvényre: u; =-v &

A megfeleld egyenldségeket bsszeadva, maijd

v =0, v’ =0
X y X y
Tehdt u = konst, és v = konst,

144. u(x,y) = konst, egyenlet a potencidlfiiggvény szintvonalait, v(x,y)=
= konst egyenlet pedig az 4ramvonalakat hatdrozza meg.

A szintvonalak normdl vektorit grad u, az dramvonalak normal vek-
tordt pedig grad v adja.

3qu 3V 33U 3v
radu ., grad v = —— —— + —— =
& == 2x X 3y 3V

0

a C. -R, feltételek teljesiilése miatt, A szintvonalak és dramvonalak tebdt
merdlegesen metszik egymdst,

Vi,

145, Legyen a = ke' ™ . w a kovetkez§ fiiggvények lancolataként dllit-
hatd el8.

w, = kz (k-szoros nyujtds-zsugoritds)

W, = wlem( {x szoggel valo elforgatéas)

w=w, +b (b vektorral valg eltolds)

A leképezés helyben marads, vagy fix pontjara:

b
c=ac+b imnnen c=-—— haa=0

1-a
A lokdlis vonalmenti nyujtds-zsugoritds, elforgatds és teriilettorzitds

mértékei rendre: k, & és kz. Minthogy ezek allandck, a leképezés nagyban
is komform.

146, A leképezés komform. A komformitds a z =0 és z = oo pontra
is kiterjeszthet8, ezen pontok szdmgtmbi képei alapjdn.
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P 1
a kov, fiiggvények lancolata: w, =z és

SR

w =
Wy = W 1 ezek a fiiggvények nem analitikusak, tehdt a lépések
kiilén-killon nem komformak. (146.a, b, 4bra,

ylv y Ly
P £
E Ptwi)
ANPIw, >
> X Piz) X
0 u 7] u
1 W
_/ Q (W)
OP.OP'=0E? ={
146,a-b dbra
147, A “z" sik koreinek komplex alaku egyenlete:
Azz +Bz +Bz+C=0 (A és C valés szdmok)

A =0 esetben az egyenlet a ""z" sik egyeneseit jelenti,
Ha C =0, akkor a kor, illetve egyenes az origén megy 4t.

1 N 1 ‘s " .
w== leképezés inverze: z = w’ ezt a helyettesitést a kor egyenleté-

ben végrehajtva és rendezve, megkapjuk a "w" sikbeli kép egyenletét:
AL +BX +B2 +C=0
wWW w w
Cww +Bw+Bw+A =0
Ha C =0, akkor a kép egyenest jelent; ha A =0, akkor a kép az origon
megy 4t,

2 -2
Az x - y2 = 1 hiperbola egyenlete komplexben: z2 +z =2, akép

egyenlete:

9 -
~1—2—+~1~=2, vagy 2ww2-w2—wz=0
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i, — -i 4 2 2ivr
w= @ ei ésw=@Q e ! helyettesitést eivégezve 28 -Q e i
2 -2ivw ! 2
-Q e ! =(, azaz @ ~ = cos 2V

A kép tehdt lemniszkdrta,
148. A linedris tortfiiggvény a kovetkezd alakban is irhat6:

a bec - ad c £ 0

wWE ez a)

ez a kovetkezd figgvények ldncolataként dllithaté eld:

1 a
w1 =c{cz +d), w2 =\:r—1. W= + (bc -ad)w2
149, Az inverz leképezés: z =—£XV%12, ezt a transzformdciot végre-

hajtva az_ Azz + Bz + Bz + C = 0 koregyenleten hozzd hasonls alaku

A’ww +Bw +Bw + ¢’ = 0 egyenlethez jutunk. A linedris tortfliggvény tehdt
kortarté (A’ = 0 esetben a korok egyenesekké fajulnak el; C' = 0 esetbhen

a korok, illetve az egyenesek az origdén mennek at,)

150, Imw > 1.
Az inverz leképezés: z= - iw - 1, w=u+iv ésigy x+iy=v - 1-iy,

inmnen x =v -1
Ha x> 0, akkor v=Imw > 1

151, Imw > Re w
(v - u).

B | —

w(l - i) és innen: Imz =y =

D | b

Hasonloképpen: z =

Hay >0, akkor v > u
2 2 )
152, u+ 1)y +v <1 {w=u-+1iv)
Az inverz leképezésbGl: x =-v ésy=u-+ L, ésigy
2 2 2 22
bzl =x +y =fu+1) +v <1

2 2
153, u +v >2, (w=u+iv)
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154, w=az +b, ahol a =3, b=2(1+i)

A leképezés kortarts. Alz |= 1 kiir z, = 0 kozéppontja a b =2 (1-+i)
pontba megy &t,
w-b
a

Az inverz transzformdcis: z = ebbél

o

w-b w-

£
w

A zz =1 kor képének egyenlete:
ww - bw - bw + bb = aa,

ahol a kor sugara l/;; =3, tehdt az]a |= 3 kikotés mellett "a" végtelen
sokféleképpen vdlaszthato; a legegyszeriibb vilasztds: a = 3,

Egyébként a megoldds legegyszeriibben abbol kivetkezik, hogy a ko-
zéppont b =2 ( 1+ i) pontha megy 4t, tovdbh# a sugdr hdromszorosra nyu-
lik, és igy a linedris nyujtds:| a |= 3.

155. w=az +b ahol a=

[\CEEE

Hasonld kiovetkeztetéssel z, = 1 pont képe wo=a+t b = 2i; a lined-
. ‘s 1
ris zsugoritds: |a j= 7
Tehdt a legyegyszeriibb vdlasztds: a =
2 1

156, A sdv képe: v < 0, . u 4 (v +%) >3

ly | v
1 0
y & % a
0 X ] v
156.a dbra 156.h dbra
w =-;— a kovetkezd alakban irhaté: x+iy= —%-—l%
u +v
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v

Ha y > 0, akkor ——2——2<0 tehdt v <90
u +v
(1] V n
Ha y <1, 3 2<19
u +v
2
2 1 1
azaz U +(\.r+—2-)>4
2
1 251 >
157. (u-z) +v =7 v=0
3z +2i
158. S iz +6

(u2+v2)+v >0

Az adott tirgy- és a megfeleld képpontokat rendre behelyettesitve:

2a+b
2c+d

-2at+b_
-2¢ +d

I+ 1L -bol: b =2c és igy L. -b8): d = 2a [I-b6l: b +c = i{d - a),

=1, vagy

2a+b=2c+d

" ia+b=-c+id

" 2at+b=2-d

figyelembe véve, hogy b =2c, J3c=1i(d- a).
Legyen tovdbbd c =i, ésigy d-a=3

Tehdt a=3, d=6, c=1
159, w=-l-—_—-l-z—

1+z
161,

162. a) Az y tengely képe:

bh=2i

160,

1
W= - -

Z
2 2
u +v =1 kor
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_i-z = iy
Legyen w1—1+z,hax 0, akkor wl—l+iy

l-zz .2y " LAty A
2 tehdt u - -

= -1i
1+y2 I+y l+y2 1+y2

innen u +v =1
w = iw1 ugyanezt a kort adja az origé koril 90°-kal elforgatva.

b} Az x tengely képe a v tengely

L1 -x P
Ha y =0, akkor w=1i T+ x tehdt
i-x . : p
u=0, v-= Tt x innen az is leolvashaté, hogy

az x tengely adott pontjdnak a v tengely melyik pontja felel meg,

2 2 . 2 2
c)x +y =1korképeaz u tengely x +y =1 komplex egyenlete
. . 1 - ig )}
z=e1l‘p haz:eup, akkor w =1 ———e.—ztg £ tehat u = tg £,
ie 2 2
[ t+e
4

i .z
v=0; a z=e kor ¢ arkuszhoz tartozé pontjdnak az u tengely

u= tg% pontja felel meg,
. _ . ,)"' _
163. ww = l-bgl Z2EL 22l
iz -2 -iz -2
innen: {2z + i) (ZE - i) = (iz - 2} (-i; - 2}, a miiveleteket elvégezve, és
rendezve
Z; =1
2z = 1-bo} kiindulva az inverz transzformdciot haszndlva ww = I-hez jutunk.
164, z =+ i, 163, z =3,
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w_az-ﬁb Z_az+b bl
bz +a cz +d ©

166.

c:.2+(d-a)z—b=0, z=+1, ha c=b, ésd=

167, Im z >0 félsik,

2
cw+cC . PR
7 = —— inverz transzforméacichol

1-w

hnz~y=%l—)-, y = 0, csak akkor, ha v =0,
{1-u) +v

Tehét az x tengelynek megfelel az u tengely.
Megnézzik, hogy Im w >0 félsik egy pontjdnak pl.: i-nek megfeleld
pont a z sik melyik felében van,

ci+c2 c2 -C c2 +c
Z="97 T3 +i=s Imz=y>0
— iof
168, zz = 1, legyen w=¢e w,
R wl-a
W, == ennek inverze: Z ==
1 az-1 awl— 1
és igy
_ wI- a wl— a . _
ZZ == = =1 innen w =1
aw, -1 aw -1 11
1 H
- ik -ict — —
és igy ww = (e wl).(e w.l)=wlwl=l

169, Ha y =0, akkor w=-——i—i—, azaz: u= Zx ésv= 3
X x +1 x +1

P 1. it
innen u2+v2+v=(}; z =1 pontkepe:w=—51, azaz u =0, v=-3

Behelyettesités utjdn lithats, hogy ez a kor belsS pontja,
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2

u*cz- 2
B y } vagyv=2c [/ ¢ - u

170. x = konst.

v = 2cy
= x2 - c2 2
y = konst, 3 B Sxc vagy v=2¢ {fc” +u

171. A leképezés egy-egyértelmdii. Zy # z, esetén a

fliggvényértékek egyenlfségét a kivvetkez§ egyenlet fejezi ki:

1 1 1
z +— =z +-— vagy (z -z,)({- 1=0
1 z) 2 Zy I 2 z,%,

ez akkor, és csakis akkor teljesill, ha ZIZZ =1 A leképezés tehdt csak

olyan tartominyban egy—-egyértelmif, amely nem tartalmaz reciprok pon-
tokat. Az egy-egyértelmiiség tehdt az egységkdrdn beliil és azon kiviil
kiilon-kiilon fenndll.

172. A leképezés az origébdl kiindulé sugarakat hiperboldkra, az

origs kozéppontu kérvket pedig ellipszisekre képezi le.
Ugyanis poldrkoordindtdkra dttérve és szétvdlasztva a valés és képze-

tes részt:
1 i 1 | T
u=z (r+;)costp, v—z(r r) sin ¢
A ¥ = konst, félsugdrnak a kovetkez8 hiperbola felel meg:

2 2
u v

2 . 2
cos @ sin @
Az r = konst, kdrnek (r # 0) a kovetkezd ellipszis felel meg:

4u2 + 4v2 -
5 =

i 1
(rtg) o)

A kapott hiperbola és ellipszis sereg konfokdlis és mer6legesen
metszi egymdst, Részletesebb vizsgilattal az is nyomon kivethet§, hogy
a targygorbe befutdsdnak milyen befutds felel meg a képgtrbén.
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173. 27 i szerint periédixsos, ugyanis:

z+2Wi z 2Wi_ =z
e =e . e =e

w=e = &Y 2 XY anol & = lw| és y=arcw,

Az x = konst. egyeneseknek a {w|= konst. korok, az y = konst, egye-
neseknek pedig az arc w = konst. origébél indulé sugarak felelnek meg.

Az is ldthato, hogy valamely z sikbeli y = konst. egyenes 2T -vel
valo felfelé toldsdnak a w sik orig6jabol indulé arc w =y sugdrnak egy
pozitiv értelmii teljes koriilforgésa felel meg. Ez azt jelenti, hogy a z sik
minden x tengellyel pdrhuzamos 2T szélességl sdvja (yO < y <yt 290)

kolcsonosen egyértelmiien az egész w sikra képezddik le.

174, 27 szerint periédusos, ugyanis:

sin (z + 27T) = 1 [ei(2+2’l‘l’ ). e~i(z+2’fr)] _

20
1 iz 2™ -iz -i27 1 iz ~-iz ,
==—{e -e¢ -e  ,e =— (e -e = sin z
21 2i ( )
; T . T s o Ais
A z siknak az x = - o esX=5” egyenesek kozott levs savjat kon-

formisan képezi le az egész w stkra. A konformitds a két hatdrvonalon
megsztnik, mert itt:

dw
iz =cos z = 0.

(A z siknak mds T szélességli fliggbleges savja is hasonléan visel-
kedik, }

w=u+iv=sinxchy+icos x shy ésigy
u=sinxchy

v=cos xshy
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ahonnan x, illetve y kikiiszobolése ut)dn a kovetkezd egyenletek adodnak:

Uz V2 U, V2
+-—2— =1 illetve —35 - =1

2
ch'y shy sin x o8 X

Az x tengellyel pdrhuzamos egyeneseknek ellipszisek, az y tengellyel
parhuzamosaknak hiperboldk felelnek meg. Az ellipszisek és hiperboldk
konfokdiisak, tovdbbd merdlegesen metszik egymést.

VIL.
175. f e Pt = é ; Re (p) > O.
0
176. I e Ptar =—12; Re (p) > O.
0 p
oo o0
177, J APy - J RC DL Zi—p—; Re(p)) a.
0 0

o0 (o e )
178. j e—ptcos at dt =%‘ I [e(la_p)t-}e(—ia-p) t dt]:
4] 0

:TP_T" Re(p)) 0.
p +a

(Megjegyzés: Az eldbbi integrdlok a Laplace transzformdciondl szerepelnek.
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179, Az a és b pontok kozotti tetsz8leges gorbének egy felosztdsdt
véve:
n

n
sz=llmZ Azk=llm ? (zk-zk_l)=b—a
k=1

G k=1

ahol z =aész =b
o n

(A hatdratmenetnél: n— oo ésl A zk]—~i- 0)

180. Az a és b pontok kozotti tetsz8leges gorbének egy felosztasat
képezve két kizelits vsszeg szdmtani kozepének a hatdrértékét vesszik:

a n
J zdz == - lim [Z Z Azk+Z zZ | Azk}
(G) k= k=1
ahol Azk:zk-zk_l tovdbba zo=a és znzb
n
1 -
[zdz =5 lim Z (zk+zk_l)(zk ZL 1)—
(G) k=1
n
P, 2 2 122
=3 lim (zk zk_l)—2 (b”-a)
k=1

18i. A z = z + re't helyettesitést végrehajtva:

2T 27T

o LS
n]
.
y]
- ;:rl
(d
|
-
[«
-
1]
O]
.
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182, a) Glz x=t, y=t 0 £t figyelembevételével:

1 1
.2 . .2 -
(t+it)y (dt +idt) = 2it (dt+ idt) =
0

0
1
3 371
= | @i?-2e%y de=2 i"—-t—] 2oy
33 3
; 0

2

b} G2: x=t, y=t, 0Et%1 figyelembevételével:

1 o
j (c+ ity (dt + 2itdt) =
0

1
= [ (t2 + Zit3 - t4) (dt + 2itdt) =
0

1
= I[(tz -5t4) +1 (4t3 - ZtS)] dt =

o

183. a) Gl: y=0, 1 Zx -] figyelembevételével:
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b) G,: z(t} = el 0ftET figyelembevételével:

0

T v
f 2ic I 3t [3“] 2
[S] e =i e = - =
3 3

0 0

Megjegyzés: A 182, és 183, feladatban az integrdl értéke fliggetlien
a kezd§- és végpontot Jsszekotd uttél, z ugyanis analitikus és igy a Cauchy

tétel értelmében:
b
9 . )
J z dz-— (b3— 33)‘
a

84, Figyelembe véve az dbrakon feltlintetett integraldsi vtakat:

t l

a) J xdx + [ (l-iy)idy = 1 +1i
0 G
i

b} I {t - i) (de+idey=1
0
1 {

<) [ (-iy) idy -J-J (x-iydx = 1-i
0 0

(Z ugyanis nem analitikus).

185. Figyelembe véve az dbrdkon feltiintetett integraldsi utakat:

0 1 5

JIYiidy= f (-y) idy + J yidy = i %
-1 0




T T
7 2
b) f 1.ic " dt = [elt] = 2i
T T
2 2

( z | sem analitikus)

186. Figyelembe véve az integrélds utjat:

m m imt IR ¢ S
(z-zo) =r e dz = ire dt és igy

27

T i(m+1)t 2
# i‘rm+l ] el(m+l)t dtz{rm‘H.e } =0
0 0

m+ 1

ha m# -1
2T
Ha m = - 1, akkor az integral: (f) idt = 2T i, ami a Cauchy-formu-
1dbol kozvetleniil ldthato, 0

2 22
187. 3 =3 (x -y )+ 6ixy

a) Figyelembe véve, hogy az x tengely mentény =0, és azy
tengellyel pirhuzamos szakaszon x = konst. és igy dx =0,

X y
2 2

J3X dx + J [3(){2 - y')+6ixy] idy =

0 0

2 2
x3 +3ix’y - 3xy - iy3 = (x + iy)3 = 23

b) Hasonloképpen vegytk figyelembe, hogy az y tengely mentén
x = 0, és az x tengellyel pdrhuzamos szakaszon y = konst, és igy dy = 0.

stb,



c) Az integrdcidés ut paraméteres megaddsa: x=t, y=ct; ahol ¢
az egyenes irdny tangense.

t t
.2 . 2 .3
3 +icty (1+ic)dt=| 3t (I+ic) dt=
0 0

i
= t3 {1+ ic)3 = t3 + 3ict3 -3¢ t3 - ic3t3 =
)
= x3 + 3b(2y - 3xy~ - iy3 =(x+ iy)3 = z3

. 2 . . 5 .
Magyardzat: 3z fuggvény analitikus és ezért

z
2

j 3z dz = 23

g

188, f(z) = et sinnz, Ga -;')’]-_— pontot koriilvevd zdrt gorbe, és igy a

=

Cauchy formula szerint:
.y
l.—

2 . nqr
(§ f(z)r “dz = f(f‘;'—) és igy az integral értéke: 2TWie asmﬂ'—2
i 2

189. Az integrilt a kivetkez6 alakra hozzuk:

[C%]

z~ldZ f(Z):z+1

2
(z)
e

Z

fzi—l e

(&)

G az ! pontot kérUivevd zdrt girbe, és igy

1 %f(z) }
2T 1 z- 192

(G)
tehdt az integral értéke: 2T 71-2‘E =eMi
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190. Az elébbihez hasonlé dtalakitdssal:

z -1 z+1i

( 8 Tz
z+1i f(z)zze
(G)

G kdriilveszi az i pontot, tehit

1 f(z) -
Tl _— dz = f(i)

G

és igy az integrdl értéke: = ‘?’T i —(—;l -
191. G :[x -5 !: 1. Az integrél értéke zérus, mert az integrdlands
fliggvény a G1 kor belsejében analitikus.

Az integrilands fliggvény résztortekre bontott alakja:

11 1

2i (z-i z+1i

)

[ £ I . .
Az integrdl érteke: oYy 2T i="T mertia G, kor bel-

Gz:[ z -1 l: 1. N
sejében van, de - i nem.
PR 1
GB: l z+1 l: 1. Az integral értéke: % (-2Wiy=-T mert-ia (33

ko belsejében van, de i nem, 'G4:| z | =2, Az integrdl értéke:

1 .
7 2Ti-2Ti)=0 mert Hés -i a G4 kT belsejében van,

192. Az integrdlando filggvény résztortekre bontott alakja:

Z
z+1

z
z -1

+

B} —
[SEY [

i
- -+
z



Az eldbbi meggondoldsok szerint az integrilok értéke:

G} esetén: {; G2 esetén: -2Mi;

G3 esetén:% 27 i1 =i,

G4 esetén: -% 2Mi. (-1} =TI,
G5 esetén: -2MWi+ Wi+ Mi=0

193, - n {Gkor a z4 + 1 nevezfnek csak két gyskér tartalmazza, )

/z

194, A kérdéses integral értéke: %

f(z) integrdlja a valés tengél'y mentén -R-t6] +R-ig

+R R
1= J ——Czo“ dx:ZJ CZOSX dx
I
‘Rx-%l 4 X +

{{z) integriija az R sugaru félkor mentén:

— . i :
p o Re'? i ei(Rel(P-P @)
I=J———.—-Rie d(pzi[ - dg
2 2 2ip 2ig 1
3 Re +1 0 Re + R
Innen lathats, hogy lim I,) =0
R—
f(z) integridlja a @ sugaru kor mentén:
ii+e e’) .
e . iy
I =- J - iee dg =
3 . i 2
g itee ) +1
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i{i+tg e 1} itp
:—1[ € - 8¢ dfp_
0 ZQie“P e eZl‘P
ei(i-i—Qc,“’o)
=-1i J - de is
2iteoe?
0
2 -1 N
lim I, = -i J S dp =->
3 21 e
Qe—~0 o

A Cauchy tétel értelmében: Il + Ez -1,=0 ésigya hatdrdtmenetel:
utdn is: -

o<
2J-§mx dx +0-—=0
Ox%l

Ahonnan a fent kdzdlt eredmény lathato.

VI,

195, Mértani sor; hdnyados: iﬁ—

Konvergencia tartomény: |z - 1} < 3, vagy (x - 1)2 + y2 <9

dsszeg: -z

zZ -1
2+1i

196. Mértani sor, hdnyados: !
Konvergencia tartomdny: |iz - 1{ < |2 +1]

2 2 - o241
x +{y+1) < 5 osszeg.————-«—-——3+iu_z)
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197, és 198. Mindkét sor konvergenciakdrének sugara: 1. A Cauchy-
-Hadamard tétel szerint egy hatvinysor konvergencia kdrének sugara:

|

Jelen esetben: a -1 ilietve 1
n n P

199. r=1 200. r=0

201. A sor z =1 helyen a harmonikus sort adja; a konvergencia kor
keriiletének minden ett8] kiilonbszd helyén azonban feltételesen konvergens.
A konvergencia kor sugara 1, és igy a kerlileti pontokban a sor

oo in
R g

n
n=t1}

A 82. feladat megolddsdhoz filzott megjegyzés értelmében az dllitds
nyilvanvalo.

202. A konvergencia kor sugara itt is 1, és igy a sor az egység kir
minden olyan pontjéban, ahol 2 # 1 feltételesen konvergens, egyébként

divergens, A divergenciahelyeket a z¥ = 1 binom egyenlet gyvkei adjak.

n!

203, £ 2y = -1 o ésigy
A
oo
£=Z e -t ha Jz - 1} < 1
n=0
{ i
204. £ @y = -1)° %12_) és igy
z

1 haid n
= =Z (+1)(z+1), halz+1| <1
z n=0
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205. £y -e® 6s May=e  ésigy
Z = (z-l)rl . I
e =e Z o azegész szdmsikomn,
n=0
206. f' (z) = sin 2z, 7 () =2 cos 2z,
1y 2 -
£''(z)=-2" sin 2z
f(w) (z) = - 23 cos 2z, f(v) (z) = 24 sin 2z, .
L .2 2 2 23 4 25 6 . L
sth., ésigy sin z=77 2 "N Z +E z -+...., az epész szdmsikon.
! 1
207. f(z) - T2 2
1 1 1
a) f(z)—-~2-1__z~+1_z~
2
I 2
:-5(1+— N D - (A0 A S
L3012
2 04 8
11 11
b) f(z)——zl_z At
2 z
2
z  Z 1 i
=3 (J+§+—4'+ .)-;(14—— — +. )=
2
- Ao bl zoz
o 3 2 z 2 4 8 777
z z
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c) f(z} == 5 "7z 1°
l_..._ - —
z
1 2 4 { 1
LN R )= (L= == .. )=
o R R Uk sl )
Z
1 3
——-?:+—§'+...
z z
208, z =1+ & bevezetésével:
82138 14 1,2 4
+38 +
g(g)z—-————————-‘-—? :l+—+—2'——3+...
428 § g% ¢
A keresett sor tehdt
2 4
- + ...

]
Hzy=1+_-"—"=+
z -1 (z - l)?_ @ - 1)3

A konvergencia-gytiri: 0 < |z - l| < 2, mertaz a=1 szinguldris
hely tdvolsdga, a legkozelebbi b=-1 szinguldris helytél: 2.

1 = Zn = zn—k
209. f(z):—T(‘Z Z- Z -
? n=0 n=0
1 8 1 8 1
210. fz) ==« —— - . e
(Z+l) 25 Z+ 1 25 z-4
_2 1 8 1 8 1
S e -
(z+1)2 25 z+1 125 ozl
5
2 1 8,1 8 = (z+1)n
°5 ( +1)2 25 z+1 125 Z 3
Zz n:ﬂ

Konvergenciatartomdny: 0 < jz+1} < 5.
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Mz iT

. . e € I S
211, res_. f(z) = lm? {(z - 1) 3 = F 3y "3
z=ti z—+1 z +1
_ (= ; PR ; o
212, Ha f(z) = 7@ ahol mind a szdmliis, mind a nevezd reguldris
az "a" elsérendii pslus helyen, akkor
res f(z) = L4 ,(z(ia))
z=4a ¥
i
és igy példankban res f(z) = = — =1
s cosT

213. z = 1 mdsodrendii pélus, polinom osztdssal, majd résztortekre
bontassal:

3 1
fz)=z+2+-—F + , tehit res f(z} =3
z -1 2
{(z - 1) z=1
weZ -1 I
214, f(z) = , res f(z}== ésigy
3 2
z z=0

é f(z)dz =2Tires (z)= 2’:["1%: Ti
z=0
(G)
sin — z
215. fz) = —3 res £(z) :ﬁ
2 4
z ~ I Z:-}_

res f(z) = —4——2— és igy # f{z) dz = 2TMi [res f(z) +
z=-1 (G) z=]

+ res f(z)] = 2’11'1%2_ =im ﬁ
z=-1

216, Lésd a 194, feladatot, ahol ugyanezt az integralt a Cauchy tétel
felhaszndldsdval kellett kiszdmitani.
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217. a) A vektormezd divergencia~ és roticiémentes birmely, az
orig6t nem tartalmazd, egyszeresen tsszefliggd tartomdnyon, tehdt van
komplex potencidlja, Vezessiik be a

ey ed
V= LYy 22 L

q@ 9 22
(x +y ) (x +y )

segéd-vektormezdt. Az f = u + i v komplex potencidlra érvényes:
grad u = p és grad v = q. Ekkor u és v vonalintegrélial szdmolhaté.

uix,y) = ?-&—5—+ a és vi{x,y) = ‘—Z‘:LE + b, ahol
X +¥ X +y

a,b € R integraciés Allandék. Legyen o¢ = a + i b és felhasznilva a
2 1
zZ=x + yz dsszefiipgést a potencidlfiiggvény f(z) = Z +tol .

b) Nincs komplex potencidl (A vektormezé divergenciija nem
zérus),

218. &k = 1 esetén van komplex potencial:

f(z) = sin z + ¢, ahol oc komplex szam az integrildshdél
ad6dsé Alland$.
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Kedves Jegyzetfelhasznalo!

A j0 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanulasban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktiv mérnokként is hasznaini lehet. Egyetemi tanulmanyai alatt valészindleg kiilonbozé
szinvonalii jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog taldlkozni ezutén. Kérjiak, hogy ennek a
kérdaivnek a kitoltésével segitse alabbi torekvéseinket:

- ennek a jegyzetnek a kovetkezd kiadasaban kevesebb sajtéhiba legyen és indokolt

esetben késziiljtn el az atdolgozott kiadéasa, ,

- a jegyzeteket értékeini lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek

szerzi nivodijat kaphatnak.

Kérjik, hogy a kikiildott kérddivet a Jegyzetbolt bejarata (V2 foldszint) mellett
ethelyezett gyijtdladaba dobja be.

Faradozdsat koszoni az Egyetemi Jegyzetbizotisag.

A jegyzet cime: MATEMATIKA PELDATAR VII. KOTET Komplex figgvénytan
A jegyzet szerkesztGje: Monostory lvan
A jegyzet azonositdja: 040811

Melyik tdrgyhoz hasznélia a jegyzetet:

Kar:

Félav:

Térgy neve:

A jegyzet hany szazalékat tudta hasznélni (pl. 75%):

A jegyzet a targy anyagéanak hény szdzalékat fedte le (pl. 50%):

A jegyzet mindsitése:

(0: hasznathatatian, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tirhet6, 4: j6, 5: nagyon j6)

Javaslat atdoigozésra:

A megtalalt sajtéhibak:

(A tdloldalon folytathat6)
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