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FELADATOK






I. Vektoralgebra

1/1. Miiveletek vektorokkal (koordindtik alkalmazdsa nélkitl)

1. Hat4rozzuk meg az ABCDEF szabélyos hatszlg A csucsdbél kiinduie
oldal- és 4tlovektorainak Ysszegét.

2, Az ABC szabdlyos hédromszig kiiré irt kir kbzéppontja 0. Igazoljuk,
hogy

0A+0B+0C =0

3. Igazoljuk, hogy két egyenl6 hosszu vektor Ysszege és kiilbobsége me-
réleges egymdsra,

4. Az ABC béroms zq_gF- k&ré irt kbrének k8zéppontja 0. Legyen
0A = a, 0B = b, 0C = cés 0P =p =a+b+c. Igazolja, hogy aP pont az ABC
haromszbg magasségpontja. ‘

3. Igazoljuk, hogy

|El+_§2+...+a[ 1ll+la2[+... t i

6. Igazoljuk, hogy

|2 -[Fz]-|2]] -

7. Az a, b és c vektorok-kdzott nincsenek kollinedris vektorok. Mi an-
nak szukségw és elégséges feltétele, hogy az &, b ¢ vektorokb6l vektorhd -~
romszdget szerkeszthegsiink?

8, Igazoljuk, hogy bdrmely hiromsztg sulyvonalaib6l hiromszdg szer-
keszthet§,

9. Az ABC héromsztg oldalaira szerkessziik meg az ABB_ A BCC B

107 2
€s CAA, C, paralelogrammékat, Az A A,, B B, és C,C, szakaszokb6l

1 172 172

szerkeszthe t6-e hiromszog?
a b
10. Szerkessziuk meg az egy pontb6l kiindul6 a, b, 1—;—1 m

-2 vektorokat. Milyen &lldsu és frdnyu az ut6bbi két vektor?

121 " |2



11, Igazoljuk, hogyha Aa=Ab és A#0, akkor a =b és ha Aa=pa
és a # 0, akkor A=, -

12, Az ABC héromszdg sulyvonalaibdl szerkesztett hiromsztg A1B1C‘l
Az AlBICI héromszdg sulyvonalaibél szerkesztett hiromszig %BZCZ' Iga-
zoljuk, hogy az ABC és A2B2C'2 héromsztigek hasonldk és hatdrozzuk meg a

hasonlésdgl ardnyt,

1, példa

Igazoljuk, hogy a hiromsz¥g bdrmelyik két:sulyvonaldnak metszéspont-
ja a sulyvonalaknak a csucstol tdvolabb esd harmadol6pontja,

A | B8
1, ébra
Megoldds: Legyen CA =aés CB = b, Mivelg_H'g, ezért
Aa+pub=0
akkor és csak akkor teljestil, ba A= =0,

Legyen az AAI és Bal sulyvonalak metszspontja S,

Mivel AA=-sb+a, BB=-> ath, ezt

ive B="32 a, 1-25_,ezrt

e —_— —rr —— oy i Bt o
SA=oA A6sSB=pBB. SA=B+BA anolBA=a-b.



Azt kell beldtni, hogy ot=f3 = %

yova)=b( Fars)+a-
o<( 2_13+§._]——[3 2§_+p_ +a-b.
Rendezziik e vektoregyenietet a kivetkez§ alakra:
(o(+-§f.’> -1]E+ (1 -%o(-ﬁ) b = 0.
' 4
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha

oc+—;-13- 1 =0, és

1-%o¢-(5= 0, azazoé=f5=-§— .

A most megismert médszerrel igazoljuk a kbvetkez8 Allitdsokat,

13. Igazoljuk, hogy a paralelogramma 4tlél felezik egymést.

14, Egy paralelogramma egyik csucsat kbssiik 8ssze a paralelogramma
egyik oldaldnak felezfpontjdval és huzzuk meg a kivdlasztott csuccsal szem-
kdzti 4t16t, Milyen ardnyban osztjik ezek egymdist?

15, Egy paralelogramma két szomszédos oldala felezfpontjat kssiik
Ussze egy-egy szemkozti csuccsal. Milyen ardnyban osztja egymdst e két
szakasz?

B8

2. dbra

) 16. Az ABC‘D négyszig oldalait 3-3 egyenl6 részre osztjuk. Milyen
ardnyban osztjdk egymdést az 4brén létha_td PR és QS szakaszok?

-9 -



A tér egy rbgzitett O pontjdbol a tér P pontjdba mutats r vektort a P pont
helylektcrénak nevezzilk. Ezt a kbvetkez8 mddon is jeldljik: P{r), ahol
r = 0P,

17. Hatérozzuk meg az AB szskasz F felezfpontjinak helyvektorit, f-et,
ha A(a) és B(b) adott.

18. Legyen P(r) az A{a) és B(b) pontok 4ltal meghatdrozott egyenesen
olyan pont, amely az AB szakaszt

a) beliilr8l oc:p ardnyban osztja, azaz {—_-_-L x>0, f3>0;
sl P
-
b) belilr8l A(A:1l) ardnyban osztja, azaz I—LJ\ (A>0);
|PB|
' | APl
c) kiviilrfl A ardnyban osztja, azaz — =-A (A<0, A# - 1)
PB

Hatdrozzuk meg az ¢ vektort a, b o, pilletve A segitségével.

19. Az ABCD négyszdg csucspontjainak helyvektorai rendre a, b, ¢, d.

Milyen Ysgzefligpés (Usszefiiggések) 411 fenn (4ilanak fenn)=a helyvekiorok
kdzbtt, ha az ABCD négyszig paralelogramma?

A kapott feltételek sziikséges és elégséges feltételek-e ahhoz, hogy a

négyszig paralelogramma legyen?

D(d) Crc) 2. példa. Legyen az ABCD para-
lelogramma két gzomszédos AB és AD
oidaldnak felezfpontja E, illetve G.
c (AE = EB, AG = GD, ) Kdsstik 6ssze az
E pontot a D ponttal, 2 G pontota C
ponttal, Igazoljuk, hogy a GC és ED
szakaszok P metszéspontja a GC sza-
Ala) £ B(b) kaszt 1:4, az ED szakaszt 3:2 ardny-

’ ban osztja,

3. dbra

Megold4s: Legyen A az origé és igy B(b), C(c) és D(d). Ekkor E L

és G (% g] . A GC szakaszt 1:4 ardnyban oszt6 P pont p helyvektora

o=
\._../

p=3 (2040

Az ED szakaszt 3:2 ardnyban o0szt6 onnt a helyvektora
a=3 (h + 3d).

_10-



A négyszig paralelogramma, igy b =c - d, tehat

1
9=3 {c -d+3d)=p, azaz a P és Q pontok egybeesnek. Ezzel éllitdsun-
kat igazoltuk,

20. Igazoljuk, hogy barmely (térbeli} négyszig oldalfelezdpontjai pit -~
lelogrammaét hatdroznak meg,

21. Igazoljuk, hogy bdrmely négyszig egy p4r szemktztes oldaldnak fe-
lezdpontjai és az 4tlGk felezdpontjal paralelogrammadt hatdroznak meg, ha nem
eanek egy egyenesbe,

22, Az ABC hdromszdg csucspontjdba mutaté helyzetvektorok rendre
a, bésc.

Igazoljuk, hogy a hiTomszéig sulyvonalai egy pontban metszik egymdst és
a hdromszdg S sulypontjiba mutaté g vektor

(a+b+g).

1]

§=

23. A tetraéder egy csucsdt és a szemktzti lap sulypontjit 8sszekitd
szakaszt a tetragder sulyvonaldnak nevezziik,

Igazol juk, hogy a tetraéder sulyvenalai egymést a laphoz kizelebb esé
negyedelépontjukban metszik.

(Ezt a pontot a tetrafder sulypontjanak nevezzik, )

24. Legyen a és b két nem kollinedris vektor. Aza, bésc=o a2+
+ [3 b (o, 3 tetszlleges valés szdm) vektorok kizds pontbdl induljanak ki.

Igazoljuk, hogy az a, b €s ¢ vektorok végpontjai akkor és csak akkor
vannak egy egyenesen, ha o+ P =1, (Az o+ [3 = 1 teljestilése tchédt sziikséges
és elégséges ahhoz, hogy a végpontok egy egyenesre essenek.

25, Igazoljuk a ktvetkez8 azonossdgokat

2 2

L @+b)’ +@-p* =2 +2p%

2. ab= [«324-92-(&-13)2] .

N fiem

3. példa, Boutsuk fel az a vektort egy ¢ egységvektorral pdrhuzamos a
és egy arm merdleges 2. dsszetevire, P

Mego‘tda’.s. Legyen az e vektorral pArhuzamos 8sszetevd a vektor, ard
merfleges Bsszetevd an vektor. P

-11 -



Az ge skaldris szorzat jelentése az a vektornak az e vektor egyenesére
es6 elfjeles vetiilete, ami akkor és csak akkor pozitiv, nulla, negativ, ha az
a és e vektorok szige hegyesszig, deréksztg, tompaszig. Ezek szerint

a ={ae)e,
a, ae)
és igy
2 =a-(age.
a a
8m Om
e - dp o - gp e
4, 4dbra

26. Bontsuk fel az a vektort egy adott b vektorral pdrhuzamos és egy
arra merfleges 8aszetevlre,

27. Igazoljuk, hogy az a és az (ac)b - (ab)c vektorck merSlegesek egy-
mésra,

28, lgazoljuk, hogy a rombusz 4tlot merSlegesek egymdésra.

29. Igazoljuk a Thalégz-tételt.

30. Igazoljuk a cosinustételt.

31. Igazoljuk, hogy a hdromszdg magassédgvonalai egy ponton mennek 4t,

32. Az g és e vektorok szige, () = —%c— , Igl =Ys, [gl = 1. Szdmitsuk

ki az a + e €3 a - e vektorok szigét,

33. Az a, b és c vektorok pdronkint egyrnésré merdlegesek
(a#0, b#0, c#0). A tér bdrmely d vektora egyértelmilen irhaté fel,

d=cat+Ppb+qyc
alakban, Hatirozzuk meg az o, p és ¥ skaldrokat,
34, Adett az "e" egyenes és rajta-az E pont, Hatdrozzok meg az E pont-
b6l kiindul6 y vektorok végpontjainak mértani helyst, ha a y vektoroknak az

"e" egyenesre esf merfleges elfjelea vetiilétik ol
-12 -



35. Adottak a kzds pontbél kiinduld a és b nem kollinedris vektorok, Mi
a mértani helye a kisz8s kezdOponth6l kiindulé y vektorok végpontjainak, ha

va=0 és th=1,

36. Igazoljuk a kdvetkez§ azonossdgot:

@xb’+@. =2,

37. Azonossédg-e a kisvetkez8 egyenlet?

{a+b)x(a-b)=2(axb).

38, Igazoljuk a kiivetkez0 azonossdgot:

[@+b) x@-Db)| =2|axDb].

Mi az azonossdg geometriai jelentése?

39, Hatdrozzuk meg az a és b vektorok szdgének tangensét,

40, Mi a feltétele annak, hogy
(@axP)xc=axbxg)

“eljestiljon?
41, Igazoljuk, hogy ha g, b és ¢ vektorok kizts kezdGpontb6l indulnak ki

(axby+oxc)+{cxa)=0,

akkor az a, b és ¢ vektorok végpontiai egy egyenesen vannak, Igaz-e az 4lli-
tds megforditdsa; Ha a kdz8s kezddponthol kilnduls a, b és ¢ vektorok végpont-

‘a* 2gy egyenesbe esnek, akkor

{axb)+dbxc)+{cxa)=0,

42, Igs . ,ok. hogy

(@axby+{bxg)=axc
akkor és csak akkor teljesil, haaxb, b x ¢ és ¢ x a pdrhuzamos vektorok.

43. Az a, b, ¢ nem egysiku vektorok kezddpontja kdzds. Igazoljuk, hogy
a vektorok végpontjain 4dthalads sik merdleges az
- axb+bxgc+exa

vektorra. -13 -



44, Igazoljuk, hogy ha az a, b és ¢ vektorok pdronkint nem kollinedri~
sak, ugy ’

axb=bxc=¢cxa

akkor és csak akkor teljesiil, ha

a+

[Leg

+c=0.
45. Igazoljuk a sinustételt,

46. Igazoljuk, hogy b4rmely hdromszdg kbzds kezddpontbsl kiinduls két
sulyvonalvektora 4ltal meghatdrozott hdromszdg terillete az eredeti héromszig

teriiletének % része.

47. Vegyllk fel az ABC hdromszog belsejében a P pontot. Igazoljuk, hogy
a PAB,PBC, PCA hdromszigek teriilete akkor és csak akkor egyenls, ha

PA +PB +PC =0
Igazoljuk, hogy a P poat a hdromszdg sulypontja.

48, A P {r,), P (), P,{x,) csucspontuy hdromszdg teriiletét fejezziik ki
1*=1 alz 2 3=3
Iy Iy 3:_3 vekforokkal,

49, Igazoljuk a kiivetkezS Hsszefiiggéseket:

L (ta; +2, be) = (a;be) + (a,ho);
2. (a+h) (bre) (cta))= 2(abe) ;
3. (abc) = (ab (¢ +Aa+ub)). .

50. Az a, b, ¢ nem egysiku vektorok kezd8pontja kizds. Igazoljuk, hogy
atb btc c+a)
T T T [Ty feke)
Mi az igazoland6 azonossdg geometriai jelentése?

51, Igazoljuk, hogy a A g - pb yb-Acés pe- ¥ a vektorok kompla-
nérisak,
52. Fejezziik ki aPl(gl), Pz(gz), P3(£3), P4(;4) csucspontu tetraéder
térfogatit Lo Iy Ig I, vektorokkal.
- ld, -



53. Adott két kitér egyenes "e” és "{", Bizonyltsuk be, hogy az "e"

egyenesen levf a = AB és az "f* egyenesen levd ¢ = CD vektorok kezds és vég-
pontjai dltal meghatdrozott ABCD tetraéder térfogata nem fligg e vektoroknak azi
adott egyenesen elfoglalt helyzetécfl.

54, Igazoljuk, hogy

1. ax(bxc)+bx(cxa)+ecx@axb)=0;
2. @xb exd = |2 g‘-‘].
be bd

55, Alkalmazzuk a kifejeiési tételt az (e x a) x e vektorra. Hasonlitsuk
tssze a kapott eredményt a 3, péddiban az a vektorral, Irjuk fel az g vek-

tornak az e egységvektor egyenesére merdleges a_ YsszetevGjét,

I/2, Miiveletek koordindtidkkal adott vektorokkal

56, Adott aza=[1, 5, 2] ésab&[-2, I, 2] vektor. Hatdrozzuk meg
az a+b, a~b, 3aés - %lg vektorok koordindtait,

57. Legyen a¥[-4, 3], b=[1, 2], ¢ & [3, -5]. Igazoljuk, hogy az
a, b, c vektorokkal lehet vektorhdromsztiget szerkeszteni,

58, . Adott az AB = [-1, 3, -3] ¢s BC = [4, -5, 1] vektor. Hatirozzuk
meg a CA vektort.

59. Igazoljuk, hogvaza & [l—g . =3, %:l ésab= [-10, 2—2, - gglvektorok
kollineirisak.

60. Igazoljuk, hogyaz a = [~3, 0, 2], b= [2, 1, -4] és a
¢ =11, -2, -2] vektorok komplandrisak,

61. Egy egyenesen vannak-e az A(2; 2; 3), B{4; 3; 4) és C(8; 5; 6)
pontok? .

62, Az ABCD paralelogramma hirom szomszédos csucspontja

A(l: -2; 3), B(3; Z; 1), C(6; 4; 4), Hatdrozzuk meg a D csucspont koordind~
tait,

- 15 ~



63. Legyen a=[2, -2], b= [1, 2]. Igazoljuk, hogy 2 és b fiiggetlenek.
Irjuk fel a¢ ={9, 4] vektort a és b linedris kombin4dci6jaként.

64. Legyen a #[3, -2, 1], b= [-1, 1, -2], ¢ 2[2, 1, -3]. Igazoljuk,
hogy a, b és ¢ fliggetlenek, Fejezziik kia d = [11, ~6, 5] vektort a, b és c-vel

65, Hatdrozzuk meg az AB egyenesen azt a C pontot, amelynek x koordi-
nitdja 3, ha A(5; 3; -1) és B(-1; 2; 1) adott,

66, Hatdrozzuk meg az a ¥ [5, -3, 1] vektor irdnysba mutats egység-
vektort,

67, Hatdrozzuk meg az A(2, -1, 2} és B(4, 3, -1) pontok tdvolsdgét, F
felez8pontjinak és A-hoz ktizelebb es6 H harmadols pontjinak koordinit4it,
[T

68. Hatdrozzuk meg az ABC hdromsztg S sulypontjdnak koordinit4it, ha
A2; -3; 1), B(-L, 2, 2), C(5; -1, 3).

4

69. Szémitsuk kiaza = [3, 1, -1] és b= [2, 1, 3]vektorok skaléris
szorzatdt.

70. Hatdrozzuk meg A értékét, haaza =[3, -1, 2 ésab ¥ [2, 5, Al
vektorok egymésra merSlegesek,

71. Hatérozzuk meg az a vektornak a b vektor egyenesére es8 elbjeles
skaldrvetilletét, ha a = [2, 1, 101, b = [3, 4, 12],

72. Hatdrozzuk meg az a = [-2, 0, 1] és b= [0, 2, 1] vektorok szogét.

4. példa. Bontsuk fel az o & {3, -1, 5] vektort a b=[4, 1, -37 vektorral
paArhuzamos (I_)p) és egy arra merfleges (pm) vektorra,

Megoldds, A 26, feladat szerint

_ab__ 4 _— I
R N - = a- — bZ-= (94, -22, 11§],
in bz b ) [4; i, 3] * Ym a b2 E 26 E94 ]

73. Szdmitsuk ki az a £[2, 1, -1] vektor irdnycosinusait.
74, Hatdrozzuk meg x vektort, ha tudjuk, hogy |x| = 14, az y-tengellyel

tompaszdget zdr be és merbleges az a =[3, 2, 2] é&s b & [18, -22, -5] vekto-
rokra,

_16_



75, Az ABC hﬁrdmszbgben a B pont vetlilete az AC egyenesen a D pont,
Hatérozzuk meg a BD vektor (magas ségvektor) koordindtdit, ha A(2; -5:1),
B(6; -3 5), C (6 -4; 9},

76. Hatérozzuk meg az A(2; ~5; 1), B(6; -3; 5), C(6; -4; 9) csucspon-~
tu hiromsziig s zbgeit.

77. Tikrtizzik az a ¥ [-2, 6, 1] vektort a p=[1, -1, 0] vektorra, Ha-
térozzuk meg a tikbrképvektor koordinétiit.

78, Hatdrozzuk meg az a = [2, -2, -3] és b [0, 4, 7] vektorok
2 x b vektori szorzatdnak koordingtéir,

79. Hatérozzuk meg az ABC héromszig teriiletének mérSszdmét, ha
A(l; -1; 1), B(2; I; -1), C(-1, -1, -2).

80. Hatfrozzuk megaz a=[1, 1, -4} és b=[~1, 0, 2] vektorok sikji-
ra merfleges egységvektort ég a két vektor gziigének sinusét.

81, Az e egységvektorral kizis kezdfpontbdsl kiinduls a vektor végpont-
ja milyen tdvol van az e vektor egyenesét6l? Hatfrozzuk meg a 62. feladatban
szerepld paralelogramma AB oldaléhoz tartozd magassédgot,

82. Szémitsuk kKl aza % [2, -2, 5], b€ [-1, 0, 4] és ¢ {0, 2, -3]
vektorok (abc) és (cba) vegyesszorzatit,

83. Szémitsuk ktazg=[1, 0, -3], b=[-1, 2, 2] és ¢ £ [0, -2,-1]
vektorok 4ltal kifeszitett paralelepipedon térfogatit.

84, Szdmitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatédt, ha A(l; 1; 1),
B(-1; I; 1), C(1; -1; 1), D(1; 1; -1).

85, Igazoljuk, hogyaza® [-1, 3, 2], b=[4, -6, 2] és ¢ = [-3, 12,11]
vektorok komplandrisak,

86 Igazoljuk, hogy az A(4; -2; -2), B(3; 1; 1), C(4 2; 0)és
D(7; -1; -6) pontok egy sikon fekszenek

87. Szamitsuk ki az ABCD tetraéder D csucgéhoz tartozé magassédgot,
ha A(2; 3; 1), B(4; 1; -2), C6; 3; 7), D(-5; -4; 8).

- 17 =



1/3. Koordindta-geometrial alkalmazisok

88, Irjuk fel a Pl(gl) ponton dtmen§ €s a v vektorral pdrhuzamos egyenes
vektoregyenleteit,

Irjuk fel a P 3_(xl; ¥y zl) ponton Atmend s a v = [vl, v 3] vektorral

v
2!‘
pérhuzamos egyenes paraméteres egyenletrendszerét és egyenletrendszerét,

89, Irjuk fel a Pl(x_:l) €3 Pz(]_.'z) pontokon dtmen6 egyenes vektoregyenle~
teit,

Irjuk fel a P l(xl; vy zl) éapP 2(1:2; Yo 22) pontokon itmend egyenes

egyenletrendszerét €3 paraméteres egyenletrendszerét.

90, Irjuk fel az A(a), B(b) és C{c) csucspontu hiromsztg

a) A'csucspontjén sthalad6 sulyvonalinak vektoregyenletét;
b} A csucspontjdn dthaladé belsG szBgfelez8 vektoregyenletét;
c) A csucspontjdn ithaladé magassdgvonal vektoregyenletét,

e" egyenes: r = ¢, + tv, Tukrbzzik
az "e" egyenest aI"Opontra. Irjuk
fel a tilkirképegyenes vektoregyenle-
tét.

1. tt a P té
Ay (1, ) ' o 91. Adott a 0(10) pont €s az

92, Melyik egyenesre kell tilk-
r8znl az r = r, +tv egyenest, hogy a
tilkdrképegyenes vektoregyenlete
r=1, +ty legyen? (1_:2 # 3 +ty), Ir-

juk fel a keresett egyenes vektoregyen-
letét,

5, Példa, Hatirozzuk meg a
Po(go) pontnak az ¢ = r. +tv egyenes-
re esé merbleges vetiilete helyvekto~
T4t,

5, ébra

Megoldés: Legyen a vetilleti pont T. Az ébra jeltlése szerint
—a i —

07 = 51‘;1 +P1T. APIT vektor a PlPD vektor v vektorral pdrhuzamos 8ssze-
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tevéje, ha ﬁ-o vektor a merSleges Usszetevl., Igy a 26, feladat szerint
S (EH <))4 . e (r,-z)¥
1 = 2 . Y = 21 2 “_' .
¥y ¥y

6. példa, Hatdrozzuk meg P (r o) pontnak az r =r
natkozd P (r ) tikérkepét,

1, +ty egyenesekre vo-

Megoldds: A TpontaP P szakasz felezfpontja, igy I, = 20'1‘ tI, =
{r - rl) v
S
v

o
Megjegyzés, Az eredménybfl is lithats, hogy a P2 pontot ugy is megkap-
hatjuk, hogy a Po pontot a P 1 pontra tikrtizzilk, majd az igy kapott pontot

~——iar=
2P 1'1" vektorral eltoljuk.

7, példa. Hatdrozzuk megaP (r ypontnak az r =1
16 tavoisagét.

r, tuy egyenestdl va-

1. megoldds: A keresettd =P T tdvolsdg aP TP
gzdghbl hatdrozhaté meg, Mivel

1 derékszbgll hdrom-

ig{) —El)X| .
= - = e—— ert
PRy =[5 5y |0 By T v ] seer
2
2 |y
d -(50-51) B
R (5} i‘—"

Megjegyzés, d = | I, -0T l .

2, megoldds: A keresett tivolsdg a
PP és v vektorok dltal meghatdrozott para-

1o
jelogramma v oldalvektordhoz tartoz6 ma-
T gasséga.
, @, -z x|
v da= .
R) [¥]
6/a. dbra
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93. Hatdrozzuk meg az T = I, ttw és T = I, tty egyenesek tdvolsdgét.

94. Hatfirozzuk meg az r = I, tty, égr= I, tty, (y_l,H’ \_'2) kitérs
egyenesek tdvoladgit,

95. Mi a feltétele annak, hogyazr=r¢, +t ¥. ésr=r, +t Y, egyenesek
. 1 1 2 -2

egy sikba egsenek?
96, Irjuk fel a Po(go) ponton ithalado egyenes egyenletét, ha az merfle-

gesen metszi az r =1, +1 ¥ egyenest,

1
97, Irjuk fel a P }.(ZI) ponton Atmend n normélvektoru stk vektoregyenle-
tét,
Irjuk fel aPl(xl; Yy zl) pontokon 4tmend n = {A, B, C] (A2 +
+B2 + C’2 > 0) normdélvektoru sik egyenletét,

98, Irjuk fel a Po(go) pouton és az r = I, +t v egyenesen 4tfektetett sik
egyenletét (50 # rl +ty),

99. Irjuk fel a Po(go) ponton 4dthalad6 és az r = I, +ty egyenesre merd~
leges stk egyenletét.

100, Irjuk fel a Po(gu) poaton Athalads, az (r - gl)g = (} gikkal parhuza-
mos sik egyenletét,

101, Irjuk fel a PI(EI)’ Pz(;z), Ps(ga) pontokon Athaladé sik egyenletét,
ha a hérom pont nem esik egy egyenesbe.

102, Irjuk fel a Pl(x}.: Yy zl), Pl(xz; Voi 22)’ P3(x i Ygi z3) pontokon
fthalad6 stk egyenletét, ha a hdrom pont nem esik egy egyenesbe.

103, Irjuk fel az A(xg 0; 0}, B(G; b; 0), C(0; 0; ¢) ;ﬁontokbn éthalédé
gik egyenletét, ha a#0, b#0, c #0, »

104. Irjuk fel a P (r ) ponton fthalado és az a, b vektorokkal pérhuzamos
stk paraméteres vektoregyenletét, ha a és b nem kollinedris vektorak.

105, Irjuk fel a P D(xo; Y5 z ) ponton Athalad6 és az g = [a]., ay a3 ],
bE bl' b2, bS-I vektorokkal pdrhuzamos sik paraméteres egyenletrendsze-

rét,
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106, Hatdrozzuk meg az (T ~ 1:_1) m, = 0ésaz(r- ;2) n, = 0 sikok haj-
ldsgztigét, ,

1(}7: Hatdrozzuk meg az (x ~ ;1} n=0sikésaz = z, + Lt v egyenes
hajlisgztigét.- '

108. Irjuk fel a P,(x.), P,(x,) szakasz felezOmerdleges sikjénak az
1=17 ~ 22
egyenletét, .

109, Adott aPo(; ypont és az {r - r,) o= 0 sk, Tukrdzzik a sikot a
P_ pontra. Irjuk fel & tlkurképsik egyenletét,

110, Tikrozzik az (¢ - gl) a =0 sikot az (r - r } n = 0 sikra, ha
(_z;0 - _1_'1) n # 0. Irjuk fel a tikdrképsik egyenletét,

8. példa: Hatdrozzuk meg a Po(go) pontnak az (r - _1_'1) n = 0 gikt6l vals
t dvolsdgit,

R (5) f
1 n

Fiin)

6/b. dbra

Megoldds: A keresett d tAvolsdg az r_ - r, vektor o vektorral pirhuza-
mos dsszetevlje abszolut értéke, ha a mésik gsszetevs n vektorra merdlege=,
, 1
€, -)—

(]

d=

.
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n

A tdvolsadgot tehadt megkaphatjuk, ha a sik (r - r ) = 0 normélegyenleté-

In]
ben az r helyére az adott pont I, helyvektordt irjuk és az egyenlet baloldalén
4116 kifejezésnek az abszolut 6rtékét vesszik,

111. Hatdrozzuk meg a Po(xo: Vi Zo) pontnak az Ax +By +Cz +D =0
sikt6l valé tévolsdgit,

112, Hatérozzuk meg az {x - ;0) 1=0é6s az (r - gl) n = 0 sikok tdvol-
gdgét, ha (go - gl} n #0. (Lésd 8, példa.)

9. példa. Hatdrozzuk meg a P (r ) pontnak az (r - rl) n gikra esd
P (rz) vetliletét.

1. megoldéds: A _130122 az g - I, vektor n vektorral pdrhuzamos dssze~
tevlije (ha a mégik Usszetevd az p vektorra merdleges. ) (Ldad 6/b, 4bra, )

x ~r)n o
= ) 1 - .
P0P2 = . .A vetiileri pont helyvektora:
o (ol
. _(50"51)”— ]
=2 " =p 2 =t
n

2. megoldds: A vetileti pont a Po(go) ponton atmend az adott sikra me-

rlleges, tehdt p normdlvektoru egyenes és a sik kizis pontja,
Az r= I, +tnegyenes az (x - _1:1) n = 0 sikot olyan "t" paraméter érté-

kil pontban metszi, amelyre

A vetiileti poat helyvektora tehét

= ————])
=1, * ) 2
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10. példa. Hatdrozzuk meg a P (r ) pontnak, az (r - r;) 0= 0 sikravo-
natkozé p3(]_.'3) tikdrképének helyvektorat,

Megoldés: AP

3 pont a Po pont tikdrképe a P
6/b. dbra), igy

zpontra (lisd 9. példa,

I3 =2I, "I, »

113. Hatdrozzuk meg az T =r tty egyenesnek az (r - ry) o =0 sikra
vonatkozé tikdrképének a vektoregyenletét, havn #0.

114. Hatdrozzuk meg az (T ~ r o = 0 sikngk az (r - ;1)31 = 0 stkra vo-
natkozé tiukbrképének egyenletét, ha no x B, # 0.

11, példa. Hatirozzuk meg az egymést metsz6 (r - :El)l_ll =0 ég
(x - go)gz = { gikok dltal meghatdrozott lapszigeket felezd sikok egyenletét,

Megoldds: Egy P(r) pont akkor és csak akkor van rajta a gziigfelezd gi-
kon, ha a k&t sikt6! egyenlé tdvolsdgra van, azaz

-y, (x-z,n

1 o

Ez ut6bbi akkor teljesiil, ha vagy

@-x)n ) c-z)m, o
!‘—’1‘ B, |
vagy
(r-r,)n (x-zr)n
e 272 @
| |2, ]

Az (1) 83 a (2) egyenlet a szgfelezbsikok egyenlete.
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115, Irjuk fel az egymést metsz§ Alx + Bly +Ciz + Dl =063 az
A2x + Bzy + sz +D, = 0 gikok 4ltal meghatdrozott lapgziipeket felezd sikok
egyenletét,

116, Itjuk fef a Po(ro) ponton Athaladé sik egyenietét és paraméteres

vektoregyenletét, ha a sik mexfleges azrn

=k ésru
vonalédra.

= ko sikok metszés~

1 2

117, Irjuk fel az (x; y) sikban a P o(q:_g) ponton Athaladé és n normélvek-~
toru egyenes egyenletét és normélegyenletét,

118, Irjuk fel a Po(xo; yo) pontor Athalads n & [A; B] normélvektoru
egyenes egyenletét,

119, Hatdrozzuk meg aPo(;o) pontnak az (T - 1_:1) n = 0 egyenest6l valo
tdvoladgit,

120. Hatdrozzuk meg az egymdst metsz6 (r - 1_:1)1_11 =0és (r- Iym, =0
egyenesek szbgfelezfinek egyenletét,

121. Igazoljuk, hogy a hdromszig oldalfelezd merflegesei egy pontban
metszik egymdst,

122, Irjuk fel aPl(-l; 2; 3)ponton dtmenf és a v = [4, -1, 2] vektorral

pirhuzamos egyenes paraméteres egyenletrendszerét és egy egyenletrendsze-
TéL,

123, Irjuk fel aP1(4; -1; 3) és P2(-2, 2, 5) pontokon dtmend egyenes
paraméteres egyenletrendszerét és egy egyenletrendszerét,

%}- =y+2 =-Z-;§ egyenes a P(4; -1; 5) ponton? Ha-

tadrozzuk meg az egyenesnek az (x, z} sikkal valé doféspontjdt.
. i _z
125, Tikrdzziik azx +2 = 3 3 egyenest a PO(-S; 4; 1) pontra, Ir-
juk fel g titkdrképegyenes egyenletrendszerét. (Ldsd 91. feladat.)

124, Atmegy-e az

x-4 z-1
126. Melyik egyenesre kell tiikrzni az -—2—-='(Y+3) ==¢- egyenest, hogy

a tiikdrképegyenes egyenletei?- =-y= i—gi legyen? Irjuk fel a keresett

egyenes egyenletrendszerét, (Lisd 92. feladat.)
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127. Hatdrozzuk meg a Po(-S; 4; 1) pont vetiiletét az x+3 = %" 2'.3'5.

egyenesen, (LAsd 5. példa.)
128, Hatdrozzuk meg a PO(-S; 4; 1) pont tikdrképét az x+3 =% =2;—Z-
egyenesre, (Ldsd 6, példa, )

129. Hatdrozzuk meg a PO(—S; 4; 1) pont és az x+3 =*§-= 2z egyenes

3
tdvolsdgat. (Ldsd 7. p€lda. )

130, tratdrozzuk meg az x ~ 1 =£;—2 =3 - zésazx-2 =.2;'_1 = 4 - 7 egye-
nesek a ulsagit. {Lé&sd 93, feladat.}

131. Hatérozzuk meg a kiivetkez8 egyenesek tdvolsdgék:

x=9 _yi2 _ x__y¥ _z2
2) 33 ¢ 3= =7

xt3 _y-6 _z-3 x4 _yH _zi7
b) 7 "3 "3 &g T3 "3 -

(Lasd 94. feladat.)

2. példa, Hatdrozzuk meg "a" értékét ugy, hogy azx+1l=y-~1=zés

y+1=z-l

azx-1l= 5

egyenesek messék egymdst,

1. megoldds: A két egyenes nem pdrhuzamos, igy legfeljebb egy kiizds
pontjuk lehet, AP(x; y; z) pont akkor és csak akkor kizbs pontjuk, ha mind-
két egyenletrendszert kielégiti az (x; y; z) szdmhdrmas. Az egyenletrend-
szerekbfl! két-két egyenletet irjunk fel:

x+l=y=~1, 2x-2=y+1,
illetve
x+1l=z , ax-)=z-~-1 .

Az els§ hdrom egyenleth6l x =5, y =7, z = 6, igy a negyedik egyenletbfl

v on

a=
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2, megoldds: Irjuk lel az egyenesek parameéteres egyenletrendszerét:

x==1+t,, x=1+t¢

1 27
Y=1+tI , iletve y=-1+2¢,,
Z=t1, z=l+at2.

A két egyenes akkor €s csak akkor metszi egymést, ha egyetlen olyan t b
paraméterpdr létezik, amelyre

-1+t =1+t

1 2’
1ty =-1+2,,
t‘l=1+at2,

Az elsf két egyenlethdl t, = 6, t, = 4, igy a harmadik egyenlethfl a = % .

3. megoldés: Mivel a két egyenes nem parhuzamos, ezért akkor és
csak akkor metszik egymdst, ha a két egyenes egy sikot hatdroz meg, azaz

a két egyenes v,, illetve v, Irdnyvektora, és egy-egy pontjukat dsszekdtd r. -
gy o ~2 gy-egy 1

-1, vektor egy sikba esik. Ekkor [(1_:1 - r9) vy 32) =0.

Most v, & [t 1, 1], v, 20 2, al, r; 01, 1, 0], o, =1, -1, 1],

) -;25[-2,'2, -1}. lgy
-2 2 -1
5
1 1 1 =0, a=g.
1 2 a

132. Dontstik el az
x-3=1—;5-5-, z=16sx+1=3(y-4) = z+2
egyenesek killcstnds helyzetét,

133. Hatdrozzuk meg az

x3 _¥yS_ . 4 _y2
3 —_4-21 s az 5~ =3

2
5
egyenesek szigét,
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134, Hatdrozzuk meg az

x-1 _y-5 _z#2
4 -3 1z
egyeneanek a koordindta tengelyekkel alkotott sztgeinek cosinusét.
: x-2 z-4 +3 2z -8
185, Irjuk fel az =~ =~y =~ 8 ==5~ ésazx-2=--12-- === egye-

nesek szbgfelezd egyeneseinek az egyenletrendszerét,

136, Irjuk fel a Po(1; -3; 0O) ponton 4thalad6 és az 2— = 1-1_2-_2_ z €s az

+6
féiz - l-gl— =§-5- egyenesekkel egyenl§ szbget bezdrs egyenes egyenletrend-

gzerét,
137, Irjuk fel aPO (2; 1; 3) ponton 4thalads, az x+Hl =X;;2- = z egyenest .

merdSlegesen metsz§ egyenes egyenletrendszerét. (Ldsd 95, feladat.)

- - +
138, Irjuk fel az x+1 =*Y-§-— =7 {e) és az E—-;_l- = _11 ztl —— (f) egyenesek

norméltranszverzilis egyenesének az egyenletrendszerét,

189, Irjuk fel aP (1 2; 4) ponton dtmend n =2, 1, 3] normilvektoru
sik egyenletét,

140. Trjuk fel a P(5; 1; 2) ponton és az x-2 = ‘%—2- = ’“';—3 egyenesen Atfek-

tetett gik egyenletét, (Lésd 98, feladat.)

141, Irjuk fel a P(-3; 4; 1) ponton 4tmené és a 3x - 4y + 5z =-1 sikkal
pérhuzamos sik egyenletét, (Ldsd 100, feladat.)

142, Irjuk fel a P, (2; 1; 1), P {4, 1, 2), 3(2 -1, 3) pontokon &tmend
sik egyenletét, (Ldsd 162 feladat. )

143, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amelynek tengelymetszetei
rendre -4, 2, 3. (L4sd 103. feladat.)

144. Hatdrozzuk meg azoknak a sikoknak egy normdélvektorit, amelyek
pirhuzamosak az
a) (x, v}, (% 2), illetve (y, z) tengelysikokkal;
b) % ¥, tlletve z tengellyel.

145, Irjuk fel az x tengellyel pdrhuzamos és aP {0 1; 3, P (2 4; 5)
pontokon 4thaladé sik egyenletét.
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146, Szémitsuk ki a 6x - 2y ~ 3z = 6 és a 3x + 6y - 2z = 12 sikok haj-
ldgszbgét, (Lisd 106, feladat), :

147, Szamitsuk ki az x =5 +6t, y=1 - 3¢, z = 24t egyenes €s a
7x + 2y - 3 z = -5 sik szigét. (Ldsd 107. feladat.)

148. Szémitsuk ki a 6x - 2y' - 3z = 6 siknak a koordindta tengelyekkel
bezirt szigeit.

149, Irjuk fel a sik egyenletét, ha a sik paraméteres egyenletrendszere
x=2+3u~-4v, y=4-v, z =2+ 3u. (Lésd 105. feladat.)

- -5

13. példa. Hatdrozzuk meg az ES—Z =y-~4= 2%4_ egyenes €sa
3x - y + 2z = 5 gik kepz8s pontjit, :

1. megoldds: A két alakzatnak akkor és csak akkor van egy kiz0s pont-
ja, ha az egyenes egyenletrendszerébfl vett birmely két egyenlet és a sik
egyenlete dital meghatdrozott linedris egyenletrendszernek egy megoldisa
van, Az egyenletrendszer megolddsa adja a kizds pont koordinatdit. Most az

x-7=5y-20,
Z-53=4y-16 ,
3x-y+2z =5
egyenletrendszer megoldisax =2, y=3, z =1, tehit a metszéspont

P(2; 3; 1),

2. megoldis: A 9. példa 2. megolddsa szerint jidrunk el. Irjuk fel az
egyeneg paraméteres egyenletrendszerét: x=7 +5t, y= 4+, z=5+ 4t
Legyen t  a kbzds ponthoz tartoz6 paraméter. A pont koordindtdi ekkor ki~

elégitik a sik egyenletét,
3(7 +5t0)— 4+ to) + 2(5+ 4to) =5, tehdt
t, = -1, Ekkor x= 2, y=3ézs z=1,

14. példa, Hatdrozzuk meg 2 2x - y + Sz =6az x+y - 2z =9 gikok met-
szésvonaldnak az egyenletrendszerét,

1, megoldis: A két sik nem pdrhuzamos és nem egybees(, igy van met-
szésvonaluk, A metszésvonal mindkét sikban benne van, tehit a metszésvonal
birmely v irdnyvektora merfleges a két sik o, €2, -1, 3], illetve

r_lz"=‘[l, 1, -2] normélvektordra, igyy = (1_1_1 x 132), v=[-1, 7, 3]. A metszés-
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vonal bdrmely pontja kielégiti mindkét sik egyenletér, A harom ismeretlen k-
ziil egyet szabadon vilaszthatunk. Legyen z =0, ekkor

Zx-y = 6,
xt+y= 9.

Isy x =5, y = 4, A metszésvonal egy pontja tehdt P(5; 4 0).
A metszégvonal egyenletrendszere:

x-5 y~4

- z
T 73 @
2. megoldds: A két sik egyenlete 4ltal alkotott
2x ~y+3z=6, 1)
Xx+y-2z=9 2)

egyenletrendszer médris a keresett egyenletrendszer. Ez termégzetesen nem a
megszokott alakban van, de arra az alakra hozhato, Erdemes megfigyelni az
egyenes egyenletrendszerének a 88. feladat megolddsdban kapott alakjit (mely
tartalmazza a kozépiskoldban megismert egyenes egyenletet ig).

Adjuk 8ssze az (1) és (2) egyenleteket, majd az (1) egyenlethél vonjuk ki & mi~
gsodik egyenlet kétszeresét, és rendezzik az egyenleteket;

3(x-5) =-z,

® ®
3{y-4) =7z

Léthat6, hogy az @®és@® @ egyenletrendszer ekvivalens, (Ldsd még a 88. fel-
adat megold4sit. )
Megjegyzés: A rmetszf Ax+By +Cz+D =0, Alx + B}.Y + Clz + Dl =0

gikok metszésvonaldnak egyenletrendszerét szokds a kitvetkez§ alakban is meg-~
adni; '

Ax+By +Cz +D =0 }
A1x+Bly+C1z+D1 =0
. : X- z+2
150. Milyen helyzetii a 4x + 3y ~ z = -3 sik és az =5 =" (y+3)= 5

egyenes egymishoz viszonyitva?
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151, Tukr¥zzitk a 2x ~y + 2z = ~5 sikot a PO(Z; 5; -1)pontra. Irjuk fel
a titkrképsik egyentetét, (L4sd 109, feladat.)

152. Melyik sikra kell tlikr8zni az x +y - 2z = 1 sikot, ha a tikdrképsik
egyeanlete x +y ~ 2z = ~37

153, Hatdrozzuk meg azt a sikot, amely az

x+y =~z = -1 gikt6] kétgzer olyan tivol van, mint az
x+y -~z =1 gikt6l, és nem a két gik kbzott helyezkedik el.

154, Hatdrozzuk meg azt a sikot, amelyazx - 2y +z = 2 é3 az
x= 2y +z = b stkok kijzitt helyezkedik el és a két sik kozti tdvolsdgot 1:3
ardnyban osztja (az x -~ 2y + 2z = 2 siki6l szdmitva)?

155, Hatdrozzuk meg aPO(Z; 1; 1)pontés az x +y - z = -1 sik tdvol-
sdgdt. (Lédsd 8, példa.)

156, Irjukfela 7x +y - 6 =0 és a 3x + 5y - 4z = -1 sikok 4ltal megha-
tdrozott lapszbigek szdgfelezd sikjainak egyenletét, {L4sd 11. példa és 115,
feladat, )

157, Irjuk fel a 2x - 2y - z = 3 sikkal pdrhuzamos és tdle 5 egységnyl
tdvolsdgra halad6 sik egyenletét.

158, Hatdrozzuk meg az x - 2y +z =1 és a 2x - 4y + 2z = 1 sikok té-
volsdgét, (Lésd 112, feladat.)

1539, Hatdrozzuk meg a ?0(5; -2; 1) pont vetiiletét az x +y - 2z = -5
sikon, {Lésd 10, példa.}

160. Hatdrozzuk meg a PQ('Z; 1y 1) pont dikorképét az x+y -z = -}
gikra. (Lésd 10. példa.)

161, Vetitsik az'}%;l- =y~2=- —g- egyenest a 2x - 2y + 5z = 0 sikra és

irjuk fel a vetiilet egyenletrendszerét,

162, Tiukrdzzik az x =£¥§-—1- = 3z egyenest az X +v +z =0 sikra. Ir-

juk fel a tik¥rkép egyenletrendszerét.(ldsd 113, feladat.)

163. TukrBzzik az x +2y - z = 1 gikot a 3x + 4y - z = 0 sikra, Irjuk fel
a tukdrkép egyenletét., (Lasd 114, feladat.)
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164, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely azx - 2 = 2 = —4-é:,
azx+3= -—Y- —— egyenesek sikjdra merfleges és az egyenesektﬁl egyenld
tdvolsagban halad.

165. Hatdrozzuk meg a P (-2- -1; 8) ponton dtmend és azx +1 = -% =
3.z
=—3~ egyenesre merileges sﬁcnak az egyenessel val6 dbféspontjat,

166, Irjuk fel a P(5; 2; -4) ponton dtmenf és a 3x+y - 4z =5,
2% ~ v +z = -2 sikok metszésvonaldval pirhuzamos egyenes egyenletrendszerét,

167. Itjuk fel a P(2; 2; 1) ponton dtmendégazx+2y+z=1, 2x+y-z=0
gikok metszésvonaldra merfleges sik egyenietét,

168. Az A{l; 1; 1) és B(2: 2; 2) pontokon 4t fektessiink At olyan sikot,
amely merfleges az x +y - z = 0 sikra.

169, A P(1; 1; 2) ponton 4t fektesslink a ktvetkez8 epyenesekkel pdrhu-
zamos sikot:

b S 2 A
5 =y=1l= 5 xH = 5 =z+l
170. Irjuk fela2x - y+z =1 é3 az x + y-z = 0 sikok metszésvonaldn és
aP(2; 1; 1) ponton 4thalads stk egyenletét,

171, Igazoljuk, hogy az x~1 = ~(y+l) = % és az I-x =X— = z-1 egye~

nesek sikot hatdroznak meg és irjuk fel a sik egyenletét,

172, Hatdrozzuk meg az x +y+z =6, a2x -y +z =3 és az
x + 2y +z = 2 gikok k8lcstnds helyzetét, Van-e a sikoknak kdz8s pontja? Ha
van, akkor melyik az, illetve melyek azok?

173. A P(~}; 2; 1) ponton 4t fektessink az x +y ~ 2z = 1 és az
X + 2y - z = 1 gsikok metszésvonaldval pdrhuzameoes egyenest,

174, Adotta P (3 2; -1}, P2(2; 4; 1), P3(1; 6; 5), P4(-1; 3; 1) csucspon-
tu tetradder,

a) Szdmitsuk ki a tetraéder P, csucspontjidhoz tartoz6 magassagot.
b) A P1 2 4
c) AP.P és P P P lapok @ hajlasszoget.

124 '3 4

d)AP3 4 é1 és aP PP, sik & szdgét.

sik és az (x; y)sik o szogét.
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II. Komplex szdmok

175, Végezzitk el a kanonikus alakban adott komplex szdmokkal az

aldbbi milveleteket;

a)
b)
c)
d)
e)
4]

2

h}

(3 - 7i) + (8 - 1);
B-2V20+6+V2 1),
(3 +6i) - (2 - i)
(3Y3 - 21) - 2 - 313 1)
(6 - 1) (11 + 5i);
(2 - 7) (-41) ;

2+i

L+ 3 7

18

Vs -2i

176, Legyen z = 2-H. Hozzuk kanonikug alakra a 22, z3, z4 komplex

szdmokat €3 dbrizoljuk ezeket a komplex szdmsikon.

177. Végezziik el a kanonikus alakban kapott komplex szidmokkal az

aldbbt milveleteket:

a)

c)

e)

g)

(l+2i)6: b) (1+2i)5'(1-2'1)5;
.g;i.)_s_. d 2 8'
1+i ' ) ——
V2-if2
3
p™d -3, (L+i)y 3-1 2-1
ey a=b g (2 - 21)2 2+i 3+1
0 .6
a+n+qa-nd, S X

a+n® -1

178, Szémitsuk ki in-t, ha n természetes szédm.

-32 -



179. Szdmitsuk ki:

) i+iz+i3+...+i50_
¥ 3 50 ¢
1.1 .1 4 eve o1
b) !’..;....!‘.._ +L+_}'— +_...1_ +...£_. .

11 21 .31 41 51
i i i i i

180, Hatirozzuk meg %, v, illetve x, y, z, t valés szdmokat, ha
a) (L+2)x+(@B-51)y=1-3i;
b) (L Hx+ (1 +20)y +(1 +3i)z+ (1 +4i)t =1+ 35,
B-ixt@-20y+Q +1)z + 4 t =2-1 } .
181. Oldjuk meg a kivetkez§ egyenletrendszereket:

a) 2x iy =1 +1, }
(2-iyx+y =21

b) (2 +1) x = 2+1)x~(3H)y=i,

(3 +1) x+ (B+)xH{1-i)y=i. }

182, Oldjuk meg a kijvetkez6 egyenleteket:
a) 2 -(4+30)z+1+50=0;
b) 2 +52+9=0.

183. Végezziik el a kijeldlt miiveleteket a trigonometrikus alakban adott
komplex szimokkal:

T O TP 4
a) 7 {cos —— +1sm-—l—L—-). 3 (cos——’-‘-’—+1 sin ——) ;

4 4 3 8
o
12 (cos 47 + i sin AR )
b) 3 3 .
T . T '
3 (cos 17 +i sin 75
4
<) (2(c05'—§— +isin-%€—-)) .
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184, Irjuk trigonometrikus alakba a kévetkez§ komplex szdmokat:

a) 1; b) -2
) 3 d) -2t ;
e) 1+1; f) 1-1
4] -1 +1; h) -1-1i:
1. /3 1 V3
h gL i) 7t L
1_1V3 1 V3 .
R A Dozt b
m @2-V3H-i; n} 3+4i;
o) -2 +51; p -4 - 3i;
) 3-21 .

15, példe. Irjuk fel trigonometrikus alakban a z =1 + cose(+ isinCkomp=
lex szdmot,

Megoldds, Tudjuk, kogy 1 +coset=2 c:os:2

% o o *®
5 ,smoc—zsin-—z cosz.:

= 2 (cos L 11 sin &
Ipy z= 2 cos > {cos 5~ tlsin 2}.

Legyen o= @+ 2k, ahol 0 £(p< 2T . Ha cos-gzd—- 20, azaz ha

0§q?<ﬁ', akkor z=2cos-£‘2£— (cos-%o—-+isln%), hacos%'é(), azaz

Tig< 2T - 2c0os 2= L RV +1 sin (L T
W=¢g< 2%, akkor z=-2cos ) (cos(z +JL)+ism( > +JLD.

Megjeggés: Sok esetben, mint most ig, célszerli trigonometrikus azo-
nogsdgok alkalmazgsa, Hasznog lehet geometrial interpretdcié is, Ebben az

P
esetben vizsgdlatra van szilkség, O<oc< 2~ esetén dbrazolhatjuk a z kemp~

2
. . sinm o¢ oL - -
lex szémot €3 itt alkalmazhatjuk a Thow" tg - (ot # (2k+1)K) azonossd

got.
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a)
b)
c)
d)

a)

b)

i

Z

! ,

Sino
o .
> Sin o
o
o > ! .
} o
coS ! x

&% &« i sin &
2=2:¢055 fcos 3 +_—.r5m2)

7. éabra
185. Irjuk fel trigonometrikus alakban a kvetkez$ kompiex szdmokat;
Z =008 ¢~ isinc;
z=~cos (p+isinc;
z==-co3¢f ~ising;
z =1~ cogol +1sincl,

186, Irjuk fel trigonometrikus alakban a kdvetkez6 komplex szdmokat:

Z = - H
(1-i) (sine¢ +1 cos o)

1+1
z = ;

i{sinx ~1icos)

_ (1-1Y3) (cos o+ 1 sina)
Z =20 D){cos e~ 1 sin L)
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16. példa. Végezziik el a kiivetkez§ gytkvondst:

4
V-2-12 /3 . fsbrézoljuk a megolddsakat,

Megoldds: Irjuk fela z=-2-i2 /3 szémot trigonometrikus alakban,

[Z] =l[1.é?=4, &rcz=%rl-'~ .

4 — p L AL o
4T 470 ’/— 3 ..
4] cog 3 + i sln-——-a = {2 |cos 1 +1i gin —————vm 3 s

ahol k=0, 1, 2, 3.

~
Hak =0, akknrﬁ(cos’T'”Hsin—%—),
ha k=1, akkor V2 (cos 2& +1 sin 31,
ha-k=2, akkor l/-2_[cos 4? -I-is‘m%"— ,

I . 11T
hak=3, akkorl/?(cos 3 +1 sin 73 ).

A megolddscknak megfelelS pontok a komplex szdmsikon az origé kézéppon-
tu V2 sugaru koron vannak, egy négyzet csucspontjai, A

-é%t-+2k’ﬁ: 4’; +2KTC
ﬁ cos-—-——z--——-—+isin 7 =

_ i . T 2kIT P 2k
—ﬁcos 3 +1isin 3 J [cos 3 +1igin 4]

azonossdg mutatja, hogy pl. a k =0 esetén nyert gyokot a negyedik egység-
gytkokkel szorozva megkapjuk az Osszes gyokdt,
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a)

d)

a)

a)
b}
<)

2
3
5z
6
i
3 72
’ X
1
2
ar
3
8. dbra
187. Végezziik el a kivetkez6 gydkvonisokal:
4T SSEEEY oY e,

VT : NER

188. Az [}/—Eegyik gybke w, Irjuk fel 11|/—z Usszes gyukét,

189. Végezziik el a kivetkez§ gytkvondsokat;

Y by Y31 ; S ELER
190. Oldjuk meg a kiivetkez§ binom egyenlétekét:

G3+120=1-1:
WI-D2=1+1;
C+iBHL=1-1.
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191, Irjuk fel a hetdik egységgytktket, Szdmitsuk ki az tsszegliket és a
szorzatukat,

. k

192, Igazoljuk, hogy e k= €t e

193, Alakitsuk szorzattd a kivetkez§ kifejezéseket:

a)zs-l; b)za-l-l.

194, Egy origé kbzéppontu szabilyos n-gzbyg egyik csucspontja a z komp-
lex szdmnak megfelels pont, Hatérozzuk meg a tobbi csucspontmak megfeleld
komplex szdmokat,

195, Hatdrozzuk meg a kifvetkez§ Usszegeket:

a) S=1+% +3e 4...4ne L ;
n 18 n

n
b8, =) kzeI:I .
k=1

196, Adott az Z és Z, komplex szdmoknak megfelel§ z, és z, komplex

1 2
z
vektor, Szerkesszilk mega z1 + zz, zI < Zy 2122 , ——Egz , z. komplex

Z, 1" 1
vektorokat,
17, példa. Igazoljuk a kivetkez§ azonossdgokat:
a), cos 3o¢=4c0330<.~3coso<.:
b) siﬂ3tx=351no<-4s'm30c.
Megoldds: Egyrészt
{(cosoc+1 sino()s =cog 3o¢+isin3c¢, mésrészt

(cosoc+1sino¢)3 ={4 cogdot -~ 3cosoc ) +1 (3 sin o - 4sin30<,)

Mivel két komplex szdm akkor és csak akkor egyenld, ha val6s résziik és kép-
zetes részik is megegyezik, ezért az azonossig érvényes.
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197, Fejezzik ki sin x &3 cog x-szel a kifvetkez§ kifejezéseket:
a) co8 5 X3 b)sin 6x .
198. Igazoljuk a kdvetkezl azonossdgokat:

. o+l nx
sm— x. sin —

a) sinx+sin2x+... +ginnx= 2 - 2 ;
sin 53—
n+l ox
cos —5= xstn-—z-
b) cog x+cos 2x+.,. tcosnx= " .
Sm-Z_

199, Bizonyitsuk be, hogy a (z+1)5 + z5 = 0 egyenlet gybkeinek val6s ré~

ze - =
] 3"

200. Oldjuk meg a kidvetkez§ egyenletet:

z+1) +2° = 0 .

201. Egy paralelogramma hdrom csucspontjinak a Z|» Zor Zg komplex
szdmok felelnek meg, Milyen komplex szdm felel meg a negyedik csucspont-
nak?

202, Igazoljuk, hogy érvényes a kivetkezf azonossdg:

2 2 2 2
2175 ] +l7 - % =2[121| *| 7] ] .
Mi az azonossdg geometrial jelentése?

203. Legyen z, + 7y +24=0¢és |z} = |z, 1=|z5 | #0 . Bizonyitsuk be,

3 1|
hogy Z)r 2 és zs—na.k megfelel§ pontok egy szabdlyos hiromszig csucspontjal.
204, Igazoljuk a k¥vetkezd azonossigokat:

Z+7Z Z-~Z
5 ; b)Im z= 5

a) Re z =

c ¥z, +toa. =7, 2y Fee. ¥Z 3
) z 1 +zn zl+z2 +_Zn H
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d) Z) Ty eee By STp e Zge een s 2

e) zz =[zF .

18, péida,Az n g [A, B} normélvektoru egyenes komplex normélvektora
legyen a = A +1B. Irjuk fel az egyenletét a komplex szdmsikon,

Megoldds: Minden g normilvektoru egyenes egyenlete Ax +By +C = 0
alakban irhat6. Legyen z = x + 1y az egyenes egy pontjinak megfelel§ komplex
szdm. Ekkor x =é- {(z+72), y=-—2—g’— {z - z). Az egyenlet:

A — B -
) (z+z)+-—2-i- (z-2)+C=0,

A-Byz+{(A+iB)z+2C = 0 .
Ha A+1iB = a, akkor A~ B =32, igy az egyenlet:
az+az+2c=0,

ahol "a" az egyenes komplex normdlvektora, 2c valés szdm.

205. Legyen egy egyenes egységnormailvektora a’ = cos +ising ,

ahol ¢ a val6s tengely pozitiv irdnyu félegyenese és az orig6b6l kiindul6, az
egyenesre merbleges félegyenes iltal meghatirozott pozitiv szbg

(02 p < 2T ). Irjuk fel az a° normélvektoru egyenesek komplex egyenletér
és hatdrozzuk meg az origé tivols4git az egyenest6l,

206, Irjuk fel az "'a" komplex normilvektoruy, z ., ponton ithalads egye-
nes egyenletét,

207, Irjuk fel az orig6n 4thalads, "a" komplex normélvekioru egyenes
egyenletét,

18/a. példa. Irjuk fel az origé kbzéppontu Q sugaru kor egyenletét
komplex alakban. :

1. megoldds. Egy z komplex szfmnak megfeleld pont akkor és csak ak-

kor van raita a keresett kgzdn, ha |z| = @. Ez a kbr egyenlete, Ez ekviva-
lers a |zl = Qz egyenlettel, Mivel ]z}z =z Z , ez€rt a keresett egyenlet

zZZ= Q* glakban is irhaté. '
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2. megoldds. A keresett kir egyenlete

x2+y2=92 .

Mivel x2 +y2 = |z fz =z Z , ezért az egyenlet
2

Z2Z=¢Q
alakban is irhaté,
208. Irjuk fel a z, kiizéppontu g sugaru kiix komplex’egyenletét.
209, Vizsgéljuk a
zZ+az+az+k=0 {1)

egyenletet, ahol "a" komplex szim, k valds szdm,

Mi a mértani helye az (1) egyenletnek eleget tev z kbmplex szdmoknak meg-
felel§ pontoknak?

210. Hatdrozzuk meg, hogy milyen vonalak felelnek meg a kivetkezl
egyenleteknek: '

a) Rez=a; b) |Rez|=a
c Imz=a; ) [Tmzli=a
e) ]z-z1|=|z-z2l; f) lz-1|=|Rez];

g) ]z-zl|+|z~zz|=2a, a>%|22-zll;
h) 1]z-zlf-|z-z21|=2a, o<a<%|zz-zll .

A feladatokban a >» 0 vaids dilando, Zy és z, komplex 4llandsk.

19, példa. Milyen vonal felel meg a komplex szdmsikon az

1 1
Re~ = 2 (a>0)'

z
egyenletnek?
2
Megoldés: Ha z = x + {y, akkor Re-};=—-—2-§-—,j , gy x +y2 -ax=0,
x +y '

A vonal a (0; a] szakaszra, mint 4tmérfre rajzolt kr. (az origé nem tarto-
zik a k¥rhoz. )
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211, Milyen vonal felel meg a komplex szdmsikon a ktvetkez8 egyenle-
teknek?

z-1 z-1
a} Reé;}_—" : b) Im ey =0 ,

212, Hatérozzuk meg €3 rajzoljuk fel a komplex szdmsiknak a kovetkez6
egyenlftienségekkel meghatirozott tartomdényalt;

a) Rez>0: b) IRez| <1 ;
¢ Imz=1,; d) [Im z|>1;
e |zl=1; f) lz=t]>1;
g 0O0<jz+ij<2; h) IKjz-)< 3
1) 0<a.rcz<—i“—-; i) |TC-arczi<—1§— .

213, Hatdrozzuk meg a kifvetkez6 egyenlBtlenségekkel meghatirozott
tartoményokat a komplex szdmsikon,

1 1
a) |z-1]+|zHl| < 4; b) Re-z-<§;
c) |z-2|-]{=z#2|< 2; d) f[z+1|<|z-1] ;
e) —2—":-< arc(zﬂ)<—l}; ) fz|<1-Rez .
zZ -~z
214, Igazoljuk, hogy a - = K egyenletnek eleget tevl pontok egy
2
kirvonal pontjai, ha 2z, Zy adott komplex dllandd, K pedig 1-t6l kiildnbszs

pozitiv valés szdm. Hatdrozzuk meg a kBr kzéppontjdt és sugarit {Apollénius
kbr),

213, Legyen z a z =1 kzéppontu @ = I sugaru kir tetszfleges pontja.
Igazol juk, hc:ogylz2 -z|= [z ] és 3 arc (z-1) =3 arc 22 =2 arc (22 -z).

216, Irjuk fel exponencidlis alakban a kdvetkez6 komplex szamokat:

a)z=--g-; b) z=-iV3; <:)z=-—;-+i-12/-—E .
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217. Hatdrozzuk meg a kbvetkez§ komplex szdmok val6s és képzetes ré-

azét. X
iS’a‘C 2 95t
ayz=5%e 6 b) z= 2e : clz=e .

218, Fejezzik ki sln3 x és cos3 x-et az x sziig tobbszbriseinek sinugi-
val, illetve cosinusdval.
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111 Polinomok

n n-1
219, Legyenp (z)=a z +a n-1 2 +... +a1 z+a n~edfoku

adott polinom. Milyen komplex szimok a polinom egyiitthatol, ha minden zZ
komplex szdmra éxrvényesek a kvetkez§ Usszefliggések:

a) p@=p @ ; b) p,)=-p (@) .

220, Hatdrozzuk meg azokat az A komplex szémokat, és P (2) = Z a z
(n 1) polinomokat, hogy minden z komplex szdmra teljestiljén a

k
p, @=Ap @)
Usszefligpés,

221, Irjuk fel (a komplex szémok kiirében) gysktényezss alakban:

8) X2 +5x+6 ; b) 2x% + dx + 4 ;
2 4
c) X +(1Hx+1 ; d) x +16 ;
o) xPedi; f) K 2x? 4 (1-21) 5
) x4+8x3+8x-1 H h) x3+x+2 H
i3] x4+2x +3x +2x+1 b)) x5+x4+x3+x2+x+1 H

¥ 2 a2 tx+1 L

222, Bontsuk tényezbkre a valés szdmok kdrében a ktvetkezd polinomo-

kat:
a) O Ax+2 b) xF 416,
c) x4+8x3-1-8x-1 H

d) x4~ax2+1;ah01avaldsés|a]<2 :

e) x4+x3+xz+x+1 .
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223. Irjuk fel azt a legalacsonyabb fokszdmu normélpolinomot, amely-
nek
a) 1 kétszeres, 2, 3, 1+ egyszeres,
b) ~1 héromszoros, 3 €s 4 egyszeres
c) i kétszeres, ~1 ~ 1 egyszerés gytike,

224, Irjuk fel azt a legalacsonyabb fokszému valés egyltthatéju normél-
polinomot, amelynek

a) 1 kétszeres, 2, 3, 1+l egyszeres,
b) 2-31 hdromszoros,

c) i kétazeres, -1-i egyszeres gybke,
225, Hatdrozzuk meg a
P =2 + (142 2t - (L +3) 2% 47
polinom éxtékét a z = -2 - i helyen.

226, Ossgzuk el a p(z) polinomot a z ~ z, polinommal. Hatirozzuk meg a
hényadost €s a maradékot, ha

) pym =4’ +7k mml-i ;b py@) =z -2 4z, 7z =1-2i .

227, Hatdrozzuk meg A-t és B~t, ha
a) p 4(x) = Ax4 +B:n:3 +1 polinom oszthaté (x-l)z-nel.

b} pn+l(x) = A xn+1 +B x{l + 1 polinom oszthat6 (x-l)z-nel.

228, lgazoljuk, hogy az 'x3m +x3n+1 +x3k+2 polinom oszthatd

xz +x+1 -gyel {m, n, k z 1 egész szdmok).

229, Milyen n természetes szdm esetén oszthat6 az xzj1 Fx 41 polinom
az x2 +x + 1 polinommal?

230, Igazoljuk, hogy az x4 px2 + q = 0 egyenlet gytkeinek dsszege 0,
gzorzata q.

231. Igazoljuk hogy ha az x3 +px2 +gqx + r = 0 egyenlet egyiitthatt k&

zitt fenndll aq = 2rp baszefiiggés, akkor az egyenlet x 17 Xgr %y gytkei ki~
zitt érvényes a ktivetkezl dsszefliggéa:
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x4 +x4 +x4

2
2 2 2
) 2 3—(xl+x +x

2 tXy) .

232. Irjuk fel azt a harmadfoku egyenletet, amelynek gydkel X1 Xgo Xg,
& harmadfoku tag egyiitthatdja 2, ha

-;:1—+;1— +_x£_ =2 xi' +x1x +x§z =4 xxlx = 8.
1 2 3 172 173 273 17273
233, A =a x + ml ... +a, x+a_ polinom egyitthatoi
c APy B X T X ... ta; x +a_ polinom egy i

egész gzdmok, Igazoljuk, hogy ha az x =% 0, q egész és {p, q) = 1) racio~
nélis szdm gybke a polinomaak, akkor

a) g osztdja an-nek; b} p oszt6ia au-nak;

c) p-q oszt6ja pﬂ(l}-nek; d) ptq osztéja pn(-l)-nek;

e) p-mqg o0szt6ja pn(m)-nek.
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IV. Matrixalgebra

v/1. Détei.’minﬁnsok

Szédmitsuk ki a ktvetkez§ determindnsok éxtékés:

234, 1+V2  2-3
2+/3  1-yZ)°
235. 1 1 1 236, 10 1 1
- 0 1 1 0 1¢.
-1 -1 ¢ I 1 0
237. 1 1 1 238, 12 1 3
1 2 3 . 4 3 7|.
3 6 1 7 8
239. 3 4 7 240, { 5 -3 11
5 1 3 . 2 -9 5 1.
2 -1 8 1 ~4 -12
241, 1 1 242, |0 1 2
2 4 8 1 3 1.
3 9 27 2 3 0
243. 5 9 -2 244, |3 1 1@ 1
3 3 0 i1 3 1 1| .
4 -5 0 i 1 3 1
1 1 1 3
245, 1 1 1 1 246, |1 2 3 4
1 2 3 4 2 3 4 1
i 3 6 10 3 4 1 23 °
1 4 10 20 4 1 2 3
Fejtsiik ki g kvetkezd determindnsokat:
247, ] ath -2 (atb) 248, | atb b+d
b a~b atc cd .
249, zt+l z 250, | 1 lo‘% a
z2 72~z lo%b 1

~ 47 -

a>0, a# 1 .
, b>0,b # 1.



251, sine
-Cos o
253, cog o
sinp
253, atx
a
a
257, 1 1
1 0
1 a
1 b

Szdmitsuk ki a kvetkez6 determindnsokat, ahol 12

madik egységgytk:

atbi
c~di

2

258,

260. e

262. 1

cos¢ 252,

sine

.

sine 254,

cosf

256,

atx

1+

O W e
(== o I o ]

cid i 255,

a~-bi

e2 261,
~-e

12 .263.

e .

1

sin & cos o
sin 3 cosfp |~
a a a.
-a a X .
-a -a X
1 a2
1 b b2
1 c cz .
=-lése=e
e e
-1 e ‘
1 { 1-+H
-1 1 0
1-i 0 1
1 1 e
1 1 e
e2 e 1

31

har~

264, Igazoljuk teljes indukcisval, hogy a Vandermonde-féle determinéns
a kvetkez0 modon szdmithaté ki :

Vn (al’ LI an) =

1 a aZ n-1
1 1 awe al
1 2 n-1
a, a, ..,
2 n~1
1 a =a .. a
o n n

- 48 ~
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265, Igazoljuk, hogy
2 a 1 bdo
b b 1 acd

=V4(a, b, ¢, d} .
¢ ¢ 1 sabd

d° d 1 abc

266. Igazoljuk, hogy a nem egyenesbe esf Pl{xl; yl); Pz(xz; ¥2),
Ps(x3; y3) pontokon 4thaladé kor egyenlete:

x2+y2 x y 1

2. 2

X dyp ¥ oy 1

, = 0

2+2 X, 1
1Y B Y

2 2

Xgtyg %3 yg 1

267, lgazoljuk, hogy

a, za.1~}-cl1 a1+2d1 al-i-(n-l) v;i1

8y 32+d2 32+2d2 s a2+(n-1) d2

L N R N N N ) 4t e e sre s

a aﬂ«i—dn a.n-i-?‘c!‘I ah+(n-1) d11

A ktvetkezl n-edrendil determindinsokat a bennitk szerepld valtozdk ki-
fejezéseként irjuk fel,

268,

a 8.

12 %13 " Pnn
D= 0 2y, %3 e %0
0 0 233 la‘311

*r0evtaserO O cstEBs IO DR S

0 0 0 a
nn

11
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(A determindnsg un, fels8 hdroms zlig determinéns, a f84atl6 alatt lev8 minden
elem nulla. )

269,
0 ] 0 oo a.ln
D= 0 an-2,3 an-z,n
%n-1,2 %-1,3 """ %-1,n
a1 anz aﬂ3 oo @
(A mellék4tlé felett lev8 minden elem nulla.)
270,
a a vos a atx
a a ves Aix a
D= .
aix a cen a a
271.
D= x-Pca.I .a,2 33 ere a}1
al x-(-'c.i2 a3 ves a.[1
2, a, x+a3 e a
a1 a2 a3 .a JH-a.n
272, Irjuk fel az
1 2 3 ... o
1 xta 3 ... n
plx) = 1 2 xta ... n
1 2 3 xta

polinomot gybktényezfs alakban,
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273, Végezzlk el a kivetkezf determindnsok szorzdsat:

ay |4 3| ‘ 1 =2 |3 2 5 -2 3
3 t -3 2 -1 3 6f. 1-1 -3
1 -1 2 2 1
IV /2, Miiveletek matrixokkal
274, Hatdrozzuk megaz A +B, A- B, 5B - A mitrixokat, ha
A=l 1 2 ' B=10 -1 .
-1 3 I -4
G 1 1 -1
-1 2 2
275. Hatdrozzuk meg az A48, A-B, 3A - 2B métrixckat, ha
A=r2 -1 . B=11 1 -2].
1 -1 0 2 H
0 1 1 (] 0 5

p A=[2 -1 3 B=[3 2
-1 0 2}, [1 41;
2 2
) A=[2 0 0] B=[-3 1 -1
4 1 0], [o 5
-5 3 4] 0 0 6
d A=[1 -4, B=f3 2 -5
2 0 5 [1 4 -1
-1 2 2 2 4
3 -4 1

- 5] -

-



) A=[1 1 =37 , B=[2
1 2 -4 1
1
277, Hatdrozzuk meg az
a) () b) A%+288+B° ;
o AZ+BA-aB-B’ 4 (A+B) (A-B) :
e) A’ pA+aB-B’ n a2-p
métrixokat, ha A=[5 -3 |, B=11 4 | .
2 1 2 -3

Van-e egyenlé a hat métrix k¥zo6tt? Ha igen, melyek egyenldk?

278. Hatdrozzuk meg a kiivetkezd mdtrixokat:
2 3 —

a) _P.alrgsl h& 231= 0 l 0 H
0o 0 1
1 0 o0
2 3 4
by By By By b2 Py=f0 10 0}
_ o o0 1 o0
o o0 0 1
1 0 o0 o

c) f,ha’_I_i_: I:ccsq? -sln(p]

gin @ cos q)
n

) A,g“,g“,haéT o],

0 b
C=la 11},
[l a

Jed
i
I |
L= S ]
poow
| S

~ 52 -



279. Hatdrozzuk meg az (AB)C és A(BC) métrixokat, ha

A= [45 5 §=[s -2 3 o}. c=0-3 5 -2].
-1 3 1 4 6 5 2 1
0 a4 0 3 2
1 4

280. Az aldbbi négyzetes métrixok kzil melylk reguliris és melyik
szinguldris?

a) A=Il1 -1 11, b B=11 2 -3,
1 1 3 a 1 2
1 -3 -1 1 0 4
¢y c=[1 1 1.
2 -3 1
4 1 -5
281, Szorozzuk meg az A négyzetes métrixot jobbrol és balrél is a
transponédltjdval, A’ -vel, ha A = 1 3 -271.
5 -1 0
-3 2 =2

Igazoljuk, hogy mindkét esetben szimmetrikus métrixot kapunk.
282, Igazoljuk, hogy AB - BA = E11 nem lehetséges.

283, Igazoljuk, hogy ha A reguldris négyzetes mdtrix és AB = BA, akkor
ate=pa™.

284, Bizonyitsuk be, hogy minden A négyzetes métrix felirhaté egy 3
szimmetrikus (§ = §’ ) és egy T antiszimmetrikus (T’ = -T) métrix taszege~

Kéntés § =7 (A+A), T=34-4) .

285, Bontsuk fel a kéivetkez6 métrixokat egy szimmetrikus és egy anti~
szimmetrikus métrix Ssszegére,
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a) | -4 2 3]s b} ~1 3 0

=2}
i
o
wn
1
[
Q
1
(=t}

c) 2 0 0 09,
3 -1 0 0
-2 1 1 0
5 3 4 1

286. Végezziik el a kifvetkez8 szorzdsokat:

~7 L)

b) [x, y] [an alzq [x} :
342 i Y

a

—

o) [xyvz][ 7 -2 0 rx7] ;
-2 6 -2 ¥
0 -2 5 z

d) [x, v 2] a1 %y 25 x ]

9 293 293

%3 %93 P33] |%]-

20, példa, Hatdrozzuk meg az A = 2 0 7
-1 4 5
3 1 2

mdtrix inverz matrix4t,

Megoldés: Mivel det A = -85, igy A reguléris métrix, létezik az iaverz

X
1 ~1 A
] éié - GEtA ?
métrixa. (Az A" elemel az A’ (transzpondlt mé4trix) megfelel elemeinek elG-
jeles aldeterminénsai. )

métrixa é_ ahol éx az A -métrix asszocldlt (adjungdlt)
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Most A¥ = 3 7 -287),
17 -17 -17
-13 -2 8 |
ezért
_1 l —
AT =- §-§ 3 7 28
17 -17 =17
-13 -2 8 | .
-1 -1
Fllen8rizhet§, hogry AA  =A A= ES'

287. Hatdrozzuk meg a ktvetkez8 métrixok inverz matrixit:

a) 3 57 by [ a b .
L7 -9] | -b a:l
o) "1 2 -3 a1 2 17.
0 1 2 4 3 -2
1 0 4 -5 -4 -1

21, példa, Oldjuk megaz A X =B miétrix egyenletet, ha A és B adott
n-edrendil négyzetes métrixok és A reguldris.

Megoldés: Vildgos, hogy ha van ilyen X mdtrix, akkor X n-edrendii
négyzetes métrix. Szorozzuk meg az A X =B egyenlet mindkét oldaldt

Alogyel. Exkor ANax) =AM B, 63 mivel AN AR =@ A X =EX =X,
ezért
X=A"B .

X= A—l B valéban megoldds, s ez helyettesitéssel elddnthetd.
Hatdrozzuk meg az X métrixot a kivetkez§ egyenletekbdl:

288. 4 1 i
L= .
1 1 4 4
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e

289, =7 = [: 4 1]
4 5 -1 =3

290, r2 -1] -5 17 M -1
X = .
3 -2 2 3} |2 -3
291. 2 3 11x=1 -3 7.
4 -1 1 5 -1 5
5 1 1 1 -1 3
22 X [1 -1 -27= -1 1 -1
2 -1 -1 3 -1 2
-1 3 2] 2 2 1]

1Vv/3. Mitrix rangia
22, példa. Hatdrozzuk meg az A métrix rangjat,

A=T1 3 -5 2 -1977.

Megoldds: A métrixon végrehajtott elemi sor- és oszlopmitveletekre a
kifvetkezf jeltléseket alkalmazzuk:

1. A métrix i-edik és j~edik sordnak felcserélésére: Sij'
2, A miéitrix i-edik és j-edik oszlopénak felcserélésére: Oi"
J

3. A miétrix i~edik sora elemeinek egy A #0 szdmmal valé szorzs-
sa: Sl (A).

4, A métrix j~edik oszlopa elemeinek egy A # 0 gzdmmal vals szorzé-
sa: 0, (A).

i .
5. A métrix j-edik sora A ~szorosdnak az l-edik sorhoz vald hozzfadé-
sa: Sij {A) .

6. A métrix j-edik oszlopa A-szorosdnak az i-edik oszlophoz val6 hoz~
zéadés a Olj {A).
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A métrixon végrehajtott elem! dtalakitdsokat a métrix alatt jelezzik. Min-
den 4talakitds arra a métrixra vonatkozik, amelyet az €18z Atalakitds sordn

kaptunk.
A= 1 3 -5
2 -1 3
-3 2 -2
-1 -4 1
Sa1 (-2); Sa1 3); Sa
~ i1 0 i
o ~7 13
o 11 -17
0 -1 ~4
04, 45 0, (-6)
~ 1 0
o 4]
¢ 0 =61
o -1 0

1

1
82 (Zz_)r 33(-'6']':'):

2 -9 ~]1 3 -5 2 =19 | ~
3 3 0 -7 13 -1 41
-1 -4 0 11 ~17 5 61
-8 19 0 -1 -4 -6 0
1) 0y 3)3 0g, (5); 0, (-2} 0,(19)
0 gl ~[1 0 0 0 0 ~
~1 41 o -7 41 41 41
5 -61 0 11 -61 -61  ~61
-6 0 0 -1 0o 0 0
0,450-1) Og5(-1); S4,(11); 8, (-7)
0 o0]~f1 00906 0109000
0 0 0 01 0O0||0O0C1O0GC
o 0 0 0 100|i{0.00O0TO
0 0 ¢ 1 0 0 0|0 1 O 0.0
5, (-1) S4,01)

Az utolsé métrix az A métrixszal ekvivalens, Ennek bdrmely sordban
és oszlopdban legfeljebb egy zérustol kildnbdz§ elem £1I, igy rangis 3. Kap-

tuk: r (A) = 3.

A métrix rangjét ugy is meghatdrozhatjuk, hogy meghatdrozzuk a
legmagasabbrendll reguldris minor métrixdnak a rendjét.

A 1 3 =5
0o -7 13

0 11 -17

0 -1 -4

894

2 -197~[1 38 -5 1 -19

-1 41 0 -1 -4 -6 0

5 =61 0 11 --17 5 =61

-6 0 1o -7 13 -1 41
S35 (1), S, ¢7)
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~1 3 -5 2 -9~ 1 38 -5 1 -19
0 -1 -4 -6 0 [o -1 -4 -6 0
0 0 -61 -61 -61 Lo 0 -61 -61 =61
0 0 41 4 41 0 o 0 0 0

41
Si2 (BT)

Az utolsé métrixnak van reguldris harmy drendi minormaétrixa |
1 3 -5 | , és minden magasabbrendit minormitrixa szingu-
0 -1 -4 léris. Igy r(A) = 3. -f
0 0 -61
A métrix felbonthaté diadikus szorzatok (diddok) bsszegére.

A=u, vl +u

1Y g oo FU Yoo ()

Az (1) felbont4s nem egyértelmd.

A métrix rangja az (1) alaku elS4llitdshoz sziikséges diddok minim4lis szdmé-
val egyenld, |
Allitsuk el6 az A métrix (1) felbontdsat. Vilasszuk u, -nek az A elsé

oszlopvektordt, g’l-nek A els8 sorvektorat.

- 107 =g
wy,= [ 00 3 -5 2 -1 3 -5 2 -9 =B
2 2 6 ~-10 4 -38
-3 3 -9 15 -6 57
-1 1 -3 5 -2 19

a-3=a-u o o 0 0
=7 i3 -1 4]
11 - 17 3 -61

6 -1 -4 -6 0

14

froe QY o= TS o

Vilasszuk u,,-nek _A-E(l) médsodik oszlopvektorat, y’z-nek é-g(l)

negyedik sor
vektordnak ~{~1)-szeresét. '
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r - _ 9 _ o)
u, Y, = 0 [0 1 4 6 0]= 0 0 0 0] =B
-7 0 -7 -28-42 0
11 0 11 44 66 O
-1 -1 -4 -6 0]
1 .2 , . .
A-B B = é'glxl U, =430 ¢ 0 0 O
0 0 41 41 41
6 0 -61 -61 -61
0 0 0 0 O
Vélasszuk -k A - B - B narmadik oszlopvektorat, v -nak a-p-g?
mésodik sorvektordnsk -;% -gzereset,
, _ _ )
gy v, [0 oo 1 1 1]=f6 o o 0 o] =8
41 0 0 41 41 41
-61 0 0 -61 -61 -61
0 00 0 0 O
(1 _ (2 _ 3 _ . . . . _
B B B =A-u v -u v, -u, vy =0, tehdt

A -
A= 1_11\_7_’1 +1_ng’2 + gsx_r:g’ . Az itt alkalmazott eljdrds a lehet§ legkevesebb diddra

valé felbontdshoz vezet, azaz a diddok szdma megegyezik a mdtrix rangjdval.
Most tehdt x(A) = 3.

A= 1T 8 -5 2719] +[o0 [0 1 4 6 0] +
2 -7
-3 11
-1 -1
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Hatdrozzuk meg a kivetkez$ métrixok rangjdt:

293, A= 1 1 1 294 A= |1 1 1
1 2 -1 1 -1 3 5
1 3 -1 I 2 0 -1
1 4 3 i -2 4 7
295, A= 3 4 1 1]. 2. A=[1 1 2 2 17,
-4 -3 -6 -1 2 1 3 3 5
1 1 1 -t -1 -1 2 0 -1
2 2 2z -1] 0 2 -1 1 -9
-3 -3 4 2 21 ]
297, A= 1 1 2 17. 298 aA=Ff3 1 1 17.
1 2 1 2 1 1 2 1
I 3 3 -1 1 2 9 3
1 4 4 4 1 3 1 8
1 1 5 3] 11 4 2]
299, Igazoljuk, hogy az
A1x+BIY+C1Z+Dl =0,
A2x+82y~|~C2z+D2 =0
sikaok akkor és csakis akkor
a) metazik egymést, ha az i Al C1 métrix rangia 2.
LA By Gy
b) parhuzamosak, ha az r Al Bl Cz“ mértrix rangla 1, ég az
L% B Gy

é3 az [Al B1 C‘1 D

1
AZBZC D

} mfitrix rangia 2.
2 72

Ml a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a két sik egvbeessen?
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V. Lineéris egyenletrendszerek

Az Ax =D (1) linedris egyenletrendazer akkor és csak akkor oldhaté
meg, ha r{C) = £(A), ahol C = [A, b] az egyenletrendszer kibvitett métrixa.

Ha az (1) egyenletrendszer ismeretleneinek szdma n, és r(4) = r(C) =,
akkor az (1) egyenletrendszernek egy és csakis egy megolddsa van,

Ha az (1) egyenletrendszerben az egyenletek és 1smeret1enek szAma n,
és A reguldris (n-edrendi négyzetes) métrix, akkor x = A~ h .

Az Ax = 0 homogén linedrls egyenletrendszernek az x = 0 mindlg megol -
désa (trividlis megoldds).

Az Ax = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek akkor és csak akkor
van a trividlistol kiilsnbdz6 megolddsa, ha r(A) < n, shol n az ismeretlenek
szdma, Ha az egyenletek és ismeretienek szdma megegyezik, ugy az Ax=0
egyenletrendszernek akkor és csak skkor van a trividlistol killdnb8zé megoldé-
sa, ha A szinguldris métrix, azaz det A=0.

Oldjuk meg a ktvetkez8 egyenletrendszereket:

23, példa. 2_x1 - sz +3x3 = =4,
3x1 - 2x2+x3 = 3,
x, -3x2+513=-6.

1, megoldds: A Gauss-féle megolddsmédszerrel dolgozunk, Az étalaki~
tégokat az egyenletrendszerhez tartozd C métrixon hajtjuk végre és ennek ge-
gitségével felirhatjuk a redukdlt egyenletrendszert, (Jegyzet /14.2/ alak.)

A métrixokon végrehajtott elemi dtalakitdsokat a métrixok alstt a meg~
felel§ betiljelekkel jeltstjuk,

C= 2 -5 3! -47~[1 -3 5!-67~[1 -3 51-67~
3 -2 1) 3 3 -2 1.1 3 0 7-14 ;21
I i
1 -3 51 -6 2 -5 3! -4 0 1 -7 1 8
1
813 109 33, (2) $, @
~[1 -2 5]-6]~[1 -3 5!-67.
0 1 -2 3 0 1 -2, 3
o 1 -7 8 6 0 -51 5
S3201)
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Ez utébbirdl 14thats, hogy r(A) = x(C) = 3, tehdt az egyenletrendszernek egy és
csakis egy megolddsa van, amelyet a redukdlt egyenletrendszerbfl megkaptunk.
A redukdlt egyenletrendszer:

x, -3x, +5x,=-6,

1 2 3
x2-213= 3,
-x3= 1.

Igy x5 = -1, x, =1, xy =2 . Amegoldésvektor: x = (2, 1, -1]' .

2. megoldds: Mostdet A=-7. 5 |1 -3 5

0 0 -1!

zérustol kiildnbtz§, ezért A reguldris, tehdt x = A-l b.
'1 - 1 - — ___1- - -
é—ss 7 16 17 . ;;-5'716 1 47 ,
-14 7 7 -14 7 7 3J
-7 1 11_ -7 1 11 -6
1 -
X=33 70 =] 27 , azaz x1—2, xz—l, x3--1.
35 1
-35 -1 |

Megjegyzés, Az egyenletrendszer hdrom egyenlete egy-egy sik egyenle-
tének tekinthet. A hdrom siknak most egy kz¥s pontja van: P (2; 1; -1),

24, példa. [ 1 -2 1 x =717 .
-2 1 1 x2 3
1 1 -2 X, |1
. = - l l ~s —1 "2 }. l l ~
Megoldés: C 1 -2 1 i ‘
-1 1 1 j 3 -3 3 §
11 =211 0 3 -3 !0
8512, 84, (-1) S44(1)
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~ 1 -2 1 li 1 . Léthat6, hogy r(A)= 2,
D -3 3, 3
I
o 01! 5

r{C) = 3, igy az egyenletrendszernek nincs megolddsa. A redukilt egyenlet-
rendszer harmadlk egyenlete:

0x1+0x +0x,=5.

2 3
Bbbél is 14thatd, hogy az egyenletrendszer ellentmonddst tartalmaz.

Megjegyzés: A hirom egyenlet ltal reprezentdlt hdrom siknak nincs k-
zHis pontja,

25. példa, [1 -2 -1 x, =ril.
2 -1 1 x, 2
1 1 2 x L1
Megoldds: C = 1 -2 -1 ill ~1 -2 -1 | 1]~
2 -1 112 0 3 310
|
i
11 2 ' 0 3 310
1
S, Sgy(-1) Sgo(-D), 5,3
~[1 -2 -1 1 1}.Mostr(d) = r(C)=2.
0 1 110
]
0 0! o0

Az egyenletrendszernek van megolddsa. A megoldds egy szabuad paramé=
tert tartalmaz. A redukdlt egyenletrendszer:

x1~2x2-x3=1 ,

Xy T Xy = 0.
Legyen x, = t. Ekkor x, = =t, X{ = 2x, +Xx,+ 1 = 1-t. A megolddsvektor
x=[l-t, -t, il

Megjegyzés. A hdrom egyenlet 4ltal reprezentdlt sikoknak kizds egyene-
stk van, a megoldds a kdzis egyenes paraméteres egyenletrendszere,
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26, példa, 2x1—x2+x3- x4=0 .

Xy xy 830,
3x1 "Xy tE, = 0,
le + 21:2-21:3-%5:&4l =0 ,
Megoldds: A homogén linedris egyenletrendszernek mindig van trividlis
megoldésa. Van-e trividlistdl kitlsnbtiz6 megold4sa?

C= 2 -1 1 -1 : ol~J1 -1 2 -1 l 0]~
2 -1 0-3:0 0 -1 1 -3, 0
3 0 -1 1 i 0 -1 0 3 1 : 0
2 -2 510 =2 2 2 511 ¢
013 311 5, @
~11 -1 1 -1 I Oj~|1 -1 2 -1 : 0~
¢ -1 2 310 0 -1 2 -3 } 0
g -1 5§ 0 1 0 0 0 3 =310
0 0 6 o 0 6 310
S35(-1) $,43(-2)
~{1 -1 2 ~1 | 0].r(A)=4 . Az egyenletrendszernek csak
0 -1 2 -3 1 0 a trividlis megoldés?. létezik, Ez a re~
I dukélt egyenletrendszerbfl is j6l 14t-
0 3 -3 10 hato,
0 0 9 : 0

A 013 Atalakitdssal az X, €z x_ ismeretlen helyet cserélt, )

3

xa-x2+2x1-x4=0 .
-xz-!-ZxI -3x4=8 »

3x1 - 3x4=0 .

9x4=0 . xl =x2‘

n
]

1}
L]

n
<
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27, példa. x; +x 2" %3 -2x =0 ,
xl 2-!—3113+4=J|:4 =0,
x1+x2-5x3-8x4 =0 ,
X, +X, - 9%g ~14x, =0 .
Megoldds: A= [1 1 =-1 -2 ~
1 1 8 4
1 1 -5 -8
1 1 -9-14
S "1 k=2,3,4
~[1 1 -1 -2]~[1 1 -1 2]~[1 1 -1 =2
0 0 4 6 D 0 4 6 0 0 2 3
0 0 -4 -6 0 0 o of |o 0 o0 O
0 0 -8-12 o o0 0o of |o o o o
8391} S Sz(%)

r(A) = 2. Az egyenletrendszernek (kétszeresen) végtelen sok (trividlistol ki~
18nbiz8) megolddsa van,

A redukilt egyenletrendszer:

x1+x2-x3-2x4=0 y
=0 .

2x3 + 3x4
Legyen x, = 2u, ekkor Xg = =3u. X, X, =xat 2x4 = ~3Ju Hu ='u. Legyen
Xy = V. Ekkor x, =u-v. A megolddsvektor x = {u-v, v, =3u, 20} .
x=ull,0, -3, 2] +v[-1, 1, 0, 0]’ . Amegoldésok az a = [1, 0, -3, 2]
és az a, = [-1, 1, 0, 0]’ linedris fuggetlen vektorok lineé.ris kombindeiol, (A

megoldés ok a négydimenzids oszlopvektorok Q terének 2 dimenziés altere.
Az ) és a,a 2 dimenzi6s altér egy bizisa. (LAsd Jegyzet 14.5 tétel.)
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28, példa, -xl+3x2+3x3+2x4+5x5=2 .
~3x. + 5x +2x3+3x4+4x5=2 ,

1 2
-3x1+ X, 5x3 - 7x5 ==-2 ,
-5x1+ 7x2 + Xy + 16x4+ Xy = 10 .
Megoldis: C= [-1 3 3 2 51! 27~
3 5 2 3 42
-3 1 -5 0 -7 |-2
=5 7 1 16 1 : 10

Sy1(-3) S3,(-3), 8, (-5)

~T-1 3 3 2 5! 2 ~[1 3 3 2 5! 27~
0 -4 -7 -3 -11 | -4 0 -4 -7 -3 -11 ) -4
0 -8 -14 -6 -22 | -8 0 0 0 0 010
i i
0 -8-14 6-24 | 0 0 0 0 12 -2 1 8
1
~f1 38 3 2 51 2
0 -4 -7 -3 -11 | -4
0 0 0 6 -1 4
0o o 0o 0 0! o

A redukdlt egyenletrendszerben cseréljiik fel az Xg és Xg 0S zlopat

-X +3x2+5x5+2x4+3x3=2 ,

- 4x2 - 11x5~3x4 - 7x3 = -4
- X5+ ()x4! =4 ,
Hirom fliggetlen egyenletiink &s ot ismeretleniink van, tehit két szabad para-
métert vAlaszthatunk, Legyen az egyik szabad paraméter x 4 Ekkor Xy = -4 +
+ 6% 4 Helyettegitstik ezt a mésodik egyenletbe. Vilasszuk a mésik szabad

1

paraméternek x_-at és fejezziik ki a mésodik egyenlethSl xz-t.

3
-4_x2 - 11 (-4+6x4) -3x4- 7x3 = =4,
~12-—99-x ~Zx
*2 T $%4 1% -
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Helyettegitgilk az els§ egyenletbe az Xg és X, "Te kapott kifejezéseket és fejez~

ziik ki x, -et az egyenletbfl,

79 9
xl-H 4.}\'.-ZXC,. .

Az egyenletrendszer megoldisvektora:

_ 9. .9 89 7 .
5—1:14 4x4 4x3 , 12 4x4 4113, xa, x4, 4-+6x4:l.
A megolddsvektor a ktvetkezl alakban is irhats:

- 5] L) xS 2 ’
x=[14, 12, 0, 0, ~4] +%[:4 2,0, 1, 6] +x -2, 1,0, 0] .

(Figyeljik meg az x megolddsvektort a jegyzet 14. 8 tétel dllitdsa szerint!)

29, példa, 2x1-x2+3x3-2x4+4x5=-1,

4xl -2:;:2+5x3+x4 +7x5=2 »

2x1-x2+x3 +8x4 +2x5=l .

, = . - 1 o1] ~
Megoldds: C 2 -1 3 2 4 | 1
4 -2 5 1 7 'E 2
-1 1 8 211

S01(-2) s Sg,(-1)
~[2 -1 38 -2 41-17~[2 -1 3 -2 41-1
|
00-15-1:4 0 0 -1 5 -1 4
|
|2 0O 0 0 0 01-6
332('2)

r(A) = 2, ©(C) =3, r{d) # r(C), az egyenletrendszernek nincg megolddsa. Az
ellentmondds a redukdlt egyenletrendszer harmadik egyenletébdl Is joi lathato,

Dx1 +01v:2 +11c3 +0x4 +(}x5 =-0, azaz

0 = -6, amil val6ban ellentmondis.

Az A métrix minimdlis diddra vals felbontdsa alkalmazdsdval is meg-
oldhatunk linedris egyenletrendszereket.

Az A x = 0 homogén linedris egyenletrendszer A métrixdnak diddokra
valé felbontdsa:
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U=[y,g9--0r 0] V=Y
Az Ax = 0 egyenletrendszer L
redukdlt egyenletrendszere; .
Vx=0. .
T

Az Ax =) inhomogén linedris egyenletrendszer megolddsét homogén
egyenletrendszer megolddsdra vezethetjilk vissza: Ax - b = 0 egyenletrend~
szer ekvivalens az [ 4, b l:;_ =0

-1
egyenietrendszerrel.

30, példa. Oldjuk meg diddokra bontds alkalmazdsdval a 26.példa homogén
linedris egyenletrendszerét,

Megoldds. A= 2 -1 1 -1
2 ~1 0 -3
3 0 -1 1
2 2 -2 5

Bontsuk fel az A métrixot a meglsmert eljirissal diddok dsszegére. Le-
gyeny, az A harmadik oszlopvektora, v, az A elsd sorvektora.

1
g-g131=3_- 1 [2 -1 1-1] =0 ¢ 0 07.
0 2 -1 0 -3
-1 5 -1 0 0
-2 6 0 0 3

Vilasszuk gz-nek az A~ glg’l métrix mdsodik oszlopvektorit, 1} -nek a

mésodik sorvektor (~1)~szeresét,

: L. - L - =
A-u ¥y muvo=A-uv 0 [-2 .1 0 3] 0 0 o0 0l
-1 0 0 0 0
-1 3 0 0 3
0 6 0 0 3
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Vilasszuk u_-nak az A -~ u, v, - u, v, ewsd oszlopvektorit, v, ~nek a

3 2785 T %2t 3
harmadik sorvektor 3° SZOYOS4t.
- r L o ] L =
AT UY) T UV, - UV =AY, Y, ojfr o o 1]
0
3
6
=0 0 0 0 =0[0001]=g4_4
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0
0 0 0 3 3

AV x =0 redukdlt egyenletrendszer tehét:

2 -1 1 -1 X1 = ¢
-2 0 3 X,
1 0 ¢ 1 Xq
o 0 0 1} X,
Ebb8l x =0, azaz csak a trividlis megoldds létezik, ami az

() = "Lt % K etk

31. példa. Oldjuk meg a kovetkez§ inhomogén linedris egyenletrendszert
az egyenletrendszer kiegészitett matrixdnak minimdlis diddokra bontisdnak
alkalmazéséval,

1 3 -5 2 xl == 19 |.
2 -1 3 3 %y 3
-3 2 -2 -1 x3 -4
-1 -4 1 -8 x4 ig

Megoldés. Az egyenletrendszer kibvitett C métrixit a 22, példiban
diddokra bontottuk {(ott A-val jeltltik a mdtrixot). Ezek szerint:
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c=[ 1t 3 -5 2-9] +[0J[0 1t 4 6 0] +
2 -7
-3 11
-1 -1 |
+ 030 0 1 1 1] =1 o ot 3 -5 2f—19 =UvY.
41 2 -7 41|10 1 4 61 0
-61 -3 1-slflo o 1 1)1
0 -1 -1 0

1 3 -5 21| -19 X =0,
|
0 1 4 6: 0 X,
a 0 1 1 1 Xg
X4
=1
x, +3x, - S5x, +2x, =~ 19

1 2 3 4 !
X, +4x, +6x, = 0 ,

2 3 4
x3+4x4= 1.
Innen, ha x4=t, akkor Xq = I-t, X9 = -4 = 2t, x1 ==t~ 2,

X= [_ t-2, -4~2t, i-t, tJ ’

Vizsgéljuk a kivetkez§ egyenletrendszereket megoldhat6gdg szempontjs-
bél. Ha megoldhat6 az egyenletrendszer, akkor irjuk is fel a megold4aat.

300, 2x1+3x2-x3+5x4= 0,

3::1--x2 +2x3-7x4= 0,
4x +x2-3x3+6x4= 0,

1
x, - 2x,+4x, -Tx,= 0 .

1 2 3 4
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301.

302,

303.

304.

305.

306.

307,

P IR - R

x, +x%, + X, + x, =

1

2 3 4

xl +2x2+3x3+4x4 =

*

o o W

-3

+ 3x2 +6x3+ 10x4=
xl + 4x2+10x3+ 2(}x4=
-5 717 T
3 -2
~13 16
1 3. L
-1 7] [ v ]
1 xl
-2 x2
4 | _xa_
2 XJ
2 x2
4 L X,
1 x1
1 X,
3 L X, ]
4 x1
2 x2
1. _x3_
3 xl']
-2 x2
-1 xa
-1 ] Lx4_
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-1 -2 -3

2

-3

-2

308,

309,

310,

311.

et o e
| 1
_ﬁuln_és
Lo - SR - = B o
| E——

.
(]
—t
o

313.

=1
-5

-1
-5
-2

1
7
-1

2
i

3
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320, 3 1 -2 1 -1 xl=[17".
2 -1 7 -3 5§ x, 2
1 3 -2 5 -7 xg 3
3 -2 7 -5 8 x, 3
_XS_
321, 3 1 -1 -1 0 "x1‘= 27 .
9 1 -2 -1 -2iix, 5
1 -1 ¢ -1 2 X, 1
1 1 -1 -3 4 X, 2
._15_
322, 2 -2 1 -1 1 'xl” =[17 .
1 2 -1 1 -2||x 1
4-100 5 -5 7||x 1
2-14 7 -7 11 x, -1
X5 |

A A paraméter értékét6l fuggben vizsgiljuk €s oldjuk meg a ktvetkezs
egyenletrendszereket,

32. példa, x+y+Az = )tz .
x+ Ay +z= A,
Ax+y+z= 1,

Megoldds, Az egyenletrendszer C kibfvitett métrix4t hozzuk Gauss alak-
ra. Az étalakitdsok sordn feltessziik, hogy A# 0, A#1.

C= 1 1 )\:}\2 ~ I 1 oA Al ~
1
1 A 1A 0 A1 1-A la-2?
A1o11 0 1-a1-2%) 153

1 1
Sp (=1 So (= A) S ;s[_}
21 31 2[1-]\] 3| 1~
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~11x§ﬁ2 ~T1 1 A a2

0 -1 1 'a 0 -1 1 | A
. 2 [
0 1 Al #2700 2ea1(ae2)

|
;
]
t

8490
A redukilt egyenletrendszer:
x+y+ Az= AZ ’
“y+z = A ,
@+a)z = (a+1)? .

Ha A#1 és A# -2, akkor r{A)= r(C) = 3, igy az egyenletrendszernek egyértel-
mii megoidisa van:

?
o] ArL 1 (A+D?
TlOA+2 T A+2T A+2 :

Ha A=0, akkor r{&) = z{C) = 3 ég az x megoldds erre is vonatkozik.

HaA=1, akkorC ~ 1 1 1 1 ,

tehdt az egyenletrendszer redukdlt egyenletrendszere
Xty+tz=1,
Hay=u z=v agszabad paraméter, akkor
x=[l-u-v,u v].

Megjegyzég. Az egyenletrendszer hirom egyenlete ebben az esetben egy-
beesik, a megoldis a sik kétparaméteres egyenletrendszere.

Ha A = -2, akkor C~f1 1 =2 ; 4
0 -1 1 }-2

{
0 0 01 1

Lathat6, hogy r(C) = 2, r(A) = 3, tehdt az egyenletrendszernek nincs
megolddsa. A redukélt egyenletrendszer utols6 egyenlete ellentmondd:

Ix+0y +0z=1 ,
-75-



33. példa, x-y+z=0,
2x+{A-1)y+4z=0 ,
3x~ 5y +(2-A) z=0 ,

Megoldds: C=I1 -1 1 0| ~]1 -1 L 01,
2 A-1 4 O 0 a-1 2 0
3 =5 2-A 0 0 -2 ~{1+a)0

S, (-2% §5,(-3)

Ha A= -1, akkor az egyenletrendszernek csak trividlis megolddsa van,
ami a redukdlt egyenletrendszerbdl jo! lithat6, Ha A#-1, akkor az

2 p
S 32051 Atalakitdst hajtsuk végre.
All -1 1 01.
0 AH 2 0
4
0 0 Fvny (A+1) 0O

A redukdlt egyenletrendszer:

x-y=z=0,

(ALY y+2z =0 ,

4 -
(X-_‘_—I"(?\'lgz—ﬂ .

Ha ~{(A+1)#0, azaz A#1 és A= -3, akkor az egyenletrendszernek

4
A+l
csak trividlls megolddsa van, Ha A= 1, akkor az egyenletrendszernek (egy-
szeresen)végtelen sok megolddsa van.

x-y+z=0,
y+z=0.

Haz=-t, akkorx=2t, y=¢

Ha A= -3, akkor az egyen’lerrendszerﬁek(kétszeresen) végtelen sok
megolddsa van,

x-y+z=0,
-x+z=0 .
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Hay=u, z=v, akkorx=u=~v,

x=[%, ¥, 7] ={u-v, u, v}’ =u

1
1
¢

+v -1 .

A A paraméter értékétfl fisggfen vizsgiljuk és oldjuk meg a kivetkezd

egyenletrendszereket.
323. "3 1 -1 -17
1 -1 1 -}
1 3 -3 1
|1 5 5 -3 ]
324, 3 -8 2 -1 ‘|
5 -7 -3 -8
3-11 5 2
|_ 1 A '}. 2.}\. B
325, A1 1 17
1 1+a 1 1
1 1 I+x 1
11 1 1 1]
326, AR 2 -1 47
A Al 2 -1
1 38 -1 11
L I 4 -1 18 |
327, - A 2 3 3
2 3+A 6 6
3 6 8Ar 9
3 6 9 BHA

]
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328, Mi a feltétele annak, hogy a?l(xl; yl), Pz(xz; yz), e ,Pn(xn; yﬂ)
pontok egy egyenesre illegzkedjenek?

329. Mi a feltétele annak, hogy az (x, y) sikban fekvs n egyenes,
Al x +Bi y+ (’_‘i =0, i=1, 2, .,., n egy ponton menjen 4¢?

330. A Pi(xi; yi; zi), i=1, 2, ..., npontok mikor milyen feltétel mel~

lett illeszkednek ugyanarra a sikra, illetve ugyanarra az egyenesre?

331. Mi a feltétele annak, hogyaz A, x+B, y+C, z+D, =0, i=1, 2,...13
gikoknak legyen k&z8s pontjuk,illetve legyen kdzdls egyenesiik?
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V1. Linearis terek

34. példa. Legyen & és e, a Q[1 (n £ 2) oszlopvektorok terének két li-
nedrisan fiiggetlen vektora. Legyen aés b eleme Qn-nek. Ekkor a= a, & +
+a, e, ésbh= b1 e+ b2 g, - Mi az a &s b vektorok fiiggetlenségének sziiksé-
ges és elégséges feltétele?

Megoldfs. Az a, b € Q" vektorok akkor és csak akkor linedrisan fiigget-
lenek, ha

A =

2
egyenletbhdl J\l = ‘AZ = 0 kbvetkezik. Most

A1g+}\2§=(ﬁl 2 +J\2b1) g + (J\la2+)\.2b2)§2 .

Mivel e, és gy figgetienek, ezért

1
al—?\l‘l'blAz:O E)
32]\1 +b2 Ay = ¢,

s mivel J\l = A 9 = 0, ezért a homogén linedris egyenletrendszerekre vonat-

koz6 14, 4 tétel szerint

a. b
I 1
#0, vagy
a, b,
a2 2
D= bl b2 70 .
1 72

Az a és b vektorok tehdt akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha D # 0.

. P s it s e .
Megjegyzes. Ha_e_l—g, e,=iesk jeQ ,esg—al_1_+a2 Iy
b= bl i +b2 }, akkor a feltétel nyilvdn azonos azzal, hogv a és b vekto~ &

nem parhuzamosak,



332. Legyena, b &€ Q" (n 22)6s a, b linedrisan fiiggetlenek, Hatiroz-
zuk meg o értékét ugy, hogy x és y vektorok 8sszefliggfk legyenek:

a}) x=ota+2d, y=a-b;
b) x=(x+1l)a+b, y=2b ;
€} X=wat+hb, y=atob.

333. Legyenaésba Q" @ 2 2) tér két linedrisan fiiggetien vektora,
Hatdrozzuk meg o és [3 értékét, ha

a) 3a+5h=ota + (2p+ 1) b ;

b) (2o¢-p- 1 a=@o+ B +10)b .

334, Legyen e &y 852 Q (n 2 3) vektortér hirom linesrisan fitgget~
len vektora.

I
8 b c€Q ésa=a g taje, taze,,
b= be+be+b363,c—-clel+ce+c33.

Mi annak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a, b és ¢ fiiggetlen vektorok
legyenek? Han = 3, akkor mi a kapott feltétel vektorgeometrial jelentése?

335. Igazoljuk, hogy az a, = fo, 1,17, 2, = {1, 1, 2] és
=[1, 2, 31" vektorok linedrisan Bsszefiiggnek,
2q gen

336, Legyen a, bésca Q]1 (n £ 3) vektortér hdrom linedrisan fiigget-
len vektora.
2) Az ot milyen értéke esetén fligg egymdstél az x =oca+4b+2¢ és
= a+axh - ¢ vektor?
b) Az o milyen értéke esetén fliggetien egymdstél az x =xa+b+3c,
y=xa-2b+cész=a~b+c vektor?

e

337. Igazoljuk, hogy a Qn(n 2 3) linedris tér a, b, ¢ vektorai akkor

és csak akkor linedrisan fuggetlenek ha az a+b, b+c cta vektorok is lined- :i
risan fliggetlenek,

338. Igazoljuk, hogyhaa, bésca Q {n 3) vektortér hdrom linedri-
san fligpetlen vektora, akkor
a) a~b, b-c és c-a vektorok lineirisan Bgszefliggnek;

b)oxa - bb, yb~-xg, fc-ya vektorok Unedrisan sszefliggnek,
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339. Legyenek g, bésca Q‘1 (nz3) linedris tér linedrisan fiiggetlen vek~
toral., Hogyan kell A-t megvélasztani, hogyaz x=Aa+b+c, y=a+Ab+c
és z = a +b +Ac vektorok linedrisan fuggetlenek, illetve hogyan, hogy linedri-
san Bsszefligglk legyenek?

P -
35. példa. AdottQ@ linedris tér ;1, Xy Xgr Xy vektora, Hény maximdli
san figgetlen vektor taldlhaté a négy vektor kozbtt? x, = {2, 1,3 -17,
?52 = E‘II }-:-31 IJ: ;_(3 = [4’ 5; 3; -1], 1(4:[1, 5, "3, 1].

1. megoldds, A négy oszlopvektorbol elballitott

A=} 2 -1 4 1

1 1 5 5
3 -3 3 -3
-1 1 -1 1

métrix rangja a maximdlisan fiiggetlen vektorok szdméval egyezik meg, Hajt-
suk végre a kivetkezl dtalakitdsokat§ 021 (1; 0 31("l); 0 41(1) .

A~z 1 2 37 ~ 2 1 0 0
1 2 4 6 1 2 0 0
3 0 0 O 3 0 0 O
1 0 0 0 -1 0 0 0

03, (-2 0,,(-3)

A vektorok kbz#tt maximélisan 2 fiiggetlen vektor talilhat6. Fiiggetlen
példaul az X, és .98

Megjegyzés, Az dtalakitdsok sordn A-val ekvivalens métrixok oszlop-
vektorai a kbvetkez8k:

A=[¥ Xp g X, ~ [2 X8, Xo7X), XX ]~

~ (%), 4%, %378%,72,, X, - 2% -3%].

Mivel x

g = 8%, - 2% =0 ésx

*21(1—3;2:0, ezért x =351+21_12 és

4 3

X= 2y 3K,
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2. megoldds. A vektorok fliggetlenségének meghatirozisa szerint, ha

}tx-{-lzxz-i-/\xi-ﬁ X, = 0 (1)

homogén linedris egyenletrendszernek csak a trividlis megolddsa 1étezik, ak-
kor a vektorok fggetlenek., Most az (1) egyenletrendszer A mdtrix4dn hajtsuk
végre a kbvetkez§ sormiiveleteket:

1
S35 Sya(D Sgy(-1), 5 ,(-3)

A0 -3 6 -9 ~[0 1 2 3}~[0 1 2 3
1 1 5 5 dl 1 5 5 1 1 5 5
0 -2 -4 -6 0 1 2 3 0 0 0 O
0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1

5P Sy 54, (1)

Az (1) egyenletrendszer redukilt egyenletrendszere:
.7\2+27\3 +3A4 =0

)t1+ 3\2+57\3+5?\4—-

Ha a A=~k ktziil kettSt (pl. .A3 “tés A 4-et) null4tél kiilonbtzd szabad paramé-

ternek valasztunk, akkor a mésik kett§ { }\1 és /\2) ezekkel kifejezhetd, igy

az Xy, Xy, Xg s x 4 vektorok kizott maximélisan két figgetien vektor van.
Megiegyzés. Most j\l =~3 _?\3 ZA .?\ = -2A -3 9\4 . gy

4’
(-BAz = 2A0K +(-2A5 = 32X )x, +Agx, + A%, =0 , azaz
}\3(3_13 - 351 - 23;2)-1- A4 (1_{4 -251 -332)=Q . tehét;(3 =3§1 +2g{_2 és

X, = 2;_(1 +3_152, ahogvan azt az el6z6 megoldisban is kaptuk.

+

Hatérozzuk meg, hogy a kbvetkez§ vektorok linedrisan fiiggetlenek, vagy
linedrisan bsszefiiggbk-e7 Ha linedrisan Usszefiiggbk, akkor vélasszuk ki a
linedrisan fliggetleneket, és ezekkel fejezziik ki a tobbi vektort,



340 8 = (1, 1, 1, 1J°, a, [4 4 4, 4] ;
3L g = [L 2 3 4, g f4, 3, 2 1),
- = [5! 5’ 53 S]‘o
342. a, = [1 -1, 1, -1}, &= [1, 0 1, o],
ag= [, -3 1, -3
33, g = [r, 1, 1}, a,= [1, 2, 3] ag=[t, 3, 3]
344, g = 1, 1, 1, 1, a, = [t, -1, 1, -1,
a,= [2 2 1, 4, ga= [2 L 1 3.
345, a, = (1, 2 3, 4], 8, = (4, 1, 2, 37,
a;= [3 4 1, 2T, a,= [L -1, -1, -1},
346 a = [-2, 3 -4, 1), a,= [1, -2, -4 1,
2, = (s, 1, 1, o), a,= [4 -5 -2, 1]'.
347. g = (2,0 1, 3 -17, a,= [L L 0, -1 1},
5_1_3 = [0; =%, L 5 -3.]’v &= [1: -3, 9 -5]'

348. Igazoljuk, hogy a Q3 linedris tér a =[a1, 0, 2 31] tipusu vektorai
(al € R) a linedris tér egy alterét alkotjdk., Mely vektorok feszitik ki az alteret?

349, Igazoljuk, hogy a Q3 linedris tér a =[2a1, g 3a1J ' tipusu vekto-
rai (al, aZE R) a linedris tér egy altersét alkotjik. Mely vektorok feszitik ki

az alteret?

350. A hdromdimenzids vektorok linedris terének alterét alkotjik-e azok
az origdbdl kiinduld vektorok, amelyek végpontjainak koordindt4i mind pozitiv
szamok. (A koordindtdkat az i, j, k bézisra vonatkoztatjuk.)

Igazoljuk, hogy a kivetkez8 halmazok linedris teret alkotnak.

351. A val6s szdmok végtelen sorozatai, (A sorozatok 8sszeaddsit és
szdmmal vals szorzdsdt a szokott médon értelmezzik. )
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352. A val6sg egylitthatoju, egyvdltozés polinomok, (A polinomok dssze-
ad4sdt és valds szdmmal vald szorzdsdt a szokott médon értelmezziik. )

353. A valés egyiltthat6ju legfeljebb n-edfoku {n adott természetes szdm)
egyviltoz6s polinomok,

354, A valés egyiitthatéju kétvdltozds polinomeok,
355. A komplex szdmok.

356. Az [0; 1] intervallumban értelmezett valés fliggvények, (Az Ggz-
szeadds értelmezése f(x) + g(x) = h(x) minden x € [0; 1] és Af(x) az x he-
lyen felvett f(x) fiiggvényérték A -szorosa,

357. Igazoljuk, hogy a

K(x; y)=~sz+Ay2 +Bx+Cy+D
(A, B, C, D tetszfleges valds szdmok) kifejezések linedris teret alkotnak,

358. Igazoljuk, hogy a

K{x v 2y=Ax+By+Cz+D
(A, B, C, D tetszfleges valds szamok) kifejezések linedris teret alkotnak,
Igazoljuk, hogy a

K1 x; v; z)=A}_x+Bly+ClZ+D1 ég

K2 x; y; z)= A2x+B2y + sz +D2

figgetlen kifejezések 4ltal generdlt A (x, v, z) + ]\ (x; y; z) kifeje-
zégek (i(l #A Kz) az eredeti linedris tér egy alterét alkot]ak.

Mi a geometriai jelentése a
JLI KI +}\2K2 =
egyenletnek, ha K}.(X; y; z)=0¢és K2 {x; y; z) =0 két sik egyenlete?

359, Igazoljuk, hogy az (n x n) tipusu (n adott természetes szdm) mdt-
rixok linedris teret alkotnak,
Az A négyzetes métrix un. als6 hdromszégmétrix, ha i < k esetén
=0,
Igazoljuk, hogy az (n x ) tipusu alsé hdromszdg métrixok az (o x o) ti-
pusu métrixok linedris terének egy alterér alkotjdk.

Nk
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360. Jelsljiikk Z-vel azon (m x n) tipusu mAtrixok halmazit, amelyek 4~
diagonalisdban minden elem zérus.

Linedrig tér-e, ha Z-ben az Hsszeaddst és a valds szdmmal vald azor-
z4st a gzokdsos mdédon értelmezzik?

361. Jeldljiik Z-vel azon fliggvények halmazit, amelyek értelmezési tar-
tomdnya LO; 1] ., &g amelyek értéke legfeljebb véges szdmu helyen zérus. Line-
dris tér-e Z, ha Z-~ben az Bsszeadist és a valés szdmmal valé szorzdst a szo~
k4sog mddon értelmezzitk?
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VII. Bazistranszforméacio

VII/1, Miétrix sajatértéke, sajdtvektora

36. példa. Hatdrozzuk megazA=12 1| métrix sajitértékeit &s sa-
jérvek!:orait. L 2

Legyenek A sajétértékei -?LL és )Lz, egységsajitvektoral E?' 3

o o A
M = §1§2],Q [1 07].
0 A2

0

2és:

Igazoljuk, hogy M’A M =D,
Megoidés. Az g (# 0) vektor sajatvektora A-pak, haAs= A 8, azaz

{(A-A E2)§ =0, (1)
Ennek a homogén linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van

trividlistol killonbdzé megolddsa, ha det (A =" A E) =0 (karakterisztikus egyen- |

Let). Most

2=A 1

I 2-A

=0,

(A% -1=0, (A=3) (A-1)= 0, A =3, Ay =L,

A Al = 3 sajétértékhez tartozd sy = [s“, 312] sajatvektort az (1) egyenlet-

rendszer megolddsaként kapjuk,

(2-3)511 + 312 =0,

11 +(2-3) S12 =0,

(Természetes, hogy ez a két egyenlet fiigg egymdsicl, hiszen az egyenletrend-

szer determindnsa nulla,) Igy S11 755 .Tehét a ﬁul—hez tartozo egyik sajdt-
vektor: 5, = {1, 1y

A X =1 sajitértskhez tartozé g,, = [S?l’ szzj’sajérvektort is az (1)
egyenletrendszer megolddsaként kap ju%. )
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(2-1)821+s =0 , 8,. = -8

22 21 22
Tehat a .?\.2-}152 tartozé egyik sajdtvektor:
8q = [_1’ I:I, -

(Mivel A szimmetrikus métrix, igy a (19. 7) szerint sajitvektorai mers-
legesek egymdésra. Ezért az s ismeretében az g, mér felirhat6. Sok esetben

1 =2
célszerli az sz-t az s, pozitiv irdnyu 90%-0s elforgatdsival nyerni, )
-1
Igy az egységsajitvekiorok: sg ay — » g0 = 1
V2o 1] E2777 )
I -1 3 04 .
1
M=y » D=
i 1 0 1

Szdmoldssal ellenérizhetS, hogy a (19.11) kovetkezmény szerint érvényes
egyenldség,

voalfz 1] 11, e o]=[3 o]=bp.
MAM  =-— — =3
V2 1 1fl1 20/2 |2 2 0 2| {0 1
37. Példa. Hatdrozzuk meg az A = 1 1 3
1 S 1
3 1 1
mitrix sajitértékeit és sajdtvektorait, Legyenek A sajdtértékei J\l, ?\2, ?\3 ,
egységsajitvektoral §f, §;, §g .
o 0o o
M—[ﬁl, s 55 |, D= A 0 0],
0 .7\2 0
0 0 A3

M'AM =D.
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Megoldés. A karakterisztikus egyenlet:

1-2a1 3 1=0,
1 5-a 1
3 1 1-a

3 2
AT - = = = = -
7AT+36=0 . AI 3, ./'\2 6, .7\3 2,

A Al = 3 sajitértékhez tartozs 8; =[s 13]’ sajitvektor koordindtai

11" S120 ®
kielégitik az (A - 353) 8 = 0 egyenletrendszert igy

-2 1 3 s11 =0,

1 2 1 512

3 1 -2 S13
A-3E,=1-2 1 3|~0 5 50 1

1
1 2 1711 2 11 2
3 1 -2110 -5 -3]10 0 O

1

5,2@) 535(-3), 55,(1), 5, @

A redukilt egyenletrendszer:

slz+sl3= 0,
811+2512+Sl3= ¢ .
= -1. Ekkor = = j
Legyen Sy2 513 i, 511 1. Igy egy sajatvektor
8y = [1, -1, 1] .

(Megjegyzés. Az egyenletrendszer determininsa nulla, igy van trivid-
listol kiltobtzd megoldds. Probdlkozhatunk egylk 3., (i =1, 2 vagy3) szabad
vilasztdsdval, ekkor a mésik ketts megha!:érozhaté.}1

A 12 = 6 sajatértékhez tartozo 8, = [321, Sy 8

dindtdi kielégitik az {A - 6E3) s = 0 egyenletrendszert, Igy

23] sajdtvektor koor-

-5 1 3 So1 =0 .
i -1 1 522
3 1 -5 Sos



Legyen az egyenletrendszer egylk megolddsiban Sy1 = 1. Tegylik fel,
hogy llyen megoldds van. Ekkor

322+3523= 5,
Syt =7
s22-5323=-3 .

Az els6 két egyenletb8l adodik, hogy 853 = 1, s,, =2 . Ez az értékpdr

22
kielégiti a harmadik egyenletet is, igy s, = [1, 2, I].
A A4 = -2 sajitértékhez tartoz6 s, = [531, Sgqr 333] sajétvektor koor~

dindtdi kielégitik az (A + 223) s = 0 egyenletrendszert.

3 1 3 831 =0.
3 7 1 532
3 1 3 S33

Az egyenletrendszer harmadik egyenlete elhagyhaté.

333}. +332+3 s3,g= o ,

Sap t 7 Sgq 1S 33 = 0 .
Ennek az egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megolddsa, ha

Sgq = 0. Ekkor Sq1 = "S4q- 18y egy sajdtvektor g, = (-1, 0, 117 .
Mivel A szimmetrikus métrix, 1gy a (19.7) szerint sajdtvektorai me-

r8legesek egymdsra, Ezért 5 ég g ismeretében g 3 mér meghatdrozhats.

Sok egetben célszerii, ha 811 8y 84 jobbrendszert alkot, és igy
83 =8,x 8, . Mosts X§2-3 (-1, o, 1]

Az egységsajétv!ektorok: °=-1— 11 §;="éﬂ" F 1 !
_ 1T ! 2
1 1
§§=é-1.g=_v_1§_~ ";E‘F;:-Q=3eo,
0 0
1 21 2 o o o -2
/3 3
I S S
R TR P
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Szémoldssal elenfrizhet§ (a 19.11 kdvetkezmény szerint éErvényes egyen-
i6ség)

M'AM =D
38. példa, Hatirozzuk meg az A =.[3 4] métrix
’ 5 2

gajatértékelt &3 sajitvéktorait,

Megoldis, Legyenek A sajdtértéket Al, ?LZ,- egységsajatvektorai
0o o .o o _
§.l ’ §.2 és M -[gl 2 '§2]) 'Q - l1 0 .

0}\._2

Igazoljuk, hogy M L AM =D.

Megoldds. Az A métrix karakterisztikus egyenlete:

3-A 4
5 2-a=0

¥

2
AT-3A -14=0, A =724 =-2.

A Jtl = 7 sajdtértékhez tartozé ‘egységsa}étvektor s?= L [1, 11’,a J\z = -2

V2
gajétéxtékhez tartozs egységsajitvektor 5o 8, v__ {4, -51. Most
SR UV J ' Sl A W Wy
M= - — | " :
T i RN
A B -2 L
F f4ar _ V2 V2
Szdmitdssal ellenfrizhetl, hogy M_-l AM=17 01].
0 -2
39. példa. Hatdrozzuk meg az
A= 1 1 2] miétrix sajstértékelt és safitvektorait
¢ 2 2
=1 1 3

Igazpl juk, hogy a sajdtvektorok figgetlenek.
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Megoldés: A karakt erisztikus egyenlet:

-2 1 2
0 2-2 2 |=0,
-1 1 3-A)
(A-3) {(A=2)(A-1)=0, J\l=3, 12=2, .A3=1 R

AAI = 3 sajitértékhez tartoz6 (A - 3 33) 8 = 0 mitrixegyenlet egy megoldds-
vektora g, = [2,2,1] .a A, =1 sajfitértékhez tartozo egylk sajétvektor

8, = [1, 1, 0:|, a Jl3 =1 safitértékhez tartozé egylk sajdtvektor §3=[0, -2, 1]’.
Legyen M = [gl, 8o §3] . det M = -2 #0, tehft 8y 8y 84 fliggetlen
vektorok, o '

Megjegyzés, Most is ellen6rizhet§, hogy M_-l AM =D, ahol D diagondl-
matrix f§4t16jdban levl elemel A sajétériékei 3, 2 és 1,

40. példa. Hatdrozzuk meg az A mitrix sajitértékeit és sajétvektorait,
haé =T 5 -2 -1 »
-2 2 -2
-1 -2 5

Mepgoldds: Az A métrix karakterisztikus egyenlete:

5-A =2 -1
-2 2-A -2 | =0,
-1 =2 5-2

3

Ad-12a%436A =0 . A.=0, A =2y =6,

I
= D-hoz tartozd egylk sajitvektor 8, = {1, 2, 1]’. Ha Agy = .AS =6, akkor
8=[8yp 837 853) &s
(A~ 6 Es) s=0,

-1 =2 -1 So11= 0.
-2 -4 =2 322
-1 =2 -1 323



A reduk4lt egyenletrendszer:

8,, +2s, . +s_,.=0, (1)

21 22 723

Ez azt jelentl, hogy a hdrom vAltoz6b6l kettSt szabadon vdlaszthatunk, az
egyenletrendszernek van két filggetlen megolddsa, a A= 6 sajitértékhez két
fuggetlen sajitvektor tartozlk, s, és 83- Az A mitrix szimmetrikus, igy

vannak paronkint egymdsra merdlegessajdtvektorai. Az (1) egyenletben legyen

Sy = 90, 999 = -1, ekkor 951 = 2, 1gy§2 =2, -1, 0] . S =8, X9, =

=1, 2, -5], 8, koordinAtal valcban kielégitik az (1) egyenletet, igy s, 2

A = 6-hoz tartozé sajitvektor és §2-t61 fiiggetlen,

41, példa, Hatdrozzuk meg az A =[ 0 l:l

-1 0
métrix sajitértékelt és sajdtvektorait.
-A 1

Megoldds: A =0, A +1=0

-1 -A

karakterigztikus egyenlet gydkel )\1 =iés J\z =-i. A )Ll = i sajdtértékhez

tartozd egytk sajdtvektor 8 = [SII’ S19 " koordinétéi a

-1311 +312=0

egyenlet egyik megolddsa, Ha Nk 1, akkor S12= L igys,; = (1, 1]’ .
Hasonl6an adédik, hogy g, ={1, -]’ .

42. példa, Hatdrozzuk meg az A midtrix sajitértékeit, sajitvektorait,
haA= T2 5 -67.
4 6 -9
3 6 -8
Megoldds: A karakterisztikus egyenlet:

2-A 53 -6 |=0,

4 6-A -9
3 6 -8-A
3 _ _ _1..13 _ o2
AT-1=0. A =L A,= gy =i, Ay=E,, = £, =
B
=73 2 °
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A ?\1 = | sajitértékéhez tartozd egyik sajdtvektor 8, = {1, 1, 1]’ , a

A . &31 sajétértékhez tartozé egyik sajitvektor

§2ﬂ}+zcm,z+3éﬂ,3+3gm] . a Ay = &,, sajftértékhez tartoz

egyik sajétvektor 3, =[+3 +2€&,.,2+3 632, 3 +3£32:l .

22

Hatdrozzuk meg a kévetkez6 métrixok sajdtértékelt és sajétvektorait.
Szimmetrikus métrixok esetén az egységsajitvektorokb6l mint oszlopvekto~
rokbol 4llitsuk el8 az M médtrixot is.

362. 1 37.
L3 L]
363. s 3.
L3 5
364. 4 27].
L2 1]
- 3'-
365. 2 3.
3
|7 2]
5. "2 3.
—4 3—
367. 7 -2 0.
-2 6 -2
L 0 -2 5|
368. 6 0 2.
-2
2 0 6
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3

-2

| 2

-4
-2

3—

-4

-4

-8 ~12

-2

369.

370.

37,

372,

373.

374.

375.

376.
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ViI/2. Mdsodrendld gorbék

Tekintsik az
M 2 2a xy+a, g 4+bx+by+tc=0
Sk 12 ¥ T8y¥ T X+ D yres=

egyenlettel megadott misodrend gorbét az i, j (31, —82) ortonormélt bézissal

meghatdrozott Descartes-féle deréksziglt koordindta- rendszerben. Az (1) egyen-
let mdtrixok alkalmazdsdval

@ [xv] fa, aw} [x} + [bb,] {x} +c=0
L2l 3 ¥ y

alakban irhato, ahdl 321 = 312 .

A (2) egyenlet tomorebben:

@) CAr + Pr +c=0 , .
aholr’= [x y], A= [au 312] ¢ p=[pn] .
21 %22

Legyenek Al és A, az A métrix sajdtértékei, a hozzdjuk tarto-

2
z6 egység sajatvektorok m, és m, . ahol m,-t az r'p_l pozitiv irdnyu 90°
-os elforgatdsdval kapjuk, s igy ez a bdzis jobbrendszext alkot.
(Ha _rgl = [mu:' , akkor 92 = -m21 .)  Irjuk fel ez uj bézisban
Moy My

a mdsodrendl gorbe egyenletét a bizistranszformdécié M = [91 m, ]métrixé-

nak .alkalmazasdval:

(# I'D

{2

+ b'r 4+ c=20

¥

ahol
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[
u
s

, b=p M & I =[X7]

Az (%,¥) derékszogl koordinta-rendszer megfeleld pdrhuzamos eltoldséval
kapott (§,§) derékszigli kgordinétq-rendszerben a mésodrendli gérbe egyenlete

a lehetd legegyszerlbb. Az eltolds Q vektora az m, m, bdzisban
b
1 SO
§=| = =2 o ba B =[h )]
’5 1
_ 2
2 2

43. péida. f&brézoljuk az
a) 5x2+8xy+5y2-9=0‘.
2 2
b) 5 + 8xy + 5y - 18x - 18y + 9 = O
egyenlettel adott masodrendd gorbéket,

Megoldés. a) A =[5 4J . Az A mdrrix sajétériékeit
4 5

és-a sajétvektorait az

(1) [s-A 4] [mlJ = [0]
4 5-1 m, 0
egyenletrendszerbdl ad6ds karakterisztikus egyenletbSl hatdrozzuk meg,

5 -4 4 -0, G -1y -16=0

Ha A =9, oakkor a (1) elsd egyenletébol:

-4m, + 4 m, = 0 , azaz m, = m

1 2
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_ _ _ 1 1
Legyen m, = m, = 1, ekkor m, = o [1} és

m = 1 {‘1} . Az m, m, bézisban, az (X,¥)
i

derékszogl koordindta- rendszerben a mdsodrendli gtrbe egyenlete:.

9% +5 - 9 =0

@ ¥ oL — =1

A (2) ellipszis egyenlete,

W@l

rg
#
x
5x*+8xyt5y’=9
9. dbra
b) Alkalmazzuk az a) feladat részeredményeit. Az m,, m,

bazishan a gorbe egyenlete (14sd a bevezetd 4ttekintés (4) egyenletét):
(k910 o] X1 + —= [-18 -18][t -1)[%] + 9= 0
0 1l 7 V2 1 1]y

- 97 -

=



9i“<2+§2~1sﬁ?e’ 9 -0,
9 - B+ §

& - 13 + g-'-l

Tolijuk el az (¥,¥) koordinita- rendszert a Q= [ﬁ-l vektorral,
0]

az igy kapott %,? koordindta- rendszerben a mésodrendl gorbe egyenlete:
~2 82
¥ +d- =1
9
A mdsodrendl girbe tehdt ellipszis.

| Y

10. dbra

377. ﬁbrézoliuk a kivetkezd egyenletekkel adott mdsodrendl gorbéket:
a) 4x2-4xy+y2-2x-14y+7=0,
b)éxy+8y2-12x—26y+11=0,

c) 7x2+6xy—y2+28x+12y+28=0,
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d) 9x2+12xy+4y2-24x—16y+3=0.
e) s  2xy + 5y - 4x + 20y + 20 = O ,
£) lex> 24xy + 5y - 160x + 120y + 425 = 0 ,

) ix2-2xy+3y2-2x+2y+1 0,

¥

h} '-4xy+4y2+6x-12y+9

o .

VI /3. Médsodrendt feliiletek

Tekintstk az

1) a xz-i-2alzxy+a y2+23

2
1 Xz + 2a23yz + a,,2 +

22 13 33

+ b}x+b2y+bsz+c = 0

egyenlettel megadott mésodrendl felliletet az i, ], k
(El’ &y &g ) ortenormdit bizissal meghatdrozott Descartes-féle derék-

szdgli koordindta- rendszerben. Az (1) egyenlet métrixok alkalmazisédval

{2) [xyz] a, a4, 23 x |+ [blbzbS] x|+ ¢c=0

81 %2 Fa3|| Y ¥
831 %32 %3
alakban irhaté, anol a21 = 312' 331 = a13 és 332 = a23 .
Az egyenlet tomorebben:
@) r’Ar + Pr+c=20,
ahol I =|:_xyz],é - a7 8, a3 €s
81 %3 83
831 %32 %43
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Legyenek 11 ) 12 és ?\3 az A miétrix sajdtértékei, a hozzdjuk tartozo

egység gajdtvektorok m,, m,, m, jobbrendszert alkossanak, azaz

m m, bdzisban a mdsodrendl feliilet

= X j
m, m m,. Irjuk fel az m,, m,, m,

—1
egyenletét a bdzistranszformdcis

M = [gl m, 93] mitrixdnak alkalmazdséval. _
(4) T DE+PEF + c=0,
ahol
D=[A, O 0] Db=pMeér-[zyz]
0 9 ;}
0 0 3

Az (X,¥,Z) derékszgd (jobbrendszert} koordindta- rendszer megfelel§ pdrhu-
zamos eltoldsédval kapott (?c‘,?,’z‘) derékszoglt koordindta- refidszerben a mésod-
rendil fellilet egyenlete a lehetS legegyszertbb. Az eltolds ¢ vektora az

m., m,, m, bézisban =

-1 =2' =3 -

L
T

¥
b
[
h—'4
e
o
=2
H
| |

g=,

1
b
mu-é Mtr?
[ ]

—
&
o
(%)

L

44, példa Irjuk fel a lehet§ legegyszeriibb alakban a kivetkez6 mésod-
rendl felliletek egyenletét,

a)7x2+6y2+522-4xy—4yz-18=0;
b)xz- 2y2+zz+4xy-8xzr-4yz+6=0.

Hatdrozzuk meg a felllet jellegét.
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Megoldds ~ a) A = 7 -2 0 . Az A métrix
-2 6 -2
0 -2 5

sajdtértékeitr és sajdtvektorait a

) 7 <A -2 0 m | = 0
-2 6% -2 m, 0
g0 -2 5-3 m, 0

egyenletrendszerbdl ad6do karakterisztikus egyeniethSl hatdrozzuk meg.

7227 2 o = o0, 2% -182%2+99%- 162 =0,
2 64 -2 ’
0 -2 5-3 Al=3'32:6’ A3=9-

Ha 7\1 =3, akkor (1) els8 és harmadik egyenietéb8l

4m, - 2m2 = 0 Zml = m,
- Zm2 + 2m3 =0 m, = m,
B _ _ _ 1
Legyen m, = 1 , ekkor mz—m3—2 gy my=—g—

N N

Ha A 9= 6, akkor (1) els8 két egyenletébdl:

m, - 2m:Z = 0 m, = 2m2
-2m1 —2m3 = 0 m o= -m,
Ha m, =1, akker m, = 2, mS = -2 . lgy
1 1
m= 3|2 my = my X my =3 |2
I 2
..2 _1
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Az @1, 1_:(_12, 1_113 bdzisban a masodrendii fellilet egyenlete:
3§2+6§2+9%’2- 18 = 0,
;2 2 %,2
— + L= =
6 "3 ) !
A felllet ellipszoid.
b) 1 -2 2 -4) = o0, 13-27A-54=0
2 -2-% -2
-4 -2 1-A
21=6,A2=‘3,23=‘3.
Ha Al = 6 , akkor
-Sm1 + 2m2 - 4m3 = 0,
2m1 8m2 - 2 m, = 0
legyenpl. m, = 1 , ekkor m, = 2 és m, = -2 , azaz
12 i 3
m =32
1
-2
Ha 2 9 = -3, akkor az m, vektort meghatdrozd egyenletrendszer wmindhd-

rom egyenlete a kovetkez§ egyenlettel ekvivalens.

2m1+m2—2m3=0

"Legyen pl. m_ = 1, m, = 2, ekkor m, = 2, sigy

1 2 3
1 = = 1
my = 3| V| Wyt mXm, = —3 2
2 -2
2 1

Az m. m,, mg bézisban a mésodrendi felillet egyenlete-
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682 - 332 - 35 = -6

2 ?12 %2
X Ao+ 2=1

A feltlet egyktpenyil (forgéds} hiperboloid.

378. Irjuk fel a lehet6 legegyszertibb alakban a kovetkez8 mésodrendd felliletek
egyenletét és hatdrozzuk meg a fellilet jellegét!

a) 7x2 + 6y2

+5z2—4xy-4yz—6x-24y+18z+18 =0,
b) 2x2+2y2+3z2+4xy+2xz+2yz—4x+6y~2z+3 =0,

0,

c) 2x2+ 2y2- 522+2xy— 2% - 4y - 4z + 2

1}

d} y2-22+4xy-4xz-6x+4y+2z+8 0,

e) 3x2-2y2-22+4xy+8xz-12yz+18x-4y-14z=0 .
) by 2 bdx-by-8z+2 = O
) yz-z2+4xy-4xz-3 S U

h) 4:-:2+y2+422- 4xy + 8xz - 4yz - 12x - 12y + 6z = O

Vii/4. Bazistranszformicio

45. példa

a) Tekintsik a térben az 0 orig6ju (x,V, z) derékszigl jobbsodrdsu koox-
dindta- rendszert. Tikrozzik a P pontokat az (x,y) sikra, az OF = r vektorok-
hoz rendeljik az OP' = v vektorokat.

Léssuk be, hogy v =B r és irjuk fel az B mitrixot.

Hatdrozzuk meg az A métrix sajdtértékeit és sajdtvektorait.

b) Tekintslk az 0 po?lton dthaladé e (iel = 1) normélvektoru sikot.
—Z i
Tikrozzik az OP = r vektorokat e sikra, a tikorkép legyen opP' = v .
Irjuk fela v = A r ggvénytaz i, j, k bdzisban.
Irjuk fela v = A 1 flggvényt, ha e =_1

]
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Megoldéds a) Haxr=|x| & v=|x , akkor
y y
z z’
y=xi+yj -zk- azaz
x'=x , x' = 0 O X
y =y ,},tehdyy’ 1 0 y ,
z' = -z z’ ¢ -1 z

Geometriai megfontoldsbsl adédik, hogy e sikra vonatkozo tikrozés ho-
mogén linedris, s mivel az i, j, k ortonormdlt bdzisba A diagondlmét-
rix szimmetrikus, ezért A sajétvektorai i, j, k a megfeleld sajdtértékek
1,1, -1 , (Vaiéban B i _i_,l_3_j_=_'lés_B_k =-k) .

b) Tekintslnk egy 51, &y & ortonormélt jobbrendszeru bazist ahol e
a sik adott egység norm4lvektora. E bézisban ¥ = K%, ahol

A= |10 0
01 0
00 -1

Azi, j, k Dbézisxél az &yr &y & bdzisra valo 4ttérés (a bdzistranszfor-
méci6) métrixa M = [_a_l
y=MAMI, tehdr A = M

E]- Mivel V=My és Ez M’'r, ezért

%2
Aw .

Ha e = —;—— Bl , akkor egy megfeleld & & vektorpér:
2
- 2
" -]
—"'—1"';" 1 &- —31,“ 2
1 -2
L 2] -1
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A = —;— 2 2 1 " 1 1 j2 1 2 =
T -2 2 l 0 3 2 -2 -1
2 -1 -2 ] lo o -1 1 2 -2
L I . .
g 7 -4 4 Az OP = r vektornak az adott
-4 1 8
-—4 8 B
—~
sikra vonatkozé OP' = v tikorkép-vektora
v = 2 7 -4 4 Y
- 9 flad
2—4 1 8
[ 4 g8 1
379. Tekintsik az i, j, k bizisban aze ¥ = 0 (1ej= 1)
sikot. Irjuk fel az adott sikra vonatkozé A arényu merdleges affinitéds
4ltal meghatdrozott tenzor métrixédt. Irjuk fel a métrixot, ha e = __1’ 1
2
"
380.a) Az 1, }, k bdzishan adott r = x 1 +y j + z k vektorokhoz

rendeljlk a

=px i +vy j +Azk

vektorokat, ahol u,V, A€ R. {Az 1 vektort tehdt az i vektor irdnydban
-szdrosére, a j vektor irdnydban "V -szorésére, a kK vektor irdnydban 1
-szorosére nyujtjuk, azaz véltoztatjuk). Irjuk fel a transzformdcié matrixat.
Irjuk fel a v vektort v= A 1 alakban.

b) Irjuk fel a transzformdci6 matrixétaz i, j, k bazisban, ha minden
r helyvektort, az e ( | e | = 1) vektor 1ranyahan A -szorosra nyujtunk!
{Az t vektorhoza v = x i +y | +1z k vektort rendeljik).

Irjuk fel a tenzor mdtrixdt, ha e = ——;— 1
2
-2

Milyen kapcsolat van e feladat és az el8z8 kozbtt?
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381, Tekintsitk az i, j, k bdzisbana r = t e egyenest (Je|= 1)

—
Tukxrozzlik-az OP = x helyvekiorokat az adott egyenesre, a tikorkép v .
_ Irjuk fel a v vektort v = A 1 alakban, azaz dllitsuk elS e leképezés_mat-

Tixdt az i, j, k bazisban, I—Ejuk fel a métrixot, ha e = 1 1
3 2
-2

382. Tekintstk az i, j, k bdzisbanaz exr =0 sikotésazz = t { egye-

nest, (lej=1,1f}= 1)
- —— - —Se—
Tukrozzitk az OP = r helyvektorokat az adott sikra, a tlkorkép OP' = v,
——

majd a v vektorokat az adott egyenesre, a tikkorkép OP' = W. Irjuk fel e
leképezést 1étesitd tenzor métrixdt az i, j, k bézisban.
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MEGOLDASOK






L. Vektoralgebra

1/1. Miiveletek vektorokkal (koordindtik alkalmazdsa nélkiil

1. Az ébrébol 14thaté, hogy

——— i

AB+AC +AD + AE+AF =3 AD .

F

—_—

AB +AE= AF + AC = AD, gy

2, Az 4brdb6l l4that6, hogy
OA +0C = OD, ahol aDpont a

B pont g_{gbrképe az 0 pontra,
Ezért OD = -OB, tenét OA +0C +
+0B = 0.

3. Ha akét vektor a és b
nem kollinedris, akkor rombuszt
hatdrozaak meg, lgy a rombusz
4lisvektoral g + b és g - b me-
rélegesek egymdsra, Haaés b
kollinedris, ugy Usszegiik vagy
killtnbséglik 0, tehdt merflegesek
egymésra. (A nullvektor minden
vektorra merfleges. )

. & Ha&agﬂg-&g, akkor
AP=p-a=hte Az elBz6 példa

I}. dbra

B
.

\___,

12, dbra
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alapjdn b + ¢ merbleges b- c-re. b ~ ¢ = CB. Igy p - a merfleges a BC egye-
nesre, tehit a P pont rajta van az A csucsbol kiindulé magasségvonalon. Ha-
sonléan lathaté, hogy P rajta van a hdromszdg mésik két magassdgvonaldn is,
tehdt P a hiromszdg magassédgpontja,

5. Legyenn =2, Ha 2 és a, nem Kollinedris, akkor lglﬂ_azl 421] +I§ZI
a hdroms zbgegyenlbtlenség miatt igaz. Ha a és a, kollinedris és kiiltnbtz6
irdnyu, akkor vildgos, hogy |§.I +§2‘ < |§1[ + |g.2| Ha, a és a, kollinedris
és egytrdnyu, akkor |a +a,| = |g,] +|a,]. ha !gi +§2| = Ia_11| +[a.2| , akke
g €s 2, kollinedris és egyirdnyu. Az 4llitds teljes indukciéval bizonyithaté,
la; +a, +... +§.n[ = |§1| +|§2[ +.0. + ]_a_tni akkor és csak akkor, haaz a_,

1

By vees B vektorok kollinedrisak €s egyirdnyuak,

6. Az dbra segitségével beldthat6,

=)

L)
13. dbra
7. Akeresett szlikséges és elégséges feltétel, hogy a +b = ¢ vagy
at+b=-c, azaza +b+c =0 vagya +b - ¢ = 0 feltételek {vagy ezekkel ekvi~
valens feltételek) egyike teljestiljon,

8. Az ABC hdromsz¥gben legyen AB = c, BC = a és Ca= b, igy

a+b+c=0. Az oldalfelez6 pontok legyenek rendre él’ Bl’ Ql' Ekkor
= 1 1 = 1
Ab =3(c-b). BB =5 @-9ésCC =5 (-2
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g‘?_\i +EE1 +CC, =0, igy az 4llids Igaz.
(§A;1+:EI+C§_I=(<_: -;-g)+@+—b)+@+-c)=-2-(g+§+_) 0, tehdtaz

Allitds igy is beldthato,

14.4bra

9. Igen,
a b

10, A l-:-i és -i—;T egységvektorok. Mivel a rombusz #£t161 felezik a rom-
a b

busz megfelell szlgelt, ezért az ~—
€ et =l TRl

egyenls sziget zér be, A 2, feladat értelmében az

"az a és b vektorck mindegyikével
a b b

lhi ja by

a
vektorck egymdsra merdlegesek,

11, Aa-Ab=A{a-b)=0. Mivel A# 0, ezérta-b=0, azaza=bh.
Aa=-pa=(A-p)a=0, Mivel a#0, ezért A-u=0, azaz A = p,

12, A hasonldsdgi ardny 4:3.

14. Az &bra szerint {143d a k8vetkez8 oldalon) 0A = a, 0B = b, igy
M= Ad+d > b), PA= M(g b) és OF + PA = DA.
1

2 .
M*P 1)a+(-J\ pIb=0, A=%, W=z

A P pont mindkét szakasz egylk harmadol6 pontja.
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0 b B8

15, abra

15. A metszéspont mindkét szgkasz egylk harmadols pontja,

16. Legyen AB = a, AC = b és A_ﬁ = ¢. Az g, b, c vektorok paroenkint
nem kollinedris, komplandris vektorok, igy Aa +pMb + v ¢ =0 akkor és csak
a.kkor teljestil, ha A= p=7y =0, SR = 3 +b, sT=w SQ ot(AQ AS)

[ @b+a) - —c] =% @ sa-2), TR=E @crp-a.
Mivel 33R = 3 (ST + TR), ezért

)....4

b=o(2b+a-2) +P(2c+b-a),
(-Pla+Qutp- Db+2(P-x)c =0 .

Igy x-f =0, 20¢+3 -1=0, tehat oc=f5=-;-
A T pont tehét a PR és QS szakaszok R, illetve S ponthoz kiizelebb es6
harmadold pontja.

17. f=w (@ +b).

3
Ba+ b

18, a) r=

1+ A

¢) Az ébrirdl (14sd a kvetkezd oldalon) leolvashats, hogy

- 112 -



r
16.abra

19, Legyen A(a), B(b), Cl{c), D(d). Ahhoz, hogy az ABCD régys=zig para~
lelogramma legyen, sziikséges €s elégséges, hogy

1. b-a=c-d vagyaz az ezzel ekvivalens
b

2,

atc
5 feltétel teljestiljvn.

+d
2

20, Legyen Pl(xl), P,(xy),
P3(g3), P 4(; 4). Az oldalak felezf-

pountjal legyenek rendre Fl(ﬁl),

1 1
il _'i(]_'-l +£2)! £2"§ (22 +1_:3) 4

1 1
f3=3 (gt L,=5 &, * 1))

Az Fl FZFSF 4 négyszig akkor és

cgak akkor paralelogramma, ha 5
£+, =1 +f, . Mivel ez % (r5)

ullost ?eijegul, ezért igaz az 4llitds, 17. dbra
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22, A hiromszdg birmely sulyvonaldnak a csucspontt6l t4dvolabb es6 har-
madolo pontjinak heiyvektora kfzbs,

3 (5_1 +b+¢), igy valéban egy pontban metszik egymdst a sulyvonalak és az 3
sulypont s helyvektora g = L (a +b+c).

23. Ha a tetraéder csucspontjainak helyvektoral a, b, ¢ és d, akkor bdr-
mely sulyvonalnak a laphoz kiizelebb es6 negyedeldpontjinak helyvektora kzis
§=%@+§+g+®.

24, A feltétel szilkséges, mert ha a vektorok végpontjal egy egyeneste
egnek, akkor a C pont az AB szakaszt A(# - 1) ardnyban, osztfa, igy

atAb
c= =oa +pb, ahol
1+A
o =—= ésﬁ:‘?\ , gy o+ = 1.

1+2 1+A
A feltétel elégséges, mert ha fp=1-o, akkor -oXa+ (1-ct) b.
Legyen o =——'—1-——-, ekkor {3 =2 , tehdt a ¢ .ektor © égpontja az AB
I+A 1L+
szaksszt A ardnyban osztja, igy A, B és C egy egyenesen vannak. Kilta
vizsgélhats, ha C €3 A, illetve C és B egybeesik,

25. 1. A paralelogramma 4tldira
rajzot nég ek teriiletének §-~ . ege
megegyezik .. -aralel gramma oidatal-
ra rajzoll, ‘pég. -rek reriiletének bsszegé-
vel, 2. A dosim.  cei-

c 26, A3 - u jestlésér alkalmaz-

18. &bra va

= .b = -

s

15

ol |

a
—F
27. A merflegesség sziikséges és ele.séges feltétele az, hogy a két vek-
tor skaldris szorzata zérus, aml most teljestl,
28, Ha a rombusz egy csucsdb6l kiindul6 két oldalvektora a és b, akkor
lal=lk]. (g+b__)(g_3_.-l_))=§.2-132=0. tehdt igaz az allitds.
30. Az fibra jeltlése szerint ¢ = b - a, axa, b} 4 =y, ahdromszog
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Oidalaia“lal !hl = ¢l

cz (b_) 2 Zag-i-gz =a2+b2-2abcos'3.

IU‘

31. Az ABC héromszdg csucspontjainak helyvektoraia, b ésc. Az A és
B csucgponton sthaladé magassdgvonalak metszéspontja M(m). Ezek szerint

(m-2a) L (b-¢)és(m-b L (c-a) azaz
m-ayb-c)=0 , }
m-YEc-a)=0

m(-c-ak-¢c
m(c-a -bc-a

mp-a-c-a = 0,
(m-ok-a)=0.

Adjuk Ygsze az Aralakitott két feltételi egyenletet,

Igy azm - ¢ L b-a, tehit az MC egyenes mer{leges az AB egyenesre, te-
h4t az MC egyenes a hdromszdg harmadik magassdgvonala.

32. ¢ = arc cos ,—/-_2-7__-

33. Szorozzuk meg a vektorral skaldrisan a
d=xxat+fb+tygc

egyenlet mindkét oldalst. Mivel ab =ac =10, ezért

. ad
ad =@ , azaz xX = -3 . Has onl6an
a
bd cd
p=—§ ] 3\= -'5 .

34, A v vekrorok végpontjal az "e" egyenesre mer6leges sik pontjal. A
sik az E pontt6l ¢ tdvolsdgra van. Hol van a sik, ha oc > 0, illetve o¢ < 07

35, A kisztis kezdGpontban az a vektorra merdleges sik és a b vektor
egyenesére merdleges sik metszévonala. (LAsd 34, feladat.)
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36. @x b +(a. b7 = |2)? || cos’g +]al. [pP s’ @ =
b2 . {¢ az a és b vektorok szoge.)

2
=2

37. Nem, (a+b)x(a-b)=-2(a x b

38, Barmely paralelogramma 4tlévektoral 4ltal kifeszitett paralelogram-
ma terillete az adott paralelogramma terilletének kétszerese,

. |axb]
39. tgg = 5 ahol ¢p a két vektor szige.

40, A kér vektor akkor és csak akkor egyenlf, hab merfleges az a és a
¢ vektorokra (ab =90, bc =0), vagy a és ¢ kollinedris vektorok,

41, axb)+hxc)+cxa)=@xh-bxbh-cxamy+bxc)=
=(a-bx{b~¢c)=0. Igyaza~bésb - ¢ vektorok pdrhuzamosak, a b vég~
pontja a két vektor k#zlg pontja, tehdt igaz az dllitds.

Az Allit4s megforditisa ls igaz.
42, Az elGz§ feladathol kivetkezik az 41lité4s.

43, Az a ~ b és b - ¢ vektorok az adott sikban fekszenek és nem pdrhu-~
zamosak, lgy igaz az 4llitds, {Ldsd 41, feladat.)

44, Haa +b+¢c=0, akkorc x(a+b+¢) =0, igycxa=bx c., Hagon-
léGanaxb=cxa.

Haaxb=cxa, akkoraxb+axc+axa=0,
ifgyax(@at+b+c)=0, Hasonl6an b x (@ +b+c) =0 és cx(a+b+c) =0, Ezek
szerint az a +b + ¢ vektor pdrhuzamos az a, b, ¢ nem parhuzamos vektorok

mindegyikével, ami csak ugy lehet, haa+b +c = 0.

45, a+b+¢c =0, igy laxb]=|bx¢|, azaz |a||b|sin ¢ =
=|b]le| stnoc .

48. t=%| (x; % L)) +(xy x 1) +{rax 1) l .
9. 1. ((z; +a,)be)= () +a,) (b g) =a(b % ¢) + a,(b x ¢) =(a,beyHa,be;
50. A 49. 2, alapjdn igazolhat6. Ha A(a), B(b), C(c), akkor OABC tetraé-

dex térfogata az 0AB, 0AC, 0BC lapok 0-bdl kiindul6 sulyvonalvektorai dital
meghatdrozott tetraéder térfogatinak négyszerege,

1
52, V =% ‘ (rlrzra} + (rirar 4} - (rl I, T 4) - (rzrar 4) .
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53. Az dbra jeltlése szerint az ACDB tetraéder térfogata
V % I (% (xdc) g)‘ —-’(xcg){ Az AC’ D'B’ tetraéder térfogata

‘_] é ](}_,rca) I A 24 feladat szerint y = (1 ~X) X +o((x +¢) = x+(1+c0) ¢,
ezért (yca) = ((x +{l +o¢) c) ca) {xca), tehdt az 4llitds igaz.

54, 1. Alkalmazzuk a kifejtési tételt.

2. (ax B) (¢ x ) =((able x d)}=a(b x (exd)) = a (¢ (d) - dlboe))=
= (ac) (d) - (ad) (ko).

55. {ex a)x e =(a)ee) - e(ae) = a -~ e(ae) =a_ . Az dllitdst igazolhatjuk
a kifejtési tétel alkalmazisa nélkil is. - m

1/2. Miiveletek koordinitikkal adott vektorokkal

56, atb=[-1, 6,4} a-b =
={3,4,0l, 3a ~[3 15,6],

S LE RN

57, atbtc =0 (l4sd 7. feladar)
58, CA =[-3, 2, 2} .
59, 25a=-9b.

60. Akkor és csak akkor
komplandrisak, ha van olyano
ésf5, hogyera +B b=c. Mo~t
®X=5 esﬁ: -2.

61. AB [2,1,1, AC =6, 3.3
AC=3AB. Egy egyenesen vannak.

62. D(4:0; 6). D\
2

63. -3] 19, 4bra
1 2= 7 #0,

tehdt fiiggetlenek. c=xaty b, x=
643 -2 i

1 1 -2 #90. Had -sa +b +yc, akkorx=2, p=-3, y=1.

2 1 -3
65 C'(3; X V) és E(’T=AA-§ faltéle 5.561A=v;- . y=§. zZ= "';' .
N ¢:H g: "").
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66, |a| = /35, akeresett egységvektor

a [5 -2,1]
2l s
67. AB = |AB| =6, F{3; 1; 1), H [% = g)
2
68, s(z; -3 2).
69. ab=3-2+1:1-1-3=4.

70. A két vektor akkor és csak akkor merfleges egymdsra, ha skaldrls

szorzatuk nulla. 6 - 5+2A =0, A= -%
ab 6+4+120

71‘191 = 13 = 10,
ab o
72. cos (a, b} 4 = guhl=§.(g, b« x?t:S.
73. Az a irdnycosinusal az g irdnydba mutaté-*:-i egységvektor koordind-
2 1 1 2 2
tisi: cosx =—, cog p === , cogy =~ . (Nyilvé4n cos o(+cos’3d~cos Y
6 I 6 6
=1,)
74, x € [-4, -6, 12]
. - e
75. AB=b=[4, 2, 4], AC=c=[4, 1, 8], BD=—5. cb*
c
-} [-124, -112, 76].
76. A.B [4 2 4] AC [4 l gi COS O = gg %%7“522010’ ?
cos [ =~~—-7——-, =124 °31' , cos = 31 R 2(:‘-:33010’ .
3 17 91/1;
ab
77. A titkgrkép-vektor: 2 =5 . b-2a¥ [-6, 2, -1]
a
78.axb=| 1t j k
2 -2 3| =[-26, -14, 8].
0 4 7
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| ABx AC l = 5,01 teriiletegység.

N

9. t=
80. Két ilyen egységvektor van,

X

o

~
=

1o
s
H
@
x
[R~2
1
r—
Wl
win
e
I
N
1}
]
®

|ax

o

i

LT 2 2 1 |2y
x [..3., -3, -ﬂ. sing = ~0,316 .
|2 [ 5]

81, A keresett tdvolsdg |a X ¢|. Aparalelogramma magasséga
|AB x AD| JBE i
———I —T =| 5 hosszusigegység

82. abe)=| 2 -1 5| =-23,

(cba) = - (abc) = 23.

1 ¢ -3
83, V=|-1 2 2} =|-4| = 4 térfogategység.
g -2 -1

84. Ha AG), B®), C(o) és DId), akkor V =+ | (Gra)c-a@-w) | =3 ter-
fogategység.

85. A hdrom vektor akkor és csak akkor komplandris, ha vegyesszorza-
tuk nulla, Ez moast teljestil.

86, Az A(a), B(b), C(c) és D(d) pontok akkor és csak akkor fekszenek egy

] = = —

¢ (DA DB DC) -
87. m = 1 = 11 hosszusdgegység,

3 AB x AC
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1/3. Koordinidta-geometriai alkalmazdsok

88: A paraméteres vektoregyenletr = 1
x-r;)xy=0.
A paraméteres egyenletrendszer:

1 +t v, egy vektoregyenlet

x=x1 +1:vl ,
y=yl+tv2 ’
z=z1+tv3 N

Ha v, #£0, v, #0, v3 # 0, akkor egy egyenletrendszere :

Az (g-gl) x v = 0 vektoregyenletbdl a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:
-x)vy-y-y))v, =0,

(x-xl)v3-(z-zl)v1=0.

Ez az el6zdvel természetesen ekvivalens.

89, Az egyenes egy irényvektora Iy "Iy, igy paraméteres vektoregyen-

lete:x =1, +t (gz - 1_:1). Az egyenes vektoregyenlete: (v -;l)x(:gz -_1;1) =0,

1
Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

x=xl+t (xz—xl) s
y=y, tt G-y

z=zl+t(zz~ zy) .
XX vy, z-z,

Az egyenes egy egyenletrendszere: % yy = Tz ! ha
271 21 21

xz#xl, yz#yl, Zzﬁzl .
90, a)r=a+t (b +c ~ 2a).

b} A rombusz szbgfelelzb tulajdonségit felhaszndlva a szigfelezd egy
irdnyvektora v = | ¢c~a | (b-a) +|b-a | (c-a), lgy a szigfelezd paraméteres vek-
toregyenlete; T =a +t {|c-a | [b-a)+|b-a| (c-a)).
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c) A 75, feladat megoldési médszerével a magasségvonal egy irdny-
vektora

(@-b) {c-b)

{4
]

(c-b) +b-a.
(c-by

91. A tikérképegyenes egy pontjinek helyvektora I, = 2r - I gy vek~
toregyenlete: °

. r=2r -1, +t¥ .,
- -0 _1 —
92, Az un, kizéppérhuzamos egyenesre
1
r=3 (& +r)+ty .
93, A két pdrhuzamos egyenes tdvolsdga az egyik egyenes egylk pontjé-

nak a mésik egyenestfl vald tdvolsdga. A 7. példa 2. megolddsa szerint a ke~
resett tdvolsig

| - ) x|

-

el

v ]P; A7)

20. dbra
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94, A két kitérd egyenes norméltranszverzilis egyenese mindkét egye-
nesre merfleges, igy egy irdnyvektora v 1 X A keregett tivolsidg a két

egyenes egy-egy pontjdt 8sszekits vektornak (_:;2 - 51) ay, Xy, vektorral

1 2
parhuzamos Ysszetev§iének hossza. ha a mésik dsszetevl erre merSleges, azaz

az'r, - El vektornak 331 X 9 vektorra esd vetiilete,
.. I, - 1)) oy % )| ) (g - 2) ¥ I
|3, % 1| |2y 5,

95. A két egyenes akkor €s csak akkor hatiroz meg egy sikot, ha az
LT, ¥y Yy vektorok komplandrisak. Ekkor {r, - r,) v, v,) =0. Ez a kere-
V-r-2 -2 =17 -1 -2
gett gzlikeéges €3 elégaéges feltétel.
96, A keresett egyenes egy gi irdnyvektora az b ) vektornak a v
vektorra merfleges Ysszetevfje. Az 55. feladat szerint ¥ = (y X (;1 - ;0)) X Y.
Az egyenes egyenlete:

£=_1_'D+t[(vx(;1 -_1_.'0)]x v.

97. (g-;l)l_1=0, Ax +By +Cz = Ax +By1+Cz

1 1°

98. (x-x )@ -1)¥)=0
99, (1_:-;0)31_= o .

100. (;~§O)g=0 .

101, A sik egy normélvektora (;2 ~ 1_:1) XLy - gl) . A sik egyenle.

102. Az el6z6 feladat alkalmazdsdval

X -%X ¥ -y z -z

1 1
xz—-xl yz-y1 zz-z1 =
b4 Z3-Zl

3°% Y379

Az egyenlet a kivetkezd alakban is irhaté:
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e e ke

Bizonyitsuk bel
103. §+%+'§ =1, Asik un, tengelymetszetes alakja.
104. ¢ =T, +ua+vb.

105, x = X, +ua1+v bl,

Y=Y, +ua2+v bz,

Z = zo-t—u a3+v b3.

106, A két sik gzdge megegyezik a réjuk merSleges egyenesek hajlds-
azbgével. Ha a két sik szbge QO 2¢ = £ 90°%), akkor

I3
[y lingy |

COS(_?= (_p=arccos

a.jz

107. A keresett szdg megegyezik a stkra mer6leges egyenesek és az
adott egyenes 4ltal bezdxt ¢ szig potsziigével. A keresett szbg tehéat

e Yy o
T"SICCOS .
vl Inl

. 1
108. A sik egy pontja Pﬁ(z (r1 + rzg egy normdélvektora I,7I,, egyen

r, +z
1 =2 _
lete (1: ) (1:2 - ;1) =0 ,

109. A tiktrképsik parhuzamos és adott stkkal igy egy normélvektora
R, a Pl(l_'l) pontnak a Po(go) pontra vals titkdrképének helyvektora 23;0 "I igy

a sik egyenlete

111. A sik egyik normalegyenlete
Ax+By + Cz+D

VA2+BZ + 2
- 123 -
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Ax +By +Cz +D
0 0 0

) Va2 +82 + &

112, A pérhuzamos sikok tdvolsdga az egyik sik egy tetszdleges pontjd~
nak a miAsik siktsl valé tdvolsdga.

d

n
d=|{{r -1} —1|.
ST
4 n
Y
PN
e \\
s N
,/ Vi N
"’ RN
2i.dbra

113, A tikirképegyenes egy 7 irdnyvektora a v vektornak az adott sik-

ra vonatkoz6 tikirképvektora, amely a 10. példa mddszerével meghatdrozha~
té. ¥ B

A tuktrképegyenes egy pontjn a sik és az egyenes kﬁzt'is pontja, amelyet
a 9. példa 2. megolddsdban megismert modszerrel kaphatunk meg, Az r =1, +

+1 v egyenes az (r - 1_:1) “g =0 giket a

€, - )n -
t ===S————— paraméterértéki ponthan met~
e
szl, A metszéspont helyvektora tehdt:
@, -z )n
+ 1 O) . ¥ .
z, 4
¥ on



114, Az adott sik Po(_zgo) pontjinak és o normélvektordnak az adott gikra,
vonatkozé

x -zr,)so LD
=0 T1™=1 o=1
Eo-,z-__——_-Z By illetve n - 2 5.
n; a

tikdrképe, a tikd#rképsik egy pontjinak helyvektora, illetve egy normélvektorsa,
igy a sik egyenlete ismert,

Ax+Byv+C

z+D x+B y+C z+D

s, 1 *tByy+Cy 1=iA2 M i
2 2 2 2 2
A1+13.1+¢1 A2+BZ+C§

116, (g-go)(g_lxn_z)=0; r=x,+tug +va, .

117, (r - ;o) n =0 . Ha a normélvektor egységvektor, akkor normdl-
egyenletet kapunk;

(:_r-ro)g

||
118, A(x-x0)+B v - y0)=0 .

=0 .

Ax+By==_Axo+B Yo -

r -rin
119, d = | ~2L )
Jal
x-rhn, @-z)n, @-zr)e  @-1)s,
120, —— =~ és - -
2, |2, | |2

121. A hédromszdg csucspontjai: A(z), B(b), C(c). Essen a LSvom pont
az (x, y) sikba. Az oldalfelezfmerSleges egyenesek vektoregyen el i ekkor'
8 kivetkezdk:

a+b)
=

7 )&-8=0,
Y .
[z_____a.-;s @-9=0,
/

=2
—

+c
[r_:- e-b=0.

Ey
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A 31, feladatban megismert médszarrel igazolhaté, hogy a hirom egyenesnek
egy és caakis egy ktz8s pontja van,

122, x=-1 +41¢t,

y=2-¢,
x+1_ y-2 z-3
4 -1 2

z=3+2t ,

123. x=4+6t,
1 - x-4 y+1 _z-3
y=-1-3t, 5 =T — -7 -

z=3-2t,

124, Tgen, mert a pont koordindtal kielégitik az egyenletrendszert,
Az egyenes az y = 0 koordindtdju pontban metszi az (x , z) sikot, igy

x-1 z=3
-—3—-_2és 3 =2, azazx=7, z=7.

A keregett pont: (7; 0; 7).

L¥-7_2-2
125, x+ 8 3 5 .
1 3
xX-< z+=
2 3 2
126, — = =-(y+5=—35" .

127, Az 5, példa szerint dolgozhatunk, Az egyenes egy pontja
?1(~3; 0; 2), egy irdnyvektoray E[1, 5, -3]. A vetitleti pont helyvektora

[-2, 4 -1] (1, 5, -3] o1z .1
[3,0, 2] + SR . [L, s, 3]_[ 2.5, s] .

Megjegyzés, A vetiileti pontot az adott egyenes és a Po ponton dtmend,

az adott egyenesre mer(leges, tehdty = [1, 5, -3) normélvektoru egyenes
metszlpontjaként is megkaphatjuk,

128, A 6, példa szerint a titktrképpont Pz(é', 2 - %) .

Megjegyzés, Az elfzf feladat megjegyzése szerint is dolgozhatunk és
igy egy szakasz egytk végpontja és felezfipontja ismeretében a szakasz mdsik
végpontja, a tikdrképpont meghatirozhats,

129, A 7. példa megolddsal szerint dolgozhatunk, d = 2—;—9 , vagy a vetti-

leti pont ismeretében e két pont tdvolsdgit kell meghatdrozni.
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130. A 93. feladat megoldisit felhaszndlva d= V %}- .

131. A 94. feladat megolddsdt felhaszndlvaa)d =7; b) d = 13,

132. A két egyenes kitér8, A 12, példiban megismert médszerek bar-
melyikével dolgozhatunk,

133. Az egyenesek sz8ge az ir4nyvektoralk 4ltal meghatdrozott szog,
vagy ennek kiegészit§ sztge.

Most az irdnyvektorok Yy =[2, -4, 1], Yy =2, -2, 5], igy

Y,
cusq:-—-v1 3 - 12 . Lf%49,80 .
%] 1%l yé53
: ox|{ 4 _ 3 12
134. Az egyenes egyik egységirdnyvektorav = [ 13’ "13° 13:|

4 3 12
13'° 1313 °
135. A két egyenes kizts pontja P (2; -3; 4). A két egyenes egy-egy

Igy a keresett szgek cosinusai rendre —

2 o0y |1 2
egységirdnyvektora vl [3 » "3 3] Y, [3 » "3 3] A sziigfelezd
epyenesek egy-egy irdnyvektorai vl +v2 . Hlletve glo - 1_'2 (ldsd 90 b. feladat),
Asz‘dgfelezﬁegyenesek:x:;Z=-y;3 =Z;4 éax-2=y+3, z=4
136, A keresett egyenesek pdrhuzamosak a két egyenes !(1) és gg egy-~

ségirdnyvek o aibsl elGdllitott g? + x_'; és g; - y; vektorokkal.

3 Zz
-3—-—: ‘Y-'—E’ =§ ‘¢1=.“‘Z,Y=‘3-

137. A Jo. feladat megoldésa szerint a keresett egyenes egy irdnyvek-
toray, =(vx(r -r))xy aholy=[1, -1, 1], =02 1, -3,

1
r ¥[-1, 2, -1].
q4="5 [4 1, -7]. Az egyenes egyenletrendszere:
x-2 1= z+3
g YTiETTT
Megjegyzés, A két egyenes metszéspontja az adott egyenes és az adott ponton

4tmen§ az adott egyeneste merflege x +3y + z = 2 sik P, (- ']-.2‘ -ﬁ- -—?—)
kdzds pontja. A POP keregett egyenes,
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138, A normiltranszverzélis egyenes egy irdnyvektoray ¥ [1, 0, -11.
(Lédsd 94, feladat, ) Az egyenes egy A (a; b; c) pontja legyen az f egyenessel
a+l b-1 c+1 _ _2-a

3 o1 3 amibflc=a, b= 3
A normiltranszverzédlis egyenes €3 az e egyenes metszik egymdst. Ebbfl a

11 17 _ 11
feltételbSl (l4sd 12, péida)a = - 35 b= 0’ c=-35

zdlis egyenes egyenletrendszere:

valé metszéspontja. Ekkor

. A normédltranszver-

11 17
-x-z+1—0, y=35 -

Megjegyzés. A keresett egyenesen és az e, illetve f egyenesen dtfektetett két
stk metszésvonala a keresett egyenes, Az e egyenest tartalmazé most felirt
stk egy normélvektora Y, x{g;x¥ ), az f egyenest tartalmazé sik egy normal-

vektaora YZ

hatédrozhatd,

X (11 p Y—Z)' Igy a két sik egyenlete felirhat6, metszésvonaluk meg-

139. Zx +y +3z=16.
140, 7x - 10y -9z =7,
141, 3x - 4y +5z=-20 .
142, x - 2y - 2z=-2,
ALY LB
143. 1 + 7 + 3 1.
144, a.)p_xy=[0, 0, 1], r_;xz={0, 1, 01, B (1, 0, 0);
b)n_#[0, 4, B], gy=[A, 0,B], n ¥ [A B 0]
ahol A} +[Bl#0.
145, 2y -3z +7=0.
146 ¢ %75, 8%
147. 88,2°,
148. ¢ = 59°, o 16°36°, o = 25722 .
X Y z
149. A sik dtmegy a P (2 4 2) ponton és parhuzamos az a2 (3, 0, 3)
és ab ¥ [~4, -1, 0] vektorokkal. A sik egyenlete x - 4y -z = ~16.,
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150. Az egyenes a sikban fekszik.
151, 2x -y +2z=-1.

152, x+y-2z=-1,

153. x+y-z=3 .,

154. x- 2y +z =3,

155, d=1/3 hosszusigegység.
7x+y -6 =+3x+5y ~dz+1

/'s0 /50

Akétgik: 4x -~ 4y + 4z =7 és I0x +6y - 4z =5,

156,

157. A keresett sik pdrhuzamos az adott sikkal, igy egyenlete
2x = 2y - z + k = 0 alaku, ‘Az adott sik birmely pontja a keresett siktél 5 egy~
ség tdvolsdgra van. Az adott sik egy pontja (1; 0; ~1). Igy

£5=25258 oy = 12vegy k=18
Két ilyen sik van, egyenletiik:
2x -2y ~z+12=06s2x-2y-z~18=0,

158, d = —— h.e.

159, (4; -3 3).

160, (0; -1; 3).

22 .18
o 16 “"11
L, —7=—=Yy"77= =% -
x4t y-— 1
162 AR VA V)
T 16 7 28 .

163, 23x +22y +2z =13 .
164, 118x + 10y -~ 22z = ~65,

165, A sik egyenlete: x - 2y - 3z = - 24, a doféspont D (-2; 2; 6) .
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166,
167.
168.
169,
170.
171.
172,
173.

174,

x-5 _y-2 _zt4

3 11 5 °

x-y+z=1.

x~z+1=0,
x-95y+5z=2.
S5x+3y-z=1.

A sikok egyetlen kdzbs pontja a P(~11; -4; 21) pont.

x+1
3 =2-y=z-1,

a.)m=—lé— ~ 1,49 h, e,
89

b) y=42, 2% c) ¢=16,2°, ) S=16°
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IL. Komplex szamok

175. a) 11 - 81; e) 71+ 19i;
b)8 - V21, f) -28 - 8i;

. 1.1,

cyl+7i; g)2 21:

dy a2 -2 +(33-2) h) 2/5 + 41 .

176, 22=3+4i; 2 =241l 7z =-7+24i .
(A binomi4lis tételt alkalmazhatjuk.)

177, a) 117 + 44i ; b) =761 ;
c) -2 d1;
9-1 By

4 4°
1
g)32; h) 41 .
178. n = 4k egetén I,

n=4k+1 esetént,
n=4k +2 esetén -1
o= 4k +3 esetén -i,, ahol k természetes szdm.,

179. a) -1 - & b0 .

180. Két komplex szém akkor és csak akkor egyenlS, ha a valGs rész a
valés résszel, aképzetes rész a képzetes résszel megegyezik, Igy két, illet-
ve négy ismeretlenes lineris egyenletrendszert kell megoldani,

yx=-T. v
e TR A T

byx=-2, y:%, z=2, tz-%

1 . _ 3, .
131. a)x—-i-g(l+51),y—-13( 1+ 51);

4i y = -1

b = ] - —
) 11 + 58 11 + 51

182. a) A mésodfoku egyenlet megoldé képlete most is alkalmazhatd. Az
egyenlet diszkrimindnga (4 ~|—3»i)2 - 4{1+5) =3 +4i, Keressitk a /3 + 41 -t
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a + bl alakban, ah

ahol a 68 b valés szém. Ekkor 3 + 41 = (a2 - b%) + 2 ab |, azaz

ab=2ésa2-b2=3. Mivel "a" valds, ezért a = 2 vagy a = -2, igy b=1 vagy b =

=2. V'3 +4i=4+ (2+i). Az egyenlet gydkei z, = 3+ 2, Zo =1+1.
ellendrizni a gytiktk és egyuithatok kbzOttl osszeﬁiggest. )

b)

183.

184,

%1,2
AR 3JL
a) 21 (cos == +isln = )

b)4(cos LA msz

47

r
116 (cos £ +1am 2XY |

3 3

a)cog O+1isin@;
b)Z{cosW +istaf);
c)3(cos—+isin 3 );

d)ﬁ(cos 3; +1i ins%)

ws

e)r[cus-—+isl.n—;;-);

% 7%
f)ﬁ(cos-;—-—+isin4 :

3%
o2 (cos +1sin ==

Sqr 37
h)!/—(cos-—;-+lsin4 .

T ¢y
'l)c:os3 +1 sin 3

j)cos -H mz—sﬁ- :

4T 47
k} cos—3-~+isin—5" H

5% 59
1) cog -3—-+ i sin-s—-

-
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®
/—-
e
r/ ¢ 1
L ¢' T T —X-
~
S~
i
22. dbra

m) |z} =4@-13), |z|=2V2- V3_.
'/ V3
ctgc?’=2-ﬁ,cosq’=@::2_——ﬁ‘= -7~

2
1- cos—g-
 sin —e = cog Ak
2 12~ 12 7
® —
' 512 , G ‘19 - . Igy a trigonometrikus alak:

198
2b2u—E:°812 Lsin=r5-)

ny |z|=35, au'cz=zn'csin?;-=a.1'cI:g‘-;i = 0,92,
z=5(cos 0,92 +1stn 0,92);

=W~arctg-g- ~ 1,95,

o) lzil= l/_ arc z = arc cos
ﬁ3
2 =V29 (cos 1,95 +1 sin 1, 95)
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p) |z|=5, arcz= ft+axctg% ~ 3,78,
z2=3{cos 3,78 +1isin 3,78);

1) {z] =113, arc z = arc sin

z =13 (cos (-0,59) +1 sin (-0, 59)) .

= arc tg -—;- = -0, 59,
13

185. a) =z
b)z

cos (-c?);l-isin (- )
cos (K-¢) +isin (T-y);

cyz=cos (R+¢) +1sin {(T+¢);

d) Legyen ot= ¢ + 2kfC , ahol 0 = ¢ 5270,

. & ) T-¢r . Te
z =2 sin 2 Lces 3 +1sin > i
186. a)i=cos-§-2t—+isin-i§— .

1-i= ﬁ[cos [-Tﬁ) +1 sin (--%C-],
&

P
sino( +1 cos ol =co8 (-—%— 'o(_)+1sin (-—-—--c().

2
- 1 1 ___f]l'_ - -_'f_{:_' (]
[zl—ﬁ'l i (( 4)+[2) m}_

_E
--—;f-+o<.
z=?l_‘2‘ (cos( ’f +o()+1sin [—%—- +o<)];
p) V2 (cos(-%—-ot)+i gin (—f— -oc));
C)—;—_ZZ[COS(O(_‘—)'{‘biH(ZOC‘J').
187. a)-1,5(lf§+1) l(-tfeTJri);
b) -1+, 5 (1+V_+(V_-1)1 ;—- 1 -3-a+®is

eyl+i, 1-1, -1+i, =1-1i;

: _ 1 V3 1
d) a hatodik egységgytkik: eéo-l, e61—2+1 5 €p =" 3 +
A TP UL S PN
2 "%3” " %4272 " es 2 2
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e)iﬁ.eék,aholk={), 1,2,3,4,5.

188, w. e K’ aholk =0, 1, 2, ..., a-1.

189. a) V—(cos8 5 +1 sin 8°5") ey - k=0, 1,2

Ou,,
b)ﬁ(coslls 51" ++ sin 113°51). e3k, k=0,1, 2;
10

¢) V13 (cos 11°15° +1isin 11°15°), sr k=0.1,2,3, 4.

6
190, a)z =  Shalt S 121 [cus 12 '-,;2241( K +isin£9—%:zik—f ,
Vs 25

k=0, 1, 2, 3, 4, 5;

b)z:—l—— cosé—i'—%l—‘-itﬂsm-s—i—“—k" k=0,1,2,3,4,5,6,7;
16/ 96 96

c).z=é1 (cosl7;224kff+is —2—4k—+£’-"t) k=0,1,2,3,4,5.
¥2

_ 2k 2k
191, e7k—cos z +1 sin =

7 T
1:";0 €k~ 00 kmo 7k

aholk =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,

=1,

192, A trigonometrikus alakbél adédik.

198, 25 - 1=(z - 1) (z - ey Nz~ eg);

2 +1 L=(G+1) (@+ey) (2+ &), ahol
S ._V___ . =_l.iﬁ .
1°"z% 2777 173

194, z. e, gholk =0, §, 2, ..., n-1.
nk
.B_(.il); hae #1,

195, aYHae =1, akkor S =

n 2

5=1+2e +3e2+...+nen_l,
n 13 n .

e S=-e -2e2~ ves --(n--l)aml-n.eIl
n n n n

(1- e)S-1+e +e2+.,.+en~1-n, S=—e-—§-1-—;
n
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- - n(n+l) (2n+l)
b}Ha.en 1, akkorsl r3 . haen#l .

n? (l1-ep)+2n
2
A-e)
el, felhaszmélva az 1526 beszefilggést.)

| ®

akkor S1 = - . (Az el6z6 megolddshoz hasonl6an jdrhatunk

e —
X
23. abra
ZL 2 3
196. A szerkesztégek (z1 Zgy 7= 1 %, 2 ) a trigonometrikus alakban
2

adott komplex szdmokon végzett mitveletek eredménye alkalmazésédval végez-
het8k, Az dbrdkon lithaté GEPF OPzPl o flletve OEPZ, op 12P1 hdromsztgek

hasonlok., A szerkesztések az fbrikrol leolvashatok, (Az egy, két, illetve hé-
rom ives szdgek egyenldk,)

197. a)cos 3% = cos? x - 10 {:053 x sinz X+3cogx sin4 x;

; 5
b} sin 6x=5cossxsinx-20c033xs1n3x+6 cog xsin x .
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22

Z,-—ZZ

2y

24, dbra

25, abra
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Y

27.4abra
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n n
198, Le'gyenT=Z sink x, S=Z coskx és

k=1 =1
cos-xi+isin-§=oc. EkkorS+iT=o(2+o(4+... +.:>.:2E1 .
2n n n -n n -n
- [ AR -
Si—iT:oc2 °"—2—-—£=o<_20([ _;x’ )=<xn+1_?c__._°¢__. .
x” -1 o¢(oc-oc ™) o -l
_1 -
ol - o =2isin% , o™ eox™ = 21 sin L’;‘- )
nx
sin -——
S +iT= (cosn-{—I x +1isgin n+1x 2 » lgy
2 2 x
sin =
2
cosnng_lxsin;E inn2 x.sin?
5= X ' T= x
S“}E Sm —
199, Tegytik fel, hogy (zo+1)5+z2 =0, Ekkor(z0+1)5= - z: ,

=

]z t+1|=|z_|, azaz z_-nak megfelel§ pontok a z_=~1és z ‘= 0 szdmoknak
8] o o 4] o -

megfeleld pontokt6l egyenl§ tdvolsdgra vannak, igy valés részilk valéban - %

z+1}_ _z+l _
200, ( =1, = _eSk’ k=0,1, 2, 3,4 .
s = -1 . 1 _
- - 21T . B
1+e5k 1+cos—-5—k+1 gsin 5 k
L 2%
1, Lok _l, L, kT
3-g*i.3 = , Z2="73 5 & § -

2
1+ cos --éﬂ'- k
201, 3 ilyen paralelogramma van, A negyedik csucspontoknak megfeleld

komplex szamok, zy + 2y " 2 zy - zz—t—zs, -2 +z, + Zge
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202, Lésd 25, feladat.
203. Ld4sd 47, feladat.
205. Az egyenesek egyenlete
L z+az-p=0 (pZ0)

alakban irhat6, ahol p az origé tdivolsdga az egyenestfl. Ez az egyenes Hesse-
féle normdlalakja, (Ldsd 117-119. feladatok.)
206, Haa=A+iB, z =x +1iy , akkor Ax+By=Ax +By , tehdta
¢ "o o o 0

keresett egyenlet
az+taz=a Z, + a ZO . {Ldsd 118. feladat).
207, az+az=10,

208. 1. megoldds. Azoknak és csak azoknak a z komplex szdmoknak
megfelel§ pontok vannak rajta a kirdn, amelyekre

ESENRE S
Ezért 2 2
Iz-zol =g ,
(z-Z)(z-Zi=e2 ’
(o] O
2

zi-zoi-zoz-!-zozo-g =0. 1)

2. megoldés. Az egyenlet
2 2 2
x-x) +tby-y) =¢ ,
2 2
ah01x0+iy0=zo, ég x+iy =z . Ezért 'z - zol = ¢  , ghonnan az (1)
egyenlet megkaphatd,
209, Az egyenlet a kvetkez8 alakban irhaté:
(z+a) Zta)=aa -k ,

[z+al=faa-k

Haaa -~ k>0, akkor "-a" kizéppontu ¢ = Vaa- . sugaru k ~aa k=0
akkor z = -a komplex szdmnak megfelel8 pont a mertani hel ada-r<0,
skkor (1) irgs alakzat.
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210. a) x = a egyenes; b) x = a és x = ~a egyenesek; c) y = a egyenes;

d) y = a2 és y = -a egyenesek,

e)az

f) parabola, amelynek fékusza az 1 pont,direktrixe a képzetes

tengely;

X ZZ portok altal meghardrozott szakasz felezBmerflegese;

g) ellipszis, amelynek fékuszai a Zyr Zg pontok, nagytengelyének

hossza 2a:

t ) hiperbola, amelynek fékuszai a zl, zZy pontok, valGs tengelyé-

nek hogsza 2a .

z-1 G- 1(z+1) zzZ-1l+z-%

M. o "G G ). GIDGETD

{(z+1){Z+1)észZ -1 vales, z - T tiszta képzetes komplex szédm,

a}zZ-1=0, origé kizéppontu ¢ =1 sugaru kdr.

by z =Z, aval6s tengely egyenese,

S

28. dbra 29, dbra

212, a) x>0 ; (26, dbra);
by|x|<1;(27, dbra);
ey £ s (28. &bra);
d) |y| »1;(29. 4bra).
e} x2 + y2 2],
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77

30. 4bra

f}x2 T (}"'1)2>1 H
2)0< x2 +(y-!~1)2<4:
h) 1<(x--1)2 +y2< 9
1o 4o,
1)8<arctgx m , X>0;
5T

. j)%&<f‘src tg£<-4—-, x<0 .

yi
@

yl>7

X

31. dbra

&

x(y-1)%>1

32. dhra
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0 <x24(y+1)2< 4

33.4bra

i (::)

T<x-1%4y2<9
34, dbra
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o S

L+

>

Yoz
O<arctgy <+
(x>0)
35. abra
® I
7
|-
X

3n Y 5n
T <LArctg <Z

(x<3)}

36. abra
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2 2
213. a) Azx-s— + 14- = 1 ellipszis bels§ tartomdnya;
b) (k- D2 492> 13
2 ¥ , ;
clazx - T = 1 hiperbela jobboldall 4gét6l balra fekvs tartomdny,

d) x < 0 félaik;

——

e) 'JZL nagységu szbgtartomény, amelynek csucsa a "-i" pontban

van és dtmepy a 0 és 1 pontokon.
f) az yz = 1 - 2x parabola bels§ pontjainak halmaza,

z) - K2z kfzy -2y
214, A kor kozéppontja '——i—.—-{(—z——' , akbr sugara o= ——-—-—-i-—- .
1 -k

215, Mivel [z-1]| =1, ezért |z]] z=1| = | z|. Tudjuk, hogy arc z2 = 2arc z.

Most arcfz - 1) =2 arc z, ezért arc (22 - z)=arc z+arc {z-1)=3arc z,

igy igaz az 4llitds, P
3 I iézi 123@'
216.a)z=-2-e ; b)z=b’§e i c)z=e *
5y3
217. a)z=-"2i-+i-25~; byz=-2i; c)lz=-1,
ix -ix
218, Tudjuk, hogye =cosx+isinx, e =cos X - { sin x,
1 ,ix ~ix . _ 1 ix -ix
cosx--z—(e +e ),smx—2i {e e ).
inax— (elx_e-LxJ;_e&x_e-31x_3(elx_e-1x) _
8 - 2 = - 81
_2isin3x-6isinx _3sinx -sindx,
~8i - 4 ’
3 3cos x+4cos3x
cos X = 7



II1. Polinomok

—= -ﬁ -1 - n_ _ n-1
219, a)pn(z)-z +an_lz +... +alz+a0— 4 +an_lz +...+

+alz+a0=pn (z) akker €3 csak akkor, haat=ai, i=0,1, ..., n-1.,

Ap 11(z) egyitthatdl valés szdmok,

b) Az egylitthatok képzetes sz&mok.
220. Mivel a = A & minden k-ra (k= 0,1,2,..., n),ezért |a|= 1,

a =1 (cosp+1isin®), sigyarc A= 2@,
221, b) 2(x+1H) (x+i-1) ; ¢) (xH) (xH)
d&x-V2aH)y (==V2a-0) (x+/2aw) (x+VZ20a-n);
Oxt-1+8x @2 =P +) (F +8x- 1) =...
h)x0=-1g—y6ke; . i)(x2+x+l)=...
§) Gytikel az 1-tél kiilgnbz8 hatodik egységgydksk,
l_xl_-i_}
k) x-e )
k=l nk

222, b) (2 - 2x YT+ 4) (2 + 2x YT+ 4) ;

x1 x - eg)) (x - 551) x - eg,) (x - &) = '

x~1
= (xz -% (V5-1) x+1) (xz +%(|/§+1) x+1)

223, a) (x-l)z(x-‘z_?' (x~-3) (x~1-i) = xs - (8+) x4 + (24 + 71) x3 -

)

- (34 + 171) %% + (23+171) x - (6+61);
b) (xH S (x-3) (x-4) = x° - 4%° - 635 + 16x° + 9x + 12 ;

o) -yl H) = x° + (L-D)x% + (1-21) x - 1 -1 .
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224, a) (x-l)z(x-Z) (x~-3) (x2-2x +2)= x6 - 915 + 331;4r - 65x3 + 7412 -
- 46x +12;
by (x2 - ax +13)° =... ;

o+l e+ =...

225, -1 - 144t .

226. a) (zH1H) [422 - (3+41)z - L+ 7]+ 8 - 615
py(z-1+2)[z2-20z-5-21]-9+8 .

227, a)A =3, B=-4;
P)A=n, B=~(n+l} .

228, Az x2 + x + 1 polinom gytkei harmadik egységgytkok, €1 2~

2
=e - Az x " +xn+l + xk+2 polinomnak ezek szintén gytkel.

229, n nem tdbbszbrse 3-nak,

230. A Vieta formuldk felhaszndlésdval adodik az dllitds,

231, Tudjuk, hogy

x1+x2+x3=-p, {1}

x1x2+x1x3 + X%a = Q, (2)

X Xy Xg =" T. 3)

Igy(xl+x2+x3)2=p2, azazx§+x§+x§=p2-2q. (4)

Emeljiik négyzetre a (2) egyenlet mindkét oldaldt és alkalmazzuk a feltételt.
Ekkor

(xlxz)2 + (xlx3)2 + (XZXS)Z = 0, (5)

Emeljik négyzetxr= a (4) egyenlet mindkét oldaldt és alkalmazzuk az (5) Ussze-
fiiggést, igy az igazoland6 allitds beldthatd.

3 2 1 1
232, 2x x+—2—x 4—0.
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IV. Matrixalgebra

IV/1. Determindnsok

234, -2, 235.1, 236.2, 237.1, 238 0, 239. -152,
240. 564, 241 12, 242, 12 , 234 54, 244, 48, 245. 1,
246. 160, 247, (atb)’, 248, (b-c) (d-a), 249. 1, 250. O ,

251 1, 252, sin(oc-f), 253, cos (+B), 254, 2al(ai)

255, ax?, 256, (b-2) (c-a) (c-b) , 257. altbZic? - Abe +ac + ab) ,
258, % +b% - ¢ - 42, 259, -1 , 260. ~l-e= -é- +1—r§-§,

261, -2, 262, -3if3, 263, -3, 265. Szorozzuk meg a sorokat
rendre, &, b, ¢, d-vel, majd emeljiuk ki a negyedik sorb6l abcd-t,

266, Az egyenlet x2 + y2 + Ax +By +C =0 alaku és a megfeleld vonalon
rajta van aPl, P2, P3 port,

267. Az els8 oszlop -1-szeresét adjuk a médsodik és harmadik oszlophoz,

268, D= an a22 a33
Low-1)

269. D = (~1)> a

ves & .
nn

in®®* n-2,3an-l,2aul .

270, Adjuk az utolsé oszlophoz az els8 n-1 oszlop Bsszegét, majd emel~
jiik ki az utolsé ogzlophél (na +x)~et. Ezutdn az utolsé oszzlop (~a)-szorosit
adjuk, az elsd n-1 oszlophoz.

1
= n {n+l) .
d=(-1)2 (x +na) xﬁl .
271. x 0 0 ... 0O
i}
D= 0 x 0O ... Q-i-ZDi, ahol

i=t

L O I R B )

0 0 0 ... x
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Di= x O ... a1 0
0 x ... a.1 1]

0 0 at cae x

n~1 -

(Az i~edik oszlop minden eleme ai). D1 = a.1 x

n
a n-1 a-1
D=1x +i§x a =X (x+al+a2+...+an) .

272, A p(x) polinom fokszdma n-1. A polinom gybkei 2-a, 3-a, ..., n-a,
mert ezeket x helyébe téve ldthats, hogy p{k-a) =0, k=2, 8, ..., n, Ezért
pn_l(x) =clx+a-2){x+a~-3)... (x+a~n), ahol most c =1, (Miért?)

273. a8y | -5 -2§; b) 2 8 17 1.
~8 4 i1 -6 3
3 8 -3

IV/2. Miiveletek matrixokkal

276. a) AB= [0 07l , BA = [0 2}.
0 0 6 o0

by AB= [11 67, BA=[4 -3 13].
1 2 -2 -1 11
2 -2 10
¢) AB=[ -6 2 -2, BA=[ 3 -2 -47.
-12 6 1 ~17 17 20
15 H 44 -30 18 24
e) AB= [0 ] , aBA szorzds nem végezhet§ el.
2 _ 3
278. a)fsl = 0 o i, ’E31 =Zg
1 0 0
. O 1 0




4
by Py, =E

4 ;
n
c)T = [ cosny - sin n¢
sin nep cos By
d)énr-' [an oi]'gn=an [1 n], gn___an-l [a n
0 b 0 1 0 a
279. (AB)C = A®BC) = 12 299 183 [.

49 109 123
© 40 188 156
280, a) det A =0, tehdt A szinguldris;
b) ~c)det B#0, det C #0, igy B és C is reguldris.

281, AA’ = 14 2 7], A'A= [3 -8 4.
2 26 -17 -8 14 -10
7 -17 17 4 -10 8

Az AA’ szimmetrikus, ha (AA’) = AA’ . Most (AA’) =(A"Y A=
= A A’, tehdt AA’ szimmetrikus, Hasonléan léthats be, hogy A’ A Is szimmet-
rikus.

282, Nyllvén A, B és E n-edrendi négyzetes méitrixok, Az AB és BA
szorzatokban a f84tlokban 4116 elemek Usszege megegyezik, igy az AB-BA f6-
4tlojéban levé elemek Ysszege O,

283. Szorozzuk meg a feltételi egyenlet mindkét oldaldt jobbrol és és
balrdl is A “-gyel.

284. Tegyuk fel, hogy A =S+ T, ahal =5, T"=-T. Ekkor

K =3-T, A+A =28 A-A =2TésS=3(A+A), T=7(A- A'). Va-

16ban § szimmetrikug, T antiszimmetrikus és S + T = A,

285, a)| -4 1,5 556} + 0 0,5 -2,5
1,5 -1 -2 -0,5 0 4
55 -2 5 2,5 -4 0



286, a) 17x° + 12 x y +8y%;

2 2
byaj, x +2a, xy+a, 7 ;
¢) 752 + 6y +57° - dxy - dyz ;
d)a x.2+a y2+a. z2+2 xy+2a .xz+2,, 7%
1 * tagp 33 2y XY 28, X2 + 299 Y7 -
287. a)— {9 5]- b)-—--—?—-—[aL -bjl
62 7 -3 2.2 b a
ha 32 +b2 > 0,
4 -8 7 -11 -2 -7 .
1
- 6
)17 7 -2 d) 14 4
-1 2 1 -1 -6 -5
288, -11 -11} 289, -16 297},
15 15 -7 12
1
290. E';' 2 5] . M1 3 8 4 27.
9 14 -12 -2 -7
60 -~26 41
292, % ? 6 3
-16 16 -2
-1 10 7
IV/3. Métrix rangja
293, r(AY=3. 294, r (A) =2,
295, r{A)= 3. 296, r(A)=4.
297, r(A) = 4. 298. r(A) = 4.

299, a) Akét @ik akkor és csak akkor metszi egymdst, ha a két sik nor-
mélvektora nem parhuzamos, azaz figgetlenek, igy a jelzett métrix rangja
valdban 2,

A keresett feltstel: T {tAl B, C D|=1.

Ay B, G, D
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V. Linearis egyenletrendszerek

300. x = [0, 0, 0, 0], azaz csak trivi4lls megolddsa van.

0
3. 13 19 20 '
302'5‘['17"3"ﬁ"4’17"3 '1"7"4"‘3"‘4] =

3 19 , 13 20 ,
"%[’1’7’17’1' 0] +x4[ 7 I O’l]

303. x, =3, x2=x3=1;3_c=[, 1, 1’ .

306, x=[3, 4, 5] .
307, x=[-1, -1, 0, 11" .
308. x=[1, 2, -1, -2}" .
309, Nincs megoldds.
310, x={1, 2, 3J" .

31l. x=x3 [-171— , - % , 1] . Ha a négy egyenletnek egy-egy sik felel

meg, zkkor a négy origén dtmend sik k¥iztis metszésvonaldnak paraméteres
egyenletrendszerét kaptuk,

x = [~11t, -t, 7t] . A megolddsck a hdromdimenzi6s tér egy egydimenzids
alterét képezik.

1
312, ;-E[ dx, +7xg, -4x, + 5%, Bx,, SXS:I =

4
b'e X
4 v L9 '
=-—'2—-[- 1, "‘l, 2, 0] +_8 [7) 5: g! 8] .

313. x=t[0,0,0, 1, 1]" .
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314. x= [1 +xs, 1 +3x3 +3x4- st, 3x3, 3x4, 315]’ .
2, -2} .

316. Nincs megoldés.

315, x =

317. Nincs megoldis,
318. ;_;:[-3, 3+x4 6+2x, xﬂ’ .
x=[-8, 3,6, 0] +x,[0, 1, 2, 4]

319, x= [16+x +x +5x 23 - 2x3 2x4-6x5, Xgr Xy xs]'

3774
=[-16, 23, 0, 0, 0] +x,[1, -2, 1,0, 0] +x,[1, -2, 0, 1, 0] +
+x<[5 -6, 0, 0, 1] .
320, Niocs megoldésa,
-1-2x

321, x = [-x, +2x +4x50 -3-6x, +10x,, %, Xg],

5 4
=[0, -1, -3, 0, 0] +x,[-1, -2, -6, 1, 0]’ +x,[2, 4, 10, 0, 1]’
322, x = [4+2xg 143x,3x #5x,, 6x,, 6x 6x] -
x=%[4, 1,0, 0, 0 +32[0, 3, 6, 0, O’ +—- [0, -3, 0, 6, 0]’ +
x
+? [2, 5 0,0, 6] ‘

323, Ha A# -2, akkor nincs megoldds, ha A= ~2, akkor
—[i(n ), 2 +2x, -x,) '
S A Ry " Xgh Xgr X0 -
324, Ha A=-1, akkor
x= [I +2x5 +3x,, X3 +X,, Xg x] , ha A#-1, akkor
[ , =1 -zx4 -1- 3x4, 14]
325, Ha A= 0, akkor nincs megoldds, ha A= 1, akkor
=[-4-x4, 2, 8, x4] , ha A# 0 és A# 1, akkor

1 >
x=T [9, 1, 3, A "5]
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326. Ha A= -2, akkor nincs megoldds, Ha A# - 2, akkor
1
T +14

x= [74 +14, 7(4-2), 18-212, -20-72) .

327. Ha A = -22, akkor nincs megoldds, ha A=-1, akkor

§=[1 -2x2-3x3 -314, Xgr g x4] , ha A#-226& A# -1, akkor
r=—i— [-7, A+8, A+1, A+L)" .
A+22

328, A pontok akkor és csak akkor illeszkednek egy egyenesre, haaz
A métrix rangja kisebb 3-nél, ahol

A = X, yll .
Xy y21

v, 1

329, r A B € 7 <3.

X
. 1

AZ 32 C2

[IEREREEENEE N

L. An Bb Cn

330, A pontok akkor és csak akkor illeszkednek ugyanarra a sikra, ha
r{A) < 4. akkor és csak akkor illeszkednek ugyanarra az egyenesre, ha
r{A}<3 ahol

A= Xy Yy le .
X, Yy Z 1

s P st s A nes 2

xn yll .ZB 1

331. A sikoknak akkor és csak akkor van kSiz8s pontjuk, ha r(A)< 4, ak-
kor és csak akkor van kizbs egyenesiik, ha r(A}<3, ahol
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V1 Linearis terek

332. a) A34. példdban kapott sztikséges és elégséges feltétel szerint

oL 2
1 -1 =0, ot=-2,
b) oe=-1; choc=4 1 .
9 23
33, ) o=, p=2 Dea=-2, P=-I .

334. A 34, példa megolddsdhoz hasonldan dolgozhatunk, Az a, bésc
vektorok akkor és csak akkor linedrisan fiiggetlenek, ha a

/\1§+ A2§+ Agc=0

egyenletbfl A = J\2= }\3 =0.

1
(A1a1+?\2h1+1\.3 cl) §1+(.7ll a.2+}\2b2+}\3 c2)§2+

+(.?\1a3+3\1b +A,cqay =0,

3 FAgSg)
Az a A +b A, ke Ag=0,
2R, thy Ayte, A =0,
a Ay thy A te, A =0,

a homogén linedris egyenletrendszernek csak triviills megolddsa van, igy

a.1 hl c1 al 32 a.3
ay h2 <y #0, tehdt bl b2 b3 #0.
a3 b3 c3 cl s:2 c3

Ez a keresett feltétel,
Ha = =i, gy = s g3 = k, akkor ez azt jelentl, hogy az abc vegyesszor-

zat zérustol kilonboz8, a hdrom vektor nem komplandris, tehdt fiiggetlen,

336. a) Akkor és csak akkor fliggnek dgsze, ha a, Xy is gss zefiiggnek,
azaz



1 ¢ 0
o 4 2 =0,oe=-2.
1 of =1

b) x 1 8
o -1 1 #0,0{.,&%.
1 -1 1

337. Ha a, b és ¢ linedrisan fiiggetlenek, akkor a 349, feladat szerint
1 1 0 #0, igyx=a+h,
0 1 i
1 0 1

1M

y=b+e¢ = ¢ + a vektorok linedrisan fiiggetienek,
X

Mivel x +y +z=2(ga +b +¢), g=-§- x-y+z), 19.=é- x+y-2) .,
1
c=z(zt+ty+z .

Ha x, y és z figgetlenek, akkor

L 1 -1 1
3 1 1 -1| #0, igy a, b és ¢ is fliggetlenek.
-1 1 1
338. a) 1 -1 0 bBylee B ¢
0 1 -1 | =0, 0 g - t=0, igy
-1 01 -y o P
igazak az 4llitdsok.
339. A 1 1
1 A 1 = (A --1)2 (A+2).
1 1 A

Azx ¥ &g z vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha A #1, és A#-2 linedrisan
dsszefliggnek, ha A= 1 vagy A=-2,

340. = 43

827% -
341, g3=§1+g2.
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342, a, = 331 - 2;;12 .

343. - 346. A vektorok fiiggetlenek.

347._ 2a2 2y =2a -36_12.

348.ga=a [1, 0, 2]’ . Két ilyen tipusu vektor 8sszege és val6s szdmszo-
rosa is ilyen tipusu, hiszen g +b= a [1, o, 27’ +b, [1, 0, 27,
= (a.1 +bl) [1, o, 2]’ . A g.=)la1[l, 0, 2)° . Az elméleti jegyzetben

(9. 1)-(9. 8) -cal jelzett miiveleti azonossigok is érvényben vannak, igy az a
tipusu vektorok halmaza linedris tér, s mivel része Q“~nak, ezért Q- egy
alterét képezik, Az alteret az {1 0, 2]’ vektor kifesziti (egydimenziés altér).

349, Az el8z8hdz has onz}éan lithat6, hogy az a tipusu vektorok linedris
teret alkotnak, igy valéban Q° egy alterét alkotjék. Az altér kétdimenzids, egy
bézisa pl.: [2, 0, 3)’, [0, 1, 0]’ .

350. Nem, A vektorok kdzdtt nincs 0 vektor,

351.- 357, A (9.1)-(9.8) miiveleti azonossdgok érvényesek,
358 A (9. 1) - {9. 8 miiveleti azonnecdank Arvényesek,

A 11 Kl(x; v; 2} +}\2 K2 {x; v; z) kifejezések halmaza az adott halmaz rész~

halmawza, és nmagéban linedris teret képez, tehdt az eredeti linedris tér al~
tere., Ha K1 #JLKz, akkor a 7\1 Kl x; v; z) +A2 K {x; y; z) =0 egyenlet is

sik egyenlete, amely K. = 0, K2 = () sikok k&zbs egyenesén megy it, ha

1
Kl és K2 metszi egymést, parhuzamos a K1 =0, K2 = ( sikokkal, ha azok is

pdrhuzamosak egymdssal,

359. A {9.1)-(9. 8) miiveleti azonossdgok érvényesek, Az als6 hdromszig
métrixok is linedris teret alkotnak.

360. Igen. A (9.1)-(9. 8) miiveleti azonousségok érvényesek,

361. Nem, Nincs a halmaznak zérus eleme, igy a (9.3) és (9. 4) nem
teljesiil,
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VIL Bazistranszformacio

VIi/1. Métrix sajétértéke, sajdtvektora

362. A, =-2, Ay=4, §1=[1, -7, §2=[1, .,

1 1.
M = =
- ﬁ[‘l 1]
363. A =2 A, =8, s =[1 1], g, =[1, 1] .

364. A =0, A, =5, g =[1, -2]', g, =[2, 1],
A =-2,5 =[3, 1), s,=[-1, 4]
1 2 2)_1 1 g _2 ¥ H

366. A; =6, A,=-1, g, =[3, 4], s, =[L -1},

367. AS - 1822499 A -162=0, A =3, A, =6, A, =9,

s, =L 22) . s,=[2 1L -2, 55=[-2 2 -1}

M =‘T]3" 1 2 =2 .
2 1 2
2 -2 -

368. A5 -102Z + 81 +64=0, A =4 Ay=8, Ag=-2

§1=[1, 0, -1, §2=[1, 0,17, §3=[g, -1, 67’ .
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1
M=—— 1 1 o0].
')
6 0 -y2
-1 1 0
369. A% -9 A%2418A =0, A =0, A.=6, A,=3
N » 1 I 2 ¥ 3 -
5 = [-1, 2 2], s,=[2 -1, 2], §3=_[2, 2, -1]" .
1
L__/I-'g -1 2 2 .
2 -1 2
2 2 -1

370. (A+3)° (A-6) =0, A =6, Ay=Ag=-3 .

8, = [2, 1 -2]. g z-nek birmely g -re merbleges vektor vdlaszthat6 €s
=8, X Sq-
3 2
- =1 = A —_— = - 4
371 AT +9A% =0, A =9, A,=2,0. 5 [2, -1, 2] .

g3

§2-uek bérmely g, -Te mer6leges vektor vilaszthat6 és B3=8 X Sy -

372, A% -14 ATr850 =220, A =LA, =2 Ag=lL
s, =[1 -1, 0], 5, =028 4], 55=[L -3 2] .

373. .;\1=0, 7\2::1' A'3=2' §1=[-4l 1, 0], ’ §2=[-4: O, 1]’,
Sq =[-2 1, 0] .

374. 7\l=5, Ay= .7\3=l. §1=(1, 1, 1]’ . Az s, €s 54 koordi-

nét4i kielégitik az x + 2y + z = 0 egyenletet, Igy mosta A=1 sajitértékhez
taldlhat6 két egymdstol fliggetien s, és 8q sajitvektor. Alkalmas példdul:

8, = [2, -1, 0] &s § 5= [1, 0, -1]" .
375. (A -1)3 =0, J\l = .?\2 = .?\3 = 1. Egyetlen sajdtvektora van a

métrixnak s = [1, 1, 1]° .

376. A, =0, A2=1V‘ﬁ, Ag=-iV14. §1=[3, -1, 2J°,
5, =[3+2i/14, 13, 2-31/14} , 55 =[3 - 21/14, 13, 2 +3iVI4) .
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Vil/2. Méscdrendi gorbék

377. a) A =1 4 -2 4-X -2 = o,
-2 1 -2 1-A
Az_sﬁ = A. =5 A =0
1 ’ 2
Ha 7\1—5 , akkor -m, - 2m, = 0, m = -2m, .
Legyen m, = -1, gy m, = 2
i 7 1 1
m, = ——= |2 , m, = il, M= —]2
=1 {5 —2 {5 — s
-1 2 -1
— [-2 -14[ 2 il = [2 {5 -61Vs5]
| -1 2
5% +2an6f5'§+7=0 ,
5 (% +~—-—) 6\/?(“’-——(5——5-
- 5 .
Legyen g = -5 az 311, m, bazisban, azaz
B E
5
=%+ VS_S_ ) ifﬂ\"= gf" - -—fg—— . A miasodrendil gbrbe tehit
parabola
o ﬁ §2
Y28 Vs
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5
{10

MR

. A mésodrendli gorbe

hiperbola, egyenlete az ?i,?v koordinéta- rendszerben:

38.abra

c)} Metszd egyenespir, egyenlete alkalmas (r?f,yz } koordindta-rendszer-

ben: %'2 B 4},’12 -0 .

d) P4rhuzamos egyenespdr, egyenlete alkalmas koordindta- rendszerben;
x2
p'4

= 1
L |

e) "Pont ellipszis" 2§2 + 35;'2 =0 .

f) Képzetes parhuzamos egyenespdr . 1%2 +1=0,

g} Képzetes ellipszis.

h) Kettds egyenes.
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Vii/3. Mésodrendli feliiletek

378. a) A 44, a) példa eredményeit felhasznaljuk.

Most M=-—— |1 2 2| . F=pm,
2 1 2
2 -2 1|
lv’ l -
b = —— [-6-2¢ 18][1 2 -2] = [-6 -24 18] .
2 1 2
2 -2 -1]
Az m,, m,, 93‘ bazisban a mésodrendd feliilet egyenlete:

3%’2+6§’2+92’2—65%-243'7+132+18=0

3E1Y + 6§27 + o)’ = 18

Toljuk el az (¥, ?, 2) koordinéta-rendszert a ¢ vektorral, ami az

m,, m,, m, bazisban: gz 1 . Az igy kapott
2
-1

~
&

(x,nifl,é') koordindta-rendszerben a felillet egyenlete:

~2 %2 %2
X —
% T T3 + 3 = 1
A féliilet ellipszoid.
3 2
ml2-A 2 1 = 0 , A" -TA+ 1wA= 0 |,
2 2-2 1
1 13-4
= A = =
}ll 2, P 5, 13 0
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Ha A =2 , akkor m, = ! 1 ha A= 5 , akkor
1 =1 5 2
1
-2
m, = _V'i_- \[—2— és ha 113 = 0, akkor my - ﬁ
6 7 'n 3
{2 0

Most b = —= [-4 6 2] [1 Y2 3] =[E 0 -5(2]

Az (%,¥,%) koordinita-rendszerben a fellilet egyenlete:

25‘£2+5§2+‘f6_1’5£—5\[_2%’+3=0,
_26{+£2 Yo+ =5 V2@ - 94(\;‘2—)
w \{E ~ ~ % ~ 9(2— x
Legyen x + 3 =’f,y=y,z_T=Z
Vo

azaz toljuk el a Q = - vektorral (ez az

4
0

9 Y2 |

40

my, m, m, bdzishan adott) az )"{,?,5 koordindta-rendszert,

Az igy kapott ;”{,?,? koordindta rendszerben a felilet egyenlete:
s -s\2 ¥ .

A feltilet elliptikus paraboloid. |

¢) Kétktpenyil hiperboloid. Alkalmas koordindta-rendszerben az egyen-

lete:
.;42 22 2




d) Hiperbolikus paraboloid. %2 . 37;2 = 28
e) Elliprikus kup. %2 + 252 - 332 - o

f) Képzetes kup (pont). §2 + 03?2 + 2?2 = 0
g) Hiperbolikus henger. :%2 - ;2 = 1

h) Parabolikus henger, ;2 = 2%

Vil/4, Bézistranszformicis

379. Lésd 45, példa. Az i, j, k bazisban az (x,y) sikra vonatkozo
A ardnyu mer6leges affinités tenzordnak mdtrixa

1 0 0 . hiszen x' = x , Vegylink fel egy

0 1 G vV =y,
LO ] A z' =iz .

21, 32, & ortonormilt bizist (jobbrendszer). E bizisban a tenzor
métrixa 5 az elfzdvel megegyezd,

L Ny A

Most tehdt vy=Ar.

Térjunk visszaaz i, §, k bdzisra. Mivel M =|:_e11 e, e_] s

-] =

ezért

I

~
=MaAM r.
1

Most egy megfelel6 M = —3 2 2 1 .

1 -z 2
2 -1 -2
A=MAM =12 2 1 0 0|32 1.2
1 -2 2 0 1 0 2 -2 -1
2 -1 -2 0 0 Aj 1 2 -2
=-é—s+z—2 + 22 2 -2A77.
-2 + 215 + 44 4 -4
2 - 2} 4 - 47 5+42J



380. a) x' =MX x’ = po 0 Y x .
0

vV o=vyiy o v
z = ﬂ z ,Lz' 0 o /'l
b) Mast }'F 1 .v=1. Atransziormécio mitrixa egy &y &y €
ortonormélt jobbrendszerben A = |1 0 ol.
0 1 0
0o 0 A

A transzformdcio értelmezésébdl (és :_Av ismeretébfl) adsdik, hogy a
transzformécio megegyezik az el6z6 feladatban szexepid transzformdcic-

val.
381, Az r=x1+y]j +zk vektor tilkdrképe az z tengelyre
(az x = t k egyenesre)
y=xi -yji+z k.
ll-.x’ = -1 0 0]]x
Ly 0 -1 Ojly

| 2] 0 ¢ ulsz

Egy alkalmas &y &y» e jobbrendszert ortonormilt bizisban x tlkor-
képe az origén dthaladé e irdnyvektoru egyenesxe §= 1_!2':_ R
ahol A=1j-1 0
0 -1
g 0 1

Térjunk visszaaz i, j, k bazisra.

v=Agx ,shol A=M g M' és egy alkalmas M métrix:

- L
M=— [2 2 1
1o-2 2
2 -1 -2
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— 1 - - .
A= 7 4 4
4 -1 -8

-4 -8 -1

Megjegyzés., A 45. példdban szerepiS s a most kapott A métrix kozdte
milyen Usszeflggés van? Mi az tsszeflggés magyarizata?

382, Alkalmazzuk a 45. példa és az el6z8 feladat megolddsdt.

Ekkor ~

vy= M4

Mz y= AT

"1 X

3] { El’ £y 32 ortonormalt jobbrendszerld bdzis)

es
Ap =L 0 0 A =M A M
01 0
0 0 -1
M, A, M = A
w= M, A M, v , =25

ahol M, = ]:El £, £ J (,» £, £ ortonormilt jobbrendszeri

bazig) és

N .
éz = -1 0 0 }_5,.2 = Mz 1_\2 _;\.;12 .
6 -1
0 0 1
Mivel w = éz vy és v = _151_1: , ezért

W= A (AT, W= (8 AT

A tenzor métrixa az 1, i, k bazishan fz é}
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Kedves Jegyzetfelhasznalo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a fanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktiv mémdkként is hasznalni lehet. Egyetemi tanulmanyai alatt valészindleg kiilonbzd
szinvonala jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog talalkozni ezutén. Kérjik, hogy ennek a
kérdéivnek a kitoliésével segitse alabbi torekvéseinket:

- ennek a jegyzetnek a kévetkezd kiadasaban kevesebb sajthiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az dtdolgozott kiadésa,

- a jegyzeteket értékelni lehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek

szerz6i nivédijat kaphatnak.

Kérjiik, hogy a kikiildott kérddivet a Jegyzetboit bejarata (V2 foldszint) mellett
elhelyezett gyiijtdiadaba dobja be.

Féradozését koszoni az Egyetemi Jegyzetbizottsdg.

A jegyzet cime: MATEMATIKA PELDATAR Ill. KOTET LINEARIS ALGEBRA
A jegyzet szerkesztGje: Rabai Imre
A jegyzet azonositdja: 040933

Melyik targyhoz hasznélia a jegyzetet:
Kar:

Félév:

Targy neve:

A jegyzet hany szdzalékat tudta haszndini (pl. 75%):
A jegyzet a targy anyaganak hany szézalékat fedte le (pl. 50%):

A jegyzet minfsitése;
(0: hasznalhatatian, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tirhetd, 4: j6, 5: nagyon jé)

Javaslat &tdolgozasra:

A megtalalt sajtohibak:

(A tdloldalon folytathatd)
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