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VEKTORALGE-BRA

Vektorok Usszeaddsa, kivondsa; gzorzds gzdumal; koordindtdk;

linedris fliggetlenaég

Usszefoglalds. Egy & i-szoroga, a Aa,olyan vektor, amely-
nek hoseza [A||a|, irdnya egyezik a irdnydval, ha 1> 0, ellen-
fétes, ha A<0, (Jeldlések: al = Aa, = %g .

A vektorok Yollinedrisak, ha van olyan egyenes, amellyel
parhuzamosak, Az a és b akkor és csakis akkor kollinedris, ha
a=2b(a#fo, b#o

A vektorok egy halmaza kouwplandris,ha van olyan sik,amely-
lyel pdrhuzamosak,., Ha a és b nem kollinedrisak, a velik komp-
landris minden vektor aa + fb alaki, azaz felbonthaté a~-ral ¢és

wlite

b~ral parhuzamos Ssszetevdkre.

Ha a, b, ¢ nem komplandris vektorok, a tér tetszdleges
vektora ag + (b + yc alaki, azaz felbonthats a~-ral, b-ral és
c~ral pdrhuzamos Ymezetevikre.

A tér egy rogzitett pontjdnak (az origdnak ) kijelsléaé~
vel az origdétdl a pontokba vezetd vektorok a pontok helyvekto-
rai,

Két pont Usszekdtivektora helyvektoraik kiilonbségvektora.

Az g és b helyvektord ontgk.ﬁaazekﬁté gszakaszdnak fele-
zGpontjdhoz az origdbsl az =‘£_= mutat. .

Az Ags Ay wuey A, pontokbsl 4115 pontrendszer sulypont-

Ja az S5 pont, .amelynek B helyvektora:
: n

-
Z. 8
1

§='11' By
ahol a; az A; helyvektora., A silypont figgetlen az origsd vi-
lasztdsdbdl ée a silypontbsl a pontokba vezetd vektorok Gmaz-
szege 0.

Ha i, j, k pdronként merSleges jobbrendszert alkotd egy-
ségvektorok, az a koordindtdi az {i,},k} rendszerben azok az
84y 8y, 8 szdmok,amelyekre 8 = a,i + a5 + ajg.

A koordindtdkkal adott vektorok miiveleti szabdlyai:
g(aq. 8o,y 33), p(b1, by, b3); a + b koordindtdi: (ay + bQ,

a, + ba, ay + h3); Aa koordindtdi: (Aaq,_laz, AaB).
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Az a,, 85, ..., &, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha

a A4gq + A2§2 + oeee + Angn = 9 ceak gy teljesiilhet, ha A1 =

= A2 = eee = ln = 0, ellenkezd esetben lin. fligglk, a linesi-

ris fiiggdség mzt is jelenti, hogy a vektorok koziil egy eld-
dllithat3 s t&bbi linedrie kombindcidjaként.

Két vektor 1lin. fiiggetlen, ha new kollineirisak, fuggdk,
ha kollinedrisak, Hdarom vektor lin. fiiggetlen, ha nem k mp-
landrisak, flggSk, ha komplanirissk. Nigy vektor mindig lin.

fiiggd.

t. Egy szabdlyos tetrséder egyik ceicsdbil kiinduls
hirom €élvektor legyen 8, b, ¢. Fejezzilk ki ezek segitad-
gével a tobbi élvektort.

2. A kocka egy csucsaidb3dl kiin-
dul$ hirém élvektor &, b, cs
Fejezziik ki ezek segitadégé~
vel a 2. ibra Ygo Yor eee,

¥g vektoridt,

3. Legyen ABCD paralelogramma €s U egy tetszileges pont,
Bizonyitsuk be, hogy OA +« OC = OB + OD.

4, Az ABCD paralelogramma cslicsainak & helyvektorai rend~
re a8, b, c, d. Pejezziik ki d-t, a, b éa c segitsegével.

5. Egy paraslelepipedon egy ceicgbsl kiinduld lapdtldvek~
torai x, y é8 z. Allitsuk eld ezek segitsigével a velikk azo-

nos celcsbsl induld élvektorokat.
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6, Az A, B, C, D, E, F pontok egy hatezig oldalainak
felezdpontjal (valamilyen k&riiljdrdel irdnyt tekintve ).
Bizonyitsuk be, hogy AB + CD + EF = O.

7. Egy szabdlyos hateztg alapl hasdb alaplapjdnak kt-
zéppontjdbsl az alap két szomezédos ceticsthoz az x éa 3, 8
fedslap ktzéppontjdhoz pedig a z vezet. Allitsuk eld a ha-
séb tobbi ceicsdnak a helyvextorait x, y és 2z segitségével.

8. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges a és b vektorok
esetén |alb + |bja egyenls szUgeket zdr be mind az a, mind
a b vektorral,

9. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges & és b vektorok
esetén az j|a|b éa |b|a egyenl$ bosszlak.

10. Bizonyitsuk be, hogy az &, b, 58 — 4b helyvektord
pontok egy egyenegen vannak,

44, Bizonyitsuk be, hogy & kvzds kezdSponti a, b, ¢
(kil16nbtzd ) vektorok végpontjai akkor és csakis skkor vannak
egy egyenesen, ha ¢ el8411ithat$ ¢ = aa + (41 — a)b alakban.
(2, b nem nullvektorok),

12. Az ABCD négyszdgben (lehet térbell is) az AD, il-
letve BC sldalak felezdpontja legyen Fq, illetve Fa; legyen
tovdbbd AB = x, IC = y, F,F, = £, f111teuk eld f-et x éa 3
linedrls koubindcidjaként.

43, Bizonyitauk be, hogy ha egy tetradder két szemkidz-
ti é1é1 elhagyjuk, a megmarads élek felezSpontjal paralelog-
rammit alkotnak,

f4. Bizonyitsuk be, hogy a négyszdg kizépvonalainak a
metozéspontja azonos az 4t15k felezSpontjdit Ssazekits sza-
kagz felézdpontjdval.



415, ABCD és XYZV a tér két tetszileges paralelogrammija.
Mutagsuk meg, hogy az AX, BY, CZ, DV szakaszok felezdpontjai
gzintén paralelogrammafca&caai (a8 paralelogramma epetleg el-
fajult ).
tilkdrképe B-
éa b segitaé-

16. Az A pont helyvektora a, a B ponté b,
re_A , ennek helyvektora a . Alliteuk eld & -t
gével.

A
a

t7. Legyenek A, B, C a tér tetgzdleges pontjai. Egy bar~
hol vdlasztott P pontot tikrozziink A-ra, a tikorképét B-re,
az igy kapott pontot C-re, majd sz igy nyertet ismét A-ra,
wajd basonlban B-re és C-re. Bizonyitsuk be, hogy a hatodik
tilkdrkép azonocs P-vel.

48, Adjunk meg hdrom olyan egysiki vektort, amelyek hoaz-
eza egyenld és Geazegilk o.

49, Bizonyiteuk be, hogy ha a Y41 Ipr 2ee, ¥, Vvekiorok
tgazege o, s wan kozbttik két nem kollinedris vektor, akkor
teeze lehet adni a vektorokat clyan sorrendben, hogy az Goz—
szeget el63l1ité vektorpoligon konvex legyen.

20. Az & pont helyvektora a, a B pontd b, Allitsuk el
az AB gzakaez harmadold pontjainak helyvektorait.

24. Bizonyitsuk be, hogy a paralelepipedon testdtljijit
harmadolja az a sik, amelyet a teatdtld egyik végpontjdbsl
kiindul$ élek mdsodik végpontjal hatdroznak weg,

22, Vegyilnk fel a sikon tetszdlegesen ot pontot. Szer-
kesszilnk a sikon olyan O pontot, amelyb5l s pontokhoz amutats
vektorok Seszege o.

_ 23. Bizonyitsuk be, hogy a szabdlyss sokszig silypontja
és kzéppont ja azonos.

24, Bizonyitauk be, hogy egy tetradder silypontja €8s a
lapsilypontok meghatirozta tetradder milypontja egybeesik.

25. Az a8 ée¢ b neam pirhuzamos vektorok. Szdmiteuk ki «
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és f szdmértdkét hs
8)3a + 5b = as + (28 + 1 )b;
b)(x +f -1 —- (2a - P} = o3
clag + pb = (P + 138 — (a — 1)b.

26. Bizonyitsuk be, hogy ha P az ABCD négyset kbré irt
k8rének egy pontja, akkor a
PA + PB + PC + PD
vektor hosssa newm fligg attél, hol vdlesctottuk P-t a kdrin.
27. Az ABC héromeszdg kiré irt ktxrének ktzéppontja O.

Mutsesuk meg, hogy az OA + OB + OC sz ABC magasedgpontidba
autat.

2B. Az O kUzéppontd kir egy K pontjdn &t két morSleges
mirt fektetiink, ezek vegpont;jai A, B, 11lletve C, D, Bizonyit-
auk be, hogy a KA + KB + KC + KD Uasteg ceak a K pont hely-

zetét8l fiigg.

29, Bizonyitsuk be, hogy egy ponton 4tmenS§ négy olyan
egyenest, amelyek k¥zill egyik hérom since egy aikban, min-
dlg lehet egy paralelogramma csticeaiban metszendi.

30. A koordindtarendszerben iigy helyexziik el az egység-
kockdt, hogy az origé az egyik ceicabe essék, a tengelyek
pozitiv fele pedig egy-egy kockaélt tartalmaszzon, Adjuk meg
a kockacaicsok xoordindtéit.

3%. Egy szabdlyos hatazig ktzéppontja K(4,1,4), két
szounzédos cmigsa A{3,4,5) és B(3,2,4). Adjuk meg a tobbi
négy caica kooydindtdit.

32, Az ABCD paralelogramma cedcsai A(3,-2,5), B(0,41,0),
€(=5,2,7 )% Szdmiteuk ki a D cpiics koordindtdit,

33. Egy paralelograuma kozéppontje K(—3,2,1), két szom-
szédop qls‘ucaa A(1,-4,3), B(~7,0,0). AdJuk meg a mipik két
catice koordinétéit.
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34. Egy paralelepipedon egyik csilicea az origs, az ebbdl
kiinduls élek végpontjai A(3,6,—4), B(~4,7,0), C(9,1,~3)
Szémiteuk ki a tdbbi négy catics koordindtdit.

35. Egy szabdlyos Otezdg egylk csicemdnak a koordindtdi
AQ(G,O,O), ktzéppontja az origd. Adjuk meg a tbbi calcs koor-
dindatdit.

36, Dbnteilik el, kollineérisak-e a kbvetkezl vektorpérok:
a) a(-3,4,7) Db(2,5,1);
b) c(12,9,15), 4(8,6,10)%
c) e(7,—4,2), £(0,0,0).
37. Donteiik el, hogy az aldbbi ponthdrmasok egy egyene-~
gen vannak-e:
a) A(-4,5,2), B(2,0,-3), C(44,-10,~133;
b) D0,3,5), E(4,0,7 ), F(4,~18,-23);
¢) 6(0,0,0),  H(14,-6,8), J(—24,9,~42);

E

d)K(qiqﬁq)! I‘(‘vqs'?)v M(5,—l,—1 Je

38. Az adott A(4,-1,3), B(5,4,%) pontokhoz meghatdrozan-
dék & C(7,y,z) pont ¥,z koordindtdi dgy, hogy az A, B, C pon-
tok egy egyénesen legyenek,

39, Mik a P(3,—-4,8) pont C(3,7,~2) pontra vonatkoz$ tli-
k8rképének a koordindtdi?

40, Az A(7,0,~1), B(-2,4,0), C(-5,4,2), D(4,0,4) egy pa-~
ralelogramma négy cesucsa {mutassuk ezt meg! ), A P(41,3,—1) pon~
‘tot tlkr¥zzik az A-ra, a tlUksrképet a B~re, az igy anyert pon-
tot a C~re, majdé véglll az igy kapottat a D-re. Mik a negyedik
tiikdrkép koordindtdi? Altaldnositsuk az eredményiinket.

44, Adjuk meg a 3(81'82'33) vektornak a koordindtasikokon
levé vetiileteit.

42, Komplenérissk-e & 3a — 4b, a + 7B, —& + 43b vekto-

rok?



43. Adottak az a(2,-1,1), b(-1,3,0), c(1,0,7) vektorok.
Bontsuk fel a d(9,-9,40) vektort a, b és ¢ irdnyd Gsszete-

vékre.,

44. Adottak az a(-8,7,1), b(0,3,2), c(1,-1,4) vektorok.
Bontsuk fel a d(34,-37,19) vektort a, b és ¢ irdnyd dsszete-

V6kr90

45. Bontsuk fel a y(13,56} vektort az a(2,7) és b(—3,0)
vektorokkal pdrhuzamos Yggzetevdkre.

46, Dontailk el, hogy az alibbi vektorhirmasok lin, fiig-
getlenek-e?

a)(-4,2,4), (0,4,33, (—4,6,4);
b) (0,0,0), (2,-9,7), (=1,-%,0);
c) (9,933 (1,0,2), (1,1,1);
d) (-2,3), (4,%), (1,52
47. Védlasszuk ki az aldibbi vektorok koziil a Fliggetlen
(nrem kollinedris ) vektorpdrokat:

§(49—'q10)1 }3{31550)1 9(—892!0)! g(_6s_40!2 )s _3_(010’0)'

48, Dontsilk el, fiiggetlenek-e az alabbi vektorok:
a(—=1,5,19), b(17,1,4), ¢(-8,-9,-1t0), d(1,0,0),

Skaldris szorzat

Ogszefoglaldig: Az a és b vektorok skaldris szorzata:
ab = |af |b| cos¢, ahole a két vektor szbge., Ha ab>0, a vek-

torok hegyesszdget, ha ab <0, tompaszbget, ha ab = 0, derdék-
gzbget zdrnak be.
Adaldris morzat fontosabb azonossdgal:
ab = ba,
ald + ¢l = ab + ac,
(Ag )b = a(Ab) = A(ab),
as = 3° = |g°
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Az g(aq,a2,a3), Q(b4,b2,b3) skaliris szorzata

ab = a,b, + 32b2 + aBbB‘

171
2 2 2
a = |a] = ay + 8y + 33.
a
Az a irdnydba mutats go egyssgvektora: §° = =
o a, a, a, Y
a  koordinatdi: Fﬁ’ ar Fq), ezek a koordindtdk a megfeleld

koordindta-tengelyekkel bezdrt szigek koszinuszail.
ng gzorzat geometriail jelentdse: a b-nak az 99 irdnydn
levé elljeles vetiilete,
A b-nak az a-ral pirhuzames, il-

letve rd merdleges Ggszetevdje:
0 ab

_ O\ L ==
b bem bp = (a'ka =52
. - ab
/ bp = b (2’2’ = b - 3 a.
L4 a
by a

ab
Két vektor szige a cosg ='13IT 1 osgzefiiggés alapjdn

szdamithatsd ki.
49, Az egysdgnyi Slhosszvsdgi kocka egy csucsbil kiindu-
13 két lapdtld vektora x és y.
a) Szamitsuk ki az zy szorzat srtskdt,

b) Szdmitsuk ki x s y szbgét.

50. Az ABC szabdlyos hdromszbg oldalhogsza 2. Szdmitsuk

ki az AB - \C szorzat Srtdkdt.

51. Legyen a é3 v az egységkocka egy csicsbil kiindulsd
egyik élvektora és testdtld vektora. Szimitsuk ki az ayv szor-
zat értékét és az a, v vekiorok szdgét.

52. Egy szabdlyos tetradder egy csicadbsl induld egyik
3lvektor a, ebbdl a csicsbjl a szemkbzti lap silypontjdba
nutatd vektor g. Szdmitsuk ki az ag szorzail drtékét, ha a

*etraéder élhogsza 1.

53, Bizonyitsuk be, hogy bha egy vekior -erSleges egy
gik nem k5llinedris k4t vektorira, akkor a sik ninden vek-
tsrara merdleges.




54. Bizonyitsuk be, hogy ha a v egy sik hdrom nem kolli-
nedris vektordval egyenld szoget zdr be, akkor merSleges a

sikra.

55. Az 0, A, B, C pontok a tér tetszoleges pontjai. Bi-~
zonyitsuk be, hogy OA-BC + OB-CA + OC + AB = O,

56, Legyenek A és B az O pontra szimmetrikus pontok.
Bizonyitauk be, hogy a PA és PB vektorok akkor és csakis
akker merdlegesek egymdara, ha PO = OA = OB, (P a tér egy
pontja. )

7. Az a, b, ¢ vektorok péronként merSlegesek, Bizonyit-
suk be, hogy
(a+prg’ =8 +1° 4+,

58, Bizonyitsuk be, hogy az a merdleges a kiovetkezd
vektorokra:
a) {acle — (able;
a(ab)
b)b - =5=—.

a

59. Hogyan kell megvdlasztani P értékét, hogy a b és az
a + pb merSlegesek legyenek egymdsra (a és b nem ¥ollinedris

vektorok ).
Adott g ée b vektorok esetdén szerkessaziik meg

a + Pb vektort.

60, a) Hiron egysdgvektor pironként egyenld sziget zdr

be egymissal, Osazegilk nullvektor, Mekkora ez a szidg?
b)) Négy egységvektor pdronként egyenld szbget z4r

be egymidssal, (sszegilk nullvektor. Mekkora ez a szbg?

61. Hérsa, egy pontb3l kiinduld paronként merSleges
félegyenest -iessiink el egy sikkal, Bizonyitsuk be, hogy a
metszdéspontok mindig hegyesszbgi hiromszdg csicsai.

62, legyen 3 adott vektor és o adntt szdm. Jellemeszziik
az Bgszes olyan X vektort, amelyek eleget teaznek az ax = o

egyenletnek,




63. Az ABC hiromszdg stilypontjs koré irt r sugard ko-
rdn vdlasszunk ki egy P pontot. Bizonyitsuk be, hogy a
PA2 + PB2 + P02 Oggzeg flggetlen a P pont kdrdn elfoglalt

helyzetétsl.

64, Bizonyitsuk be, hogy a paralelogramma oldalainak a
négyzetvsszege egyenld dtldinak a négyzetdsszegivel,

65. Az ABCD téglalap csucsait kbasiik Ossze egy P pont-
tal. Bizonyitsuk be, hogy PA2 + P02 = PB2 + PDZ.

66. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B, C, D a tér ndégy olyan
pontja, hogy AB 1CD és BC LAD, akkor AC LBD is teljesiil.

67. Bizonyitsuk be, bhogy ha A, B, C, D a tér négy pont-
ja, akkor asz AB® + CD° = AC® + BD° = AD® + BC® akkor és csak-
is akkor teljesiil, ha AB LCD, AC1 BD, ADI1 BC feltételek is

teljeslilnek.

68, Egy ,csuklds négyszig'~ben az oldalak csukldkkal
csatlakoznak egymashoz, s igy a négyszig formdilhatd, Bizo-
nyitsuk be, hogy ha az oldalak egy helyzetében az 4t1dk merd-
legegek egymidsra, akkor minden helyzetben merilegesek.

69. Az ABC és N haromszogek olyan helyzeauek hogy
az A, B, C cslcgokbsl rendre a B C ’ C “ , A B egyenegekre
311itott mer3legesek egy ponton mennek dgt. Bizonyitsuk be,
hogy ez a tulajdonsig kdlcsbnds, azaz az Al, B1, C{ csicack-
b4l rendre a BC, CA, AB egyenesekre 4llitott merdlegesek is

egy pontba futnak ogsze,

70. Adottak: a(3,-2,5), b(-1,0,2). Szamitsuk ki a kbvet-

kez8 szorzatok &rtékét:
2

2
ab, (3a = 2bla, (g2 — bJ), a .
74, A szdgek kigzdmitdsa nélkil dontsitk el, hogy az a-~
14bbi vektorpirok hegyes-, derék-, vagy tompaszidget zirnak-e

be:
a}(_3,2y0), (4,415); b‘)(f[’—f[’g), (2,4,3:;

b) (1,1,1), (~10,7,3); d)(5,—3,4) (4,=1,27%
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T2, Szadmitsuk ki az aldbbi vektorck hosszat:
2(8,-—44,—-8 ), 2(0,3,0); 9(%3— %%s% Y Q( 4,-9,10),
e(24,~7), f£(1,1).

73. Adjuk meg az aldbbi vekiorokkal egyirdnyn egysdg—

vektorok koordindtdit:
a(4,—-%2,3), b0,0,-7), ¢e(1,2,-3), d(—-5,0,12},
e(12,-5), £(9,9)%
T4. Adjuk meg az aldbbi vektorok irdnydba mutatsd egy-
ségvektorokat:

El‘[(—B’ 0,4 )’ !2(0’05—'6 ), 33("’Eg4,’_8 )g X4( 9, 46,"3 )0

75. Szdmitsuk ki a kbvetkezd vektorpdrok szigét:
a) a(7,~1,6), Db(2,20,1);
b) e(3,6,-2), d4(5,4,-20);
c)e(9,1,4), £{4,9,%);
da) g(—-1,4,7), b(5,-2,0%;
e) m(4,~-9), n(2,5%.

76. Adottak: a(3,-6,4), b(12,4,z). Hatdrozzuk meg z ér-
tékét dgy, hogy a s b merdlegesek legyenek egymdsra,

77. Jelentsen ¢ tetszéleges sziget. Mutassuk meg, hogy
a ¥(sing , -cos@, 1) vektorok mind ugyanakkora sziget zdr-
nak be a koordinitarendszer z tengelyével, Hekkora ez a gzig?

78, Mekkora szdgeket zdr be a ¥v(—3,8) vektor a koordi-
nitatengelyek pozitiv irdnyival.

T9. Mekkora szidget zdr be a v{(4,—1,8) vektor a koordi-
nidtatengelyek pozitiv irdnydval?

80, Jeldlje a, f3, y @ vektornak a koordindta-tengelyek
pozitiv irinysdval bezdrt szbgeii. Van-e olyan vektor, amely-

Te
a)a = 453, [5 = 600, 'x = 4200;
b} a =45, B =135°, 7= 60%
ey a=190° p=150° 7 = 60°
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84. Egy vektor az x tengellyel 600-95, az y tengely-
lyel 45%-05 gzdget zdr be., Mekkora a z tengellyel bezirt

szoge?
82, DBgy vektor irdnyszigei a, p, 1- Mekkora a sin%: +
+ gin 3 + sin2x tagzeg?

83. Jelentsen n tetsudleges szdmot, Bizonyitsuk be,
hogy az aldabbi vektorosk exy kocka egy csucsib3sl kiindulsd
élvekiorak.

a{-n, otl, nin+1) ],
b[n(n+1), =n, n+1 ],
c[n+l, n(n+tt), —n J.
84. Mutassuk meg, bogy ha a, b tetszdleges egészek,

akkor az
al yq(ab, afe—b), bla~bt));

b) 32(32, 2ab, 2b2),
¢) vy(2, 2a, a°),
2 2
d) 34(23—4, &b, 2(a —a+b )}
vektorok hossza is egisz.

85. Bizonyitsuk be, hogy a2z A(0,0,0), B(4,3,4)}, C(8,4,-2),
2(4,1,-37 pontok egv rombusz csicsai.

86. Adjuk meg az [%,¥] koordindtasikban olyan v vektort,
amelynek hossza S  merbleges az n(—£,3,9? vektorra,

87. A z tengely melyik pontjibsl 1ldtszik az A(1,0,0),
B(0,1,0) pontpir 37 -osg sz3dg alatt?

88. Adjunk meg az [x,y] koordinstasikban oslyap vektoro-
kat, amelyek az ef 1,1,1) vektorral 6M’_ge gzbget zirnak te.

89, Az ABD h-ircmszdg cslUcsainal s koordindtdi A(—-3,4,0),
B(—9,14,42), C(1,2,4, ’
a) Fekkora a hiromsadg kerdlete?

t 3 Nek¥ora az A cegtesnil fekvd szbme?

- 14



90, Bontsuk fel az a(3,-6,9) vektort a B(2,-2,1) vek-
torral pidrnuzamos 3g rd merdleges Hsszetevdkre.

91. Bontsuk fel az u(3,6,~-2) vektort a v(%,4,-20) vek~

torral piarhuzamsos d€g arra merlleges Ssszetevire.

92. llekkora a v(-9,1,1) vektornak a ¢(5,—6,30) irdnyd

egyenegsen levs vetiilete?

93. \djunk meg olyan vektort, amely felezi az a(—~1,4,8)

g b(—~5,4,20) vektorok szdgst,
- ]

94. iz ABCD téglalap csucsainak koordindtdi: A(2,6,0),
B(4,2,3), ¢(—2,8,z). Szimitsuk ki z Srtékst és a D csies

koordinsitiit,

95. Zgy négyzet kéi cslcsdnak a koordindtii A(S5,4,-3),
B(4,6,—1), 2gy »ldala pedig pirhuzamos a v(4,-2,2) vektorral,
Szdnitsuk ki a ndgyzet misik két csicssnak a koordinitiit.

96, EBgy rombusz egyik cstcsa az srigd, egy innen induld
oldalvektora a(4,7,~4), egy misik sldala a b(2,-1,2) vektor-
ral egyirdnyd, Adjuk meg a rombusz csicsainak a koordinstiit.

97. 4 roambusz A(2,0,1) csicsibdl indulsd egyik oldalvek-
tor »(0,3,63, a v(8,-4,8) vekior egyirdnyd az A~b31l induls
rombusz- Atldval. Adjuk meg a rombusz cadcsainak a koordind-
t£it,

Vektoridilis szorzat

Jsszefoglalds: Az a 4s b vektoriilis szorzata,az & x b
vektor, ieréleges a-ra és b-ra, a, b 43 a x b jobbrendszert
alkot, la x bf = fa[|b] sing, ahol ¢ 2 két vektor szdge.

& vektoriilis szorzat fontosabb azonossizai:
axb=-dxa,
Ala X b a £ (Ab),
(

a x b= 2, akkor éa csakis akkor teljesiil, ha a és b
kollinedrisak,

o
-
n
—
]
(1Y)
—
™
o
It

-

Xxg=aXc+tbzxe;cx(atkl=gxa+gxh

1o

+b

- [I5 -




Az a és b 4dltal kifeszitett paralelogramma terilete:

la x bf, (2 hdromgzogé % la x bl

Az g(aq,az,a3), P(bq’bZ’b3) vektoridlis szorzatdnak

koordinataira: i 3 K
axbs= a, 2 a3 teljesiil.
‘o,l b2 b3

98, Igazoljuk a kbvetkezd azonoagigokat:

a)(§+l§)xp=§xb;

b) (a + b) x (ra + pb) = (p— AXa x b);
c)(a +b)x (g~ D)=20bx3a;

d)(§+p+g}x(’9+g)=ax§+axc.

99, Szamitsuk ki az a(2,-2,1) és b(2,3,6) vektorok

gzBgének a szinusit.

100, Legyenek a, b, ¢, U1 tetszdleges vektorok, Bizonyit-
suk be, hogy az a x u, bx n, ¢ ¥ U vektorok komplanirisak.

104. Az a, b, c, d vektorokra fenndllnak az a X b =
=cxdésaxgc=Dbxd egyenldsdgek. Bizonyitsuk be, hogy
az a — d és b — ¢ vektorok kollinedrisak.

102, Bizonyitsuk be, hogy a, b, ¢ akkor és csakisg akkor
helyvektora hdrom kollinedris pontnak, ha a x b + bxe+

+cXxa= 0.

103. Az a, b, ¢ egy sik hdrom nem kollinedris pontjdnak
helyvektorai. Bizonyitsuk be, hogy a x b + bxc+cx 2 2
gik egy normdlvektora.

104, Bizonyitsuk be, hogy az
egyenlSség egyenértékii az a + b +
(a, b, ¢ k0zdtt nines két kollinedris ).

axb=bxgc=¢x3a
c =2 egyenldoéggel

105, Egy egyenes B és C pontjénak helyvektora b és ¢,
egy egyenesen kiviili A ponté pedig a. Bizonyitguk be, hogy
az A pont tdvolsdga a BC egyemestll jaxb + bxc + cxa|

- &l
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106, Szamitsuk ki annak a paralelogrammédnak a teriile-

tét, amelynek élvektoral a és b:
a) a(—4,1,2), b(5,2,7);
b) a(-9%,0,9), b(7,2,-5);
c) a(1,-7), b(—3,2

107, Szdmitsuk ki az ABC hdromszbg teriiletét, ha
a) A(0,0,0), B(—4,4,7), C(5,2,1)%
b} A(4,0,2), B(4,3,8), C(0,—4,6);
c) A(3,6), B(2,-7), C(4,4
d) A(4,—-1,-3),B(3,1,-2), C(1,5,0)

108, Szimitsuk ki asz g(a4,a2), Q(bq,bz) vektorok al-
tal kifeszitett hdromgzdg teriletét,

109, Szdmitsuk ki az ABC hiromszdg B csicsdhoz tartozd
magasgdg hosszit, bha a celdcsok koordindtdi: A(1,—1,2),
B(5,—6,2), C(1,3,-4).

110, Adjunk meg olyan x vektort, amely merbleges az
a(2,-3,1) és b(1,-2,3) vektorokra, és a c(1,2,—~7) vektorral

cx = 10,

144, Adjuk meg az x és y értdékeket Ugy, hogy a c(x,y,16)
meréleges legyen az a(1,5,4) és b{—1,3,41) vektorokra,

112, Egy kocka egy csucgbdl kiinduld két élvektora a
és b; fejezzilk ki ezek segitségével a cslcgbdél indulsd harma-
dik élvektort.

113. Egy kocka egyik csilcsa az origd, a vele szomszé-
dos két eslcs koordindtdi: (1,4,8) és (8,—4,1). Szdmitsuk
ki az origdval szomszédos harmadik csies koordindtidit.

414, FEgy hdromszdg alapl egyenes hasib alapja az ABC
haromszdg. 4(0,0,0}, B(4,~-4,2), C{3,0,~1). Szamltsuk ki az
A B C fedSlap csiceainak koordindtdit, ha az AA magasaig

hossgza 5.
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115. Egy paralelepipedon egyik cmicsa az origs, eb-
b6l induld két élvektora: a(-1,0,2), b(1,1,0), a harmadik
61 wmerbleges az alap sikjdra és hossza 9 egység. Szdmitsuk
ki a feltételeknek eleget tevd egyik paralelepipedon csi-
cgainak koordindtdit.

116, Egy téglatest egyik csicsa az >rigd, az innen
indulé testdtlsvektora: 4(9,5,5), két élvektora az a(4,-3,1)
ég 1(0,2,6), Adjuk meg a harmadik &lvektort.

447, Mekkora szdget zdrnak be egymissal az ABGD tet-
raéder ABC és ACD lapsikjai, ha a csfcsok koordindtdi
A(2,3,1), B(4,4,-2), C(6,3,7), D(-5,-4,8 )

118, Bizonyiteuk be, hogy ha tetszlleges négyszdgben
az atlok hosgza e ég f, kizrezdrt szigik ¢, akkor teriile-
te -2 ef gin @.

Mds szavakkal: Bizonyitsuk be, hogy egy négyszog
teriilete 4t15ik vektoridlis gzorzata abszolit értékének

a fele.

119, Az ABC és A B C haromszogek olyan helyzetuek
hogy mz A,B,C caelicackbsl rendre a B C » C A s A B ol-
dalakkal hizott pdrhuzamesok egy ponton mennek it. Bizo-~
nyitsuk be, hogy ez a tulajdonsdg kilcsbnts, azaz az A',
B', C| cglicgokon 4t rendre a BC, CA, AB egyenegekkel hi-
zott pdrhuzamosok is egy pontba futnak Sssze.

120, Az ABCD tetraéder A csicsindl az élek piron-

ként merSlegesek, Bizonvyitsuk be, hogy tch + tﬁcn +
2 o2
* typp = Pgep-

121, Egy hiromszdgbe irjuk be egy XYZ hdromezdget,

najd minden catdcsdt tikrvzzik a rajta ftmend oldal fele-
] 1 ]

z6pontjdra, 1gy egy X Y Z bhdromszdget kapunk. Bizonyit-
t T 1

suk be, hogy XYZ 5 X Y Z terillete egyenld.

-8 -



Tobbtényez8s vektorszorzatok; vegyesszorzat,
kifejtési tétel

Osazefoglalds: Az a, b, ¢ vektorok vegyeggzorzata:

abc = (a x b)e = a(b x c)

A vegyesszorzatban a tényezdk ciklikusan felcserélhe~
tok: abc = bea = gab, viezont gbg = —~bac = —ach = —cba.

Hirom vektor akkor és csakis skkor komplaniris, ha
vegyesszorzatuk 0. Az &, b, ¢ vektorsk 41tal kifeszitett
paraleleplpedon eldjeles térfogata: abe,(a tetraéderé:

% abc ).
Az 2(34’82’83}’ E(bqsbgrb3]- 9(04,02,03) vektorok

vegyesszorzata:

aq 82 83
abc = |b, b, byl .
€y %2 ©3

A kifejtégi tétel:
(axb e = (ag) — (bela.
122, Az 8, b, ¢ egységvektorok kizil a és b merdlege-

sek egymdara, ¢ pedig 30%-08 azdget zdr be sikjukkal, Szd-

mitsuk ki abgc értékét,

123, Mutassuk meg, hogy ha a, b, c egy tégla egy cstica~
bdl kiinduld élvektorai, akkor abe = jaljblicl.

124. Az a, b, ¢ nem komplandris vektorok. Komplaniri-

sak-e 28 + 3b, 5b — 4¢c, ¢ — &?

125, Mekkora az &(2,3,4), b(2,3,1), ¢(14,2,3) vektorok
d1tal kifegzitett paralelepipedon térfogata.

426, Szdmitsuk ki az ABCD tetraéder térfogatdt:
8) A(2,—-4,1), B(515’4 ]’ 0(312’_1 )1 D(4,1!3);
b) A(0,0,0), B(—=2,2,3), C(0,2,—1), D(4,0,%).

fg -




127. Az ABCD tetradder térfogata 5 egység, Mik a D
cglics koordindtdi, ha D az ¥ tengelyen van és a mdsik
hérom caicas A(2,4,-1), B(3,0,1), C(2,~1,3)?

428, Az ABCD tetraddernél AB = (2,—1,4), BC = (6,1,-4),
CD = (4,4,2)., Mekkora a térfogata?

129. 8) Bizonyitsuk be, hogy egy tetradder térfogatds
megkapjuk, ha két gszeuktzti Slének a hosszdt, ezek egyene-—
seinek a tdvoledgdt s hajldmszigik szinuszit Ssszeszoroz—
zuk és a szorzatot 6-tal elosztjuk,

b) Az ey és ey kitérd egyenesek, az e,~en egy AB, az
e5-1 egy (D sszakagz mozog, Bizonyltsuk be, hogy a mozgis
folyamdn az ABCD tetraéder térfogata £1landd.

130, Duntaiik el, kowplanirisak-e az aldbbi vektor-

hérmasok:
a) (2’3!'—4), (‘1,—1,3), (1,9,""44);

b} (39‘"2!4)9 (2,4,2), (3,—-1,-2 )%
c} (21_412)’ (4’29—3); (3t—4’7)‘

4341, Dontsilk el, egy sikban vannsk-e az aldbbi pont-

négyesek:
al (1,2,—1), (0,1,5), (—1,2,4%), (2,4,3;

b) (4321039 (0’414)1 (3!5y—'4 ) ("'4$—'216}'

432, Vialaggzuk meg a 2z értékét lgy, hogy az a{4,~1,2),
b(1,2,3), c(3,3,z) vektorok komplanirisak legyenek.

133, Mekkora az A(2,3,1), B(4,1,~2), ©(6,3,7), D(-5,~4,8)
cslcsokkal rendelkezd tetradder D-hez tartozs magaggiga?

134. Egy paralelepipedon egy ceicsbsl kiindul3d lapst-
161 egy djabb paralelepipedont feszitenek ki, Hinyszorosa
ennek térfogata az eredeti térfogatinak?
435, Bizonyitsuk be a kidvelkezd azonossigokat:
a){a + iblke = zbe,
b)(a + bXb +¢cXg + 2)= 2abe,
c)ablaa + pb + yc) = yake,

-

d}(a +vXb+ ¥Xc+ ¥)=abc + gabv + bev + cav.

pepat ]
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136, Bizonyitsuk be, hogy

(2 x b)° + (ap) = &b,

-

(Az Un. Lagrange~féle azonossig. )

137. Legyenek a,b,¢ fiiggetlen vektorok és legyen
4 =aa + pb + yc. Fejezzik ki az q, b, § egylitthatikat az
a,b,c,d vektorck segitségével.

138, Bizonyitsuk be, hogy ha egy kocka csicsainak
a koordinditdi egész szimok, akkor az élhosgsza is egdss

gzdia,

139, Adottak az 4a(2,-3,1), b(4,2,—-1), ¢(1,0,-3)
vektorok., Szdmitsuk ki az (a x bxc koordindtdit.

140, Legyenek a ég merdleges vektorok. Mutasgsuk

b
meg, hogy (a x bxa = 929.
144. Bizonyitsuk be, hogy ax(b x ¢) + bx(e¢ xvg) +

+ cx{(a x b) = 2.

142. a} Egy sik normdlvektora n. Hutassuk aeg, b
egy ¢ vekitornak a gikon levd merdleges vetiilete

alakban allithatsd eléd.

b) Al1itsuk eld a ¢{3,3,—-6) vektornak a=
n{ 2,—1,2 ) norudlvekotri sikon levd merSleges veiiilet “t.

143, &) Bizonyitsuk .be, hogy {(a x b¥e x &} =

= facXbd)— (bcXad), vagy determinsins alakban:



ac be

ad bd

b) Bizonyitsuk be, hogy ha egy négyosldali gila
két-két szenmkBztli sldallapja merdleges egymdigra, akkor
dt1ldsikialk ig merdlegesek.

144. a} Bizonyitsuk be, hogy az g és b, illetve B ¢
d vektorok 4ltal kifeszitett sikok metszésvonala pirhu-
zam>8 8z {8 X b)Y x (¢ x @) vektorral.

b} Bizonyitsuk be, hogy (8 x b) x (¢ x d) =
= (abd)e — (abe)d = (acd )b ~ (beda.

¢ ) Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ figgetlen
vektorok, akkor a tér minden d vektora elSillithats

- ade , , &bd
d = abc 2 T abe 2 aEg g

alakban.

145, Egy t teriiletii paralelogramminak egy, a sik-
1
jdval « szbget bezdrd sikon levd vetlilete t teriiletii.
1
Bizonyitsuk be, hogy t = § cosa.



AZ EGYENES ES A SIK ANALITIKUS GEOMETRIAJA

Az egyeneg a kétdimenzids koordinsitarendszerben

Ogszefoglalds: A kétdimenzils koordindtarendszerben az
egyenegt egy n(A,B) normdlvektordval 33 egy r, helyvektorid
P(xo,ya) pontjdval célsgzeri megadni, ebben az egetben az
egyenes egyenlete Ax + By = Ax + ng algkﬁ, és forditvaj
minden Ax + By = C egyenlet, ahol A" + B® # 0, egyenes

egyenlete.
Az egyenes egyenletének Hesse-féle normilalakja (v. nor-

nalegyenlete )
Ax + By =G _ o
4% 4+ B®

egy P(xg,yo) pontnak az egyenestdl mért tdvolsdga

Axo + Byo - C

2 2

A™ + B

Két egyenes pdrhuzamogsigdnak, illetve merGlegessdgé~
nek feltétele normilvektoraik pdrhuzamossiza, illetve merd-~
legeasége; két egyenes hajldegzdge normdlvekitoraik sazbgd-
vel (ba az nem tompaszdg), illetve kiegészitdgzbgével (ha

a1z tompagzidg ) egyenld.
146, Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét,
anelynek normdlvekiora n(—4,2) és dtmegy a P(7,2) ponton.
147, Szdmitsuk ki a kbvetkezl egyenesek hajlisszogét:
aY5x -y +7 =0, 3x+2y = 0;
b13x -2y + 7 =0, 2x + 3y -~ 3 = 03
cl1x — 2y -4 = 0, 2x ~ 4y + 3 = 03
dY 3x + 2y -1 = 0, 5x - 2y + 3 = 0.

148. Donteik el, hogy az aldbbi egyenletek normidl-
egyenletek—e:

c A 2x _3¥ _ 4 . oA _ 5z 12 -
a)x + =05 b1 31 1 =0; ¢) T5+-T§+2—o.




149, Szdmiteuk ki a P pont és az e egyenes tdvolms-

git, ha
a) P(—4,7) e: 3x —~ 4y = 5;
b} P(14,9) e: 5X + 12y = 26;
c) P(0,0) e: Tx — 3y = %2,

150. Szdmitsuk ki az aldbbi pdrhuzamos egyenespdrok
tdvoledgit:

a)3x — 4y — 10 = 0, b} 24x — 10y + 39 = 0,

6x — 8y + 5 = 03 12x — 5y — 26 = O,

154, Mekkora idvolsdgra van a 15z — 8y — 34 = 0 egye-
nes az origdtdl?

152, Mekkora a 20x + 24y — 29 = 0 &g 20x + 24y — 58 = 0
egyenegek tdvoladga?

153, Irjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenleteit,
amelyek pdrhuzamogak a 15x — 8y — 34 = O egyenessel ds €6~
le 6 egységnyi tdvolsdgra vannak.

154, Adjuk meg az aldbbi egyenespdrck szbgfelezdinek
aZ egyenleteit:
a)yx—2y — 3 =0, b)yx-~ 3y +5 = 0,
2x + 4y + 7 =03 3xXx ~y3—2 =3 0;

c)3x + 4y ~ 1 =0,
5z + 12y — 2 = 0.

Az egyenes a hiromdimenzids koordindtarendszerben

Ogszefoglalds: A Py(x,,¥,42,) Pontjdval és y(a,b,g)
irdnyvekioridval adoit egyenes paraméteres egyenletrendszere:

X = x, + at,

it

y ye + bt,

ZO + ct.

i

]
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Ezt az egyenletrendszert = 5 = =

alakban is gzokds hagznalni; ha pl. ¢ = 0, akkor az egyen-

letrendszer: = ~ X5 ¥ 7 ¥, 2 = 2

a - D ’ o

Ha v két koordindtdja 0, ez az alak nem létezik, Mi-
vel a két alakot egyezeriien egymdsba tudjuk alakitani, e-
redményeinkben a két alak mindegyikét fogjuk haszndlni.

155. Irjuk fel a P ponton 4dtmend ¥ irdnyvektord egye-
nes egyenletrendszerét:
a) P(—1,3,7), v(—4,2,6);
b1 P(0,—1,2), v(1,7,~9 )
¢) P(9,8,~-3), v(6,0,2 %
d) P(—-14,9,1), v(42,8,—-4),
156, Egy egyenes egyenletrendszerér5l hogyan lehet

azonnal leolvasni, hogy az egyenes pirhuzamos az yz koox -
dindtasikkal?

157. Dontsik el, rajta van-e a I(—3,2,5) pont az
aldbbi egyeneseken:

a}X-£6=;Y'4-20=Z__9,5;

blx = 15—~ 2%, 3y =~—43 + 5, 2z = -22 + 3t.

158, ndjuk weg annak az egveneanek az egyenletrend-
gzerét, amely
a) itnegy a PO(B,—ﬂ,S) ponton és pirhuzamnos az
¥y tengellyel;
b) dtmegy az origdn és a koordindtatengelyek

vozitiv irdnydval egyenld szbgeket zdr be;

¢} irjuk fel az x tengely egyenletét.

- 159, Irjuk fel egy olyan egyenes egyenletrendszerét,
amely dtmegy a Q(-3,7,5) ponton és pirhuzamosg az xy eik-

kal,




160, Irjuk fel a kivetkezd pontpdrok Geezekdtd egyene-
sének egyenletrendszerét:

a) P(-2,5,6), Q7,~1,3);
b) P(5,4,2), Q-5,1,3%
c) ?(0,0,0), Q( I, 14,~17;
d) P(1,1,-2), Q3,~1,0).
164, Ddntaiik el, hogy az alibbi egyenletrendszerek
k&ziil melyek adjdk meg ugyanazt az egyenest:

a)x =5~ 3t, y=-T7+ 2%, z2 =2 =t

b}x+7__y—-1 Z + 2

It

—b - 4 —q2
x—2__y+5=z+4.
¢l B = o 2t

d)x = 14 + 9%, y =—43 - 6%, =z =5 + 3t,

162, Egy hdromgzig csicsalnak koordindtdi: A(3,6,-7),
B(—-5,2,3), C(4,-7,—2 )% Irjuk fel a C csicson dtmend sily-
vonal egyenletrendazerét.

463, Adjuk meg a P(—6,6,-5) éa Q(12,-6,1) pontok Gssze-
k6td egyeneadnek a koordindtagikokkal vsld metszéspontjait.

164. Tiikkrozzik az x = 7 — 8t, ¥y = —4 + 6t, z = 9%
egyenest a C(—4,6,1) pontra, Mi a tikdrkép egyenletrendsze-
re?

165, Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi egyenesek pdarhuza-
mogak egy sikkal:

x—-3_3+2_z p s
5 - A

166, Metszgi-e az x = 44 — 7t, y = 4 + 2t, 2 = 8 + 5%
egyenes a z tengelyt?



167, Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrend-~

szerét, amely pdrhuzamos az E_E_ﬁ =% = E_;_E egyenesgel

ég atmegy a (3,—4,—2) ponton.
4168, Irjuk fel az

X+9 3 +2
-5 3
X-B:ygz:.-z:;‘l

n

z — 4,

wmetszd egyenesek szégfelezdinek az egyenletrendszerst,

169. Egy hdromszdg cedcsai: A(3,—-4,-~1), B(1,2,-7),

C(—5,%4,-3 ) Irjuk fel a B ceiicgon dtwend belsd gzbgfelezd

egyenletrendszerét.

170, Vizsgdljuk meg az aldbbi egyenespdrok kdlcstnbs
helyzetét; ha metszdk, szdmitsuk ki metszéspontjuk koordi-

nitdit is:
X 2 3~ 1_ 3z
Bl=y— =T = 1

{Dy

8 X
z

1

5 + St, ¥ =--41'-
T + 2%;

b)x =2%, y =43 + 5¢, 5z = —-43 - 7t 4és
Xx==-2+2t, y=2~-1%, 2z =4 + 3t;

cx=+%, ¥y =—-1 + 2%,
y=-t, 2 =3-2%;

U

d)x__3=y-§8=z-4-

174, Adjuk meg az a értékét Ugy, hogy e kivetkezd

két egyenes metgzd legyen:

x+t2 _ 3y _z

4 xX=-3 . 3-1_2-71
r\

7 T3 T

172, Mutassuk meg & metszéspont kipzdwmitdsa nélkiil,

a

hogy az x =4+ 1t, y=4—-1%t, 2 = 3 + 2%

X=-14+2t, y = 7~ 3¢t,

me t5z6k,
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173. Dintsik el, milyen a kivetkezd két egyenes
k8leednds helyzete:

-

x==-3+2%t, y=-2+3t, z =6~ 4t, €3
X=5+t, Yy -'4"'41;, Z="'4+t¢

fi

174, Adjuk meg az x = 4 + 8t, ¥y = —=8t, z = 6 — 14t
egyenegnek azokat a pontjait, amelyek az A(8,—4,-1) pont~
Jatél 27 egyeégnyi t4volsdgra vannak.

A75. Szimitsuk ki az aldbbi egyenesek hajlisszogét:

a)x—3=3—T—_+2=‘/—§—és x+2=y—3=zé5;

bYx=-2+3t;, y=0, z2=3~1% 45

X=-1+2t, y=0, z=-3+%;
cl)x=4+t, y=5t, z =3—~1% ds
X =17 + 26,y = 3%, z = 9 + 47%;
d)ig—":-gi.;—z_;"és X =t,y =3+ 2t,
¥
z = =53
e) & ; 2 = y-5=2 &a = z 2 = 3_; 2.2 ; 1,

476, Irjuk fel az M(4,—4,46) pontb3dl az x = 2 + t,
¥y=4+4t, z = 4 + t egyenletrendszerii egyenesre 411i-
tott merdleges egyenletrendszerét,

177, Irjuk fel a P(2,4,-3) pontbdl az x = -1 + ¢
y = —2 + 3t, z = 1 egyenesre 3ilitoit merdleges egyenle: -

rendszerét,

178. Egy hdromszbg csdcsal: A(1,~2,~4), B(5,1,~7),
C(3,1,~3 )% Irjuk fel 8 C-n 4twend magassigvonal egyenlet-
rendazerés,



179. Szdmitsuk ki a P(2,4,—6) pontnak az -2 =

= 1—%—1 = % egyenegtl6l mért tdvolsigit.

180, Szdmitsuk ki az aldbbi pidrhuzamos egyenesek

tdvoladgdt:

-1 + 4t, 2z =2t ¢és

]

a)x =2 +3t, ¥

n
(W}
+
N
&

i + 4%, z

]

x =7+ 3%, ¥

X — 2 y = 23 1 ¢q 5_%_2 =y + 1=

184, Tikrozzik a P(—~1,2,3) pontot az E;%.i ey =2

egyenesre, Szdmitsuk ki a tiikSrkép koordindtdit.
182. Adjuk weg az aldbbi egyenesek [x,y] sikon levd
vetiiletének az egyenletrendszerét:

x—-2 _y+3_z+2
8)5 = ) T

bYx =2-3t, y=4+9t z=-=3-t.

183. Egy egyenes xy sikon levl merdleges vetiiletének
egyenlete x — 2y = 45; az yz asikon pedig 3y — z = 10. Ad-
Juk meg az egyenes paramndéteres egyenletrendszerét.

184, Mekkora az = Z 2 = ?_; 1.z ; 1 egyenes tdvol-

sdga a z tengelytdl?

185, Szamiteuk ki az aldbbl egyenespdrok tdvolsdgdt:

a)x=8~1%t, y3=2+ 3%, 2z =4t ¢én
x==-3+ 4%, 3 5%,

it

-
-
o+

3

xX—2 _y +1 Z és

b) == = 3




g ;
x + 2 2z +3 .
VAT s =ty s
X =Y = 3z;
X _¥y—~2 _2=—3
d) 5 = 3= = és

186, Irjuk fel az -545-2 = l—g—é = E_%_ﬁ és

x + 1= 1{E§i§ = z egyenegek z tengellye_ pirhuzamos Transz-
verzdlisinsk az egyenletrendszerdét.

187, Adotiak asz e, X = 5 — 6t, ¥y =-3t, 2 = 1+ 4t ég
€5t X = 2t, ¥y = 3+ %, z = 9~ t egyenesek. Hatdrozzuk meg
a két egyenes ¢(—141,-14,2) vektorral pidrhuzamos transzverzi-
rigit.

168, Irjuk fel ez x = -7 + 3t. ; = 4 — 2%, 2 = 4 + 3¢
éa x =1+ t, y=-8+2t, z = —-42 — t egyenesek normil~
transzverzilisdnak az egyenletren.szeret.

Szdmitsuk ki a két kitérd egyenes avoligigdt.

189. Irjuk fel az aldbbi egyeneaek normdliranszverszi-

tiganak az egyenletrendszerét:

X—-9 _y—17_ =2
&~ 3 T IFs

1 _y=-13_z+9
—42 11

o+

190. Irjuk fel a P(6,4,3) ponton dtwend és az x = 1 + ¢,
y=2-2t, z =— 1+ 2t, egyenest 45°-0g gzbgben metszd

egyenes egyenletét,
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194, Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenlefrendsze-
rét, amely itmegy az A(—4,2,-3) ponton, merdleges a d(6,~2,-3)
vektorra és metazi az = 3 1.x Z 1= ?_; 2 egyenest.

192. Adjuk meg annask az egyenesnek az egyenletrendsze-~
rét, amely dtmegy a Q(—~1,2,0) ponton és merdleges az
X=-2+3t, y=5+1t,2=3 édgaz x=8+1%, 3 =-t,

2 = 3t egyenesekre,

A alk egyenlete

Osszefoglalds: Az n (4,B,C) normdlvekiordval és az r,

helyvektora P(xo,yo,zo) pontjdival adott sik egyenlete:

Ax + By + Cz = Axo + Byo + CZO = D,

Ha n egységvektor, a sik nulldra redukilt egyenlete
az Ugynevezett Hesse~féle normilegyenlet, iltaldnos egyen-
letébll az

Ax + By + Cz — D =0
2 2

A2+ 8% ¢

dtalakitdigsal kaphatjuk. A P(xo,yo,zo) tdvolsdga s siki{sl

Az + By, + Cz_ — D

42 + B2 4 2

193, Adott a sik n normdlvektora és P pontja. Irjuk
fel a sik egyenletét:
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3)9(—392yqq)v P(quto);

b)) n(9,1,7), P(1,1,-3);
c)n(1,0,1) P(2,7,5)%
d4) n(-2,9,9), P(0,0,0);
e) n(0,0,1), P(9,43,-7)\.

194, Irjuk fel a koordindtasgikok egyenleteit.

195, Irjuk fel az xz sikkal pdrhuzamoa, attdl 8 egy-
gdgnyi tdvolsdgra levd sik egyenletdt.

196, Hogyan mutatkozik az a sik egyenletében, hogy
a gik merSleges valamelyik koordindtaaikra?

197, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
nerSleges az xy koordindtasikra 4g azt az ax + by = ¢
egyenletli egyenesaben metszi.

198, Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely
itmegy a P(-3,2,5) ponton &g tartalmazza a z tengelyt.

499, Az origdbdl egy sikra allitott merdleges talp-
pontja a P(—4,5,2) pont. Irjuk fel a sik egyenletét.

200, Trjuk fel annsk a siknak az egyenletét, amely
dtmegy a Q(3,4,~5 ) ponton &g pirhuzamos «z a(3,1,—-1) ésg
b(1,-2,1) vektorokkal,

204, Irjuk fel az A(2,~41,3), B(3,1,2) pontokon 4t~
mend ¢s az a(3,-1,4 ) vektorral pdrhuzamos sik egyenletét,

202, Irjuk fel az A(3,-1,2), B(4,—-1,-4), C(2,0,2)
pontok sikjdnak az egyenletét,

203, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
dtaegy az origdn ég tartalwazza az X — 3 _ v+ 7 =12 egye~

nesgt.
204, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az

*s¥42 tengelyeket rendre a 4, —3, 2 pontokban metszi.
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205. Mekkora térfogatid derskszigil tetraddert metssz
ki a 47 + 63 + Bz = 24 egyenletii gik a koordinata-sikok—

206, Vilagszuk ki az aldibbi gikpirok kiciil a parhuza-

nogokat:
a)l2x — 3y + 52 — 7 =0 43 2x — 3y + 52 + 3 = 03
bldx + 2y — 4z + 5 =0 dg 2x + y + 2z - 1 = 0;
cix— 3z +2 =0, 2x — bz ~ 7 = 0,

207. a) Irjuk fel az origdn 4imend és a 2x — 8y + bz =
= 47 sikkal pdrhuzamos sik egyenletét.

) Irjuk fel az M(—4,3,8) ponton 4tmend és a
9x + 6y — 4z = 3 gikkal pirhuzamos sik egyenletét.

208, Irjuk fel az AB gzakasz felezSmerlleges sikjdnak
az egyenletét; A(~3,7,6), B(1,-5,0)%

209, Irjuk fel a Pi—2,0,3) ponton dtwend ég az

E_%_Q = % = 34%—2 egyen~gre werdcleges sik egyenletét.

240. Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely
pirhuzamos az x tengellyel 3$g 4dtmegy a P(0,1,3) és
A 2,4,5) pontokon.

214, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely 4t-
negy az R(—41,5,7) ponton s pdrhuzamos az x = 5 — 2%, ¥y = ¢,
z =—1 + 3%t dsaz x=T7+ 9t, y = 3, 2 =~t egyenesekkel,

242, Irjuk fel azoknak az egyeneseknek az egyenletelt,
amelyekben a 3x + 17y + 8z = 2 gik a koordindtagikokat met-

3z1l.

213, Irjuk fel annak a siknak az egyenletdt, amely ae-
r6leges 3z x — 2y + 58 — 3 = 0 sikra, pirhuzamos az

X —= 3 _ _z + 1

=y =7 egyenesgel &g dtmegy a P(—3,2,1) ponton.

244, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely A%~
negy az A(1,-1,—-2) é3 B{3,1,1) pontokon 3z merdleges az

X -2y + 32 — 5 = O gikra.



245, Irjuk fel annak a slknak az egyenletét, amely

itmegy az origdn ég merSleges a 2x — y + 3z — 1 = 0 ¢£s

X + 2y + z = 0 gikokra,

. - 2 + - )
246. Irjuk fel az = T = 2 5 1. 2_2 3 4s

X ; f_3 = 2 . ?_; 2 p4rhuzamosok sikjdnak sz egyenle-
tét.

247, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely
dtmegy 8 Q(1,2,-3) ponton ég parhuzamos az X — i _ 3y +1 _
5 = =

=3
=2 ; L 4 = ; 2 = E:%_E = E:%—é egyenesgekkel,

218, Mutassuk meg, hogy = - g y_; s =2 T 2 é9

x=T7T+3t, y=2+2t, z2z=1-2% metozd egyenesek és
irjuk fel sikjuk egyenletét.

249, Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely

x-1_3y+41_32= X +5 -2 _ 2% 3 -
8% 5 = =3 ——3—1 éd 5 % = _egyenesgek

kel pérhuzamos és t6likk egyenld tdvol van.

220, Szimitsuk ki a kbvetkezd sikpirok hajldsgzbgeit:
a)x -2y +2—-1=0, x+ 2y — z + 3 = 0;
b) 3y — 2 = 0O 2y + z = 0y
c)bx + 3y — 2z =0, X + 2y + 6z — 42 = 03
dyx + 2y + 2z — 3 =0, 16x + 42y — 152 — 1 = 0;

e)Tx =3y +2— 19 =0, X +2y -2 +t4&= 0.

224, Irjuk fel az aldbbl sikok normilegyenletét:
a) 10x — 2y + 25z + 54 = O;
b)3x — 4y + 2 = 03
c)x +y—3=0;
Mekkora ezeknek a sikoknak az origdtsl méri tdvolgdga?

502, Szimitouk ki a 6x — y + 48z = 19 sik tdvolsdgdt
a P(4,-3,27 ponttdl.
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223, Szdmitsuk ki az aldbbi pont-sik tévolsedgokat:

a) (-2,~4,31, 2x — 3 + 22 + 3 0;

b) (2,-4,—-1), 16x — 42y + 16z — 4 = O;
c)(1,2,-3) 5x — 3y + % + 4 = 0;

a) (3,-6,7), 4x — 3z — 1 = 03

e) (9,2,-2), 12y — 5z + 5 = 0.

224, Szimitsuk ki a P(—1,1,-2) pont tdvoledgit az
ACA,—-1,1), B(-2,1,3), C(4,-5,—2) pontok sikjibsi.

225, Hatdrozzuk meg az y tengelynek azt a pontjit,
amely az X + 2y — 22 — 2 = 0 gikt5l 4 egységnyi tdvolgdg-
ra Van.

226, Irjuk fel annak & siknak az egyenletét, amely
egyenld tévol van a 2x — 9y + 52 = 6 sikt$l, valamint a
C¢(5,—8,7) ponttsl,

227. Adjuk wmeg annak a giknak az egyenletét, amely a
3x + 2y —z + 3 =04&s 8 3x + 2y — z — 1 = 0 piarhuzauos
gikoktdl egyenld tdvol van.

208, Szdmitsuk ki az aldbbi parhuzamos sikpdrok t4vol-
sdgait:
a)x—2y—2z—42=0, b})2x - 3y + 6z — 14 = O,
X =2y —-22 —6 = 03 4x — b6y + 42z + 21 = O,

229, Irjuk fel azoknak a sikoknak az egyenleteit, ame-
lyek 8 4X — 4y — 22z + 3 = 0 sikbél 2 egységnyi tdvolsdgra
vannak.

230, Irjuk fel az x — 3y + 22 — 5=0¢ég3x~2y -2 + 3 =
= 0 pikok szbgfelezd sikjainak az egyenleteit,

234, Tikrozzik az s8,: 2x — 8y + 3z — 6 = 0 sgikot az

851 2x — By + 3z + 44 = 0 gikra és irjuk fel a tikorkép
egyenletst,

232, Tlkrozzidk a 4x — 4y + 72 — 8 = 0 sikot a
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2% + 2 — 4 = 0 gikra és irjuak fel a tiilkérkép egyenletét.

233. Adjuk meg annak a siknak az egyenletét, amely
dtmegy a P(1,—4,0) ponton és az ABCD tetradder lapsikja-
it paralelogrammiban metszi tgy, hogy AB-~vel nincs kdzbs
pontja; A(—4,4,3), B(0,4,2), C(~8,1,4), D(—6,0,3)

Sik és egyenes, vegyes feladatok

234, Szdmitsuk ki az adott egyenes és sik metszds-
pontjdnak a koordindtdit:

ayx-1=%14_2 2X + 3y + 2 — 1 = 0;
b) X ; 1 _ y_; 2 .z ;-3’ 2% + 3y — 4z = 3 = O;
c)x =4+ 2%, ¥y = -2 + 3t,
z = 4 + 6t, 6x + 9y —~ 3z = 48;
X+3_¥-=-2 _3z + A _ _ A,
a) 3 =S = = b 2y + = 15 = 0
X +2 _3—-—1_2—=3 _ _
e) 5= = 7 = 5=, X + 2y 2z + 6 = 0,

235, Mutassuk meg, hogy az x = =2 + 3t, y = 1 -~ 4%,
Z = =5 + 4t egyener pdrhuzamosg a 4x — 3y — 62 — 5 = 0 gik-
kal,

236, m milyer értdkére lesz pdrhuzamoa az
X+ 1 _3¥—-2_12+3

3 o -2
kal®?

egyenes az X — 3y + 62 + 7 = 0 gik-

237. a és d milyen értékére lesz benne az x = 3 + 4t,
¥y=1—4%, 2 = ~3 + t egyenes az ax + 2y — 4z + ¢ = Q0 gik-

ban?

238, Szdmitsuk ki a 2Xx + y— 2~ 3 =0, x + 3y + 2 —1 =
= 0 sikok wetszégvonaldn az xy koosrdindtasikban levd pontnak

a koordinatdit.
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239, Adjuk meg az aldbbi aikpirok metezésvonalainak

az egyenletrendszerét:

ayx -2y + 3z — 4 = 0, bYx~2y + 3z + 1 = 0,

3JXx + 2y - 52— 4 = 0; 2X + y — 4z — 8 = 0j
cYSx +y + 2 = 0, d)ex—y + 3z -6 =0,
2 + 3y — 2z + 5 = 03 X +y~—22-=9 =0,

240, Bizonyitsuk be, hogy az x —~ 2y + 2 — 7 = 0,
2X + y—2 +2 =0 és x— 3y + 22 — 14 = 0 sikoknak egy
koz0s pontja van. Szdmitsuk ki ennek a pontmnak a koordini-
t4it.,

244, Bizonyitsuk be, nogy 8 2x ~ 3 + 33 ~ 5 = 0,
3x +3+22-4=0, 4x + 3y + 32 + 2 =0 giksk hdrom, p4-
ronként pdrhuzanos egyenesben metszik egymint,

242, Hogyan kell megvilasztanunk a és b értékét, hogy
82—y +32~1=0,%x+2y—3%z +b = 0, x + ay — 6z + 10
= 0 spikoknak &) egy kdzie pontja legyen; b) egy egyenesre
illeszkedjenek; ¢ )} hdrow rarhuzamog egyenegben messdk egy-~
nigt,

243. Dontsitk el, milyen helyzetii egymishoz viszonyit-
va a kivetkezd hdrom sik: 7x + 4y + Tz + 1 = 0,
2X -3y -2 +2 =0, X + 2y +3z — 1 = Q.

244, Az 8,, S,, S, sikok egyenlete legyen rendre
Sq(x,y,z} = 0, Se(x,y,z) = 0, 53{x,y,z) = 0, Bizonyitsuk
be, hogy ha nines kdzsttik pirhuzamos, a hdrom sik ekkor
és cmsakils akkor illeszkedik egy egyenesre, ha van olyan
a, 3 8247, hogy 83(x,y,z) = asq(x,y,z) + psz(x,y,z).

245, Egy egyenesre illeszkednek-e agz 5 - 3y + 23 - 5§ =

=0, 2 -y -2 — 1 ='0, 4x — 3y + Ta = T = 0 agikok?

246. Irjuk fel annak a siknak az egyenletdt, amely st~
aegy 8 P(-2,4,3) ponton és a2 X — y + 32 — 8 = o,
2Z + y =2 +2 =0 gikok metszésvonalin,
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247. Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely
dtmegy 8 3Xx =y + 22 + 9 =0 63 X +2— 3 =0 gikok
metszésvonaldn és pirhuzamos az x tengellyel,

248, Szdamitsuk ki az aldbbi gik-egyenes pir hajléds-

gzbgét:
8)X + 9y + 42 + 7=0, = Z 22y-56-= 33
bYx + 4y +82 -7 =0, x=2 +8t, y=~5-— 4%,
z =41 + 43
_ _ X=6_3y+1 2-—2
c)3x + 6y - Tz + 1 =0, SRl
-3 = X—-2_.3¥-4_2
d)x + 2y + 2z 3 =0, — = T = _5e

249, Az x =~5 + 3%, y = 2%, 2 = 14 + t egyenesnek
mely pontja van egyenld tdvol az A(2,—4,7) &g B(0,-6,5)
pontoktsl?

250, Adjuk meg a P(5,2,—1) pont vetiiletét a 2x — y o+
+ 3z — 23 = 0 gikon.

254, Mik a P(1,3,—4) pont 3x + y — 22 = 0 sikra vonat—
kozs tilkorképének a koordindt4i?

252, Adjuk weg a P(3,-4,—6) pont tikkbrképét az A(—6,1,—5),
B(7,-2,~-1), C(10,~7,1) pontok sikjdra vonatkozdlag,

253. Adjuk meg a P(3,~4,~2) pont vetilletsét az 15—-5 =

o T © - z_z 2, xq; 2.1 T 3 - %_Z 2 pirhuzamosak sik-

jén.

254, Vetitolk az x = 2 + t, y = —6 - 8t, z = 8 + 9%
egyenest a2z x — 3y + 52z + 10 = 0 gikra ég irjuk fel a veti-
let egyenletrendszerét,

255, Tikrdzzik az = ; 1< %;g 4 - %;g 3 egyenest az
X + 3y + 2 =0 glkra és irjuk fel a tiikérkép egyenletrend-

gzerét,



256, Adjuk meg annsk az egyenesnek az egyenleirend-

gzerét, amely dtmegy a P(-3,5,2) ponton, pdrhuzamos a

2x — y + 52 + 9 = 0 gikkal ég metgzi az X z 2 - ¥ ;75 =

Z — 2
= -z egyenest.
257. Irjuk fel annsk az egyenesnek az egyenletrendszerét,
anely dtwegy a Q(—3,1,1) ponton, pdrhuzamos a 2x + y — 8z +

+ 3 = 0 gikkal ég merlfleges az % = 1—%—5 = Z egyeneare.

258, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely At-~
megy az x = 4 + 3%, y = 3 + 2t, 2 = -2 — t egyenesen és
pirhuzamog a 2x — y + 2~ 3 =0 édg X + 2y — 2 — 5 = 0
gikok metszéavonaldval,

259, Irjuk fel annak a giknak az egyenletét, amely tar-~

talmazza az = E 1. 1;; 2. Z E 2 egyeneat és merdleges a

3x + 2y — a =5 =0 gikra.

- ¥y=3_3z 1 x=3_3 4

. +
260, Irjuk fel az = g 2 =7 T T3+ =D ;

=322 egyenesek 3x + 12y — 32 = 5 = 0, 3x — 4y + 92 + 7 =
= 0 gikokkal pdrhuzamos transzverzdlisdnak az egyenletrend-

gzerdt,

Z ; 7= ?;; 2 = & T 2 egye-

0 ésaz XxX—-y3—-2—22=

264. Mutassuk meg, hogy az

n

nes piarhuzamos a 2x + 2y — z — 40
= 0 gikokksl.

262, Irjuk fel annak az egyenesnek ez egyenletrendszerét,
amely merdleges a 2x + 4y — 2z + 5 = 0 gikra 43 metszi az % =

=—y=13z, = ; 2.3 g 12 % egyenescket,
x—3_ _ _z+ 1 Y -,
263, Adottak az == =3 = 7 dg X + 3 5 z 1

egyenesek, Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely r
elod egyenest tartaluazza, s mdsodikkal pedig pdrhuzamos.

264, Adott az w: 2x —~y + 2 + 9 = 0 sik, a P(2,5,~/

X - 3 6

pont é3 az e: —r= =3, z = egyenes. Irjuk fel an-
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a 7 siknak az egyenletét, amely merSleges a-ra, itmegy P-n

68 pdrhuzamos e-vel,

265. Adott a2z a: 5x ~y + 3z + 4 = O aik, az
er X~ 5 = % =z egyenens, Irjuk fel az a sik oslyan

g egyenegének az egyenletrendaszerét, amely metszi az y ten-—

+
-4
gelyt és merdleges e-~re,

266, Adjuk wmeg annak a siknak az egyenletdt, amely tar-~
talmazza az x = 5 — 3t, y = t, 3 = -1 — t egyenest &3 az
X—=8y+2~3=0,2x+y +2—41=0 aikokbsl piarhuzamog
egyeneseket metaz ki.

267. Adott a P(—1,0,3) pont, tovibbd az e,: Ex2 =y =

=z — < . X g .2z t+3 X
= 3z 1 és et 5 ¥y = egyenedgek. Irjuk fel a P

ponton 4Atmend olyan g egyenes egyenletrendszerét, amely net-
szl eﬁ-et ég wmerdleges e ~Tre.

268, Adjurkmeg olyan egyenest, amely a x — 8y +4z -9 =0
gikbdél 4 egységnyire, a 4x + 20 y — 5z — 42 = 0 gikbdl pedig
3 egységnyire van.

269, Egy rombusz alapd egyenes hasdb egyik alapéle az
ey X =-=5+4t, y = 6 + 4t, 2 = —45 + Tt egyenegen van,
fedélapjinak egyik éle pedig az €yt X = 5 + t, ¥y =7 + 4%,
z = 20 + 8t egyenesen, a rombuszok sldalhogsza 18 egység.

Adjuk meg a hasdb cstcsainak a koordindtdit.

Koosrdindta-transzformicid

Osszefoglalds: Ha egy pont koordinitdi az [xyz] koordi-
nitarendszerben (x,y,z) és az [x'y'z'] rendszerben (x',y',z'),
a két koordindtahdrmas kdzotti kapcasslatot a koordindta-trangz-
formdcids formuldk adjdik meg.

Ha a koordindtarendszert eltoljuk egy v(a,b,c) vektorral,
a régi és 1ij koordindtdk kozdtti kapcaolat:

X=x'"+ga8, y=3%"+b, 2z =2 + c.

Ha a koordindtarendszert elforgatjuk tdgy, hogy az origd
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helyben marad, a transzforwmicis egyenletek:

X cog(x,x' X' + cos(x,y' )y' + cos(=x,z' )z

coa(y,x' X' + coa(y,¥' W' + cos(y,a' )z’

1}

¥y

cos{ z,x' )X' + cos(z,¥y' Wy' + cos(z,z' )z,

2

ahol pl, (y,z') az y tengely és a z' tengely pozitiv ird-
nysba mutatsd vekiorok aztgét jelenti.

Transzformdcide egyenleteinkben x' egyitthatsi az ij
x' tengely egysdgvektordinak koordindtii a régi rendszerben,
hagonldan: y' egylitthatél y' egységvektordnak, z' egylitt-
hatsi pedig 2' egységvektordnak a koordindtdi a régi rend-
gzerben (,oszlopvektorok"),

Kétdimenzidas koordinitarendszerben a fenti forauldk-
b3l a z-t, illetve z'-t tartaluazdk elmaradnak. Ha gspecii-
lisan az [x,y] rendszert o szbggel elforgatva kapjuk az
{x'v'] rends.:rt, akkor az 4ttérés egyenletei:

x X'coga— y'gina ,

x'gina + y'gina .

¥
270, A koordindtarendszert eltoljuk dgy, hogy az orizsd
a (—4,6,~1) pontba keriiljon,
a}) Irjuk fel a transgzformdcids egyenleteket;

b) Mi lesz az \1j rendszerben az x — 8y + 22 + & =

sik egyenlete?

274. Egy sik egyenlete az {xyz] rendszerben 3x — 4y +
+2 + 9 =0, az eltoldssal nyert {x'y'z'] rendszerben
3x' — 4y' + 2' = 17 = 0, Hova toltuk el az [xyz] rendszer

origdjdt?
272. Irjuk fel a transzformdcide formulikat, ha az [xy!
rendszert origdja korul elforgattuk, az elforgatds szige:

a) 60% b)—45%; ¢) 90%; a)-90°; e) 180°.

273. Forgassuk el az [xy] koordindtarendszert 45 -kal,
Mi az 4j koordindtarendszerben az x> — 32 = 1 egyenletii vo-

nal egyenlete?

0



274, Milyen szbgii elforgatds tartozik a kovetkezd

koordindta~transzformdcids egyenletekhesz:

X = %;x' + %}, y = - %} + =J§.

275. 4z [xy] elforgatjuk olyan helyzetbe, hogy az
x', illetve y' tengelyek irdnyit az a(5,12) és b(-12,5)
vektorok ad’dk meg, Irjuk fel a koordindta-transzformicis

egyenletoit.

276, Az [xy] koordindtarendszert elforgatjuk 300~kal,
majd kezddpontjat eltoljuk a (4,8 ) pontba. Mi lesz az 4J
koordindtarendezerben a 4x — 3y — 1 = 0 egyenes egyenlete?

277, Toljuk el az [xy] koordindtarendaszer origdjit a
(2,3) pontba, majd forgassuk el a tengelyeket az a(2,-1),
b(1,2) vektorok irdnydba., Mi lesz az 4j koordindtarendszer-
ben az §x2 + 4xy + 8y2 — 32x — 56y + BO = 0 gbrbe egyenle~
te?

278. Forgassuk el a koordindtarendszert s z tengely
koril 45°-kal, M1 lesz az Uj koordinitarendszerben az
Zz + 12
-4
279. Forgassuk el a koordinitarendszert a z tengely ko-
riil a gzdggel éa irjuk fel az elforgatdis transzformicids

X— 4 =3—-4 = egyenes egyenelete?

egyenleteit.

280, Forgassuk el az [xyz] koordindiarendszert gy, hogy az
1j tengelyek irdnya rendre az a(2,6,9), b(9,-6,2), c(6,7,~6)
vektorokéval egyezzék meg. Irjuk fel a koordindta~transazfor-

ndeid egyenleteit.

284. Forgassuk el az [xyz)] koordindtarendszert az ori-
g$ kirill Ugy, hogy az i,],k egységvektorok rendre az a(2,-1,2),
b(2,2,-1), ¢(—1,2,2) vektorok irinyiba menjenek it, majd tol-
juk el az origdt (az 1Uj rendszerben koordinidtdzott} v(1,0,0)
vektorral. Mi lesz a trangzformicidk utdn a 4x2 + 2¥° + 4xz -
- 43z + 332 + 8x — 4y + 8z = 0 felillet egyenlete?
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Térgeometriai feladatok analitikus &g Abrdazolsd

geometrial megolddsa

Ebben a fejezetben olyan feladatokat kdzliink, amelyek-
nek az analitikus ég 8z 4brdzold geometriai megolddsa egyiit-
tesen végezhetd el, A feladatok dbrdzoldsi réezét Ad—~es mé-~
retli rajzlapra terveztilk; a megadott adatsokst egy {xyz} koor-
dindtarendszerben két vetiiletének segitségével viesziik fel a
rajzlapra. Minden feladatra egységesen kikttjlk a kovetkezd-
ket: az elsd képsik az [x,¥y] koordindtasikkal, a migodik kép-
sik as [yz] koordindtaeikkal pirbhuzamos, tehit az x-tengely
mdgodik, a z-tengely pedig elsl vetitSegyenes, az y-tengely
mindkét képeikkal pdrhuzamog, a tengelyek elrendezését az
A) dbra mutatja. Hogy a rajzlapon a kocordindtarendszeriink
O origdjsnak a helyzetét is megadhgssuk, a rajzlap sikjdban
a rajz keretén egy {XY} sikbeli koordindtarendszert vessziink
fel, ennek kezddpontja a K pont. Ebben a sikbeli koordinita-
rendszerben a méreteket windig miliwméterben adjuk meg, mig
a térbeli koordindtarendszer egységét feladatonként kdzbljiik,
Ha az {XY} rendszerben 0'(85,4100), 0"(85,200) koordindtdkkal
rendelkezik, ezt egyesitve az 0[85,100,200] gzimbilummal je-
1515k,

1 Ar z"
v
o
X ;n
.:-.BII
Al
!l
o'
z'4 ?1
§ B'
x'Y
K




Az [xyz] koordindtarendszer elsd vetiilete tehst Le=-
nyegében egy [x'y'],misodik vetiilete pedig egy [y'2'] sikbe-
1i koordindtarendszer. Ha egy P(x,y,2) pont két képét akar-
Juk dbrizolni, akkor P’ koordindtsi az {x'y'] rendszerben
(x,¥) é8 az {y'z'] rendszerben pedig (¥,2 ) A B) dbrinkon az
A(-4,-6,8) és B(3,5,~4 ) pontok vetiileteit dbrdzoltuk, tovdb~
bd a v = OA(—4,-6,8; veklort.

Ha egy egyenes egyenletrendszerével és egy sik egyen-
letével van wegadva, akkor dbrézoldsi célra az egyenesnek
el6411itjuk két pontjdt, vagy pedig egy pontjdt és irdnyvek-
tordt ég eldszbr a fenti mddon ezeket dbrdzoljuk; a sikot
pedig rendszerint 3 poantjdval célezerii a rajzban megadni.

A megoldds birtoksban cSlezerii Ssszehasonlitanunk a 8z4imo—
lds é3 a szerkesztés eredudnyét.

282. Szerkesszitk meg az ABC hdromszog gikjdnak és a
¢ egyvenesnek a doféspontjdt és szdmitsuk ki a doféepont
koordindtdit:
A(-3,-5,~2), B(0,7,0), C(6,1,83; e: x = 4 + 3t, y = -4 — 2t,
z = -6 — 8t. (0[80,110,180], a=z egyaég 10 mm ).

283. Szerkesszilk meg az ABCD paralelogramma sikjdnak
és az e egyenesnek a d6fémpontjdt ée szdmitsuk ki a d6fég~
pont koordindtdit: A(7,—-4,—1), B(3,8,-5) C(-5,10,5); e:

X =6+5%, y =7+ 4t, 2 = 14 + 9%, (0f{60,90,490], az egy-

gég 410 mm).

284, Szerkesszilk meg az ABC és 123 hdromszbgek gikjd-
nak a metszégvonalit és irjuk fel a metszésvonal egyenlet-
rendszerét: A(0,~6,~3), B(-4,9,-6), C(5,9,12) 1(7,0,-7),
2(1,12,-7), 3(~5,6,44), (0[80,80,200], az egyadg 5 mm).

285, Szerkesszilk meg az ABC é€s az 423 biromszigek sik-
jdnak a metszésvonaldt ds irjuk fel a metszésvonal egyenlet-
Tertezeréi:  A(4,-6,7), B(—6,4,~3), C(-1,8,8); 4(2,-6,~5),
2(5,10,2), 3(-7,0,10). (0[70,65,185], az egység 10 mm).

286, Szerkesszilk meg az ABGD paralelogramna ée az 123
hirowsz8g sikjinak a metszdésvonalit &s irjuk fel a znetszég-

vonal egyenletrendszerst:
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A(3|—9’_3 ), B(—913,—6 )1 C(—319!3); q('—8!_4!8)! 2(8'4!8 )l
3(2,10,8) (0{90,90,200], az egység 5 mm ).

287. Szerkesszilk meg az ABC éa 123 hdromszdgek sikjd-
nak a metszésvonaldt és irjuk fel a metszéavonal egyenlet-
rendszerét: A(6,-7,8), B(3,8,5), C(=9,-2,~7); A(~4,~42,-8),
2(7,4,-3), 3(-8,4,12) (0{120,90,200], az egység 5 mm).

288. Adott az ABCD alapi és M cslcsd gila és az a sik,
Szerkesszikk meg a gila a sikkal képezett metszetét és szi-
mitsuk ki a gllaéleknek és az a metszéspontjainak koordind-
tdit: A(0,-6,0), B(8,0,0), ¢(2,6,0), D(—4,0,0), M(2,0,12);
x: 4x - 3z = -8B, (0[90,110,1460], sz egység 10 mm).

289, A szabdlyos négyoldalll MABCD gdlst messik el az
a sikkal. Szerkesszilkk weg a sikmetszetet és szimitguk ki a
slla éleinck az o-val képezett metszéspontjait: M(2,4,46),
A(10,0,0), B(6,42,0), C(—6,8,0), D(—2,~4,0); a: 4% — 2y =+
+ 52 + 20 = 0. (0[400,100,1701, az egység 5 mm).

290. Adott a T(-3,4,7) pont és mz ABC pik. Szerkegz-—
szilk meg T-nek a gikra vonatkozsd tilkdrképét és ezimitsuk
ki a titkbrkép koordindtdit, ha a pontok koordindtdi:
A(3,8,0), B(—1,-1,-2), C(5,~1,40). (0[70,420,1701, az egy-
gdég 10 vm).

291, Szerkesszik meg az e: x = 40 + 4%, y = -5 - 8%,
z = 10 + 7t egyenesnek az ABCD paralelogramma 8ikjdra vo-
natkozd tuktrképét és irjuk fel a tiikdrkép egyenletrendsze-
rét. (0[90,110,200), az egység 10 um). A pontok koordindtdi:
A(0,-3,7), B(—4,3,8), 0(4,9,3)

292. Tikrdzzik a P(—2,3,3) pontot az e: x = 3 + 4%,
¥y =12 + 5%, 2 = -2 + 3% egyenesre. Szerkesssziik meg a tii~-
korképet és szdmitsuk ki a koordindtdit. (0[40,50,240],
az egység 10 am).

293, Tikrbzezik az a: X + y— 42 = — 4 gikra &
B: 5x = y — 22 = 4 sikot; ezerkesszitk meg a tiikSrképet és
szamiteuk ki & tikdrkép egyenletdt.
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294. Tikrozzik az x -y — 2 + 8 = 0 gikot a Q(5,8,2)
pontra, Szerkesszilk meg a tikdrképet &g irjuk fel asz egyen—
1eté‘t.

235, Forgassuk el az a: x = 2 - 2%, y = =3 + 4t,
z = 8 — 12% egyenest a br x = 5 + 3t, y = 5t, z = 1 - 2%
egyenes kiril 180°-kal. Szerkessziik meg az elforgatott egye-
nest ég irjuk fel az egyenletrendszerdt, (0[90,125,190], a=z
egygég 10 or

296. Adott az a egyenes A(—1,5,—1) pontjdval és v (3 3,1
irinyvektordval, a b egyenes B(6,-3,5) pontjdval &s v (4 =241
inyvektar sel, tovdbbi a P(8,~2,8) pont. Szerkesszuk meg a
és b P rton dtmend transzverzdlisit és irjuk fel egyenlet-

ren?. serét. 10[90,110,180], az egység 10 mm ).

. 7. Szerkesszilk meg az 2, X = -2 —-t, 3y =—4 + 3%,
zZ =6 .- t ég st X =5 + 3%, ¥y =3 - 3%, 2 = —5 + { egyene-
¢2k P(~¢,~6,3) ponton dtmend transzverzilisit és irjuk fel
egyenletrendezerét. (0[120,80,200], az egység 10 wm ).

298. Szerkesgszikk meg az a: x = -2 — 6t, y = 10 + i3%,

=9 +5% ég b: Xx =—1 +5t, y =9 + 8t, 2 = —4 + t egye~
nesek i(-10,4,~9) vektorral pirhuzamos transzverzdlisdt és
irjuk fel az egyenletrendszerét. (0[70,70,210], az egység

~

S mm).

299, Szerkegsziik meg az e X =5=1%, 3y ==6+ 31,
Z2 =2 + 3t és az ey X =—4 + 3t, y =3 + 6%, 2 = -3 + 4%
egyenesek v(9,—6,4) vektorral pirhuzamos transzverzilisit
és irjuk fel az egyenletrendszerét. (0[90,400,200], az egy-~
ség 10 mm Y.

300. Szerkesszik meg az g4t X = -4 + 2%, y = -2 + ¢,
=2t és er: X =4 + 2%, y = 14-5t, 2 = 12 - 4t egye-
nesek normdltranszverzilisdt és irjuk fel az egyenletrend-
szerét, (0[110,90,160], az egység 10 mm ).

301, Adott az e, egyenes E4(2,4,5) pontjdval és gq(—2,6,2)
irdnyvektordval és az e, egyenes E,(8,9,7) pontjdval és
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32(2,6,61 irdnyvektordval. Szerkeasszik meg a kél egyenes
normdl transzverzdlisdt, irjuk fel ennek egyenletrendsze-
rét, szdmitsuk ki az egyenesekkel val3 metszémpontjainak
koordindtiit és a metszdgpontok tivolsdgdt. (0[40,130,180],
az egység 10 um).

302, Szerkessziikk weg azt a kockdt, amely rajta 411 a
—3x + 2y + 62 = 13 sikon, alaplapjdnak két dtellenes csicsa
B(1,2,2) és D(9,~4,7), az alaplapbdl induls élek irdnya a
gik adott normilisdnak irdnydival azonos, Szdmitsuk ki a koe-
ke ceticgok koordindtdit. (0[80,4100,440], az egyadg 40 m=m),

303. Adott az ABC hdromszbg hdrom cedcgdival: A(—3,12,4)
B(42,4,~3), C(4,~3,12 ). Bizonyltsuk be, hogy a hdromszlg
gzabdlyos, és scerkessgaiik meg az ABCD szabdlyos tetraédert
(a D coica felll nédzve az ABC negativ koriiljdrded ), Szdumit-
gsuk ki a D cetice koordindtdit. (0[60,420,470]), as egység

5 mm ).

304. Bgy szabdlyos tetradder egyik magassdg-~egyenese:
x=4+%t,y=4+1t, 2 =4 + t, egyik cstcsa az A(-3,12,4)
pont. Szerkesggziikk meg a tetraédert és szdmitsuk ki cslcsai-
nak a koordindt4it, (A tengelyen levd calcs 4 az origé az
alaplap kiillénbdzd oldaldn van.) (0[60,420,170], az egység
5 om)-

305, Egy kocka egyik élegyenegse: x = —2 + 42%, 3 =
= =3 + 4%, z = =4 — 3%, egy rajta fekvd coicenak a
kdzéppontra vonatkozd tilkirképe: A(-5,9,0 ). Szerkeaszik meg
a kockdt $e szdmitsuk ki esicsainak koordindtdit., (0[70,100,
480], az egygég 5 mm ).

306, Adottak az A(3,-8,-2), B(4,6,—-2), C(-5,-2,8) pon—
tok, Bizonyitsuk be, hogy az ABC hidromszdg szabilyos és
gzerkesgzilk meg az M pontot gy, hogy az MABC tetraéder sza-
b4lyos legyen. (A két megoldis kbziil az elsd képsikbil tivo-
labbi M-et vilasszuk, 0[400,120,200], az egység 10 mm).
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K6ttt vektor, vektorrendszerek

Ogszefoglalds: Ha egy v vektort hozzdrendeliink egy vele
pdrhuzamos g égyeneshez, akkor (az egyeneshez ) k6tott vekior-
r4d) beszéliink. A g egyenes tetozdleges pontjdt tekinthetjilk a
7ektor kezdSp-ntjdnak, g~t a kitott vektor egyenegének vagy
hatasvonalifaak nevezzifk., Ha a tér egy tetgzdleges O pontjdbsl
az egyenea egy pontjiba mutats vektor a, 8z @ = g x ¥ vektor
a v O pontra vonatkoz$ nyomatéka. (Az O pont legtibbazdr az
origdéval azonos, a vonatkoztatdsi pontra vals tekintettel m-t

gyakran go-ral is jeldljiik. )

Az w figgetlen a P egyenesen elfoglalt helyzetétsl &g
mindig merdleges v-re. @ = 9 akkor ég csakls akkor teljesiil,
bha a vektor hatdsvonala dimegy O-n.

A [v,n] vektorkettsst a kotott vektor vektorkoordind-
tdinak nevezzik. Minden [ v,m] vektorkettds, ahol v £ 0 és
vla, egyértelmilen meghatiroz egy k5tott vektogt},t Y egyene-—
e a
gének egy pontjdhoz 0-bsl mutats vektort r, = =% alakbar

lehet eld41litani, r, egyébként az 0-bSl az egyenesre 41li-
tott merdleges talppontjdba mutat,

Ha a vonatkoztatdsi pontot O-rsdl O'-re cseréljiik fel,
v viltozatlan marad, az O-ra vonatkozd m nyonaték £g az 0" -
re vonatkozd m' nyomaték kdzott az

=2 + 00" x v, illetve m =@ -—- 00'x v

18

Ogazefiiggés 411 fenn,

Ha egy t egyenest egy e irdny-egységvektordval irdnyi-
tunk, egy ¥ vektorral a t egyenesre (tengelyre) vonatkozs
nyomatékdt Ugy szdmitjuk ki, hogy v~nak i egy tetszdleges
pontjdra vonatkozd nyomatékdt skaldirisan szorozzulk e-ral
(a tengelyre vonatkoz3 nyomaték gzdm! ).

A {31194] éa [32,32] vektorkoordindtdkkal adott egye-~
negek akkor és csakis akkor vannalk egy sikban, ha

Y48, + ¥om, = O,
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A [gq,g4},[32,g2], ceoey {Ek,gk] kotott wvektorok egy
halwazit vektortorrendszernek nevezziik. A vektorrendszer

eredivektora definicis gzerint:

eredd nyomatéka

SIp T Ip F e

=El¢+§2+4'- +gk¢

A vonatkoztatdsi pont megvéltoztatdsdhoz y vdltozatlan, o~
re itt is az m = m' + 00' x g’asszefﬁggée érvényes.

A vn szorzat fiiggetlen a vonatkoztatdeil pont vdlagztd-
gdt6l, és a vektorrendszer gajit nyomatdkinak nevezziik,

A vektorpir két ellentett kitdtt vektorbsl 5115 vektor-
rendszer, hatdsvonalaik pdrhuzamogak, Eredd nyomatékuk mers-
leges gikjukra ég fliggetlen a vonatkoztatfai pontt4l. A nyo-
maték hoggza a két vektor £1tal meghatdirozott paralelogramma
teriiletével egyenld. A vektorpir ereddvektora Ce

Két vekiorrendszer egyenértékii, ha eredSvektoraik és
(ugyanarra a pontra vonatkozd) ereddnyomatékaik egyenldk,
Egy vektorrendszernek vele egyendrtékii - lehetSleg kevés
vektorbdl 4115 - vektorrendszerrs® vals helyettesilénme a
vektorrendszer redukilisa. A redukci$ néhdny fontosadvb ege-
tére az aldbbi tdblizatot 411itjuk Gemze:

helyettesiihetd ( egyenéritdkil)

4 Z
¥ =2 m=o0 (egyensilyi vektorrendszer } minden
egyenglilyi rendszerrel
v£0 ym= a [v,u] vektorkoordindtijd kot6ttvek-

torra

m nyouatékd vektorpdrral

v £ 0

(41taldnos vektorrendszer)

a) egy m nyomatéki vektorpdrral és egy
O-n 3tmend hatdsvonald v vektorral;

b) két k5t5tt vektorral, az egyik egye~
nese sgzabadon vilaszthatd,

Egy vektorrendszer cenirilis tengelye (vagy centrdlis
egyenege ) azoknak a pontoknak a halmaza, amelyekre vonatko-
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zdan a rendszer eredé nyomatéks az eredé vektorral pdrhu-
zamog. A ¥y eredfvektorral és m ereddnyomatékkal rendelke-
g6 vektorrendszer centrdlis egyenegének egy pontjdba O vo-

. ¥yxam
natkoztatdsi ponttél az r, = ——;§= vektor mutat.

-

307. A ¥(4,3,1) vektor hatdesvonala itmegy az A(2,1,6)
ponton, Hatdrozzuk meg v-nak az origdra vonatkoszsd nyomaté-
kat,

308, Szamiteuk ki az A(4,2,0) kezddpontd v(2,3,41) vek-
tornak a koordindtarendszer origsdjdra és P(4,4,1) pontra
vonatkozd nyomatékdt.

309. Egy kotott vektor vektorkoordindtdi: w(1,-2,3),
a(0,3,2 ). Szduwitsuk ki z értékét.

310. A ¥(3,-2,6) vektor kezdSpontja a P(2,3,1) pont.
Szdmitsuk ki y-nak az origdra, majd az A(3,~1,2) pontra vo-
natkozd nyomatdkdt.

344, Dbontsilk el, hogy az aldbbi [v,m] vektorpdrok koziil
melyek lehetnek egy kotott vektor vekto;koordinétéi:

a) ¥v(4,0,0), w(0,4,0); a) ¥(0,0,0), m(9,1,1);

b) ¥(-3,5,2) w(2,8,-47); e) ¥v(3,~1,2), 2(0,0,0);

¢) ¥(1,=4,2), ul f,~1,6% £) v(0,1,0), a(1,4,1)

342. Adjuk még annak & v(—4,3,5) k&t6tt vektornak az

origdra vonatkozs nyomatditdt, amelynek hatdsvonala az x =
=3~%t,3y=5+3%, 2 = 5t egyenes.

343. Egy kotott vektor vektorkoosrdindtii: v(4,-2,3),
90(0,42,28). Irjuk fel hatdsvonaldnak az egyenleirendszerét.

344, A ¥(-1,2,0) k6t5tt vektor O-~ra vonatkoz$ nyoma-
téka: w(410,5,15), Milyen messze van hatdsvonala 0-$317?

315. Egy kotott vektor vektorkoordindtdi: y(-8,1,4),
2( 6,36,z ), Mekkora az origé tdvolsdga a vektor hatdasvona-

14t61?



316, A v(—4%,1,9) k6tstt vektor O-ra vonatkozd nyoma-
téka m{—-6,42,~2 ), Szdmitsuk ki az 0'(2,0,41) pontra vonat-
koz35 nyomatdékdit.

317. Donteiik el, milyen a kSlcebnbs helyzete az aldbbi,
vektorkoordindtdikkal megadott, egyenespiroknak:

a) 7,4(0,-1,2), 8,(5,2,1); ¥,(0,3,~6), my(7,6,3);
b) 24(434’—'6 Js 9,1(""2!210); 22(5"1!—'3 Js Ea( 4034’4);
c) 24(41011)! 94(93—210); 22(01"493)’ @2( (PR PR X

348, Szdmitsuk ki a P(2,1,2) kezdSpontd ¥(1,~3,2) vek~

tornak az = ; 1= x_g 2 . Z;; 3 egyenesre vonatkozd nyoma-

tékdt.

349. A ¥(3,2,1) vektor kezdGpontja A(2,4,0). Szdmit-
suk ki v-nak a koordindtatengelyekre €8s az origét az
E(4,4,1) ponttal Osozekidtd egyenesre vonatkozd nyomatédkait,

320, Egy vektorrendszer eredSvektora v(2,41,7), 8%
A(—1,3,0) vonatkoz$ eredS nyomatéka m(—2,5,1). Szimitsuk
ki a rendszer origdra vonatkozd nyowmatékdt ées sajdt nyo-

matékit.

324. Egy vektorrendezer ered-vektora v(1,-2,—-1); az
A(2,1,-2) pontra vonatkoz? eredényomatéka m(3,6,0), Irjuk
fel a cenirilis tengely egyenletrendszerét.

322, Egy iektorrendszernek a koordindtarendszer kez-
d6pontjéra vonatkoz$ eredSnyomstéka m(6,3,-6), eredSvekio-
ra ¥(2,6,3) Irjuk fel centrdlis tengelyének egyenletrend-

gzerdt,
323. A P4(2,0,2) kezddpontd v4(0,5,0) ég g P,(0,2,2)
kezddponti 12(0,-3,0) vektorokbsl 41135 vektorrendszernek

hatirozzuk wmeg az origdra vonatkozd vektorkoordindtdit és
centrilis tengelyének az origdtél mért tdvolsdgdt,
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324, Egy vektorrendszer ercdSvektora: ¥ = o, eredd-
nyomatéka: w(9,2,~4 ), Adjunk meg olyan vektorpdrt, amellyel
a vektorrendszer helyettesithetd, irjuk fel hatdsvonalaik

egyenletrendgzerét,

325, Allapitsuk weg, egyenértékii-e az aldbbi két vek-
torrendszer (51 ay, hatdgvonaldnek egy pontjdhoz outat ).

I. rendszer: 54(4,2,—1), v4(2,~2,1),
52(-2’4’0)’ 22(4,0!3)!
23( 01090)1 23( 03—45 1 ),

24(4,2,0), 24(‘3’4"'4 Je

II, rendszer: ;5(—2,1,0), 35(3,—2,4),
26(010!0)3 36(—4’3v0)s

?_7( 0,1,-4), _Y?( 44=3,0)

326. Bizonyitsuk be, hogy ha a kttott velktorok hatis-
vonalal egy K ponton mennek 4%, akkor ered§jik a K-n dtme-
né hatdsvonald egyenes.

327. Egy vektorrendszer centrdlis tengelye 4thalad a
T(6,3,2) ponton, ereddje = ¥(1,2,-2) vektor a T~re vonatkozs
nyomatéka y-ral egyirdnyi és hossza 50 egység, Szdnitsuk ki
a vektorrendszernek asz origdra vonatkoz$ nyomatékdt.

328, Egy vektorrendszer s P4(2,2,2) kezddpontd ¥,(0,4,0)
€8 a P2(2,0,2) kezdSpontid !2(4,0,0) vektorbsl 411, Irjuk fel
a vektorrendszer centrilis tengelyének egyenletrendszerdt.

z v 329. Az egységkocka élein kije-
=3 181jik a Ypr Tos Y3 vekto-
£ rokat (329.4bra ). Rajzoljuk

v be az dbrdba a centrdlis
= tengelyt.

0 7

¥2
V
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Szdmitsuk ki a Tgr Tos cees
Y5 vektorokbdl 4116 vekior-
rendezernek az origdra vonat-
kozé vektorkoordindtdit; a
rendgzer gajitnyomatékdt; a
P(2,1,3) pontra vonatkozd
nyomatékdt; irjuk fel a

centrdlis tengely egyenlet-
rendszerét, Mivel helyette~
sithetd m vektorrendszer?
(330.4bra: A(3,0,0), B(0,6,0),
C(0,0,37%

Szdmitsuk ki =& Y0 Y20 Y3
vektorok dltal meghatirozoti
vektorrendszer (334.4bra) o-
rigdjdra vonatkozs vektorkoor~
dindtdit; sajdtnyomatékdt, és
irjuk fel centrdlis tengelyé-
nek egyenletrendszerét.
(A(3,0,0), B(0,6,0), C(0,0,3),
¥, az 0B felezdpontjdba mutat)

A koordindtarendszerben egy
gzabilyos okiaddert helyez-
tlink el, amelyben 8 tengelyek
hogaza 4. (332.4bra) Szdmit-
guk ki a Y45 Jo9 eees Y vek~
torokbdl 41146 vektorrendszer
O-ra vonatkoz$ vektorkoordi-
nitdit., Mivel helyettesithe-
t6 a vektorrendazmer?
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0
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333.

334.

335.

Egy vektorrendszer a 333,
4brin l4thats AB B C €
0_C L0 vektorokbdl éll qza-—
mltsuk ki a vektorrendszer-
nek az 0 ég a C pontokra
vonatkoz3d vektorkosordindtd-
it és a rendszer sajdtnyo-
matékdt, ha a kocka élhosz—

87a 4.

Szdmitsuk ki a 334. dbrdn
ldthatd kocka élein adott
vektorokbdl 41135 vektorrend-
gzernek a sajdtnyomatdksit és
irjuk fel centrdlis tengelyé-
nek egyenletrendszerét. (A
kocka élhossza egységnyi, a
vektorok hoggza i). Mivel he~
lyettegithet§ a vektorrend-
gzer?

A 335, 8dbrdn l4thats kocka
€lhogsza 2, az élegyenepeken
levd vektorok egységvektorok.
Szdmitsuk ki ebbdl a hat vek-
torbsl 4113 vektorrendeszernek
eredSvektordt, az O-ra vonat-
koz$ eredd nyomatékit., Helyet-
tesitseitk az adott vektorrend-
gzert egy lehetlleg egyazeri
vektorrendgzerrel,



336, A 336,4brin ldthatd a &l-
hoggziadgd kocka lapdtlsdi-

g b3l, illetve éleibdl alkot~
A 7§ tuk az AC, C A, AA_, C_C
J By vektorokat. Szamitsuk ki a
fenti vektorok 4ltal alko-
0 IC tott vekiorrendszer eredd
A Y vektoridt, az O és A pontokra
X B 336 vonatkozd eredd nyomatékit.

337. Egy vektorrendszernek az ered§vektora v(3,4,1), az
origdra vonatkozd eredényomatéka m(—2,3,4 ). Mutassuk meg, hogy
a centrilis tengely tetszSleges pontjira vonatkoztatva az eredd
nyomaték és a v hosszdnak a hinyadosa 411land3, Mekkora ebben
az egetben az 4llandd értéke?

338, Bizonyitsuk be, hogy hdrom vektor akkor és csakis
aklcor alkot egyensiilyi vektorrendszert, ha hatisvonalaik egy
gikban vannak és vagy pirhuzamosak, vagy pedig egy ponton
nennek 4t.

339, Legyen A, B, C, D a tér négy adott pontja., Szimit~
suk ki az AB AC AD BC CD DB vektorokbsl 2113 vektorrend-
gzernek az AC tengelyre vonatkoz3d nyomatékdt. A pontok amilyen
elbhelyezkedége mellett lesz ez a nyomatsk 07

340. Bizonyitauk be, hogy két vektorrendszer egyen-
értékii, ha a két rendszernek hdrom, nem kollinedris pont-
ra vonatkoz3d nyomatéka egyenld.



A FELADATOK MEGOLDASAI

f.8-Db, b-g, c~a.
2a Y1 =a + b, ¥, = —(a + b),
vy=a+b+g g =—(h+e)
Y3 ¥; =8 +b~-c.
.’I N
AN
7 ‘\‘ ‘\,l\
/ VY
A V5| X2
A — c
I . 1 —
WA
5 \
a 2.

3. I, megolddg: Az OA—- OB és OD — OC a paralelogram-
ma két gzemkdztl élvektora, ezért egyenldk. Az egyenldsdgbdl
dtrendezéssel kbvetkezik a bizonyitandd.

IT, megolddg: Az 4516k M metgzdg~
pontjihoz -~ azaz felezési pontja-
ikhoz mutatsd -

OA + OC . OB + OD

—3 8 Tz
vektorok egyenldk, tehdt kétgze~
reseik ig egyenldk.

4., Az e1626 feladat alapjdn a + ¢ = b + d, tehdt
d=4a+c-b

5. Ha az élvektorok a, b, ¢, a velik kzts csicsbsl
indulé$ lapdtlévektorok & + b, b + ¢, ¢ + a, tehdt

at+tb=x
b+ec=y%
c+a=z

i

wn

o
)



E hdrom egyenlet Jaszege: 2{a + b + ¢) = X + J + 2, EbbSL
az egyenletek kétgzereseit kivonva kapjuk rendre, hogy

~-X + + 2 - + 2 X+3y3—2
e=EACE a2 5= p-EILT
6. A1litsuk eld a sikban forgd vektorokat a hatszig-

calicgok helyvektorail segitségével.

7. Az alaplap csidcsainak hely-
vektorai:

. Xy Lo L~ X ~Xy ¥y X — X-
z A fed{flapé:
1 x+3z, y+32 y—X+ 3z, 6th,
el
X "Xy Y 7

8. Az |al b és {bf a vektorok egy rouwbuszt feszite-
nek ki, a paralelogramma szabdly szerint |al b + |b] a
ennek a rombusznak dtldévekiora.

9. Mindkét vektor hossza |a| |b].

10, Az a és b végpontjait, illetve a b és 5a — 4b vég-
pontjait Ggezekttd vekiorok 8 — b, illetve 5(a — b), ezek
kollinedrigak, tehit a hdrom végpont valdban egy egyenesen

Vane

14, ¢ végpontja akkor és csakis
akkor van rajta az a és b
végpontjai 41ltal meghatdro-
zott egyenesen, ha a ¢ — a
és b — g kollinedrisak,

Hac=oag + (1 - aly,
gkkor ¢~ a = (1~ a)lb—~ a),
1. tehdt ¢ — a és b — 2 kolli~

(S|
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nedrisak, ha viszont végpontjaik egy egyenesen vannak,
¢c—b és a-— Db kollinedrisak, tehdt van olyan a,
hogy ¢ = b = a(a - t), azaz ¢ = aa + (1 — a)b.

12, JelBljikk a négyezdg csUcsaihoz, illetve oldalfe-
lez8 pontjaihoz tartozd helyvektorokat a megfeleld kigbe~
tikkel. Ekkor

a +d b+g

X=b-a y=c-4d, £,= =, f, = z -

Ezért b b
-8 ¢—-D X+yx

3‘22"34- 2 + 5 = 3 .

13. Ha a tetraéder csilicsainak helyvektorai a, b, ¢, d,
az élfelezd pontokd

at+bh b+te g +d d+a
5 T 5 3 H

a felezdpontok 41tal meghatdrozott négyszidg két szemkozti

oldal vektora egyardnt
8-c
2 *
ezért valéban paralelogramma.

14, Ha a négyszdg csticsainak helyvektorai a, b, ¢, d,
a kbzépvonalak felezlpontjainak és az 4t1dk felezdpontja~
1t Yoszekdtl szakasz felezdpontjinak a helyvektora egya-

rént
a+b+c+d

4 a

45, Legyenek a szakaszok fele-
zépontjai rendre A',B',C1,
D! ég az alakzat pontjainak
helyvektoralt jelsljik a
wegfeleld kisbetlikkel, Az
ABCD és XYZV paralelogramma
volt4dbdl kivetkezik, hogy
b-a=¢g-désyg—-x=2-
— v. Azt kell bizonyitanunk,




. b+y [ _8+X
hogy P' — E‘ = E' —dg" Mivel E' = 5 ’ E = —T’
+ g + v L.
e! = = ¢ég d' = ===, ezek helyettesitésével a blzo-

nyitandd addédik.

[{e]

46, 2b — a.

17, Legyenek A, B, C, P helyvektorai rendre s, b, c,
p. A tiikorképek helyvektorai rendre 2a — p, 2b ~ 23 + p,
2c — 2b + 22~ p, —2¢ + 2b + p, 2¢c — P, P-

18, Egy szabdlyos hiromszig kbzéppontjdbsl a cseticsok-—
ba mutats vektorok,

49, Mérjilk fel egy pontbsl kiindulva a Vyr Tor eeey
L vektorokat., Egyik tetmzlleges vektorbsl kiindulva ad-
juk Sgpze a vektorokat olyan sorrendben, hogy minden vek-
torhoe azt fiizzikk hozz4, auely pozitiv koriiljdrdsi irdnyt
betartva a legktzelebdb van hozzd. Az igy nyert zdrt vek-~
torsokszdg konvex lesa,

20, 8 +2b 2a+ D
3 3 °

24. A paralelepipedon O csi-
ceibsl kiinduls a, b, ¢
dlvektorok végpontjai 4,
B,C, Az 0-b6l indulsd

\ testdtlsvektor & + b + ¢,

L/ az ABC hdromszdg slily-

= A pontjdnak helyvektorsa

2
+
Lo
+
{2

a a+bh+e

S R
tehdt a teatdtldvektor
harmada, ami éppen azt
jelenti, hogy az ABC eik harmadolja a testdtlét,

y
e
Q

22. A keregett O pont a pontok meghatdrozta pontrend-
szer silypontja. Megszerkeszthetjilk gy, hogy egy tetszd-~
leges pontb3sl a pontokhoz mutatd helyvektorok Saszegének
az Otudét vesszilk, az O-nak ez lesz a helyvektora.
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23, Legyen az n-9ldald szabdlyos aokeztg kbzéppontja
0, ebbll a cevcsokba mutatsd vektorok 81 8ps +--, 8.5 8

silypont g helyvektora:
g = E'I + §2 toees ¥ En
- n -

Forgasgsuk el a sokeziget a vektorokkal egyiitt O koril %?

azdggel,és legyen asz g elforgatottja g', Mivel a ceticaok
helyvektorainak halmaza agz elforgatdssal Ynwmagiba megy it,
g8 = 8', amni csak Ygy lehetséges, ha g = 9, tehit 0 a adly~
pont,

24. Legyenek a csticaok helyvektoral rendre a, b, ¢,

d. Alitsuk e16 ezekkel a tetradder £s a lapok sulypont~
jait, stb.

25. A feladatok megolddsfdnidl azt kell felbasgsndlnunk,
hogy winden vektor csak egyféleképpen bonthats fel aésb
irdnyd Usszetevékre, tehdt pl. az

a) esetben: a =3, 2B+ 1 =5; p = 2;
R

I
o
2

bya+p ~1=0, 2a-p
Cla=p+1, f=—a+1; a=1, p = 0.

26, PA + PC = PB + PD, mivel windkét oldalon P-bdl a
négyzet kdzéppontjdba mutats vektor kétszeregse 411, ezért
IPA + PC| = & kbr dtméréje.

27. Mérjikk fel az 0-bsl az OA +
+ OB + OC ~t, é8 legyen =
C végpontja M, tehit
Ol = OA + OB + 0OC.
ElegendS megmutatni, hogy M

0 rajta van ABC tetszfleges
wagagsagvonaldn, pl. a C-bsl
AT —>B indulén azaz CM L AB.
\J Mivel CM = OM — OC = OA + OB
A + 0B 27 éa OA + OB valjban meréleges

az AB oldalra a paralelosgramn-
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ma sgzabily miatt (rombusz! ),

28,

Mivel KA = OA — OK, KB =
= OB - 0K, KC = OC — OK,
KD = 0D — 6%, ha az AB,
illetve CD gzakaszok fele-
zéai pontjai F1 ég FE’
KA + KB + KC + KD (OA +
+ OB) + (OC + 0D)—-4 0K =
2(0F4 + 0F2)‘- 4 OK
= 2 0K — 4 0K = 2 KD, tehdt
az tsszeg csakig K helyze~
tétol fiige.

29.Az egyenesek kbzbs O pontjd-

b3l az egyenesek irdnydba
mutats vektorok legyenek a,
b, ¢, d. Koziilikk d biztosan
eld4llithatd

g =aa + fpb +q¢
alakban, ebbsl

d-7e =P~ (~aa)
tehdat az 0-bgsl induld — ag,
Pby 3¢, 4 vektorok végpontjai
paralelogramait alkotnak.

30. (0,0,0), (1,0,0), (0,4,0), (0,0,1),
(49410)1 (07434)9 (4s0’4)’ (1,4,4).

34.Legyenek a hatszog csucsai

<1

ABCDEF, Mivel KC = =

= (0,1,-1), a C cmics koor-
dindtdi (4,2,3) A tobbi
celics koordindtdi az 4,B,C
ceucgok K-ra vonatkoszd tiik—
rozéeébll adddnak, ezért
D(5,4,3) E(5,0,4), P(4,0,5).
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32, Felhasznilbhatjuk pl. hogy az AC és BD amzakaszok-
nak azonos a felezési pontja, ebbdl: D(~2,—4,42).

330 C("?,Eg—d ), D(4’4,2}¢

34, Ha A,B,C helyvektorai a, b, ¢, akkor a paralele-
pipedon t&bbi ceicsdba rendre az a + b, b + c, c+a, a+
+ b + ¢ vektorock vezetnek, esek koordindtdi azonosak a
celcsok koordindtdival, tehdt: (—1,13,-4), (5,8,-3),

12,7,~7) (8,44,-7)%

35. Legyen @= 360%/5 = 72°. A

celcsok helyvektorai rend-

re & ¢, 29, 39, 4@ iriny-

Bzbglt egygségvektorok, ezért

a koordindtdk: A2(cos 720,

sin 72°), Ay(cos 144°, sin 144°),
A,(cos 216°, gin 246°),
Ag(cos 288°, sin 288°),

36. Két vektor akkor kollineiris, ha egyikiik a misiknak

szdmszorosa, ezséri:

a) new kollinedrisak, mert ha pl., a = ib lenne,
akkor a harmadik koordindtdra tekintettel A = 7 lenne,
de ez az elsd két koordindta esgetében nyilvdn nem felel

neg;

b) kollinedrisak, c;

o
n
Wi

n

¢ ) kollinedrisak, f

O b E‘
37. Hirom pont akkor van egy egyenesen, ha Osozekots-
vektoraik kollinedrisak, azaz egyik a misiknak szdmszoroga.

8) Mivel AB(6,~5,—5), BC(42,~10,—40), BC = 2AB
és igy A,B,C egy egyenesen vannak;

b),c) kollinedrisak; 4 ) nincsenek egy egyenegen.
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38, Az AB ég BC vektoroknak kollineirisaknak kell len~

niifk; wmivel pedig koordindtdik
@(1751-2)’ %(2,}‘—4,@—1 )f
ez cgak Ugy lehetséges (az elsd koordindtdk miatt ), ha BG =
= 2AB, ezért y — 4 = 10, y = 44; z — 1 = —4, z = —3, tehdt
C(7,14,-3).
L
39, Ha P, G ég P-nek C-re vonatkozd tﬁkﬁr&épgnek, P -

nek a helyvektorai rendre p,c,p', akkor ¢ = = ég eb-
1
b8l p' = 2¢ — p, tehdt p'-nek, azaz P -nek a koordindtii

(3,18,-12)
40, A negyedik tikOrkép azonog P-vel, A tikdrképek
rendre (413,-3,-1), (—=17,11,4), (7,-3,3), (4,3,—~1).

Az ereduény tetmszdleges paralelogramma és tetszlleges P
pont esetén is ugyanez: a negyedik tiikdrkép azonos P-vel,

44, Az [xy] sikon gq(aa,az,O); az [yz] gikon 32(0,a2,33);
a fzx] sikon 33(31,0,32).
42, Igen, mivel mindegyikilk komplandris a-val és b-vel,
43. d~t aa + pb + y¢ alakban keressitk. Ha az aa + b +
+ y¢ = d egyenletet mindhdrom koordindtdra felirjuk, a

20— P+ Y=9
—a + 3p = =9
a +7‘r=‘10

egyenletrendszert kapjuk. Ennek amegolddsa a= 3, p= -2,
Yy = 1, tehdt a felbontds: d = 38 ~ 2b + ¢, az bgozetevdk:
3a( 6,~3,3), —22(21"‘6;0)’ c(1,0,7).
44, A feladat az eldz8 feladat wmintdjdra oldhatd meg,
d = —3a — 3b + Tc, az Ssazetevdk: -3a(24,-21,-3), —3b(0,-9,-6),
Te(7,-7,28).

45. Yy = 8a + b, az Oasszetevdk: 8a( 16,56}, b(—3,0).
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46, Hirom vektor akkor nem fliggetlen, ha egy sikban

vannak.
a) fLiiggdk; b) figgbdk; c ) fliggetlenek; d ) figgdk.

47. a,b; a,d; b,e; b,d; c,d.

48, Wégy vektor gohagem lehet fliggetlen.

49, a) Ha a lapdtldkkal kozSs cattesgbsl indulsd kocka-~
2lek vektorai g, b, ¢, akkor x = a +b és y =1 + ¢, ezért
- mivel az élvektorok kizlil bArmely kettd merSleges egyrdg-
ra - xg = (a+bXb+g)=b =1

2t _1
Iz 33 2

50. AB - AC = 2 - 2cos8 60° = 2.

a=600-

b} coga = .

54, Lisd a 49, feladat megolddednak gondolatmenetét.
ay = 1, a= 54,74°,

2

52‘ 3‘

53« Legyenek a és b a két nem kollinedris vektor és a

rajuk merSlegee vektor ¢, tehit ac = O és bec = 0, A sikjuk

ainden vektora aa + pb alaki, tehdt csak az (ag + fble = O
teljestilését kell igazolnunk, ami nyilvdavald.

54. Feltehetjilk, hogy a szibanforgd vektorok mind egy-—
gégvektorok, wmert ha minden vektor helyett az irdnydba mu-
taté egységvektort vesszlik, a vektorok szbgét nem vdltoztat-
juk meg. Legyenek a sikbeli egységvektorok a, b és ¢, ¥ ve~
lik o szbget zdr be, ezért cosa = va = vb = veg, ebbll
via — b)=wb-¢) =0, tehit ¢ merlleges az a — b és b
vektorokra. a - b és b — ¢ nem lehetnek kollinedrisak, v te-
hdt merSleges a gik két mem kollinedris vektordra, ezért me-~

r&leges a sikra is,

55. Legyen az origd 0; A,B,C helyvektorai legyenek a, b,
Azt kell bizonyitanl, hogy a(lb—~ ¢} + ble—-a)+ ecla~Db)=
0, ami a gzorzdsok elvégzdgdével azonnal kdvetkeazlk.

c.



56. Legyenek az A,B,F pontok helyvektorai a, —8&, Do
PA- PB = (a— pXa + p) akkor ég ceakis akkor ¢, ha PA &g
PB werSlegesek, Mivel (a — n¥a + p) = §2 - 22 = 0, [p} =
= PO = |a| = OA,

57. A gzorzdg disztributiv gzabilyit alkaluwazva
(a +Db+ g)2 = §2 + p? + 92 + 2ab + 2be + 2ca, az utdbbi
hdrow tag azonban O, mert pdronként merdleges vektorok

szorzata,
58. a~ral vald gkaldris szorzatuk O,

59. A merdlegesség miatt 0 =
= b(a + p2) = ab + pb°, eb-
bdl
. _ab
P b2
A gzerkesztéa az 4brdrél le-
nlvashatd, Mind a szédmolds~
bdl, mind a sserkesgztésbdl
59. kitiinik, hogy a + pb =

ab
=g - ii b, az a b~ra merile~

ges Ugazetevije.

60. a) Legyenek az egységvekiorok €1285183s gzndgik a az
eq t &5 ¥ g3 =2 egyenlet négyzetre emelve:
3 + 6 cosa=0, a= 120°,

b)ey + e, €4 + 84 = 2, négyzetre emelés utdn:

4 + 12 cosa = 0, cosa = — %, as= 109,470. (Az ey vektorok

egy szabdlyos tetradder kozéppontjdbsl a calcsokba vezetnek, )

61, A kezd8pontbdl a metszéapontokba mutats vektorokkal
fejezzlik ki a hdrowszdg oldalvektorait és mutassuk meg, hogy
kozilik birmely kettd skaliris szorzata pozitiv.
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62. Ha az ax = a egyenlet mindkét
oldaldt elomztjuk [a|-kel &g
a

bevezetjik asz &l = p jeldlést,

kapjuk, hogy

ax=p,
ez azonban azt jelenti, hogy
az x vektorok a° irdnydn levé
eldjeles vetiilete mindig f
hossziisdgn, az x vektorokat te-

-
18

1%

62.
hdt a kivetkezd mddon dllithat-

juk eld: go kezddpont jdbdl ge e~
gyenesére eldjelesen felmérjiik

a p tavulsdgot €s végpontjdban go—ra merdleges sikot &11itunk.

éo kezdGpontjdbél a sik pontjaihoz mutaté vektorok a feltételnek

eleget tevd x vektorok.

63. Legyenek az s silypontbsl rendre az A,B,C,P pontokba
autatd vektorok a,b,c,p. Ezzel a jelSléssel PA° + PB + PC°
= (a -~ E) +(b—~p) 1—(0 - g) = a2 + b2 + 02 + 32
— 2p{a + b + ¢), Mivel 9 éa a + b+ ¢ =0, a négyzet-

Oagzeg = e

ASHH]

b
a“ + 92 + ¢~ + 3r° = 4llandS.

64. Ha a paralelogramms egy csiticsbél kiindulsd két oldal-
vektora a és b, akkor atlovektoral g8 +b éds g -~ b, azt kell te-
b4t igazolnunk, hogy (a + b) + (a - p)g = 92 + 2Q2, ani nyll-

vdnval3d,

65, Az Abra jelBlésgeit hasznalva
PAZ + PC° = a2 +(a+x+y)i=

b c = 2a 2 4 x° + X + 2a(x + 3,
] PB2 + E =(a+3) +(a+x)=
X = 2§2 + x° + 12 + 2a(x + 3 ),
b y amivel 41llitdsunkat bizonyitot-
|
A B tuk.

19

65.

—

66. Legyen DA = g, DB = b, DC = c. A feltétel szerint



—c)Y=0, e két egyenlet megfeleld oldela-

ela — ) =0, al}
a - c) = 0 egyenldagdget kapjuk, ami éppen a

b
11 Ossszeadva a I
bizonyitanddt igazolja.

67. Legyen DA = a, DB = b, DC = c. A feltdtelezett azo-
8 2 5 s
noesig azt jelenti, hogy (a — . +¢"=(a—-¢c) + b =

={b — 912 + a”, Az egyenlleég elad része azt jelenti, hogy

a® + p° — 2ab + c =a  + gé — 2ac + b7,

azaz AD 1 BC. Gondslatmenetink megforditdsival addédik, hogy

ha AD1 BC, akkor AB® + CB® = AC® + BD2. Hasonlan bizonyit—

hatd a feladat még hitralevd régze is.

68, I, megoldds: Megmutatjuk, hogy
ha az 431k werflegesek, akkor
& gzemkOztl oldalak négyzetBagzn~
szege sziksdégképpen egyenls, és
ha a szemkdzti oldalak négyzetidsc—
gzege egyenld, skkor az 4tl1dk
merdlegesek, Az dbra jeldlémgeit
haszndlva a szemkSzii osldalak
négyzettsszege: g2 + 92, ill,
?2 + g2; az Atldvektorok a +
+ b és b + o, Az dtlsvektorok

68.a.

werSlegesgdége azt jelenti, hogy
{a + Xk +c) =0, azaz ab + ac + be + 92 = 0. Mivel d = —(ag +
+ b+ ¢), ezdrt 92 + ge = 92 +a% 4 b2+ . 2ab + 2ac + 2be =
= 92 + 2(ab + bc + gc + 22) + g§ s éﬁ + ¢". DBz viszont éppen azt
jelenti, hogy a szemkdzti oldalak négyzettggzege akkor és caakis
akkor egyenld egymissal, ha az 4t1dk merSlegesek,
1I. megoldds: A feltétel mze-~
rint (b - aj) = 0. A csuklds
négyezdg egy 1j helyzetdben
legyenek az O pontbsl induls
élvektorok 349 24, Cqe Mivel

a négyszdg-oldalak hossza vil-

tozatlan, a® = g%, b2 - b2,
(a—g)2 = (24—9_4)2 és
2 2
58.b (:Q"‘c) =(b.q""c)|)i
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ez utidbbi kettd részletesen:

2

1o

2 2

" +¢” — 2be

+ g% - 2ac

[J+

to

2
1
2
1

+c - 2

o
10

=1

AV LN

E két egyenlet megfeleld oldalainak kiildnbségzéb3l adsdik,
hogy (b—aXx = (Qq — 8q, = 0, tehdt az 3t15k az 1j hely-

zetben is wmerllegesek.

Bl

69,

69. Az A,B,C celcsokbsl induls

merSlegesek taldlkozzanak az
origdul vilasztott O poni-
ban, az A ~bél ég B -b5l in-
duldk pedig az X pontban. BE-
legendd azt igazolnunk, hogy
XC’ merdleges AB-re, A gzd-
ban forgd pontok helyvekto-~
rait jeloljék a megfeleld
kigbetiik, A feltdtelezett
werilegessdgek miatt

atk! = ¢'"}=0, b(¢' —8')=0, ¢(a'" ~b')=0,

(' —xXb=¢)=0, (b —xXc~a8)= 0.

A bepzorzdsok utdn ezek ilyen alakban irhatdk:

ab' = ac

‘s be' =Dba', ca' =cb', g'b-a'c =

Z(b~c) b

C

b=

- b'a = x(¢c - a)d.

Bizonyitandd: (¢! ~ xXb—-a)=0, agaz ¢'b—c'a = x(b~— a2k

Adjuk Ussze az utolsd két feltételi egyenletet, majd hagz-
niliuk fel bennitk az elsd hiron egyenlet dltal nydjtott he-
lyettesitési lehet3iségeket, igy éppen a bizonyitanddhoz ju-

tunk.
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70. 7, 100, 29, 38.

71. a) tompaszig; b ) hegyesszdg; c ) derékszdg; d) he-
Zyesszig.

72. |a] = 18, |bf = 3, |c} =1, jd| = {197, |g| = 25,

I£] = /2.
73. Mivel a° = I_g—l’ és (8] = \/m = 13,
a’ = (‘4%, - %, —%);
b = (0,0,-1), ¢ = (V%i’ V%E J‘& 7 - (= 5.0, 75
= (12, 2, 10 = (B, 2,

0 3 4 0 o 1 4 8
4. 2,1("' "5‘,01'5' ) 22(01 0,13, 23("' 515 F )s

vo(9 46 N N
~4 346" 346" (346

75. a) 90°; b) 57,49%; ¢) 60°; d) 107,29%; e 134,24°,

76. ab = 36 - 24 + 2 =0, z =~ 12,
v k 1 i
T7. cog (v,k) = ———tbu = = —
(%) = THTE] IH

Jcos%p + sin%p +4

78, A gzbgek koszinuszai a Ig koordindtdai, mivel zo =

- 3 o 8
= (_..___ _—) coga = —_— X = 440,56 sy COBQ T eme—
R > v
. 0
ay = 20,56".

79, A kérdéses szdgek koszinuszai a vektor irdnydba mu-
tats egygégvekior kooxrdindtdi (irdnykoszinuszok ) (v} = 9,
ezért az irdnyszbgek koszinusszai:
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. _ 4 _ o
cosd . = g , a, = 63, 61
cosa y =~ %, a, = 96,389,

_ 8 o
cosx = g, a, = 27,277,

80, a» a,ﬁ,g gzdgeknek ~ as irényszdgeknek ~ a kogzi-
nugzai ac egysegvektor koordinatdi, (cos 45°, cos 600, cos

120° ) = (77’ 4 — -), mivel

tehdt & vektor 1létezilk.
b} nem létezik;
c) létezik,

84, Lezyen a keresett szde a.

Feltehetjik, nogy a vektor egygégvekisr, hiszen a
tengelyekkel bezirt sz8g flggetlen a vektor hosszdtdl., IMivel
az egysdzvekior koordindidi a tengelyekkel bezirt szbdgek ko-
gzinuszai, a koordinitik {cos 600, cog 450, cosa ) =

_ V2 P 2 2 1 ;0
= (35 =5, cosa ) és 773 tecosw =1, cosa = 7y = 60",
a, = 120°,

82. iivel az irdnykoszinuszok (az egyseﬁvektar koordi-
pdtdi) né ﬁyzetosszevp 1, azaz €258 o + cos ﬁ + cos X = 4,
ezértzsi"‘a + sin?P + sin? Y= 1= cos% + 1 — cos P+ 41—
— cosy = 2.

83. Vegylk észre, hogy windhirom vektor hossza egyenld
(In2 +n + 1]), és bdrmely két vekior meréleges egyuisra.

2 2 2 2 2
84. Jv,i = a” — ab + b", Yol = a” + 2b7, |v3| = a" + 2,

+ bz) + 1.

m

[ Y4l = 2(32 -

85, A négyszig paralelogramma, mivel az AC és a BD aza-
kagzok felezégi pontja egyarint a (4,2,—4) pont; rombusz,
mivel k2t szomssddog oldala AB = = {26 (ugyanez az 4tl3k
nterflegességével is belsthats )

-?U



AP . 2 2
86, v koordindtdi v(x,y,o), mivel hosgza 5, x° + y° =

= 25, és merGleges n-ra —4x + 3y = O, Az x~-re és y-ra add-
dott egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy x = i3, ¥ = i4,
tehst a két lehetaséges megoldds ¥4(3,4,0), vy(—3,-4,0)

87, Legyen a keresett pont C(0,0,z); a C?:Q(Q,O,-—z) éa
CB(0,1,—z) vektorok szdge 30°-03, ezért

CA - CB _ _ z° V3

ICAllGBI 4 + 22 2 7
ebbdél z = 12,54, teh4t C,(030;2,54), €,(0303-2,54)

88. Legyenek a keresett v koordinitdi v(cose, glng ,0 )
v é8 e gzbgének kogzinusza:

ev s
o) = ey T SHEEER =g eg s stnge P

Hogy ezt a trigonometrikus feladatot .egoldjuk, szorozzuk
meg mindkét oldalt cos 45° = gin 457 = _22 ~vel:

cosp cog 457 + ging 8'n 45° = cos(y — 45%) =

@4 = 97,24° @, = =T7,24°
€g igy a keresett vektorok 1'4(—0,426; 0,992;0)
32(0, 9923:—0,426;0),

89, a® 49 + 1625 = 89,31 b) 72,3°

90. Mivel |l =3, ° = (5~ 5.4,
ab® = 9, ezért a b-ral pirbu-

a-{ab”b®= zamos Osgzetevd (ggo )_‘go =

a a2 = (6,-6,3), & b-ra merfleges
T opZT tsszetevs pedig a — (ab’ n° =
= (-=3,0,6), (Kbnnyen ellendriz-
(@b’ )b’ = 5 hetjik, hogy a két Seazetevd
=gt——)~b valdban merlleges egymigra. )
b2 = 90.
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Gyakorlatilag azonban egygzeriibb, ha megjegyezziik, hogy a b~
ral parhuzamos Gaszetevd

ab. ; - ab
—? b €3 a rd merdleges a — Eg b,
ég ezzel szamolva révidebben adsidnak a vektor;k- ab = 27,
b% =9, 28 =3, 3b = (6,~6,3) és a — 3b = (~3,0,6),
94. A v-ra pdrhuzamscs Sggzetevsd: (%2% %%% gégg),
a rd mer8leges Saszetevd: 23%, %%%? 69 }

]_ 21
ﬂ -

93. Az |alb <s |bja vektorok egyenld hossziak ezsrt
‘sgzegiik a paralelograzma gzabily miatt (rombugz! ) felezi
gzlgilket, tehit a és b szdgdt ig. Mivel lal = 9, ibl = 24,
lafb = (—~45,36,480), |bja = (—21,84,168) 35 igy a gzbgfelezd
vektor: |alb + |bla = (~66,120,348) vagy segfelel bdaruely ez-
zel pirhuzamos vektor is, pl.: (—14, 20,58),

Megjegyzds: a° + b> is szdgfelezd vektor.

U, z = 10, D(=1,12,7).

fl

J5. Mivel AB = (—4,2,2) ég ¥ erre meréleves, v . AB
= = =8 + 22 z = 4§ ég igy v = (4,-2,4), IAQi = 3, |vi
sért v9 (3' 3,2), ennélfogva a v-ral pdrhuzamos -ldal-
fektorok 3y >Zral egyenldk, koordindtdik (2,—-1,2) 8 a migik
<4% négyzetcesics C(6,5,1), D(7,3,~1).

A nigyzet oldalvektora azonban ~339(~2,4,—2} is lehet,
ezért a C,(2,7,=3), D,(3,5,—5) ceticsok is kieldgitik a fela-
dat feltdételeit.

1}

6,

96, A rombusz oldalhossza: tal = 9; mivel |b| = 3, a
adsik oldalvektor 3b = (6,-3,6), a negyedik csics helyvek~
tora a + 3b = (10,4,2). A rowbugz csdcsal tehit (0,0,0),

(4,7,—4), (10,4,2), (6,-3,6).
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37. Az A-bdl a rombusgz K kizép-
pontiiba mutatd vektor b~-nak
v-ral pdrhuzamos Ssezetevije,

bv 2
azaz —5 V. Mivel by = 36, v° =
¥
144 bv 4 by (2,-1,2)
= P I PR — .
) P 4t v2 Y ’ ’

Ennélfogva B koordinitdi (2,3,7),
a K kbzépponté (4,—-1,3), B-nek

97 K-ra vonatkozd tilkktrképe

DX 6,~5,~1) éa mivel AC = 24K =

= (4,-2,4), C koordindtii (6,~-2,5)

98, Haszndljuk fel a szorzds dissztributiv torvénydt &g
azt a tényt, hogy kollinedris vektorok vektoriflis szorzata

9'
—
99. sing = 251 = 0,98.
100, Valamennyi pdrhuzamos egy az n-ra merdleges sik-
kal.

104, A megadoit két epyenldgdg killdnbséget kepeszve
rendezés utdn kapjuk, hogy (g — d)x (b=-1c¢) = 9o, awi 4ppen
azt jelenti, hogy 8 — d €3 b — ¢ kollinedrisai.

102, A hirom pont alkor és csakis akkor kollinedris, ha
a — ¢ €9 b — ¢ kollinedris vektorok, azsz (g —¢c) x (b —¢) =
= 9, anl kifejtve éppen a bizonyiitandst adja.

103, a — c és b — ¢ a ik két vektora, a normilvektor
ezek vektoridlisg gzorzatival pirhuzamos. (a—c)x(b-c)=
=aXb-gxb-axg=a8xb+bxc+gxa

104. Az elsS egyenléségbél a x b— b x ¢ =9, (a +¢) X
X b = g adddik, ezért a + ¢ kollinedris b-vel, azaz a + ¢ =
=ib.bxc=cxa-bdlrbxc=2gxaés(a+clxg =
= Ac x g, 8 x ¢ = A¢c x a adddik, amibdl i = -1, teh4t a+cgs=
=-b, 8a+b+cg=o.



Megforditva: haa + b + ¢ = 2, ezt az egyenletet b-ral
@ajd ¢-ral vektoridlisan szorozva kapjuk, hegy ax b +cxb =

=9ésaxg +hxeg=o, ani Sppen azt jelenti, hogy a x b =

=bx¢=cxa.

105. Az A pont BC egyenesbdl mért
tdvolgdga az ABC hiromgzbg A-
hoz tartozd magassigdnak a
hoggza, ami ABC kétszeres te-
rilletének és a BC oldalnak a
bdnyadosa. Mivel 2t po =

= l{(b—-ax(c—-2a)l =taxbh+
+bxec+cxal ég BC = |b—~
-cl,
4o 2XBtbxc +exa
ib — ¢

106. a) A paralelogramma teriilete la x b], Mivel a x b =
=(3,38,-13), t = |a x b] = 3% + 38 + (=13)Y = [1622 = 40,27.

b) 972 = 31,48;

cl 49,
1 _
107. a) 4 /1880 = 21,68,
b) Mivel % =—g JAB x ACI és AB = {3,3,6),

AC = (=1,-4,4),AB x AC = (36,-18,=9), t = % /367 + (—18)° + (=9)°-

= g J1701 = 20,62,
c) 7,5
43 0,

108. t =3 la x bl. Mivel a x b = (0,0,a,b, — ayb, ),
1
t =3 tagby — aybyl.

109, A magassdg a kétaszeres teriilet ég a BC oldal hinya-

doga: 5.

110, x pirhuzamos az a x b(—7,-5,—~1) vektorral, tehdt
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(7%, 51, A)alakt, ezért cx = 7h + 104 — Tx = 10, X = 1, en~

nélfogva e = (7,5,1 .

111, Mivel a x b merdSleges a-ra is ép b-ra is és a x b =
= (-7,-5,8)¢c axbs= ~14,-10,16).

1l

2
x b
]|

;8

-

143, Ha a két csalcs helyvektorai a(4,4,8), b(8,—4,1) ak-
kor a harmadik cslics helyvektora g x b-ral kollinedris,

a X b=(36,63,-36) (ax E)O = (%, %, - %}. A kocka élhossza:

fal = 9, ezért a harmadik élvektor x 9%(a x 9}0, azaz (4,7,—4)

vagy (—4,-7,4)

144, A magassdg irdnyit az AB x AC = (1,40,3) vektor
adje. Mivel ennek hosaza (110, ezt a vektort -zel kell

J110
- T — 1

megszoroznunk, hogy az AA -1 kapjuk: AA = ( 2 ’ 20 . 15 )
410 140 140

v — —1 —

ugyvanez az A hirom koordindtdja is.Mivel AB'= AA + AB és

- - T ——

AC = AA + AC, a B, illetve C koordinitdi: B(—2e— + 4, —20- —

S0 fi10

— 4, 22 42y, o=2— + 3, 22 15 _ 4y, A feladat egy
4440 J 440 140 410

misik mezoldfsdt kapjuk, ha a fenti AA helyett ellentettjét

gzerepeltetjilk,

115, A baramadik €1 irdnydt az a x b{~-2,2,~1) vektor ad-
Ja (a misik megolddsét a b x a), mivel ennek hossza 3, a har-
madik élvektor 3a x b = (—-6,6,-3), ebbSl a csiicsok az alapon:
(0,0,0), (-1,0,2), (1,1,0), (0,1,2); a fedSlapon: (—6,6,~3),
(—7,6,1), (=5,7,—3), (~6,7,—1).

116. A harmadik élvektor irdnyit az a x b(—20,-24,8) vek-
tor adja, a testdtldvektor a hdrom élvektor Usszege, tehdt d =
=da + fb + y(8 x b), ezt koordindtdkra kiirva hiromisumeretle-
nes egyenletrendszert kapunk, amelynek megolddsa a=f= 1,

Y == 4, tehit a harmadik élvektor — Ha xb)=(56-2)
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t17. A sikok hajldsszbge normilvektoraik hajliagzibgével
egyenld; a normdlvektorokat két-két sikbeli vektor vektoris-~
lis szorzataként d4llitjuk eld, Az ABC gik normilvektora AB x
x AC = (—12,-24,8), az ACD siké AC x AD = (42,~70,~28 ), Mivel
ezeknek cesak az d4ll4pa lényeges, a mz4molis egyszeriaitége
c€1j4b31l a velilkk pdrhuzamosm gq(—B,—G,Q), n,(3,-5,-2) vektorok~
kal is dolgozhatunk., Ezek szbgére:

-

17 2
= , = 66,80,
12411821 7/38 ¢

COS(P=

148. Az dbra jelbléseit haszndlva
a négyszog teriilete az a és b,
illetve b és ¢ vektorok fltal
kifegzitett hdromsztgek terii-
leteinek az Upszege, azaz 2t =
= {a x b|] + |b x ¢cl|, mivel a-
zonban a x b és b x ¢ egyiri-
oy vektorok, 2t = la x b +

tbxel=laxb-cxbl=
|{a—-¢c)x bl, vagyis a két
itlSvektor vektoridlis szorza-

—
=
&a
[l}

tdnak abgzoldt értéke,
Ha [bf = e, la — ¢c| = £, akkor valsban megkapjuk a mondott terii~
letgzdmitigi kdpletet.

119, A feladat azegoldisa azonos a 69, feladatével, ceak
merélegesség helyett mindeniitt pirhuzamsssdgnat, skaldrig szor-
zds helyett pedip vektoriilis szorzist kell mondanunk.

120. Legyenek az A cslicsbsl a tobbi csdcsba vezetd vek-

q 2 1 2 .
s = - Fg—
torol b, ¢, d. tapo = 512 % ¢f, tanc 4(9 X ¢)Y, hasonldan
2 1 2 q 2 . A
taop = gle x 4, tipp = 708 x ). Viezont tp.p = s — d) x

x (c—d)t = ¢ xd +dx bf. Az abszolit értéken

|
o
ol
9]
+
4]

belili hirom vektor pdronksnt merSleges egyndsra, mert merd-
leges sikok normilvektorai, ezért bdrmely kettejilk skaldris

szorzata 0, igy
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1 2 2 21 _ .2 2 2
2 _gltexey v+ (cxda¥ +(dxd) )= tipge + tyap + bippe

tpep

424, Az oldalfelezd pontok hely-
vektorai legyenek a, b és ¢
ezekbdl az X,Y,% ceilicsokba
rendre az X,Jy,%Z, 8z X',Y',Z
ceicgokba pedig a —X,~¥,~2
vektorok vezetnek, a hirom-
gzdgeaglcesok helyvektorai igy
a+x, b+y, ¢+ 3z, illetve

121 a—X, b—y, ¢ — z. XYZ te-

-—

riilete:

IXY xX 2] XX x X2 =

rol >

— — T 1 1
% XY x XZ|, X Y 7 teriilete:

=(b-a+y~-x)x(c-a+z-x)=(b-a)x(¢g—al)+
ty-xdx(z-x)+t(b-alxz+yx(ec—-—a)+xx(b-c)h
XY x%2 =(b-g+z-y)x(e—a+zx—-z)=(b-alx

Xx(g—a)+(g-—x¥x(z—-xY~-(b—-a)xz-yx(c—8)—
— X X (b~ cl Az utolsd hirom tag mindkét OSsszegben o, mert
‘parhuzamos vektorsk szorzsta, ezért a két terlilet valdban e-

gyenld,

122, Mivel abc = (2 x bl 4s a ¥ b és ¢ ssge 60°-o0g,
i

ai|bllcl cos 60° = 4

abc = la x b|fe| cos 60° = 5

abc = (a x bl =[[a||bf sin 30°]i¢|-cos 0° = ja||bflc].

123. Mivel a és b merdlegesek és a x b pdrhuzamos g¢-ral,

124, Mivel a, b, ¢ nemn komplandrisak, abc # O. Vizegdl-
juk meg az adott hdrowm vektor vegyesszorzatdt: (2a + 3b X5b —
—4e)ec—a)=[(2a +3b)x (52— 4g)](c—a)= [10a x b~
—8axg—12h x g ](c— ar= 10 abe + 12 bea = 22 abe # O,

425. A térfogat e hdrom vektor vegyesszorzatdval ezyen-—
16: V = 3,

126. Az A pontot a t6bbivel Hapzekitts élek vegyesszorza-

tdnak a hatodrésze: a) 3; b) 6.
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127. Legyen D(0,y,0). A tetraddert kifeszitd hirom é1-
vektor AB(1,~4,2), AC(0,-2,4), AD(—2,y—1,1). Hzek vegyes-
szorzata 30 vagy —30, ebbdl a D cadcs koordinitii D4(0,8,O)
vagy D,(0,-7,0).

428. A tetraddert az ﬂﬁ, AC =

ﬁﬁ + 36, AB = Aﬁ + ﬁa +
+ €D vektorok fesmzitik ki.
Ezek vegyesszorzatinak ha-

todrésze a térfoga
vV = 8.

128.

429, a) Az 4bra jeloléseit hasz-—
nilva: a tetradder térfogatd-
nak hatszoroza az 0 cadcsbil
indulé élek vegyesszorzata,
azaz 6V = ab(b + ¢) = abb +
+ abc = abe. Alkalmazzuk most
a feladatban megjeltlt térfo-
gatsziamitdsi mddot, mivel az
a ¢s ¢ élvektord kitdrdélek
tdvolsdga (a x ¢ )b

129, TExer

abc

ialic| sin (a,g)

abe

6V = we-
81121 sin (a,c)

lallc| sin (a,¢) = abe, anit bizonyitanunk

kellett.
b) A szakaszok mozgatisa kizben a térfogatszdmitdsnil

hasznilt adatok nem viltoznak meg.

130. a) igen; b) nem; c) igen.
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134. El kell donteni, hogy az egyik pontot a migik hd-
rommal daszekdtd vektorok kowmplandrisak-e, azaz vegyesszor-—
zatulk O-e vagy gem.

a) igen; b)) nem.

132, A hirom vektor vegyesszorzata, azaz a koordini-
t4ikbsl készitett determindns éridke O, ebbél z = —“g .

133, A magassig a hatazoros térfogatnak és az ABC hirom-

gz0g teriiletének a hdnyadosa; m = 11,

134. Ha az eredeti paralelepipedont az a,b,c vektorok
feszitik ki, a lapdtldvektorok a + b, b + ¢, ¢ + a., Fzek ve-
gyesszorzata a 135,.b) feladat scerint 2abe, tehdt kétazerese az

eredetinelk.

135, Pl. b)~t a kbvetkezd uddon igazolhatjuk:
(a +bXb+eXe+a)=[(a+pix(2+¢c)](ec+a)s=
=[axb+axg+bxec]lec+al=abe + bea = 2abe.

. N . s 2 2

136. A bal 5ldalt részletesen kiirva: (axb) =|axbl =
= 32b2 sinz@ y (ab}2 = a2b2 cos2@ ’ sinzq + cas%p = 1 miatt
az 211litdg kdzvetleniil adsdik.
Megjegyezzilk, hogy azonossigunkat a 143. feladat a) azonos-~
g4gb3l kOazvetlenil mnegkaphatjuk ¢ =a, d = b helyattegitég~

gel is.

b + 3¢ = d egyenlet mindkét
oldalit rendre a bxe, ¢cxa, 3 x b vektorokkal, kapjuk, hogy
aabc = dbe, fbeca = dea, ycab = dab, ebbdl . felcserdlési té-
telt figyelembe véve kapjuk, hogy

137. Szorozzuk meg az ag + 3

dbe ade ab.
* = 3ne’ P= Zbe’ 1= 3be

138. Ha a %ocka cslcsainak koordinidtii egdszek, 12 dlveq-
torok koordinidtdi is egdsgzek £€s igy a kocka térfogata - aze:
héron élven*orinak a vegyesszorzata - is egdez, higzen -y
egégzelemii determindns értéke. A tdvolsidgkdplet miatt ar 71-
hossz négyzete is egdsz. BbbGl zdr kbvetkezik - mi—~ - -
fogat az élhossz kidbe - hogy az élhossz két egdss s..u na-
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nyadosa, azaz raciondlis szdm, amelynek a négyzete egdsz.
De a raciondlis gzimok kozdtt csak az egiszeknek egdsz a

négyzete, ezért az élhoagaz egész szdm.
139. A kifejtési tételt alkalmazva: (—18,19,-6 )

140. A kifejtdai tételt alkalmazva kapjuk, hogy

B)x a =2~ (abla, de ab = 0, ezért (a x bl x @ =

1441, A kifejtési tétel hiaromszori alkalmazdsival asz
azonoggdg kdzvetlenil adidik.

142, a)A ¢c x go benne van a sik-
ban és hosgsza |c¢| ging =
= |c| c23(90° - ¢ ) éppen a
¢ sikon levd vetiiletének a
hogszdval egyenld. Ha vigzont
n’-% ¢ x n’-ral vektoridlisan
meggzosrozzuk, ¢ X go 90°-kal
elfordul, igy éppen ¢'~t, a
vetileti vektort kapjuk, te-
hdt ¢' = EO x(cxn )
Az egyszeriibb szdmolds céljdi~-

142.

ra alkalmazzuk erre a kifejtési tételt:c'1

2 9 9.0 ga h s p .
¢ =n x{exn)=c~(en m =¢— =% 0, amibsl ldtszik,
n

hegy ¢' a ¢ n-ral pirhuzamos Gsszetevije.

Mivel cn = =9, n° = 9, ¢' =¢ + 1 = (5,2,~4 ).

152

143, a) Alkalwmazzuk a felcserélési tételt az a x b, ¢, _
vektorokra, majd a kifejtési tételt, kapjuk, hogy (a x bX¢ x &) =;
={(axb)xc]d=[(ack-(bclald = (acXbd)~ (beXadh "

b) Legyenek a gila egy csidcsbsl kiindulsd élvektorai
a, b, ¢, d; az oldallapok normilvekiorai a x b, bx g, ¢c x g,
d x a, az 4tldsikokd a x ¢ 43 b x d. A gikok merdlegessége
normdlvektorailk nerdlegesgségével egyensdrtékii. Azt kell tehdt
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bizonyitani, hogy (a x c)b x d) =

= 0. A feltétel szerint:

(8 xbXgcxd)=0¢és(bxcXaxgd)s=
= 0, Végezszik el itt az a) alatti
dtalakitdaskat:
(a x bXe x d)
— {(bc)Yad)}) =0
(bxcXaxd)
= (ca)bd} = 0.

t

{ac)(bd) -

1}

(ba Xecd )~

143.

E k3t egyenllség Ugszege éppen a
bizonyitanddt adja.

144, a) A spikok metszdsvonala merSleges mindkét sik nor-
wdlvektorira, tehdt a x b~ra és ¢ x d~ra is, ezdrt pérhuzamos
a norzdlvektorok vektoriflis szorzatdval.

b) Alkalmazzuk a kifejtési tdtelt ugy, hogy ellszor
az g, b, ¢ x d vektorokra, najd az a8 x b, ¢, @ vektorokra.

¢) A b)-nél kapott eredmény dtrendezdmdvel adsddik
az 311itds bizonyitisa.

145. Tegyiik fel, hogy a paralelogramait az a $s b velkto~
rok feszitik ki, ezek vetilletei legyenek a' éa b';
t = la x bi és t' = {a' x b'| a vetiiletet tartalmazd sik nor-
nilvektora legyen az n egységvektor. A 142.a) feladat eredmé-
nye szerint a' = a ~ (an), b' = b — (bnln, ebbSl a' x b' =
axb-ax[(an)k - (bnla). Szorozzuk meg skaldrisan n-ral
ennek az utdbbi egyenletnek mind a k4t »ldalst n~ral, (a jobb
oldal ndsodik tagja O lesz, mert merdleges a-ra):

(8" = b'n=(ax b, s vegyik figyelembe, hogy a' x b' pdr-

huzamos p-ral, ebbdl |a' x b'{ = la x b| cosa, azaz t' =
=t cosa.
1460 — 4x + 2y = — 24,

t47. Az egyenesek hajldsszbge normilvektoraik hajlds-
sz0gdével egyenld.
a) 45%; b) 90°%; ¢y 0 { parhuzamogok }; 4d) cogsp =
14

Y13

) (P = 55,490

3l
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148. a) igen; b) nem; ¢) igen.

149, a) Az egyenes normilegyenletdbe helyettegitve P
koordindtdlt, megkapjuk P-nek az egyenestdl adrt eldjeles
tdvolsdgit., A normdlegyenletben szerepld normilvektor egy-
gégvektor., Az egyenes normilegyenlete:

22.:.%1;:—2 = 0, ezért a tdvolgdg: 24 ) - %J 1=-2]2

150. a) 2,5; b} 3,5

154, Az egyenes normilegyenlete 4%5 - %% - 2 = 0, ezért

az origdtsl mért tdvolsiga 2.

152, Az egyenegek normglegyenleteibdl kiolvaghat3, hogy
az origdnak ugyanazon az oldaldn helyezkednek el ég az origd-
t61 mért tdvolegdgaik 1 &g 2, tehdt a két egyenes tivolsdga 1.

153. Az egyeneg normialegyenlete ig% - %# - 2 = 0, tehat

az origdt3l két egysgdgnyi tivolgdgra vannak. A kereseti egye-~
negek origdtsl mért tdvolsdga ezért 8, illetve —4 egysdg, e-

zért egyenleteilk: —",[57"-—%’—- 8 =0, -412’7‘-%‘7’ + 4 = 0.

154, a)d4x + 1 = 0, By + 13 = 03
b)dx — 4y + 3 =0, 2x + 2y — 7 = 0;
c) 14x — 8y — 3 = 0, 64x + 112y — 23 = 0,

155, 8) X =— f — 4%, y =3 + 2t, 2z = 7 + b%;
byx=+%t, ¥y =—1+ Tt, 2 = 2 — 9%;
N E~9 7+ 3 e a.
U) '6 = 2’y"‘8r
d)Yx=s—-14 + 3¢, =9 +2%, z =1~1% (a Ya(3,2,—-1)

ig megfelel irdnyvektornak).

156, Az egyenes irdnyvektorinak = koordindtija O.

157, Hindkettdn rajta van.
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158, a) x = 3, ¥y = -4+ 1, z = 53
byx = &, y = t,
c)x =%t, ¥y =0,

] [®]
TR

O e+
- -

<

juej

=

&«

]

i

¥

1

4

159, Az egyenes irdnyvektora v(a,b,0) alskd. Az egyen-

letrendszer: x = -3 + at, ¥y =7 + bt, 2 = 5.

160, a) Az egyenes irinyvektora a két pont Usszekitd-
vektora, tehdt helyvektoraik killonbsége: ¥(%,-6,~3), vagy
sinden vele kollinearis vektor, tehat pl. 34(3,—2,—4). Az

egyenletrendszer x = —2 + 3t, y = 5—2t, 2 = 6 — t,
D)X =5— 40t, y =4, z = 2 + b3
c)x =G, ¥y = 14t, z = —t

H
dyx=3+t, 3=—-1-1%, z =+t.

464, Az a) s b) alatti egyenesek azonosak, mivel irdny-
vektorai kollinesrisak, mindke$td tartalmazza az (5,—-7,2) pon-
tot, mert az a) esetben a t = O paramndterértékhez tartozik,

a b)) esetben pedig az egyenletrendszerbe helyettesitve koor-
dindtdit —2 = —=2 = —2 addédik. Ugyanigy: a d4) alatti egyenes
azonos az &) €s b alattival, a c¢) viszont killonbidzik t8liik.

162, x = 4 + 5%, y = -7 — 1t, z = =2,

163, A ké1 pontot Oaszekbitd egyenes egyenletrendszere:
x =—b+ 3t, y =6 ~-2%t, 2 = =5 + t, Az xy sikkal vald wmet-
gzégpontra = = O, tehiat t = 5, ezdért a metszéspont koordi-~
natdi: Mxy(9,~4,0}. Hagonldan: Myz(O,Z,—B}, MZX(3,O,—2}.

164. Az adott egyenes (7,—4,0) pontjdt C-re tikrdazve a
(—15,16,2) pontat kapjuk, ezen dtmegy a tiikrozott egyenes és
parhuzanos az eredeti egyenessel, ezért egyenletrendazere:

x = —45 ~ 8t, y = 16 + 6%, z = 2 + 9%,

165, Az egyenesek lrdnyvektorai komplandrissak.

166, Metszi; t = —2 eseiében az egyenes (0,0,—2 ) pont-
jdhoz jutunk, ami rajta van a z tengelyen.

XxX—3 _y3+41 _2z +2
167, 7 = 3 = ‘i .
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X — 4 y+8 z—-—2 X— 4 _ ¥y +8 z = 2
168, 5 = =5 és T = 5 py

169, A sgzogfelezd irinyvektora pl, a szomgzédos ol-
dalak egységvektorainak agz Ysgzege. x = 1 + t, y = 2 — 3t,
z = -7 — 8%.

170. a) Pdrhuzamosak, mert irdnyvektoraik kollinedrisak
és az (5,0,7) pant ceak az egyik egyenesen van rajta.

b ) Parhuzamossak nem lehetnek, mert irdnyvektoraik
gen azok. Tegylk fel, hogy metszbk és a metszésponthoz az
egyik egyenesen & tq, a ziegikon a t2 paraméterérték tarto-
zik, ekkor teljesiilnie kell a kdvetkezl ezyenletrendszernek:

2t, = =2 + 2t,,

13 + 5%, = 2 = t,,

-13 - th = 4 + 3t2¢

Az eled két egyenletbsl By = -2, t2 = —4, ezek kielégitik =
harmadik egyenletet is, tehdt a velilk eld411itott D(—4,3,1)
pont windkét egyenesen rajta van, az egyenesek metsadk.

¢} A b)-hez hasonld midszerrel nyerhetjitk, hogy az
egyenesek kitérdk, Kds midszer: az egyenesek gq(4,2,4],
32(2,—4,-2} 49 egy-egy pontjukat Osszekdtd r(5,1,2 ) vektorok
vegyesseorzata nem 0, tehdt a k4t egyenes nem lehet egy sik-
ban, kitérdk,

d) Metszdk, a netszéspont: (2,5,—1 X

174. Az egyenesek irinyvektoralnak &s az egy-egy pont-
jukat ©sgzekdtd vektornak a vegyesszorzata O, ebbdél a = 3.

172, Az egyenesek irdnyvektorai: 24(4,—4,2) ésg 22(2,—3,—4)
nen parhuzamnogak, tehit egyeneseilk sen azzk. Az egyenletrend-
gzerbdl kiolvashatsd (4,4,3) és (~1,7,4 ) pantjaik Oaszekidtdvek-
tora r(-2,3,4%). E hirom vektor vegyesszorzata 0, tehdt egysi-
kiak, ennélfogva ezyeneseik is, £s mivel nem pirhuzamnosak:

qetszdk.
173. Metszdk.

174, I, megoldds: Legyen az egyenes kereseti rontja
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P(4 + Bt, —8t, 6 — 14t), a tdvolsigképlet szerint PD® =

= (=4 + BtY + (-8t + 4)° + (7 - 44t)2 = 27° = 729, eb-
bS1l £ - t—2 =0 és ty =2, t2 = —4, teh4dt a keresett pontok:

2

Pq(20,—46,—22}, PE{—4,B,2O).
I1. wmegoldds: az egyenes egymdg-irdnyvektora:

yo(é, - %, %). Az A helyvektorshoz 2?2°—t, illetve ~273°-t
hozziadva a keresett pontok helyvektorait kapjuk.

175. Az egyenesek hajldsszidge irinyvektoraik hajlis-
gzogével egyenld:

a) 60%; by 45°; ¢) 90%; a) cosgp = A6

Ja85

P = 43,40°%;

14 o
e) cosgp = y @ = 53,357,
Y550

176. I, megoldds: Az egyenes irsnyvektora v(1,4,1),
az M-bdl rddllitott merdleges talppontja legyen D, D koor-
Aindtdi (2 + ¢, 4 + 4t, 4 + t), Az MD koordindtdi:
(=2 + &, 8 + 4t, —12 + t), v WD = 0 a merSlegesség miatt
ezért A(—=2 + £ ) + 4(8 + 4t) + (=12 + t) = O, ebbdl t = -4,
48 igy D koordindtdi: D(1,0,3). A merdleges MD egyenes:
X =1— 3%, 3y =4%t, z = 3 — 13t,

II. megoldds: Az adott egyenes egy pontja P(2,4,4);
a merlleges egyenes w irinyvektora g PM v-ra meréleges Gaz—

gzetevije, ha a mdsik Ysszetevd v-ral pdrhuzamse, azasz
w = PV -;£4§% v
v
Kivel Pl (2,-8,12), w = (3,—4:43), az egyenletrendszer amdr
felirhats. B

111, megoldds: Az M-et tartalmaz3 és az adott egyenes-—
re mer8leges gik egyenlete x + 4y + 2 = 4, ezt az adott egye-
nes a D(41,0,3) pontban metszi, a keresett egyenes M és D Baz-

szekitd egyenese,

7. x =2 + 4%, y =1+ 1t, 2 ==3 — 7t. (A megoldds
addgzere azonos a 4176, feladatéval, )
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78, x =3 + 3t, y = 1+ 45%, z = =3 % -
6z6 feladatot!)

—
=
Hrs
o]
=7
joi]
n
@
—

179. I. megoldis: A P egyenesidl

mért d tdvolsdza annak a pa-
ralelogramninak a wagassiga,
amelynek alapja az egyenes

v irdnyvektorival esik egy-~
be, mdgik oldalvektora pedig
P-t az egyenes egy PO pont~

jdval ©sszekdtd vektor, Mi-

P 179. vel a paralelogramma teri-
lete i{o xv| =|vid, @ =
1L, = ¥ —
= =2 __ T Mivel r, = PP = (0,-5,6), v = (6,9,2), jv| = 141,

¥

, x _EI - \’6421'362‘*‘302 - 6292’ d = —%;?2 = \(@—2 = 7,240

II. megoldds: Ha rg-t v~-ral pidrbuzamos és rd mer8leges

Bsszetevikre bontjuk, d éppen a merdleges Ssgzetevd hogsaza,

II‘

azaz
r v
_— -

III, megoldds: P-n 4%t y-ra merSleges sik egyenlete
ox + 9y + 2z = 36, az egyenesnek ezzel a sikkal allkotobtt
D doféspontja P-bdl az egyenesre 41litott merdleges talp-
pontja. D koordindisi (%%, %%, ;%), és igy PD a tivoledg-

képlettel 4 = 7,21,

iV, zegoldds: 4 D pontot abbjdl a feltételbsl is meg
lebet batirozni, hogy a PD-nak a v~ra merdlegesnek kell
lennie. {Ldsd a 176, feladatot.)

18C. &) A két pirhuzamos tdvolsiga az egyik egy pont~
Jénak & mdsik egyenestSl mért tdvolsdgival egyenlS. (Ldad
a 479. feladatoi, ® Ennek alapjdn a tivolsig 3.

) -,':-g = 0,86.

184, Kiszdmitjuk P-b8l az egyenesre 4llitott merdleges

talppontjdnak koordindtdit, wmajd erre tilkkrozzik P-~t, a ti-
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KoTkdp: P (49, — 4%, — 22N

182. a) £¥E—g = 1—%—2, z = 0, vagy: 4x — Sy = 23,
z = 0;
DYX =2~ 3%, y =4+ 9%, z = 0, vagy: 3x + ¥y =

= 40, z = 0,

183. Vilasszuk paraméternek pl. az y koordingtdt, ek-
kor az x — 2y = 15 egyenletbdl y = EQ:EEQ, a3y — 2z = 10

egyenletbdl pedig y = E_ijig, igy az egyenletrendszer:

X =15+ 2%, y =1, 2 = =10 + 3%,

184. Egy e egyenes z tenzelytdl
2ért tivolsdga egyenld xy
gikon levd e' vetliletdnek
ag origdtdl mért tdvolsdgd-
val. Az adott egyenes vetiile-
tinek az egyenlete az xy
koordindtarendszerben

X 2 2 _ ¥—§ 1 , azaz

Jx + 4y + 10 = 0, ennek nor-

nilaiakja:

%x + %y + 2 = 0, tehdt az origdtdl mdrt tdvoladga 2.

185. 4 iz egyenesek tivolgiga egyenld az egy-egy pontju-—
kat Osszektid vektornak a normiltranszverzilis irdnyin levd
vetiletdvel, A normndltranszverzdlis irinyit az egyenesek
irdnyvektorainak vektoridlig szorzata gzolgiltatja. Az irdny-
vektorok: gq(—4,3,41, 22(1,5,1), Vi % !2(—47,5,—8}, Az egye~-
nesgek egy-egy pontja: (8,2,0), (-3,0,1), Ssszekdtdvektoruk:

r{(14,2,—1)}, a tdvolsdg:

v, T v,) —169
EEy x40 , = 8,69,
Xy x Yo V378
b] 3@ = 215:
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c) -‘{-5?_% = 0,030;

4} 0,{metgzdk ).

186, Legyen az o, én e, egyene-~
gek xy slkon levd vetillete
ez én eé, ezek metszéspont-

r4
e t

! jéban z-vel hizott pdrhuza-
e :::>\<:: mos a keresett t transzver-

z41is (186.4bra ). Az adott

egyenegek vetilletelnek s~
y gyenletel az xy koordinétg-

M ; L E=3 _ 3+

% /@5 e} rendszerbens T 5 y
186. azaz 2x -~ y = 12 dg x + 1 =

=L§2—4§, azaz 2x + y = A6,

ezek metszégpontja: M(7,2), ezért a transzverzdlis egyenlet-

rendgzere x = 7, ¥y = 2, % = t.

187. I, megoldds: Az €y paraméteréil t4—gyel ez—ét Ty
vel jelSlve az egyenes tetazés szerinti két pontjdnak Gssze-
¥5t8 vektora (5 — 6t4 - 25, =3t, - 3~ t,, -8 + ity + 1,)
alakd. QOlyan 1, és ts értékeket kereslink, amelvra =z a vek-

1
tor pdrhuzamos ¢-ral, azaz

5 — 6t1 - 2t2 —-442,

-3 - 3t4 - t2 = =412,
23‘

il

-8 + 41;1 + t2

Ennek megolddsa g = 2, t2 =2, A = i, (Tulajdonképpen caak
tq-re vagy t2~re van gzilkségiink, ) Igy a transzverzdlis pont-
ja eg-en (-7, —6, 9), ezért egyenletrendszere x = =7 — 411,
ya—6— 115, z = 9 + 2t.

II. negoldds: Megkeressik az e,~en itmend c-ral pérhu-~

zamos giknak és ee-nek a d6fégpontjit, ezen megy 4t s trangz-

verzdlis.

4188, Az egyenesek ilrdnyvektorail: 14(3,—2,3), 22(1,2,—1),
a normdltranszverzdlis mindkettSre merdleges, ezért a
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vy X 22(—4,6,8) vektorral pdrhuzamos, helyette azonban a
szdmolds egyszeriigltése célji4bdl a ¥(—2,3,4) vektorral is
szdmolhatunk. A normdltranszverzdligsal vald metazégpontok
paramétereit az egyes egyeneseknsl ty-gyel, illetve tz-vel
Jeldlve kapjuk, hogy a két metgzdspont Smgzekdtd vektora
v-ral pirhuzamos, azaz van olyan 2, hogy

-8 + 31:4 - t2 = =23,

12 - 2ty = 2t, = 33,

2
16 + 31:4 + 42

It

2
az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy t{ = tz = 0,

a metazéspontok tehdt M (=T,4,4), ¥,(1,~8,-12), a normil-
transzverzdlis egyenletrendszere:

x+7 . y—-4_2-4
=] 3 T

hogsza, azaz a két kitérd egyenes tdvolsdga: quz = JZEE.
Megjegyezzik, hogy két kitérS egyenea tavolsdga g normdl-
transzverz4ils el8411itdsa nélkil is megoldhatd, (Ldsd a
185, feladatot?)

-2 =Xt -3
‘189. x 2 - 3 - 3 L4

490, A megoldds alapgondolata
az 4brdrdl leolvashaté. A
P pontbdl az egyenesre #l-
litott werdleges P' talp=-
pontjdnak a koordindtdit a
176, feladat alapjdn hatd-
rozhatjuk meg, P'(2,0,4).
A PP' a tdvolegdgképlettel
6-nak adddik. Az egyenes

150. irdny-egyaégvektora:

10(-%, - %’ %), ennélfogva

131131 = 6v° = (2,~4,4), s igy P, koordindtdi: Py(4,—4,5);
PP‘1 = (2,8,—2), tehdt a PP,l egyenes egyenletrendszere:
X=6+2t,y=4+8%, 2= 3~ 2t, HagonlSan adddik a PP,

egyenesé: x = 6 + t, y =4, 3 = 3 + %,



194, I, megolddg: Az A pontra illeszkedd d-ra mergle-~
ges sik: 6x ~ 2y — 3z = —1, ennek &g az asdott egyenesnek a

kozds ponitja: P(1,—1,3); a keresett egyenes azonos az AP~

LE+ A y—2 _z + 3
e e

II. megoldds: Az A-t az adott egyenes (4,—1,3) pontj4-
val Cgszekttd vektor: r{2,~3,6), az adott egyenes irdnyvek-
tora ¥,(3,2,-5), 8z elddllitands egyeness ¥o(8,b,c ) ¥, we-
rGleges a-ra, ezért 6a — 2b — 3c = 0; a metszés miatt vi-

gzont a b cl
YL =0=13 2 -5,
2 =3 6

amibdl —-3a — 28b — 43c = O, Mivel az a,b,c koordinitdknak
csak az arinya lényeges, feltehetjiik, hogy pl. a = 2, Akkor

b =~3és ¢c =6 és igy a keresett egyenes:
X+ 1 _y—-2 _2+3
2 T =3 b 7

192. Az adott egyenesek irdnyvektorainak vekioridlis

PRy

szorzats az 4 egyenes irdnyvektora, ezért egyenletrendsze-
re: X =—41 + 3t, y =2 — 9%, 3z = —-4t,

193, 8)=3x + 2v + 142 = =255 D) 9x + 3 + Tz = —11;
c)xX +2=T;d)—-2x + 9y + 92 = 0; e) z = ~T,
194, 2 =0, x =0, 3y = O,

"'8-

—~
\D
wn
.
<
n
[#1]
L
(]

196, Rormilvektordnak valawmelyik koordindtidja O, mi-
vel pdrhuzamos mz egyik koordindtasikkal.

197. A sik egyenlete: ax + by = c.

198, 2x + 3y = 0,

482, A sik normilvektora n(—4,5,2), 4dtmegy a P(—4,5,2)
ponton, tehiti egyenlete: —4x + 5y + 2z = 45,

200. A gik normdlvektora a x b(—1,—4,~7), egyenlete:

X + 4y + Tz = —146,
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204, x — 3 — 2z = 0,

202, Az AB(1,0,-3) és ACG(—4,1,0) a sik két vektora, a
aik normdlvektora ezek vektoridlis szorzata: AB x AC =
= (3,3,1), a 8ik egyvenlete: 3x + 3y + z = 8.

203. A sik kéi vektora: az origdbél az egyenes egy
pontjdhos mutatd (3,-7,0) vektor s az egyenes v(2,1,1)
irdnyvektora. A slk normdlvektora ezek vektoxridlls szor-
zata: (=7,—-3,17), ezért a gik egyenlete: 7z + 3y —17z = 0,

x z _
204. z—%-l-E—qa

205, A sik a koordindtatengelyeket rendre a (6,0,0),
{0,4,0), (0,0,3) pontokban metgzi, a tetradder origdébsl ki-
induld éleinek hossza tehdt: 6,4,3 eszért térfogata: 42.

206, Az a) 43 ¢ ) alattiak pdrhuzamosak.
207. a)x — 4y + 3z = 0; b)) 9x + by — 4z = =50,

208, A sik noradlvektors iﬁ(4,—12,—6), AB felezdpontja
F(—~1,4,3), ezért g sik egyenleie: 2x — by — 3z = —17,

209, A gik normdlvektora az egyenes irdnyvektora:
v(2,6,5), a sik egyenlete: 2x + 6y + 5z = 11,

2400 23""3Z+7=0¢

214. A gik norzilvektora az egyenesek iridnyvektorainak
vektoridlis szorzata: (1,-25,9), ezért egyenlete: x — 25y +
+ 9z = =63,

242, Az xy gikot: 3x + 17y = 2, 2 = O; az yz gikot:
17y + 82 = 2, x = 0; a zx glkot 3x + 8z = 2, ¥y = O,

283. Az elb4llitandd slk normdlvektors merSleges az
adott sik n{1,~-2,5) normdlvektordra és az adott egyenes
v(2,4,4) irdnyvektordra, tehdt ezek vektoridlis szorzata:
nxy=(-43,6,5), a gik egyenlete: —43x + by + 5z = 56,

214, Az eld4llitandd sikban benne van az iﬁ(z,E,B)
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vektor és az adott gik n,(4,-2,3) normdlvektora, ezért
normdlvektora ezek vektoridlis gzorzata: (42,-3,-6 Jv (4,~4,-2);
a slk egyenlete 4x — ¥y~ 2z =9,

245. A sik noruilvektora mindkét adott sik normdlvek~
torira merSleges, tehdt azok vektoridlig szorzata, ezért

az egyenlet: 7x — y - Sz = 0,
246, 6x — 20y — 11z + 4 = O,

217. A sik normdlvektora az egyenesek irdnyvektorainak
vektoridlis szorzata, egyenlete: 9% + 11y + 52z — 16 = 0,

248, 2z — 16y - 132 + 314 = O,

249. Az egyik egyenesen s P(1,-1,7) & mdsikon a Q(=5,2,-3)
pontot vdlasztjuk ki, a PQ szakanz F(—-2;0,5:2) felezdpontjdn
megy 4t & sik, normdlvektors az egyenerek irdnyvektorainak
vektoridlis szorzata, egyenlete: 9x + 14y + S5z + 2,5 = 0,

220, a} Két gik hajldsszbge normilvektoraik hajlédgszo-
gével egyenld, Mivel a normdlvektorok: n,(1,~/2,1), n n,(1, /2,-1),

2122 =2 __ 1
coB (nqnel =m —T = P

A két vektor itt tompaszdget zdr be, ezért a hegyesszbzgil haj-
ldgaztg koszinusza %, ezért a ¢ hajldsszig 600

b) 45°

c) 90

a 2 0
}cosp = T ¢ = 82,34";

e) 90°,

221, a) - 4% + 2 -%?-2:0;
)3X §§+——~= ;
C}—.+L_ 0.

2 22

Az origétsl mért tivolsdgok rendre: 2,0,%3.

222, E164i1litjuk a sik normdlegyenletét igy, hogy vé-

glgosztjuk egyenletét normdlvektora hosszdval. Mivel jn| =

2 . 182
= 62 + 12 + 482 = 19, a normilegyenlet %% - %% +:7§— -1 =0,
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A pont helyettesitésl értéke az egyenlet baloldaldba szol-
gdltatia az (eldjeles ) tdvoladgot:

Hefrio-1=5-25%

6
223. a) 3; bY——; ¢) 0; d) 2; e) 3.
/i ’

224. 4.

225, A pont koordindtshdrmasa (0,b,0) alalii, a sik nor-
mdlegyenlete % + %¥ - %? - % = 0,
A pont siktsl mért tdvolsédga !%? - % = 4, ebhsl b, =7,

b, = ~5, tehdt a két pont: (0,7,0)és(0,~5,0)
226, A glkot lgy kaphatjuk meg, hogy az adott sikot a
C pontbdl felére kicsinyltjilk, tehdt gy ig ehhez a sikhoz
Jutunk,ha a C és asik tetszbleges pontja 41tal meghatérozott
szakasz felezbpontjdn 4%t az adott sikkal pdrhuzamos sikot
fektetiink, A gik egy tetszdleges pontja: P(3,0,0), PC fele-
28 pontja (4,-4,2), a sik egyenlete: 2x — 9y + 52 = 64,5,

227, I, megoldds: Az adott sikok normilegyenletei:

__3£.+_21____Z_+_l=0é5_35_+2y_2_ 1 = 0,

4y i /44 /a2 g Jag

Az origébdl mért tdvolsdgaik kiilldnbsége ezért !— B . W
e g

= :ﬁ:, ez egyittal & két sik tdvolsdga is. A keremett gik a
t4

silokt6l ezért —2- tdvolsdgra van, ezért a normdlegyenletében

14
szerepld 41llandd értéke 22 . 2

L2 _
e A e o /aa

8z egyenlete 3x + 2y — z + & = O,

, ezért

11, megolddg: Vdlasszunkki a eikokon egy-egy pontot;
legyenek ezek (0,0,3) és (0,0,—1); az ezeket Ogpzekttd szakasz
felezlpontja (0,0,1),ezen halad 4t az adottakkal pdrhuzamos
sik, tehdt egyvenlete: 3x + 2y — 2 = -1,

- 228. a) I, megoldds: Az elsd sik normdlegyenlete:



% - %g - %; — 4 = 0, A mégodlk sik egy pontja: P(6,0,0), en-

nek helyettesitdei 4rtéke az egyenlet baloldaldn -2, tehdt a
pont~sik tdvolsdg és ezzel egyiltt a két sik tdvolsdga 2.

I, megoldée: A mdsodik sik normdlegyenlete:

% - %F - %? — 2 = 0. A normdlegyenletekbél tehdt kiolvashsats,
hogy az origdénak a gikokbdl mért eldjeles tdvolsdgai: 4 és 2,
azonog ¢ldjelilk miatt az origé azonos oldaldn van, tehdt a
két ailk t4volsdiga 2,

b) 3,5.
229, Az adott sik normdlegyenlete: 3% — 4¥ _ 22 + 42 0
. gyenieve: &= -%¢ ~% *7
alakd, a keresett sikoké pedig: %? - %? -2z p = 0, Mivel
az adott sik origdtdél mért tdvolsdga: %, az elddliitands gi-

kokés — 5 + 2, illetve — 4 ~ 2, tehds Py =B Dy =~ % aal-
kok egyenletel: 4x — 4y — 22 — @ = 0, 4X — 4y — 2% + 45 = O,

230, Ha a glkok normdlegyenleteit N, =0, N2 = 0 gzim=—
bolikus alakokkal Jelezziik, mivel a szdgfelezd sikokra az jel-
lemz8, hogy pontjaik mindkét siktél egyenld tdvolegdgra vannak,
ezért ha P rajta ven valamelyik szogfelezo gilkon IE (P)=
= lNe(P)E, aml azt jelenti, hogy N (P} =3y (P), tehét a 8zig-
felezd sikok pontjal az Nq + Né = O illetve Nq 2 = 0 egyen~
leteknek tesznek eleget., Mivel a két adott sik normdlegyenlete

-———ie 5 Oéslx—.._g———i-}igo aez(‘jg_
il /14 /a i . yaa

felezd sikok: 4X ~ 5y + -2 =068 —2x -y + 32 = 8 =

231, Az 8y és 8, pdrhuzamos sikok, ezért ha 8, egy tet-
szolegea P pontjdt tilkrdzaiik 8, egy tetezoleges Q pontjdra, s
P tikdrkép rajta lesz a tﬁkrozott s4 gikon, és 54 pérhuzamos
s{-gyel. Legyen P(3,0,0), Q(-7,0,0), a tiikrdzétt pont:

P'(—GT,0,0J, és igy ﬂ; egyenlete: 2x - 8y + 3z + 34 =

232, A feladatot megoldhatjuk példdul gy, hogy az adott




sik hérom pontjdt (kettdt lehetSleg a metszdsvonalon) tikrdz-
zitk. A tlkdxkép: 8x + 4y — z — 46 = O,

233. A metszo glk pérhuzamos az AB és CD élekkel, normdl-
vektora az AB x CD = (2,-4,5), egyenlete: 2x — y + 5z = 3,

234, a}) 1. megolddg: Az egyenes egyenletéblSl y = — 2x + 4
éa z = 6x — 6, ezt a gik egyenletdbe helyettemitve
2x + 3(—2x + 1) + (6x - 6)—- 4 = 0, a metazdspont % koordind-
tdja lnnen x = 2, ezért y = — 3, z = 6, tehdt a metszéspont
M(2,—-3,6 Je

II, megoldds: Ha az egyenletrendszer paraméteres alakban
adott, vagy azt arra dtirtuk: x =1 + t, y = — 4 — 2%, 2z = 6%,
a koordindtdkat a sik egyenletébe helyettesitve t-re a
2(4 + )+ 3(—=1-2t)+ 6t — 4 = 0 egyenletet kapjuk, ebbsl
t =4, és igy a doféapont koordindtdi (2,-3,6 )

) (42, o Y o) (5,4,16);

d) az egyenes pdrhuzamos a sikkal, nincs ddfégpont;

e ) az egyenes benne van s sikban.

235. Az egyenes lrdnyvekiordnak és a sik normidlvektorsfnak
& gkaldris szorzata 0.

236. o = "'3.
237. a = 3, d = =23,

238. A keresett pont z koordindtdje O, ezt a aikok egyen-
leteibe helyettesitve a 2x + y= 3 =0, x + 3y -1 =0 egyenlet~
rendszert kapjuk, ennek megolddsa x = 2, y = —1, a pont:(2,~1,0)

239. a) I. megoldds: Keressiink a sikokon két k&zbe pontot
(egyszerilgég kedvéért koordindtasikban fekvd pontokat ). Ha
x = 0, g~re —4 és y-ra —8 adédik, tehdt M 4(0,-8,~4) a metszés~
vonal egy pontja: ha 2z = 0, a kapott pont M2(2 =1,0)s Az MQMé

wetgzéavonal irdnyvekitors ¥ = M4M2 = (2,7,4) ezért a metgzés-

vonal egyenletrendszere x — 2 o Y+
zo
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I, megoldds: A metszédsvonal irdnyvektora a sikok norudl-
vektorainak vektoridlis szorzata, wmert a metszésvonal wmindkét
normdlvektorra merdleges., Mivel 24(4,—2,3) én 92(3,2,—5) vek-
toridlis szorzata (4,414,8)~(2,7,4)s Ugyanigy, mint az eldzd
megolddsgban, 1tt is kiezdmitunk egy kozds pontot, ennek ég az
irdnyvektornak a birtokdban a metszégvonal egyenlotrendszerét
mdr felirhatjulk,

ITT, megolddg: Kilgzdboljlk ki a két egyenletbsl eldezdr
az x-et, majd az y-t (az egyiltthatdk egyenldvétételével, majd
kivondssal): 4y - 7z + 4 = 0 68 2x — 2z ~ 4 = O,e két egyenlet-
b8l pedig z-t kifejezve kapjuk, hogy z = 2x — 4 éa

% = &17*'__&' teh&t 2z — 4§ = 3L7t.ﬁ = z, ezt még a szokdsos alak-

ra hozhatjuk, ha az egyenlstrendszert 4-gyel végigogztjuk:
x -2 + 4 ]
e R

byx=-3=L52 .4 o) %= rrl. 515—1.

X—-5 _ y—~4 3
O = = = e

240. A hédrom egyenletbSl 4116 egyenleirendazernek egyetlen
megolddsa van, a k8z8s pont: M(4,~2,2 )

241, I, megolddg: Normdlvektoralk vegyesszorzata 0, ez azt
Jelenti, hogy komplandrisak, tehit a metszésvonalak mindegyike
merdleges a normdlvektorok sikjédra, ezért pdrhuzamosak, vagy e-
getleg egybe is eshetnek. Ezt az utébbit kizdrhatjuk azzal, hogy
kiszdmitjuk két siknak egy kdzds pontjdt és meguutatjuk, hogy ez
nincs rajta a harmadikon. Vegyilk észre, hogy a sikok kdzbtt nincs
pérhuzamons,

II, megoldds: Szdmoldssal meggydzbdhetlink rdla, hogy a hérom
egyenletbdl 4116 egyenletrendszernek nincs wegolddea, tehdt a
hérom giknsk nince kBzss pontja.

242, a)a #7; b)a=7,b=a3; c)asT, b#3,
243. Egy egyenesre illeszkednek,

244, Ha a feltétel teljesiil, akkor a hédrom sik biztosan egy
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egyenseare illeszkedik, mert asz Sq éna Sy barmely k&zbs
pontja rajta van S3-on is., Legyen ugyanis M{a,b,c) S&

ém Sy metazdéavonaldnak egy pontja, ekkor ez kielégiti

Sq ég S5 egyenletét, tehdt SQ(a,b,c) = 0 és 5,(a,b,c) =
= 0, tehdt S3fa,b,c) = ccsq(a,b,c) + pSZCa,b,c) = 0, te~-
hét S3 egyenletét is kieldgiti.

Ha viszont az Sy slk dtmegy S, és S, metszésvona-
l4n, legyen F(4d,e,f) SB—nak a metazésvonalon nem fekvsd
egy pontja és legyen q = 32(d,e,f), f= —Sd(d,e,f), a
és 3 tehdt nem 0-k, Az asq(x,y,z) + psztx,y,z) = () egyen~
let az eldzdek gzerint Sy én 3, metszéavonaldn dtuend =ik
egyenlete, de a és p vilasztdsa wiatt aS@(d,e,f) + ﬁSz(d,e,f) =
= Sq(d,e,f)sa(d,e,f) - 54(d,e,f)52(d,e,f) = 0, tehdt iartgl-
wazza P-t, ami azt jelentl, hogy ceakis 83 lehet, ezért
S54(%,¥,2) = aS,(x,¥,2) + PS5(x,¥,% e

245, 1, megolddg: Meghatdrozzuk az elsd ksét gik két
kzla pontjdt &g megmutatjuk, hogy ezek rajta vannak a
harmadik sikon ig.

II. megolddeg: Ha a sikok egyenletel rendre 34 = O,
82 = 0, S3 = 0, akkor 1ldthatjuk, hogy 83 = 25,I - 382,
aml el828 feladatunk alapjdn éppen azt jelenti, hogy exy
egyeneere illeszkednek.

246. I, megoldds: Szdmitsuk ki a két sik metszéavo-
naldn két pont koordindtdit, e két ponton és a P-n dtme-
né gik egyenletdt kell felirnunk,

I, megolddg: A 245, feladat II, megolddsma szerint
a keresett sik egyenlete a(x —~ 3 + 3z — 8) + p2x + 3 ~
— % + 2) =0 alakd, ahol a a P(~2,4,3) koordindtdinak
helyettesltési értéke a mdsodik, —p pedig az elss egyen~
letbe, tehdt a = -4, p= 2, tehdt a sik egyenlete:
3y - Tz + 18 = 0,

247'y+2—48=0.
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248. a) A sik n(1,9,4 ) normdlvektordnak ésg az egye-
nes v(4,4,9) irdnyvektordnak a gzdge pétazdge a sik dw
egyenes @ hajldsezogének:

0 -4 9 _1 ) PN
€08 (90° — @) = FiFr = 45 = 5. 90° - ¢ = 60°,
o = 30°

o [3]
b) 0% ©) 90°; @) com (90° - @) = 2,
@ = 13,78°,

249. Az AB felezl merSleges sikjénak és az egyenes;
nek a ddféspontja a keremett pont: P(-2,2,2 )%

250« A ponton 4% a sikra emelt merdleges irdnyvekto-
ra a gik v(2,~4,3) normdlvektordval azonos, ezért egyen-
letrendszere x = 5 + 2t, ¥y = 2—1t, 2 = —f{ + 3%, Ennek
a gikkal alkotott dvféspontja a vetiileti pont: P'( 3, %, 3?).
251, P-b8l merdlegeat 41litunk a sikra, és ennek do-
féspontjdra tikrdzzik P-t, a tiikdrkép: (=5,1,0 )%

252, (4,~2,2).

2530 (2,-3,"‘5 )'

254, Eldgzir kiszdmitjuk az
adott egyenes és gik do-
féepontjdnak a koordind-
tdit: D(4,2,—-4) A vetii~
letl egyenes ilrdnyvektora
Y4» 82 adott egyenes ¥ i-

D ¢
Y \y//// rényvektordnak n-re merd-
\°

[Je=]

1<

leges Osgzetevije,
nv

Y4 = ¥~ =310 = (=4,~2,-1),
n
a vetiilet egyenletrendsze-—

re tehdt x—-!-:;—_z'—a:z-l-‘l.

JH



255, Az egyenes ép a gik dsfég-
pontla: D 6,—-4,—~2). Ha az
egyenes irdnyvektora a
v(7,~8,—5), & sik norm4l-
vektors n(4,4,4), az 4brd-
rdl leolvashaté, hogy a
tlikrdzitt egyenes ¥' irdny-~
vektordra y' = v — 2v_, a-

v hol ¥_ & v n-ral pérhuzamos

e tgozetevsje, tehdt

255,

hY
\\
SIND e

ny
zp = ? o= {(—2,~2,-2 ):

¥ o= (44,—-4,~1), igy a tikdrkép egyenletrendszere:

X—-6_3y+4 g +2

E K D= =T S

256, A keresett e egyenes benne
van a P-n 4t az adott sik-~
kal pdrhuzamosan fektetett
sikon, ennek egyenlete
ex — 3y + 5z + 4 =0, Az g~
dott g egyenes ezt a sikot
a D{(1,~12,-3 ) pontban met-~
szi. Az e egyenes lrdny-
vektora PD = (4,~17,~5) és
igy egyenletrendszere:

X + 3 - ;_— 5 . ?:— 2‘

257+ A keresett egyenes merSleges a sik n(2,4,-8) nor-
médlvektordra és az adott egyvenes v(4,2,4) irdnyvektordrs,
ezért irdnyvektora ¥, =nxys= {(47,~34,0)~(4,~2,0), tehdt
egyenletrendszere: x = =3 + t, y = 1 -~ 2%, z = 4,

256.

258, 13x — 44y + 41z + 51 = 0,

25%, A gik egy pontjaként sz egyenes egy pontjdt vi-
laszthatjuk, normdlvektora pedig az egyenes irdnyvektord-

- Y49 -



nak és az adott slk normdlvektordnak a vektoridlis szor-~
zata., A glk egyenlete: x — 8y — 43z + 9 = 0O,

260, A transzverz4lis pdrhuzamos a sikok metszésvo~
naldval (lded a 487. feladatot! }, egyenletrendszere:
Xe=3+8t, ya—4=3t, z =2~ 4t,

264. Az egyenes 8 sgikok metszésvonaldval (noradlvek~
voraik vektoridlis szorzatdval ) pdrhuzamos.,

262, x — 21 v+ 7r 22 g - z%
2

263, A sik 4tmegy az elal egyenes P(3,0,~4) pontjdn
és normdlvektora a két egyenes irdnyvektorainak vektori~
dlis sgzorzata: (—19,2,9), tehdt egyenlete: —19x + 2y +
+ 9z + 66 = O,

264, Y tartalmazza az « sik n(2,—1,4) normflvekto-
rét és e ¥(2,4,0) irdnyvektordt, ezért ¥ normdlvektora
oxy-=(-41,2,4), egyenlete: —x + 2y + 4z = 4,

265, Az y tengely az «a sikot a P(0,4,0) pontban met-
gzi, g irédnyvektora merSleges az e v{1,3,—4) irdnyvektordra
és a sik n(5,-1,3) normilvektordra, ezért

B xv=(-8,8,16)v(~1,4,2)
adja az irdnydt, tehdt g egyenleirendszere: x = -t,
¥y=4+1%, z = 2%,

266, Az el8411itandd sik tartalmazza az egyenes
¥(=3,4,-1) irdnyvektordt és pdrhuzamos az adott sikok met-
szésvonaldval, azaz a sikok n,(1,-8,1), 2(2 1,4) normdl-
vektorainak By X n, vektoridlis ezorzatdval. Ezért normdl-
vektora (m, x B;) x ¥ = (0,¥ M, - (n,¥)my = - 12n, + 61y =
= (~48,-60,~6)1t (3,40,4), egy ponija az adott egyenes
(540,~4) pontja, igy egyenlete: 3x + 40y + z = 14,
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267, I. megoldds: A g egyenes

benne van P és e, gikjé-

ban, ezért g irdnyvektora,
¥, merGleges a slk n nor-
mélvektordra és ez—nek ¥
normdlvektordra is, tehdt

///// Y = 18X Y. P-bOl az egye-
nes egy pontjdhoz mutatd
e
\\2 r = (4,0,~2) és ¥, vekto-

ridlis szorzate n, tehdt
y=(rx Iq) X i, =

267

= (222 )F.q — (EQXZ)E = —2224 —4r = (—60,—~22,-44 )~ ({30,41,7 ),

ezért

g : 13+ 1. f& = B 3‘

II, megoldds: P-t asz eQ(B + 2%, t, 1 + ) pontjaival
tpgzektts vektor (4 + 2, t, =2 + ) alakd ég ha ez éppen
v-ral azonos, g2~ral gzorogva O-t kapunk, tehdt
—~2(4 + 28)+ % + (=2 + t) = 0, ebbdl t = 5,5,tehdt e -nek
a P (14; 5,5; 6,5) pontjdt kell Smszekdtniink P-vel, hogy
g~t kapjuk, A PPO egyenes egyenletrendszere azonos &z ell~
z0 megolddeban nyerttel.

X - 8By + 43 _ § =

268. Az adott sikok normidlegyenletei

= 0 gg 42X 233 =2Z _ 5 = 0, A keresett egyenes benne van

pl. az elsd siktsl egyedgnyi tdvolsdgra levs {vele pérhusza-

mos ) sikban, ezek egyike az EJ:_§%_i_iE -5 =0 gik,

A udsodik glkbsl a A% * 23%7“ 22 _ 5 = 0 gik 3 egységnyire

van. Ezek wmetszésvonala kielégiti a feladat feltételeit,

269, Mivel ey és e, kitérs é-
leken vannsk (nem pdrhu-
zagmosak ), e két agyenen
norméliranezverzdlisa tar-
talmazza az egylk oldalélt.
Ezért elbszbr a ey éa e,
normaltranszverzdlison le-

v6 A, illetve A' pontjdt
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hatdrozzuk meg. Legyenek ezek koordindtdi A(-5 + 4%,

6 + 4t, —M+7t)esA(5+t' —7 + 4t', 20 + 8t'),
ezért az A4 = (40 — 4t + &', —43 ~ 4% + 4%,

35 = 7t + 8t' ), ezt a 31(4,4,7) én 32(1,4,8) vektorok-

kal gzorozva O~t Xapunk, tehdt

4090 — 4t + $7 ) + 4(~13 — 4t + 4" )+ (35 - Tt + 8t ) = 0
(10 = 4% + ' )+ 4(—13 — 4% + 4t' ) + B(35 — Tt + 8t' ) = 0.

EbbSl a t,%"-re nézve kétismeretlenes egyenletbol ' = -2,
t = 4, tehdt = metszeapontok A(— 1 10,-8 ), A (3,~15, 4). M~
vel iv{j = 1%, = 9, AB = 2vq &g AD = +2v2,AG AB + AD

az egyik megoldds (2v éa 2v2 vektorokkal szimolva ):
A{ 1,10,-8), B(7 18, 6), c(9, 26 422, D14, &8 8),
A (3,~15,4), B {11,—-7,48), C (5,—7 20, D (13,14,34).

y' + 6, z =2zt - 1,

270, a)x = x' - 4, 3y

I

b)X —~ 8y +22 + 6 =x' -4~ 83" +6)+
+2{Z'—'T)+6=X'—-8,Y'+22'—48=

271, Tegyiik fel, hogy az origdt a v(a,b,c ) vektorral
toltuk el, ekkor az Attérés egyenletel: x = x' + 8, ¥ =
=3 + b, 2 = 2" + c; tehdt

3~ 4y + 2 + 9 = 3(x" +a)— 4y + D)+ (8" +¢) =

= 3x' — 43" + 2" + 38—~ 4b+c + 9,

ennek umeg kell egyeznie a megadott transzformilt egyenlet-
tel, tehat

3x' — 4y + 2" + 38 —=4b + ¢ + 9 = 3x' - Ay' + 7' - 17,
ebb&l 3a— 4b + ¢ + 26 = O,
axi azt jelenti, hogy a lehetséges Uj origsk [xyz] rend-
szerbeli koordingt4l az eldbbi egyenletnek tesznek ele~
get, azaz egy sgikon vannak,

272, a) x = %} 'JE, ¥y = Eégg + %}.

b}xn—+1—’y=——_+£—
/2 /2 Jy2 /2
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c)x =-y', ¥y=xX",
d)x =3', ¥ = -X',

e)x = —x', 3y = -y,

273« Az 4ttéréds egyenletel: x = %? x' - - ¥,

¥y == x' + 5 ¥', ezért 0 = x° - ¥y

2
(@x' +—‘/2_gy') - 4 ==-2x"y' — 1 =0, tehdt x*y' =—-§-.

274, —30°,

275. Az 1j tengelyek egységvektorai a régi rendszer-~
ben: (%%, %%) éng (— %%, %%).

Ezért a transzformdécid egyenletei:

s

276, Toljuk el eldazdr a koordindtarendszert, az dité-
rés egyenletel: x = x' + 4, y = y' + B, az eltolt koordind-
tarendszerben az egyenlet: 4(xf + 4)— 3(y' + 8)—= 4 =
= 4x' — 3y' — 9 = 0. Alkalmazzuk most erre a 30°-og elfor-
gatdat, ennek egyenletei:

x! n__g__x"ﬁ_%ﬂ’ ¥ =5§: +§'—§——"‘6, ezért
tx -3y =9 = 23—y - 3% + T2y~ g -
= (23 - 4,5%" — (2 +3~§-31v"— 9 a0,

277. Az eltoldsndl végezzilk el az x—~x + 2, y—-3 + 3
helyettegltéagt:
5x2 + 4xy + By> — 32x — 567 + 80—=5(x + 2)° 4 A(x + 2Xy + 3) +
+8(y + 3 = 32(x + 2) = 56(y + 3) + 80 = 5x° + 4xy + By® -
- 36,
Az elforgatds trangzformdcidés egyenletel:

2oz s Ly, g g2

/5 /5 ERE
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Az elforgatott koordindtarendszerben az egy¥enlet igy ala-

kul:
2 2 2 i .2 2 4 1
57 + 4xy + 8" — 36 —= Sf=—x + —¥ ) + 4(=x + —y Y= —x
/5 /5 CRE /5
2 q 2.2 2 2
=¥ ) F B(=—x + =7 ) — 36 = 4x° + 9y - 36 = 0O,
/5 /5

/5

A végeredmédny:

2 2
59- + 14— = 4 (ellipszis egyenlete).
278. E‘EJ—E':TZZf ¥y = 0.
=
279. x = x'cosa - y'sina , y = x'eina + y'cosa ,
z =z,

2x! ' (L bx? 6yt 1
0. x = F P Gy G T
2 = X' + 2y 63'.

284, Az 14j koordindtarendszer egységvektorai:
0,2 i 2 0,2 2 ! 0 1 2 2 c
a (.3.,_ 3 §)= b (3., 3s — -3-), ¢ (— 3 3¢ 3) ezért az elfor-
gatdonak wegfeleld helyettesitémek:

2x | 2 7 X A 2 2z 2x 2z
x———3—+—§—§,y——-—-§+—§+—3-,z —3-—%+—3—.Ehe-
lyettesitéseket elvégezve az egyenlet igy alakul:

6x2 + 332 + 12x = 0, Az eltoldsnak megfeleld helyettesi-
tések x—x + 1, y—y, z—2; a helyettesitdnst elvégez~

ve kapjuk:

2 2 2 . y° .
2Xx° + y°- = 2, azaz x° + 5 = 1 {ellipgzis alapd henger

egyenlete ),
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282, A doféspont: M(4,4,2).
A azerkesztds eredménye az
dbrén.

F c* ‘en

282.

283. A gik egyenlete: 16x% +
+ 9y + 11z = 65; a dvfde-
pont: M(1,3,2) A gzer-
kegztén eredménye az £b-

rén.
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284, A glkok egysnletel: 6x +
+y—-3z2 =23 €a2x +y + 3z =
= 7, metazésvonaluk:
x= i+ %, §y=3-~ 3%,

z = 2 + t. A szerkesz-
tég eredménye az dbrén.

284,

285. A gikok egyenletel: S5x +
+ 2y — 3z = —43, 44x -~ 63 +
+ 9z = 13, a metozéavonal:
X=—-4, y=-4 +3t, 2 =
= 2t. A sgzerkegztéa ered-

ménye az 4brdn.
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286, A sikok egyenletel: Tx +
+ 5y — 8z = 0, 44x - 40y +
+ 39z = 0; a wmetszégvonal:

x=t, ¥y =5 z=4t,
4 szerkesztés eredménye az
Abrin.

o

N%

286.

287, A sikok egyenletedi:
—x +z2=2¢égx~3 +2 =20,
a metgzégvonal: X = —1 + %,
y=2t, 2z =4 + t, A gzer~
kesztés ereduénye az Abrdn.

287
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288. A giladleken levs met-
széepontok: AD(—2,-3,0);
on(-2,2,0); omcz, 2,42),

BU(4,0,8), a4~ 31,30,

A szerkesztés eredménye
az 4brén,

288.

289. A gilaédleken levd difée-
pontok: AD(4,-2,0),
AB(8,6,0), BM(5,10,4),
CH(~-2,6,8), DM(—1,-2,4 )

A slkumetszet az dbrdn
14thatd.

289.
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T
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Bn T
B

[ A!
Cl

g Ti
290.

291

290, A tUkorkép: T4(9,0,1)¢
A szerkemztés eredménye
az dbrén.

291, Az M metszédspont: (6,3,3),
sz egyenes E{40,~5,10)
pontjdnak titkbrképe:
EY4,~7,—2), a tlkrozstt
egyenes, e*: x = 6 — 2t,
¥y=3—~140t, z = 3 - 5%,
A szerkepztds eredménye
az 4brin.
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292, A tikOrkép: PHO,11,—-13);
a gzerkesztés eredménye
az 4brén.

252

293, A tilkkorkép egyenlete: — 14x + 7y — 40z + 28 = O,
294, A tikrozott sik: x — y — z = —-2.

295, Az elforgatott egyenes Ugy is e184111ithatd, hogy
minden pontjdt tikrtzzilk b~re (gyakorlatilag két pont is
elég ), Az elforgatotl egyenes: 8% x = 2 + 8%, y = =7 + bt,
z = =2 + 8%, Gyakorlatilag azonban egy pont tikrizéme iam
elég, ha éazrevesszik, hogy b irdnyvektora sz a ég a’
irdnyvektordnak szdgfelezlje.
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296, A trangzverzdlia:
x =8—3t, y=—-2+t,
z = 8 — 2%, A gzerkesztés

ereduénye az &brdn.

296.
297. A trangzverzilis:
X==2=t,ya-6—1,
z = 3 + 2%, A gzerkesztés
- — eredménye az ghran.
e .~
T hpr
i +OT>
en e
2 ~\\
- ,/
e y
P / |
o
Oi
e J
el




2398, A transzverzdlis egyen-—
letrendszere: x = 4 — 10%,
¥=-3 +4%t, z = 4 - 9%;

a gzerkesztés eredménye
az 4dbrén.

298.
299. A transzverzdlig: x = 4 + 5%,
¥y=-=3—~6%, 2 =25 + 4%,
A szerkesztés eredménye
) ] az dbrdn.
€z
i o
@
Oﬁ




300, A tranazverzdlis: x = 6 — 3t,
¥y=—4 +2t, z = 8~ 4%
a #gzerkegzids eredménye az

4brdn,

304, A transzverzdlis: x = 3 + 3t,
y=1+2%, 2 = 4 — 3t,

A metszéspontok: M4(3,1,4),
M,(6,3,1), tdvolsdguk: 22,
A grerkesztés erecdménye az
4brdn.

301

P I B



302. A kockacsicsok: A(3,-4,5 ),
C(T:5,4%, E(0,=-2,11),

F(—2’4y8)s G(4r7910)s
H(6,1,13 )% A szerkesztés
eredménye az dbrdn,

303, D(13,43,13); a szerkegz—
tég eredménye az 4brdn.
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304, A feladat teiraddere szonos az eldzl feladatéval.

305. A lehetségea két megoldds
kvzill az egyik: A(-5,9,0),
B(—2,~3,4), C(2,-6,8),
D(—qu’ 12 )9 E(?y '13;"'3 )9
FLA0,4,—7 ), G{14,~2,5),

e’ & H( 44,40,9 ) A megozerkesz—
tett kocka az &brén.

305.

306. M(9,0,8) A szerkesztés
eredménye az dbrén.




307. w(—17,4,5).

i

™
t<

1]

308. ivel OR koordindt4i (4,2,0), m_ =
= (2,~1,~-1), EP = PA x Y= (4,-2,-2)

1]

309, vam = 0-bél z = 2.

310. m4(20,—9,-43), m,(22,3,-10).

344. Annak feltétele, hogy a {¥4,2] vektorpdr egy
kttdtt vektor két vektorkoordindtdja legyen, hogy a ya = O
v # o feltételek teljesiiljenek; az 8, b, e alattiak kotstt
vektorok.

312. @ = (3,5,0) x (-1,3,5) = (25,~15, 14 ).

313. A hatdsvonal egy pontjdnak helyvektora:

vyvxm
=-=—g—= = (=13,~2,3), X = =43 + t, y=—=2—-2t, 2z = 3 +
v

+ 3t.

Lo

344. 0-b5) a hatdevonalra 411litott merdleges vektor

vXom
== (6,3,-5), ennek hossza s kérdéges tdvolsdg: /70,

-

345. z = 3, 0-b5l & hatasvonalra 4llitott merfleges

vektor —_ﬁ—"’ ezért a tdvolsdg

M6 0 =w - 00 x v = (=531,~4)

3]

347. & pdrhuzamesok; b ) metszsk; ¢ ) kitérdk.

318. Az egyenes irdny-~egységvektora: EO(%,g,— %), v-

nak az egyenes A(4,~2,3) pontjdra vonatkozd nyomatdka:
g(g,—B,—GJ ée igy az egyenesre vonatkozd nyomatdk: ggo =

-_-7,

349, Az X-tengelyre: 4; az Y-tengelyre: —2; a Z~ten-~
gelyre: 4, az OFE egyenesre vonatkoz$ nyomaték 0.



320, Az O origdéra vonatkoz$ m, nyouaték:
@, =u- AD x v = (49,12,—6 )%
A rendszer sajét nyowatéka: ym = ym = 8.

324, Az A pontbdl a centrélis tengely egy pontjdhosz

¥ Xm
muetats vektor r, = =;?-= = {(4,~ %,2), ugyanebbe a pontbha

0-bS1 az OA + x, = (3,4,0) vektor mutat, s P (3,5,0) tehdt

rajta van a centrdlis tengelyen, ezért egyenletrendszere:

xe3+t, yo % - 2%, z = —=t.

322, Az origdébbl a centrdlis tengely egy pontjdhoz
vXm

mutats helyvektor: r, = === = (- %g,%%,— %g), ezért a
v

tengely egyenletrendszere: x = — %g + 2%, ¥y = %g + 6%,

_ 30
Z = -E+3t.

Q). A centrdlis tengely ori-

= 29,

323, ¥(0,2,0), w(~4,0,4
¥'x'n

g6t61 wért tdvoledga: ‘——1?—-
v

324. A vektorpdr két olyan ellentett vektorbdl 411,
amelyek merSlegesek m-ra. Ezek kozill az egyiket (a merdle~
gesgégtsl eltekintve ), ~ ha mds kikdtés nincas -~ szabadon
vdlagzthatjuk., Legyen ezért ¥y = (0,2,1) és hatdavonala
menjen 4t az origdn, Akkor szilkségképpen m, =0 ég igy ki~
vetkezésképpen ¥, = —21(0,—2,—4), m, = a(9,2,~4 Ja

¥, hatdsvonala: x = 0, y = 2t, z = &, Y5 hatdgvonald-
nak egy pontja az ¥, xuw

T
o
helyvektorral adhatdé meg: x(2,— %,%?) ezdért hatdsvonala:

X =2, §5-— % - 2%, z = %? - t.
325, Az eredSvektorok, illetve ereddnyomatékok:

¥ = (3,~2,4), 2r = (4,4,-3); ¥ir= (3,~2,4), Org = (1,4,-3),
tehdt & két rendszer egyenértékii,
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326, Legyenek a vektorok Y4+ Tos eee, ¥ & K-ra vo-

natkozd nyomatékaik By =0y = o =@, = 0, a vektorrend—
gzer eredfje v = Yt It ee. F Yy 8= 0, tehdt egyen—

értéki egyetlen a K-n dtwend egyenesil v kitstt vektorral,

327. A T pontra vonatkgzé nyomatdk a feladat azerint
1 2 0 0 00 e
np = 507° = 50(3,5,- 3) = (0= A0y my = my + O x y -
(20 142 73
= {5~ )
328, Az ereddvektor, illetve nyomaték: v(4,4,0),
m({—-8,8,8); a centrdlis tengely egyenletrendszere:

Xaefi+t, ys—-4+1%, z= 2,

329, Az adott vektorok koordindtdi és egyenesilk egy-egy
helyvektora: ¥,(0,0,-1), x,(1,0,0); ¥,(~1,0,0), £,(0,1,0);
33(0,—4,0), 23(0,0,4). A megfeleld (O-ra vomatkozs ) nyomaté-
kok: g4(0,1,0}, gz(0,0,ﬂ}, 53(4,0,0), Az eredévektor:
¥(~44~1,~1), az eredényomaték: m(41,4,1). Ezek aszerint O raj-
ta van a centrdlis tengelyen, mert a rd vonatkozé nyomaték
és ereddvektor pdrhuzamosak, a tengely irdnyvektora v, tehdt
8 tengely azonos az OE testdtld egyenesdvel.

330, Az origdéra vonatkozé vektorkoordindtdk: v(— %,~4,5),

9(12,— %;,O). A sajdt nyomaték: v = - %g, A P pontra wvonat~
kozd$ nyomatéka: m'(4,10,— %), A centrdlis tengely egyenlet-
rendszere: x = %% - Tt, ¥ = g% - 2%, z = g% + 10t, A vek~
torrendszer éltalédnos tipusd, helyettesithetd egy vektorpdr-
ral éa egy kotott vektorral,

334, ¥(-3,~9,6), w(18,-18,~9); a sajdtnyomaték: va = 54,
A centrdlis tengely egyenleirendaszere: x = % - 3t, ¥ = %% - 9%,

2z = 4; + bt.

332. Az ereddk: ¥(0,0,0), m(-4,12,4); a rendszer egy
vektorpdrral helyettesithetd,

g -



333. A ¥,(0,8,0), ¥vy(-8,0,0), 3(0 0,—a ) vektorok ere—
ddje: v (~a,z,~a), az O-ra vonatkozé nyomatékok: m 1(0 a, a 1y
@2(0,~32,a2), oy = 9, ezért @ = my + @, + Oy = (0,—&2,28 Yo
A C-re vonatkozs$ nyomaték, mivel 0C = (0,8,0), g, = @ ~—

- 00 x v = (32,—32 32). A rendszer sajdtnyomatdéka: my =

334, ¥ = (0,4,0), m_ = (- %,0,4 )e A sajdtnyomaték:

vu, = O. A centrdlis tengely egyenlete: x = 4, y = ¥, z =
= 3. A rendgzer olyan kotstt vekiorral helyettesithetd,
amelynek hatdsvonala a centrdlis tengely.

335. Az eredévektor: ¥ = o, az ereddényomaték:
m = (4,~4,4). A vektorrendszer olyan erdpdrral helyetiegit-
hetd,amelynek nyomatékvektora m(4,~4,4); ilyen pl, az origé
kezdbponti 34(2,0,—2) éa a B(2,2,0) kezdlpontd —gq(—2,0,2)

vektorpdr,

336. ¥ =2 o, egyensilyl vektorrendszerrsl

van 8zd.

i
1o
-

u

EO gA

vyxm
337. A centrdlis tengely vektoregyenlete ra= ——5—2 +

+ iv, ezért a tengely egy tetszdleges O pontjdra szamitott

nyoaaték:
—1 (v x m XV
m’:E—OO xng—zxzzg—_:_?:___:n
2 I
um_z.g—(“_'}g___‘(__)v
- 2 v2 ~?

)
tehdt 0 tetszlleges vdlasztdsa mellett a nyomaték y-nak

v
55 ~ ggeresge, PFeladatunkban ez az ardnyszdm: 1%.

t<

338, lLegyen a hdrom vektor Y0 Yoy ¥3s B feltevén aze-
rint bdruely vonatkoztatdsi pontra y, + ¥, + ¥5 = 2 é5
my + B, + Uy = 0. Mivel ¥y = =¥y~¥ss Y4s Yoo I3 komplandri~

- 119 -



sak; ha ¥4 ég o pédrhuzamosak, kg is pdrhuzamos veliﬂc,—w_f3

8 Yoo Yo vektorrendszer eredSje, & mint 1lyen, benne van
¥, 68 ¥, hatdsvonaldnak sikjdben. Mivel Yy@y = 0 = ym, +
+ 32_1, 31 én Y5 hatdsvonala metszi egymdst egy M pontban,
M-re vonatkoztatva m, = @, = o, tehdt @y = <(u, +m,) =0,
tehdt a Y4 egyenese is dtmegy M-en és a komplanaritde miatt
benne van Yy éa ¥, egyenegeinek sikjdban.

339, Az A pontra vonatkozd

vektorkoordindtdk: v = AB +
D + AC + AD + (ﬁé + CD + ﬁﬁj =

= AB + AC + AD

m, = AB x BC + AC x CD
+ AD x DB = (AC + CB)x
+AGXGD+(AC+CD)X =
ACx(BC + CD + DB) + CB x
x BC + CD x DB = CD x DBo
339, Az AC tengelyre vonatkozé

nyomaték (DC x DB}AC =

i
g1 &,
+

i

>
;F
A

0

= gg—ﬁ%gr;ég. A szdmldldéban levs vegyesszorzat akkor O, ha

A,B,C,D egy sikban vannak,

340, Legyenek a két rendszernek az origéra vonatkozé
koordindtdl: vy, go és v', m,, é8 & két rendszernek a nem
egy egyenesbs esd A,B,C pontokra vonatkoz$ nyomatékai: By
Ugr Ugs illetve m mh, @C‘ A feltevés smzerint m, = my,
mp = Qb én Ox = gb, ezért
x OA = m =o +Y X OA,

By =8, + X
Bp=o +¥X CB = gb = gé + ¥ x OB,
=1 _’= ! = ¢
Mg = W, + ¥ x0C =amy =m + v x 0C.
Ebbél: v x (OA— OB) = v' x (OA— OB),

¥ x (6@ — dé) =¥ x (6% - 6&),

tehdt (v - ¥' ) x (61 - OB) = o éa{y—v')x (65 - 00) = 0,
aml azt jelenti, hogy v — ¥' pdrhuzamos két nem kollinedris
vektorral, tehdt ceak nullvektor lehet, tehdt valdban v = ¥'

s 1gy a felirt egyenliségek barmelyikébdl w, = o,
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GORBEEK
Rulettak

4, Adott a sugard kor cstiszds nélkill gordil egy egye~
nes mentén., Irjuk fel a kidr egy rigzitett kerilleti pontja
Altal leirt pdlya egyenletét (clklols).

2, Adoit a sugari kér ceiszds nélkill gordiil egy egye~
negen., Irjuk fel egy olyan pont pdlydjdnak az egyenletét,
amely & kOr kOzéppontjdtdl 4 tdvolsdgra van é3 a mozgds kiz-
ben a korhdz viezonyitott helyzete nem vdltozik (d <a esetén
nyijtott, d>a egetén hurkolt ciklois ).

3. Allitsuk eld a kor lefejtéaének paraméteres egyen-—
letrendszerét, azaz egy mozdulatlan kor alakd tdrcsira szo-
rosan feltekert fondl végpontja 41ltal leirt gBrbe egyenle~
tét, mikSzben a fonalat feszesen tartva legombolyitjuk (kor-

evolvens ),

4, Tekintsink egy adott a sugard kor kerilletén cadszis
nélkill gordild egyenest, amelyhez egy ré merdlegea, d hosz-
gzlsdgl szakaszt rdgzitettiink, Irjuk fel a szakasz végpont-
Ja 4ltal leirt gtrbe egyenletét! Milyen gorbét kapunk d = a

egetén?

5. Egy r sugard kOr cglszds nélkiil véglggsrddl a mozdu-—
latlan R sugard kordn mindig kiviilrél irintve azt. Irjuk fel
a gordild kdr egy rigzitett kerilleti pontja dltal leirt pd-
lya egyenletét (epiciklois).

Milyen gdrbe adddik r = R esetén?

6. Egy r augari kbr cedgzés nélkiil végiggdrdil az R > r
sugari kir keriiletén mindlg beliilrdl érintve azt. Irjuk fel
a gordild kdr egy rigzitett keriileti pontja 4ltsl leirt pd-
lya egyenletét (hilpociklois),

Milyen gorbe adddik az R = 4r ég az R = 2r egetekben?

7. Egy 2r sugard kor keriiletén végiggbrdiil egy r suga-



it kitr aindig belillrél érintve azt. Mutassuk meg, hogy a
gordils kibrhdz képeat rogzitett helyzetil, de nem a kerii-
letén fekvd pont ellipszist ir le.

8, Bizonyitsuk be, hogy a ciklols tetszdleges pontjd-
ban hizott normdlis 4thalad a cikloist 815411ité8 kor leg-
alad, az érintd pedig & legfelad pontjén (ldsd az 4. fela-
datot! ). Ezt a tulajdonsdgdt felhaszndlva sgzerkegeszilk meg
a ciklols tetszlleges pontjdhoz tartozd normdlisdt ég érin-

t5jét.
9., Blzonyitauk be, hogy az

X =g(cos t + t sin ), ¥ = a(ein t — t cos t)
kbrevolvens Sggzes normilisdnak a koordindtarendszer origd-

jébsl méxrt tdvolsdgs egyenld.

10, Blzonyitsuk be, hogy az

X =a coth, ¥y = a sinat

agztroid érintSjdnek a koordindtatengelyek kozé ead szaka=-
sza az érintési ponttsdl figgetlenill a hosezisdgi.

G6rbék egyenlete, &rintd

Adjuk meg a gorbét az r(t) = z(t) + y(t)] + 3(t
filggvénnyel, ekkor az érintdegyenes egyenletrendszere
X-x _Y-3 _2-23

R=1gx+7r vagy - - —
x ¥ Z

ahol R = Xi + Y§ + Zk az érintd futd pontjdnak helyvekto-

Yhe

14, Ha egy pont egyenletes kirmozgdst végez egy bi-
zonyosn egyenesg kiriil, és ugyanakkor egyenletes egyeneg~
vonald mozgdssal halad az egyenessel pdrhuzamosan, akkor
a pdlydjit hengeres csavarvonalnak nevezzilk, Vdlasszuk z
tengelynek az adott egyenest &g irjuk fel a hengeres csa-

varvonalat elfdllité vektor-skaldr fiiggvényt.
Hatdrozzuk meg a csavarvonalnak a koordinitasikokra
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esl merdlegens vetileteit!

12, Viviani-féle gorbének nevezzilk egy gdmbfelilletnek
és egy olyan kbrhengerfeliiletnek a metszésvonaldt, amelynek
egyik alkotéja dthalad a gomb kozéppontjdn ée dtmérije a
gomb sugardval egyenld., Adjuk meg ezt a gorbét egy vektor-

gkaldr fuggvénnyel.
Mutasguk meg, hogy a Vivieni gbrbe illeszkedik egy

olyan kiipfeliiletre 1s, smelynek csicsa a henger- ég gbub-~
feliilet érintési pontja és tengelye a henger tengelyével
pdrhuzamosd.,

13, A z tengelyt hegyes szbgben metszd egyenes 4llandé
szogsebesnéggel forog a z tengely kortl, Irjuk fel annak a
pontnsk a pdlyaegyenletét, amely ezen egyenes mentén dllan-
dé sebespéggel mozog (klpos csavarvonal ).

14, Mutassuk uweg, hogy az
r(t)=ia gin t cos t + j & sin’t + k a cos b
gtrbe egy origd ktzéppontd, a sugari girbfeliiletre illesz-
kedik,

415, Mutagsuk meg, hogy az

3

r(t)=1-= coth + ] agin’t + k a cog 21

gbrbe egy asztroid vezérgbrbéjii, z tengelyi hengerfeliilet
véges darabjer helyezkedik el,
46, Hatdrozzuk meg az
r(t) = ti + t%] + %
gbrbének a koordindtasikokrs esl merlleges vetiiletelt,

17, Irjuk fel sz

2

r(t)=e’s + oty + t%

térgorbe érintljének egyenletrendszerét a t = 1 paraméie-
rii pontjdban.
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18, Irjuk fel axz

ol et

r(t) =41 alt — gin t) + J a{4 —~ cog t} + k 4a gin

gorbe t = % pontjdhoz {artozé érintéjének egyenletrendsze-

rét. Mekkora sziget zdr be ez az érintd a z tengellyel?

19. Hatdrozzuk meg az
4 +3 £°
)= git g j+yk
térgdrbe azon érintéit, amelyek pdrhuzamosak az x + 3y + 2z =
= 0 egyenletii gikkal,
20, Hatdrozzuk meg az
£(6) = (3t = 731 + 3¢5 + (3t + £
gorbének azokat a pontjait, amelyekben az érints pdrhuzamos

a 3x +y + 2+ 2 =0 egyenletii gikkal!

24, Hatdrozzuk meg azon pontok mértani belyét, amelyek-
ben a hengeres csavarvonal érintdi az xy koordindtasikot met-
gzlk (ldsd a 414, feladatot!),

22, Milyen girbét alkotnak asz

r{t)s= 1+ tei + t3g
gdrbe érintdinek mz xy koordindtaeikial vals metgzéapontjai?

23. Hatdrozzuk meg azon pontok mértani helyét, amelyek-

ben az %
t)=iacost—-jasint+kbe

gbrbe érintdi az xy koordindtasikot metszik,

24. Irjuk fel azon pontok mértani helyének egyenletét,

amelyekben az

r(t)=4ia(ein t + cos t)+ j a(sin t —cos t) + k b e

gbrbe érintdi sz xy koordindtasikot wetszik.

25. Bizonyitsuk be, hogy az
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t t A

T2 V2 /2

r(t)=1e " cost+]e alnt +ke

gorbe 1llegzkedlik sz
2 2
x + ¥y =z

kipfelilletre €s annak minden alkotéjdt 45°-os szbgben
metszi, (Ezt a gorbét kipos spirdlisnak nevezik, )

26, Hatdrozzuk wmeg a8 Viviani-~féle gérbe érintdinek
az &t tartalmazé hengerfelillet alkotéival bezdrt legkisebb
gzogét, (lded a 42, feladatot! ).

27, Irjuk fel az x2 + 32 ~B8=0édpaz xy—2 +2=20
felilletek metszésvonaldnak érintévektordt a P(2,2,6) pont=~
ban.

28. Irjuk fel a zz + 2x — 32 =0, 3 +y—-2 =0

egyenletrendszerrel adott gorbe P(0,1,1) pontjédban az érin-
tGegyenes egyenletrendszerét.

Ivhosggz

Az r(t) vektor-skaldr fiiggvénnyel adott gbrbe tq és t2
paraméterii pontjal kbré esd darabjdnak ivhossza

2
8 = S x| dt.
¥y

29, Szdmitsuk ki az
r(t) = ati + /3ab t°] + 2bt7k
$érgbrbe 0=t S 1 azakaszdnak az ivhosszit.

30, Szdmitguk ki az
r{t)=3iacost+jasint+kbt
hengeres csavarvonal tetszlleges pontja ég & t+ = O paramé-~

terii pontja kSzé esd darabjdnak az ivhosazdt.

31, Irjuk fel a hengeres csavarvonal paraméteres egyen-—
letrendszerét, hs az ivhosszat vdlasztjuk paraméternek.
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32, Irjuk fel a kir paraméteres egyenletét Ugy, hogy
az ivhomez legyen a paramétier.

33, Mutassuk meg, hogy az
g . 2 /8
(g} =41 ein 3 *tlcosg+k-ys
térgbrbe paraméterezése a természetes paramdter.

34, Mutassuk meg, hogy asz

r(a)= 1 £ cos 1n = + d £ gin 1n £ &

I 5E R

térgirbe paraméterezése a természetes paramdter.
35, Irjuk fel az
r(t)=1 cos t + J 8in t +kch ¢

térgorbe egyenletét a ¢ = O paraméterii ponttsl mért iv-
hoassz fiiggvénydében.

36, Trjuk fel a kdrevolvens egyenletdt termégzetes
paramfterezéasben (14sd a 3. feladatot! )

Kisérd tridder

Az r{t ) vektor-gkaldr fiiggvénnyel adott gbrbe kigérs
triéderének élvektoral az érinté, a fénormdlis és a binor-~
milis egységvektor, amelyek a kovetkezSképpen szdmithatdk
ki:

r (r x ¥®xr rx ¥
=, as= . T 2= = e
x| Itz x =zl lr x x|

A kigérd triéder sikjal 4thaladnak a gorbe adott pontjidn,
A plmuldsik normflisa pirhuzamos az I = T, a norwdleiké az
r, a rektifikd14 giké pedig az (& x I & vektorral, és ezen
vektorok ismeretében a sikok egyenlete felirhatd.
37. Hatdrozzuk meg az
£(t) = 3t°% + (2t + 3)] + 3tk

térgbrbe kimérd triéderének élvektorait és sikjainak egyen-



letét a gorbe t = —4 paraméteril pontjdban.

38, Hatdrozzuk meg az
r(t)=iteint+Jtoost+kt el
girbe kisdéré triéderének élvektorait a koordindtarendszer

kezddpontjdban,
39, Irjuk fel asz
r(t)=1 t cos t — J taint +kt
gorbe simuldsikjdnak az egyenletét a t = O paraméteril pont-
jéban-
40, Irjuk fel az
3 oLt
r(t)= (3" — 2} + (t + 1} + 5 k
térgbrbe t = 4 paraméterii pontjdban a kisérd tridder mik-
jainak egyenletét.
41, Irjuk fel az
r(t)= ti + tzi + etg
térgbrbe t = O paraméterii pontjdban a kisérs triéder éle-
gyeneseinek egyenletrendesgerdét.
42, Hatdrozzuk wmeg az
r(t)=21+1nt g+ t%k
zbrbének azokat a pontjait, amelyekben a binormdlis pdr-~
huzamos az x — 3y + 8z + 2 = 0 egyenletli gikkal.
43. Szduitseuk ki az
x(t) = 1 cos’t + ] 4 sin 2t + k cos
gorbe t = 0 paraméteri pontjdhoz tartozd simulésikjénak
az origétsl mért tdvolsdgdt.

44, Bizonyitsuk be, hogy a hengeres csavarvonal kilagé-
r8 tridderének élvektorai a csavarvonal tengelyével d4llan-
d6 szbget alkotnak (ldsd a 14, feladatot! ).
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45, Mutasguk meg, hogy az

r(t) =1 elcom t + § eloin t + k e

egyenletil kipos gpirdlis kisérd tridderdnek élvektoral 41—
landd$ szbget zdrnak be g z tengellyel.

46, Igazoljuk, hogy az
r(t) = ($2 = 260 + (36— 5)f — (2 + 2%k
fliggvény sikgorbét 4111t els, és irjuk fel a gorbe sikjé-
nak egyenletét!

47, Mutassuk wmeg, hogy az

1 + % 4 t
e S R R e

fiiggvénnyel elddllitott gbrbe mikgirbe, és irjuk fel a gsik-
jénak egyenletét!

48, Mutassuk meg, hogy a Viviani~féle girbe normdlegik-
jal dthaladnak a gtrbét tartalmazd gbmb kdzéppontjdn (ldsd
a 42, feladatotl),

49, A hengeres csavarvonal fénormdlisaira A41landd hosz-~
gzigdgl szakaszokat mériink fel. Bizonyitsuk be, hogy ezeknek
a gzakagzoknak a végppoantjal egy wdsik hengeres csavarvona-—
lon helyezkednek el (ldasd a 44, feladatot! ),

50, Bizonyitsuk be, hogy az
r(t) = ti + t°5 + tok

g0rbe 0(0,0,0) pontbell £, n, b vektoral egybeeanek a koor-
dindtatengelyek egymégvektoraivel, Irjuk fel a giorbdének az
0 pontbeli kisérd triéder eikjmira esd merileges vetliletei-

nek egyenletét,

54, Irjuk fel az = + yz + z2 = 9 éa az %% — yz = 3
felilletek metszésvonalaként addds gtrbe spimulésikjinak az
egyenletét az M(2,1,2) pontban.

52, Irjuk fel az x = 32 én x2 = gz felilletek metszésvo~

naldngk M(4,4,4) pontjdban a fdnormdlis €z a binormilis egye-



negek egyenletrendamzerét,

Gorbiilet, torzid, Frenet képletek

Az r(t) vektor-skaldr filggvénnyel adott gbrbe gbrbiilete
IL x I
a § = — képlettel, a torzidja pedig a T = — -
Izl fr x rl
képlettel szdmithaté ki.
A Frenet képletek a kbvetkezdk:

t' = Gn,
n' =Tt + Gb,
b' = -Tn,

ahol a vemgzd a természetes paraméter (ivhosaz ) szerinti
deriv4dldst jeldli.

53~57., Szduitsuk ki az aldbbi girbdk grbiiletét &s
torzidjdt a megadott pontban:
53. 1(6) = (825 = A0 + (% + 2)] + (&0 = t )k,
t=*a

2

54, r(t) = 2tL +In bt j + t%k, t = 1.

55. £(t) = e'L + 6 'j + /Bt k, t = O.

56 r(t)=1tcost+ jtseint+kat, t =0,
5T, r(t) = i sin 2t + J(1 — com 2t) + k 2 cos t,
T
t—‘z'o

58, Mutassuk wmeg, hu Y 17 ¥ = £(X) fiiggvénnyel adott
gorbe girbillete 2
3|
dx

RS

g =
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képlettel szdmithats winden olyan pontban, amelynek kirnye-
zetében a fliggvény kétezer folytonosan differenciilhatd.

59, Szdmiteuk ki az yz = 2px parabola gdrbiiletét a
cevicapont jdban.

60, Bizonyiteuk be, hogy az
ellipszis nagy- és kimten-
gelyének végpontjdban a

EToTTT o

;\Tsf l gdrbliletl sugarak az aldb-
e b bl dbra azerint szerkeszt-
9p - ’ a hetdk:

64, Szdmitsuk ki a hengeres csavarvonal gérbiletét é&sm
torzidjdt & gérbe tetszdleges pontjdban (ldad a 12, felada-
tot! ),

62, Hutassuk meg, hogy az

K(i) = (3t — 20 + 3675 + (3t + t3 %
girbe girbillete és torzidja tetszdleges paraméterértdkre
egymisaal egyenld,

63, Hatdrozzuk meg az

H{t)=1 coth + 4 ain’t + k cos 2%
gorbének azokat a pontjait, amelyekben a gorbiiletnek lokd-
lig minimuma van.

64, Hatdrozzuk meg azokat a pontokat, amelyekben az

r(t)=41 a(t—sin t)+ j a(41 —~ cos t) + k 4a cog g
gorbe girbilleti sugardnak lokdlis minimuma van,

65, Hatdrozzuk meg a Viviani-féle gbrbének azokat a
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pontjait, amelyekben a gorbiiletének szélalértéke van (1ldsd
a 12, feladatot! ),

66, Szdmitsuk ki az
4 2 2
E(t)°¥l+ti+(2+t Xk
térgbrbe gorbiileti kizéppontjdt a t = 1 paraméterli pontban.
67-69, Irjuk fel az aldbbi térgtrbék tetszdleges pont-
Jaihoz tartozd gorbilleti k&zéppontok helyvekiordt:
67. r(t)=iacost+jasint +kbdt

hengeres cegavarvonal.

68, r(t) =1 ebcon t + i eein t + k et

kdpos spirdlis.

69. r(t) = e’ + et + /2t k.

70, Bizonyitseuk be, hogy a clkloie gGrbiileti kbzéppont-
jal az eredetivel egybevdgd cikloiet alkotnak (ldsd az 4.
feladatot! ).
T4 Szémiteuk ki az x2 - 3y2 —~ z = 0 felilet ém az
X +3y +2 -4 =20 gik metszéavonaldnak gorbiiletét a P(2,1,4)
pontban.
2

72. Szémitsuk ki az x° — yz + 2% = 4 ég az
y2 — 2X + z = 0 feliletek metszésvonaldnsk gorbiiletét és

torzidjdt a P(4,4,1) pontban,

T3. Irjuk fel az
(t)=3iacht+ jasht+kat
girbe terméezetes egyenleteit,
T4. Hatdrozzuk meg az
r(t) = i(2t — sin 2¢t) + i cos 2t + k 48in t

gErbe t = L paraméterii pontjdban a ', n', b' vektorokat.
3 z s By 2
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75. Irjuk fel a Frenet-képleteket az
£2 2> 4
) =g iS5 i+ k

térgorbe t = 4 paraméterii pontjéban.

76. Irjuk fel az
X(6) = (85~ )L + (5 +2) + (7~ t %
térgdrbe t = 41 pontjdban a Darboux~-féle vektort.

77. Bizonylteuk be, hogy ha a térgdrbét az r(a) iv~
hossz szerint paraméterezett vektor-skaldr fliggvény hatd-
rozza meg, akkor a girbe tetszlleges pontjdban teljeplilnek
az aldbbi azonosadgok:

r" 2"' = _Gz,

ot
o
G,
u

T,

. " =G -Gl
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FELULETEK

Felidetek egyenletei, lefejthetd vonalfelliletek

A vonalfeliiletet az r(u,v) = r(u) + vi(u) vektor-
egyenlettel adbatjuk meg, ahol r(u) a vezérgirbe egyen~
lete, 1l(u) pedig az alkotdegyenes irdnyvektors. A vonal-
felilletet lefejthetdnek nevezzilk, ha mindegyik pontjd-
ban ¥1l = O teljesiil, ahol

dr . d
i‘ = a-;l: éB }_ = -

=1 B ]

78. Irjuk fel az A(2,3,5), B(4,5,~6), C(4,3,2)
pontokra illeszkedl§ gik két paraméteres vektoregyenle-
tét.

[79-84.]Irjuk fel a hengerfeliilet paraméteres egyen-
letrendeszerét és impliciti egyenletét, ha adott a vezér-
girbéje és az alkoidegyeneseinek g irdnyvektora:

79+ vezérgirbe: x(u) = 4 0033u1 + 4 sinBul,

a8 =31 +2) + 4k
e 2 2
80. vezérgbrbe: x" — y° =14, z = 0, 8 = ke
81, vezérgirbe: r(u) =j 2 cosu + k 3 sinu,
a=io

[82-84.]Irjuk fel a kipfelillet egyenletét paraméte-
res és implicit alakban, ha adott a vezérgdrbéje €s a
cadcspontja:

82. vezérgbrbe: r(u) = 1 cosu + j sinu, C(0,0,1)
83. vezérgirbe: x2 + yz -4y = 0, z = 0, C(2,5,=3)s

84. vezérgbrbe: z = xz, ¥ ==1, C(2,3,=4)
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[85-86.] Irjuk fel annak a kupfeliiletnek a k&ét-
paraméteres vektoregyenletét, amelynek adott a ve-
zérgbrbéje és a calcapontja:

85, wvezérgorbe: r(u) = 2(ginu — u cosul)i +
+ 2{cosu + u sinu )k, C(0,-8,0).

86. vezérgdrbe: r(u) = iR coaeu + 3 R cos u sin u +
+ k R sin u, €(0,0,0).

[87—9?.]Irjuk fel a forgdsfeliillet egyenletét, ha
adott a merididngdrbéje s a forgdstengelye:

87. merididngbrbe az xz koordindtasikban elhe~
lyezkedd, A(a,0,0) kdzéppontd, b sugard kdr (a>b>0),
forgdstengely a z tengely.

88, merididngbrbe az xz koordindtasikban elhe-
lyezked$ origd kidzéppontd, R sugard kdr, forgdsten-
gely az x tengely.

89. merididngérle: % 4 ¥y -5bx +5=0, 2 =0,
forgdstengely az y tengely.

90. merididngbrbe: 2y — 3z = 7, x = 0, forgdsten~
gely az ¥y tengely.

91, meridisngdrbe: z = 32 + 4, x = 0, forgdsten-

sely a z tengely.

(3 + 2couli + (4 + ZSinu)j,

It

92. meridiangtrbe: r(u)
forgidstengely az y tengely.

3

u 4 k Sein-u,

93. wverididngbrbe: r(u) = i Se»ss
forgdstensely a z tengely.

94. merididngdrbe: hiperbola, forgistengely a

képzetes tengely:.

95. merididngbrbe: hiperbsla, forgdstengely a
valds tengelye.
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96. merididngtrbe: z = siny, forgdstengely az y

tengely.

97. merididngdrbe: r(u) = (2cosu — coslul)i +
+ (2einu — sin2u)j, forgdstengely az x tengely.

98. Irjuk fel az

g

r{u) = ul + uzd +u
gbrbe érintlegyenesei dltal alkotott feliilet kétpara-—
mdteres vektoregyenletét.

99, Irjuk fel az
r(w)=1R cos®u + d R cosu ginu + k R sinu
egyenlefil Viviani gtrbe érintdegyenesei 41ltal alkotott
vonalfeliilet kéiparaméteres vektoregyenletét.
100, Irjuk fel az
r(t) = ia cost + ja sint + btk

hengeres csavarvonal binormdlisai dltal alkotott felii~
let kétparaméteres vektoregyenletét. Allapitsuk meg,
hogy lefejtheti~e a kapott vonalfeliilet.

[101-406.] A11apiteuk meg, hogy az aldbbi fiiggvé-
nyek milyen feliiletet hatdroznak meg és milyen gbrbék
a paramétervonalak:

104, r(u,v) = ul + v] + uvk.
102. r(u,v) = iv cosu + dv sinu + kv.

103. r{u,v) = iv cosu + jv ginu + ku.

104, r(u,v) = (u + ginv)l + (u + cosv)j +
+ {u + ak.

105+ r(u,v) = ja chu cosv + jb chu sinv +
+ kc ghu, (a, b, ¢ > 0).



406, r(u,v) = iu cosv + ju sinv + guz.

%07. Bizonyltsuk be, hogy egy térgirbe érintde-
gyenegeibsl 6116 vonslfelillet lefejthetd feliilet.

108, Bizonyltsuk be, hogy egy vonalfeliilet pon-
tosan akkor lefejthetd, ha minden érintdmikja egy-egy
alkotdegyenese mentén érinti.

109, Bizonylisuk be, hogy bdrmely lefejthetd vo=-
nalfeliillet vagy hengerfellilet, vagy kipfeliilet, vagy
egy térgirbe érintdegyeneselbsl &11.

Pelilleti normilip, érintdeik

Az r(u,v) kétparaméteres vektorfiiggvénnyel adott
feliilet normdlvektora m = r, x £ , az érintdsik egyen-
lete pedig (R -~ r)r,r, = 0, ahol R(X,Y,2) a sik futs
pontjidnak koordindtdi.

z = f{x,y)} fliggvénnyel adott feliilet normdlvektora

a(-p,—~q,1), érintfsikjénak egyenlete Z — z = p(X — x) +

+ q(Y ~ y), ahol af _af
=3x* 973y

Ha a feliiletnek az F(x,¥,2) = 0 alaki 1mp1101t egyen—
letét ismerjilk, akkor s felilleti normalist m(Fx,Fy F )5
az érint051k egyenletét pedig (X - x)F + (Y - y)F +
+ (2 = z}F = 0 alakbgn irhatjuk fel.

110, Irjuk fel az

r(u,v) = ul + {1 + udosv j + {1 + ulginv k
felillet u = 1, v = % paraméterit pontjdn dthalads pa~
ramétervonalainak egyenletét és pzimitsuk ki a para-
métervonalak érintéinek hajldeszbgét az adott pontban.

144. Szdmitsuk ki az

r(u,v) = ul + cosu ainv j + cosu cosv k
egyenletii feliilet u = %, v = % pontjdban a paramé-

tervonalainak érintéi d4ltal bezdrt sziget.
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142, Irjuk fel az
r(u,v) = (2u— v} + (u2 + vz)i + (u3 - v3)§g
egyenletii feliilet P(3,5,7) pontjdban a paramétervonalak
érintfegyenegeinek egyenletrendszerdt.
443, Irjuk fel az )
r(u,v) = (u2 - vzjé +2uv j + (u2 + v2 Xk
egyenletll felillet u a 1, v = 2 paraméterii pontjiban a

feliletl noruflis egyenesének egyenletrendszerdt.

[$14-424.]Irjuk fel az aldbbi feliiletek megadott
pentjdban az drintdgik egyenletdt:
. r(u,v) = (u3 - 2v2}; + uvzj_ + (uev-—- u ks

u="[, Vo= =2,

145, r(u,v) = (cosu — veinu)l + (sinu — vcosu)j +

= 1.

+(u+v)k; u=o0,

3

v
u4_j:+3uv21+v15; n=2, v=1,

3

146, r(u,v)
M7« z(u,v) = (u + Vi o+ (u2 + vz)j_ + (u3 + v3)lg;
u =2, va=2.
118 = 2 ' 3
e ¥(u,v) = ui + (u° -~ 2v)i + (0’ - 3uvlk;

P(1,3,41

M9, xy° + 22 = 42; P(1,2,2).

120, z = x° + y2; P(1,2,9).

1240 2 = 29% = 3% ~ 4 = 0; P(3,1,~1).

122. x° + ¥° 4 2% = 469; M(3,4,12 )

123« r(u,v) = 1 ucosv + j uginv + k av; u = ugs

V=voo
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2 2

2
124, &5 4 ig + Iy = 4y B(X 1Y, 4%, e
a8 C

125. Hatdrozzuk meg asz
{u,v) = (u + vid +(u—-v)] +uav k
feliiletnek az X + 2y + 2z = 32 gikkal pdrhuzamog érin-~
téﬂikjé t.

126. Mutassuk meg, hogy a xyz = a3 felillet érintd-
sikJal a koordindtasikokkal €llands térfogati tetradde-
reket alkotnak.

127. Irjuk fel az xyz = 1 felillet X + y + 2= 3 = O
gikkal parhuzamos érintdsikjdnak az egyenletét.

128, Mutassuk meg, hogy az

2/ 2/ 2/ 2/
x 3 + Yy 3 + 2 3. a 3

feliilet érintdeikjai 41tal a koordindtatengelyekbdl ki-
metgzett szakaszok négyzetdgszege 41landj.

429. Bizonyitsuk be, hogy a

7%+ 3+ (T =3
egyenletd feliillet érintdsikjai a koordindtatengelyek-
b6l 41landd Jsszegli darabokat vdgnak le,

130. Az X + 3% + 2 = a® egyenletil feliilet
P(xo,yo,zo) pontjéhoz tartozs drintdsik messe a koor-
dindtatengelyeket rendre az A,B,C pontokban.
Blzonyitsuk be, hogy

b4 ¥y 3z
o} ) o _
L *TE too =t
teljesill, ahol 0 a koordindtarendazer kezdSpontja.

434, Bizonyitsuk be, hogy & csavarvonal érintd-
egyenesel 4ltal elSillitott vonalfeliilet normilisai a
z-tengellyel 41landd szbget zdrnak be.
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132. Bizonyitsuk be, hogy a z = tgxy és az
x2 - y2 = a felilletek érintdsikjai a két felillet
metszégvonaldnak pontjaiban merdlegesek egymisra.

Feliileti gbrbék gorbiilete

Az r(u,v) kétparaméteres vektorfiiggvénnyel els-
dllitott feliilet normilmetszetdhez Jjutunk, ha az
2 =xr Xr, feliileti normdlisra és az % hdnyadossal
jelleuzett gu& + gvﬁ érintfirdnyra illeszkeds nor-
mdleikkal metsszilk a feliiletets A normilmetszet
gorbilete

1 _ Ld® 4 2MAY + NY
R 50 2 "

n  Ea° + 2Fav + GV

Ugyenerre az érintdirdnyra illeszkedd ferdemetszet

gorbiilete
1 1
= - .
R = cosp R,

ahol ¢ a ferdemetszet sikjdnak a normdlmetszet sik-
Jéval alkotott hajlédsszige. ]

A képletekben szerepld Gauss-féle f@mennyiségek a
ktvetkezlk:

2 2
E=‘F.u ’F=£u£v’{;=£v'
.0 _ 0 N
L=n Tuu * U=a Iwv H=m Iyv »
ahol
u® Iy * Iy
-
Eu ™ Iy

133+ Hatdrozzuk meg az
r(u,v} = eui +e'j + (u~— vk

feliilet u = 0, v = O paraméterii pontjdban az ¥ =2
v

érintSirdnyra illeszkedd, a normglsikkal ¢ = 30°-08
szget alkotd sikban fekvs ferdemetszet gdrbiiletét.

- 139 -



134. Adott a z = 2x° + 4,5 y° felillet. Szémitsuk
ki a koordinatarendszer kezdSpontjdban az x tengely~
lyel 45°%-0s gzbget bezdrd érintdirdnyd normélmetszet
girbilleti sugardt.

435. Adott az
r(u,v) = (o8 + v¥1 s (- Vg + v k

feliilleten a P(u = 1, v = 1) pont., Szdmitsuk ki a P
poutban az
_ A
=7
hinyadossal jellemzett érintdirdnyhsz tartozd normgl-
metszet gbrbiiletdt.

el

136, Szdmitsuk ki az

r{u,v} = (u - 2uv ) + (u2v2 - iji +
+ (u4 - 2v2)g

felillet u = 4, v = —~1 pontjdban az ¥(2,—-14,z) érints-
vektord normsdlmetmzet gbrbiilletét.
437. Szdamitsuk ki az
x(u,v) = i chu cosv + J shu sinv + k thav

felilet u = 0, v = % paraméterﬁ pontjdn dthalads,
ag % = 2 hdnyadossal ég ¢ = 45%-08 szbggel jellem-

zett ferdemetszet gorbiiletét.
138. Szémiteuk ki a z = /2xy feliilet P(2,4,4)
pontjdn dthalads, asz 5 = 4 hdnyadosgsal és @ = 120°-

o8 gziggel jellemzett ferdemetszet gdrbiiletét.
139. Szamitsuk ki a gbmbfeliilet tetszdleges
pontjdban az 2 = 3 hdnyadossal jellemzett érintdi~
v

rdanyd normilmetszetének ég a ¢ < 90°-08 azdggel
Jellemzett ferde metszetének gorbiiletét,
(Ldsd a 88, feladatot. )
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Fégorbiuletek, f8irdnyok

A feldlet adott pontjdn dthaledd noruslmetszetek
gbrbiileteinek ﬁ és ﬁz gzéledértékeit (ha léteznek) s
1

pontheli figbrbiileteknek, azokat az érintdirdnyokat
pedig, amelyekben ezek fellépnek, f6élrdnyoknak nevez-
zilk., Az % fGirdnyok a

v
A
B F G}=0
L M N

egyenleth6l hatdrozhatsk meg. A f£5gbrbiiletek szorza-
tdt és Yoszegét a
- S R

1
K = —=r,
TR mor

_A L, _EN— 2FH + GL
R, " K, EG — F°

képletekkel szdmithatjuk ki.

A feliilet gombi pontjdn dthalads Geszes normilmed-

szet gorblilete egyenld (és nem zérug), ezért ﬁ = ﬁz
. 1

és minden irdny f8irdny. Az olyan pontot, amelyen &t~
haladd Usszes normiluetszet gbrbiilete zérus, plandris
pontnak nevezik.

140. Hatdrozzuk meg az
r(u,v)=(u+vi +(u=v)j + uv k
egyenletii fellilet u = 1, v = 1 paraméterii pontjdban
a féirdnyokat és a fégdrbiileteket.
444, BHatdrozzuk meg az
r(u,v) =1 uncosy + j usinv +kau
kipfeliilet u = 1, v = & paranéterd pontjédban a £&i-

réanyokat éa a fégbrbilleteket.

142. Szimitsuk ki a
2 = x° - 33
feliilet P(2,-1,9) pontjéban az Ygazeg~ és szorzat-
gorhiiletet. :
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143. Mutasauk mweg, hogy az
r{u,v) = i cosu + J v+ k sinu
hengerfeliilet tetsz6legea pontjaban a féirdnyok
megegveznek a paramétervonalak érintdirdnydval.
144, Mutassuk meg, hogy az
r(u,v) = (u° + v2)i + 2uv) + (u - vk

felilet u = ~1,v = —4 paraméteri pontjdban a ffird-
nyok z paramétervonalak szbgfelezdi. Irjuk fel a Fé-
iranyokra illeszked3 normilmetszetek sikjainak {f£§-
sikok } egyenletdt.

o

445. Mutassuk meg, hogy
2
7 = o (X +37)

egyenletii felilletnek agz A(0,0,1) pontjm gbubi pont.

146, Porgassuk meg az ¥ = ginx gbrbét az x ten~
gely k¥riil és keressilk meg az igy eld41l3 feliilet

gombi pontjait.

t47. HMutassuk mez, hogy az
r(u,v) =31 u cosv + j u sinv + kv

cgavarfeliilet tetszdleges pontjdban az Osszeggbrbii-
let zérus. Allapitsuk meg, hogy hogyan helyezkednek
el azok a pontok, amelyekben a gzorzatgdrbitlet 41-

landd.

148, Forgassuk meg az y = chx egyenleti ldnc-
girbét az x tengely kbriil és mutassuk meg, hogy
az igy keletkez6 katenoid minden pontjiban az Ggszeg-

gorbiilet zérus.




149, Forgassuk meg az x = a ginu, y = 0, z =
= a(ln tg % + cosgu ) egyenletrendszeri traktrixot a
z tengely kdril és szdmitsuk ki az igy keletkezd
paszeudoszféra szorzatgirbiiletét a feliilet tetgszdle-

ges pontjaban.
150. Keressiik meg a
2 2
= X .
2= 16'

hiperbolikus paraboloidnak azokat a pontjait, ame-
lyekben az dggzeggdrbiilet zérusm.

Feliileti pontok osztdlyozdsa

A felilletnek szt a pontjdt, ahol K>0, ellipti-
kusa pontnak, shol K <O, hiperbolikus pontnak és ahol
X = 0, parabolikus pontnak nevezzilk. K eldjele meg-
egyezik az LN — M2 kifejezés eldjelével, a z = £(x,y)
figgvénnyel vald megadds esetén pedig az

)2

f" f" O"
o Tyy T Uy

kvadratikus forma eldjelével.

[154-153.] Hatdrozzuk meg az aldbbi feliiletek
megadott pontjdnak tipusdt:

2

151 r{u,v) = (u” + v2)1 + uvj + cosu coav k,

152. r(u,v) eug + evg + (u— v,
u =0, v=1,
2 2
453. 2 = 4x 'y — 2xy , P(1,0,0).

[154-162.]Allapitsuk meg, hogy milyen jellegii
pontjai vannak az aldbbi feliileteknek:
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154« r(u,v) = i(a + beosukosv + j(a + bslnuleinv +
+ ¥k bsinua, (a>b>0) tirusz.

155. r(u,v) = iu ecosv + ju sinv + g(nz + 4)
forgdeparaboloid.

156, r(u,v) = (2cosu + vii + (28lnu + v)j + vk
hengerfeliilet.

457« r{u,v) = iu cosv + ju sinv + kv
ceavarfeliilet.

158. 2 = x° - yz hiperbolikus parsboloid.

159, xyz = 4.
2 2
é—(x + ¥ e

160, z =
161. z = ln(x2 + yz).
162, 2z = sin2 x2 + y2.

163. Hatirozzuk meg az
r(u,v) = (u + v)i + uvji + {u3 + VBJE
feliilet parabolikus pontjainak mértani hélyét.

164. Hatirozzuk meg asz

r(u,v) = vjé + uzi +{u + vk

feliilet parabolikus pontjainak mértani helyét.
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A FELADATOK MEGOLDASATI

4., Vdlagszuk x-ten-—
gelynek s rigzi-
tett egyenest, és
tegylik fel, hogy
a P pont & kooxrdi-
nitarendazer kez-

X d8pontjdbsl indul.
Lk 2axn Vegyilk égzre, hogy
az OE gzakssz hosz-
gza megegyezik a P
és E pontok kizGtti kdriv hosszdval. A gbrbe P futd pontjd-
nak koordinatdit az 4. 4bra segitségével irjuk fel:

i

X og(t—agin t},
¥y = a(l— cos t)e

2, d<a emetén P,
d >a egetén pedig
Q Jelsli g gorbe
futé pontjdt (2.
dbra ),

l x = at - d asin £,
¥=8—-—4d coa t.
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3. Legyen a koordindtarendszer kez-
dépontja a k¥r k&zéppontjdban ds

tegyilk fel, hogy a P pont a PO
pontbdl indul, Haszndljuk fel,

hog.Y EP a E-‘PO a2 at (3- ébra ),
ekkor x = a(cos t + % gin t),
¥y =a{gin t - %t coa t).

3.
4, Helyezzilk a koordindtarendszer
kezddpontjdt a kor kdzdppont-~
jéba (4, dbra). Az E ég K pon~
tokndl megjeldlt szbgek megegyez=—
nek a t asz¥ggel, KP = d ém az EK
érintdszakasz hogeza at. A P pont

y
koordindt4i:
X = (a—dloa t + at gin t,
¥ye=(a—dlgin t -~ at cos +.

-at cos t.

i)
d = a egetén a Q pont pdlydja
at gin t,

¥y =

5. A koordindtarendazer kezdSpont~

\\\J
arkhimedeszi spirdlisg, awmelynek egyenlete x
Olyan poldrkoordindtarendszerben pedig, smelynek tengelye
jit helyeszziik a mozdulatlan kiér

kozéppontjdba. Tegylik fel, hogy
a P pont a P, pontbdl indul ki,
anely a kiinduldsi helyzetben

egybeegik a két kdr érintkeszdsi

a — y tengely, r(¢) = aw adddik.
pontjédval (5. dbra)., Mivel é?o =
r.u, u= %t.

= EP, azaz Rt
A P calicapontt megjeldlt szdg
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x = (t +u)y=x—~2 L X4, ezért a P pont koordindtdi a kovet-

kezdk: x = (R + r)cos t — x cos LtLt, y = (R + r)ein t -

R+ rx

= t, r = R egetén kardioidot kapunk (6, dbra).

— r gin

R—1r
r

6, x = (R— rXkos t + r cos t, ¥§=(R— 2)gin t —

-~ r gin E—;—r-*, R = 4r esetén asztroldot kapunk (8. dbra),

R = 2r esetén egyenes szakaszt (9. 4bra).




T. Tegyilk fel, hogy a Q pont a

Qo ponttdl indul és CQ = 4 41~
landé (10. 4bra), A P keriileti
pont t tetezdleges értdkére az
x tengelyen van (ldad a 6. fela-—
datot ), ezért Q koordindt4i:

Xa{r +dxos t 4ds

¥ =(xr - d)ein %.

B, Egy rigzitett to pontban & ciklois érintdjének irdny-
vektora é(to) = i a(1 ~ com to) +J a ein e
A norwdlis egyenes egyenlete:

a(1 - cos toJ {Xx - a(to — gin tO)] + a 8in t, [Y—=a(t ~

- Cog to)] = 0,
amelyet az E(ato,OJ pont (4, édbra) valéban kieldgit, Az érin-
tére vonatkozd 4£11itds hasonléan igazolhatd.,
3, A pormdlis egyenletének Hemse~Péle normilalakja
Ygint + X cost—ga = 0,

A normdlisnak az origétdl mért tdvolsdga minden t-re sa.

10, Megjegyzés: A 6. feladat megoldégaként Ffelirt egyen-
letrendszerbe R = 4r = g helyettesiiés utén trigonometrikus
azonogpdgok felhagzndldedval az 1tt felirt egyenletrendscert
kapjuk.
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14, x(t)=1acos t + ] a 8ln ¥ +
+ k bt (14, dbra )
A vetiletek: x + .yz = 82;

¥y = & gin %;

I=&GOS'§-

12, Ha a koordindtarendszert
e 12, dbrdn l4thaté médon
vdlasztijuk, a gdrbe egyen~
letrendazere x2 + 35 + 22 -
--R2=0, x2+y2—-Rx=0.
Vdlasszuk parsméterneck aszt
a t szbget, amelyet a P pont
xy koordindtagikra esd merd~
leges vetilletének helyvektora
a pozitiv x tengellyel z4r be.
Mivel DOP ég POP egybevdgd
derékazigii hdromszigek, POP'

8zlg megegyezik a 1t szizgel. A P pont koordindtdi tehdt

x =R coszt, § s Rcoa t gin t, 2 = R ain % (0=t<2n)
A P pont akkor illeswkedik a D cslcspontd, z tengellyel pdr-
huzamos tengelyl kipfelilletre, ha = DP vektornak a k egység~
vektorral alkotott hajldaszige dllandé. Ez pedig teljesiil

(cosp = -‘/22 Je
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13. Az egyenesnek a z tengellyel bezirt
gzbge legyen « . (13, dbra) A P pont~
nak az origétdél méri tdvolsdgira r =
= ¢T, az Xy sikra esd merGleges vetii~
letére pedig ¢ = wt teljesiil, ahol ¢
8z egyenes menti egyenletes mozgis
sebessége, w pedig a z tengely kdrii-
11 egyenletes forgdémozgds sz0gsebes~

3 gége. A P pont koordinitdi tehsit
oL X = T sina coswt, y = ¢ gina slnwr
<P \y“ i c . p ’
2 = cT cosa . Az a = = sina és
24X 13. b =2 cosa 4llandék és a t = wr para-

(o]
méter bevezetése utdn a gorbét leirs

vektor~-skaldr figgvény:

g(t):iatcast+jatsint+l£bt‘

14. A gbrbe terszdleges pontja kieldgiti az
x2 + y2 + -22 = a.2 egyenletet,

15. A& gorbe tetszGleges pontjdnak
az xy sikra esd merdleges vetii-
lete illepzkedik az x = g cos3t,
Yy =23 HinBt egyenletrendszerii
asztroidra és —aSzZa 1s telje~

aiil.

4.
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16, v = x2, z = 03
z = XB, ¥ = 0;

R

17. A gbrbe érintdvektora

Bt) = e'i - &5 + 2tk,
az adott helyen

. i .
(1) = el - s 1+ 2k,
Az érintd 4thalad az
i -
(1)y=el +-J+k

halyvextord ponton, egyenletrendgzere tehdt

X—€e _ . _ _Zz = A

P = 4 ey = 5 .
1 X
80 = = — s = —,
18, x = 3 > Z; ¢=73

49. A reltétel szerint a gbrbe érintdvekiora merdle—
ges a gik normdlvektordre, azaz (t).-n = 0, ahol

B=1+3]+2%

a sik norm4lvektora. Ezért t° + 3t2 + 2% = O,
Innen t1 = —1, t2 = -2 (t = 0 egetén a derivdlt zérus vek-
tor), A megfeleld érintlegyenesek egyenletrendazerei:

é - X =¥ + % = % - %, illetve

8
v+ 2

Egte =2

[y I

i




20. P&(-—2, 42, ‘14 )' Pz("’4g3f—4 )-

24, A coavarvonal tetszlleges t paraméterit pontjdhoz
tartozd érintd egyenletrendazere

Xaoacos t—-—at gin t
Y=aagint +at cog t
Z = bt + br.

A Z =0 feltételbll v = —t adddik, az érintdmek az xy sik-
kal alkotott M metszéspontjdra tehdt

ko, =acos t +ataglnt,

Y =apgint—-atcost,

Z0 a C

teljesilil, Ha a pont végigfut a ceavarvonalon, a wegfeleld
¥ pontok kirevolvenst irnak le (l4sd a 3. feladatot! )

22. Az érinték az xy sikot az y = % x2 parabola

pontjaiban metszik,

23. x° + y° = 282,

24- X? + y2 = 4320

25, A gbrbe tetszlleges pontja kielégiti a kipfeliilet
egyenletét., A gdrbe t paraméterii pontjdn dthalad$ kipalko~-
t3 irdnyvektora r(t),amelynek a pontbeli I(t) érintévek~
torral alkotott y szdgére minden t paraméterériékre
cogy = L teljesiil,

/2

26, Az érintdvektor a gbrbe t paraméterii pontjdban
I(t)=-L R eln 2t + j R cos 2t + k R cos t, amelynek a z
tengellyel pdrhuzamos hengeralkotdval bezdrt szigére

2
0052] =_cogt
t + cog™t
adédik, A 7 ezdg abezolit értéke akkor a legkimebd, ha a
cos £ tort értéke a legnagyobb, Ez coszt = 1 egetén,
1 + cog™t
azez t = 0 ég t = 7 értékre teljeslUl, Mindkét egetben a

D{R,0,0) pont adddik, amelyen a Viviani-féle girbe kétszer
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halad 4t (1dad a 12, 4brdt ).
At = 0 értékre cogy = j; adédik, ahonnan 1=
2

1+

Lo
z ]
b

3
T

|}

& t =7 értékre pedig cogy = = 55 s ghonnan 1

27. A t = x paraméter viélasztdssal a két felillet
metszésvonaldt r(t) = t1 + y(t)j + z(t)k vektor-gkaldr
fiiggvény irja le, ahol y(t) és z(t) a két feliilet egyen~
letéb8l 4116 egyenletrendszer megolddsa. Az Srintdvektor
Mt)s 4o+ y(t)] + a(t ke Az J(t) és 2(t) differencidl-
hdnyadosok kiazgmitéséhoz derivdljuk -indkét egyenletet
X gzZerint:

2x 4+ 29y = O
y'i'n?“é-’-'o.
Helyettesltetlk be a P pont koordinsdtdit, ekkor a

4 +43 =0
2+ 2y -2 =0
egyenletrendszert kapjuk, awelynek megoldédsa y=-1, 2 = o,
tehdt az érintdvektor az adott P pontban f = 1 — J.

28. A t o x paramétervdlasztdis esetédn az egyenletek
X gzerinti derivdldsdval a
2% + 2 = 2yy = O
3+y—~%=0
egyenletrendszert kapjuk, amelynek az adott pontban nincs
megolddsa, vagyis ar r(t)= t1 + y(t)] + z(t)Xk vektor~ska-
14r fiiggvény sz adott pontban nem derivdlhaté.
Vdlasazuk most paraméternek a z vdltozdt &g derivdljuk mind-
két egyenletet z szerint. Ekkor a
22 + 2x - 2yy = 0O
3k +3—-1=0
egyenletrendszert kapjuk, amelybdl az adoti pontban X = O,
¥ = 1 adédik., Mivel az x(t) = x(t X + y(t)] + tk fiiggvény
derivdltja az I(t) = x(t L + y(t)] + k vektor, a keresett
érintSvektor koordindtdi (0,4,1).
Az érint8egyenes egyenletrendszere x = 0, ¥ = z.
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29. #(t) = al + 2/38b t] + 6btk
[£(t)] = & + 6bt2
1

8 = S (a+6bt2)dt=a+2b.
o

Ja2 + v° ¢,

34. r(8) =i a cos

30, s

+J a sin ————w 4
82 + b2 32 + b

+ k bs (14sd az e1626 feladatotl ),

"‘/2*2

a- + b
32, x = R cosg ﬁ, ¥ =R gin %.
33. Azt kell wmegmutatni, hopy
dr
I (el = ’Egl 5 4 teljesiil,

34, Liad az elfzd feladatot!

35. A gbrbe tetszdleges pontjdnak a t = O paraméteri
ponttél wért ivhosgz-t4dvolsdza
t t

glt) = S|§(t)1 = S JeinZt + coagt + sbzt dat =
o
t
- S ch t dt = eh t.
o

Az 8(t) = sht figgvény inverze t(s) = arshs. Ha végre-
hajtjuk ezt & paramétertrangzformicidt, a gbrbének az

r(s) =1 cos(arsh s) + j sin(arsh 8) + k y1 + 52
egyenletére jutunk.
36. B = 2ss.

37« Az érintS irdnydba uutats egységvektor

te-frivfiti ks
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afc’mormélisg:—-ﬂ;-r-ﬂi—-‘%g,
c 6 g | 2
a blnorwdlis b=~ i - i-q7k -

A kigérd triéder sikjal dthaladnak az r(—1)= 31 + j - 3k
helyvektord ponton,
A gimulésik egyenlete 6x + 9y + 2z — 24 = O, rektifikdlé siké
Tx — 6y + 6z + 3 = 0, a normdlsiké pedig 6x — 2y —~ 9z — 43 = Q,
i+k 21— ] +k i+]-k
y B =—————, b=s———
V2 V6 3

38, t =

396 x—- 2 =0,
40, A gimuldsik x — 3z + 2 = 0, a rektifikild sik
3x - 10y+z+§3§=0, anormélaika+3+z+-§=0.

44, Az érintd§ x = t, y = 0, 2 = 1 + t, a binormdlis

X _z -4 w _ - - _
:§=—3-——T—,afonormélis x.-%-z fe

42. A(1, In 2, ~4).

43, ¥(t)=-8in 26 §f + cos 2t j — sin t k

¥(t) = —2cog 2t § — 2ain 2% j — cos t k
EO0) =}

¥(0) = =21 — ko

A simuldeik Hegae-~féle normilegyenlete:

- X 22 _

L.
55 /5

Az origé éa a slmuldeik tdvolsdga {d| = -j—_—-.
5

»

4

a2+b2

44, t = (—a gin ¥ L + a cog t J + bk),

=—~cog t 1 ~ sin ¢ j,

[}=}

1_3:——5-——(bsinti_—bcost;j,+ag).



A ceavarvonal tengelydnek irdnyvektora a k vektor,

cos(,k) ¢ = —2— , cos(n,k)« = O, cos(bk) ¢ = —2
32 + b2 a’ + b2
45. t = == [i(cos t — gin t) + i(sin t + cos &) + k],
V3
1
B =~{[~i{gin t + cos t) + j{cog t -~ gin ¥1]
72 L d ’
b=t [i(sin t = cos t)~ j(ain & + cos +) + 2k].

~ R

GUDL Gy ¥ = =, eos(B,k) « = 0, cos(b,k) +« = —25-
3

46, Ha a gbrbe binorudlisa d11sndé, akkor simuldsik-
Ja a gbrbe minden pontjdban ugyanaz, tehdt s gorbe gikgdr-
be. A gbrbe sikjdnak normdlvektora I x¥ =—6i— 4j ~ 6k,
egy pontja példdul az r{0) = ~51 = 2k helyvektord pont, az
egyenlete tehdt 3x + 2y + 33 + 16 = 0.

47, A feladat megolddsdt dgy is elvégezhetjik, mint
a 46, feladatét, Most mds megolddst mutatunk, Vélasszuk ki
8 gbrbe hdrom tetszdleges pontjst és irjuk fel a hdrom
pont dltal meghatdrozott ik egyenletét (X~ 4y—2z + 3 = 0)
Ezutdn mutassuk meg, hogy a gidrbe tetazbleges t paramdterdr-
tékhez tartozdé pontja kielégiti ennek a siknak az sgyenletét.
Megjegyzés: Egy gorbérdl Ugy is beldthatjuk, hogy aik-
gorbe, hogy kiszdmitjuk a torzidjdt a t paraméterii tetszdle-
ges pontjdban. Ha az eredmény zérus, a gorbe gikgdrbe,

48. Irjuk fel s gdrbe t paraméterd pontjéban a normdl-
sik egyenletét (az érintdvektort ldmd a 26, feladat wegoldd-
sdban) és igazoljuk, hogy az 0{0,0,0) pont kielégiti ezt az
egyenletet,

49. A fonormdlis egységvektor
n = {—cos t, —gin %, 0).

Ha a felwéri szakaszok hospza 1, akkor a végpontok a



Q(t) = (a—2i)xos t & + (a— A)sin & J + btk

vektor-gkaldr figgvény d4ltal leirt hengeres ceavarvonalon
helyezkednek el.

Soot=i' E":i, b = k.

A vetiiletek egyenletét ldsd a 16, feladat megolddsdndli

54, 4x -y + 2 —9 = 0,

52, A fdnormdlis egyenletrendszere %'—'E—i = 12?-‘—-4 = _z_:%gi’

-1 y-—-4 _z-1

a blnormélisé

6 =8 -1
53 B(t) = 2ti + ] + (3t° = 1k
¥(t)=2i + 6tk
x(t) = 6k

1) = (2,4,2)
r(1) = (2,0,6)
T(1) = (0,0,6)

rx¥ =(6-8,~2)

o = 2¥26 P
o7t 26"
2 -2

540G=§‘g Tﬂ.g-‘

_ 1
55. G—-—-’1‘=-§.
2 3a
56-G= T = -
a + 1 2(a° + 1)

1 3
5T, 6 =5, T=-4

58, Utmutatds: A11itsuk €16 a gbrbét a + = x paranéter
vdlasztédesal az r(t) = ti + y(t)] vektor-skaldr fliggvénnyel
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rxr
éa helyettesltalink a ¢ = 157—331 képletibe,
ir|

1
o G="'¢
59 D

60, Az ellipszis paraméteres vektoregyenlete
r{t)=41 a cos t + 3 b osin t.

A gOrolilet a nagytengely végpontjdban G(0) =-g s & kiaten—~
a
gely végpontjdban pedig G(z) = S , amibél az dbrén 14thaté
b

gzerkeaztésl eljdrds kbzvetlenill adddik.

61-G=—2-—a-—-—2., T=—2_b——2"
a + b a + b
q
62, G = T = 5.
3(t° + 4)°

63, A keremgett pontok & t = % + k % {k = O,tﬂ,iZ,...)

paraméterértékeknek felelnek meg, (A gbrbét ldad a 14, dbrén).

v, A keregett pontok a t = 2kr (k = O,iﬁ,iZ,...)
paraméterértékeknek felelnek meg.

65. A gbrbililet a gbrbe futdpontjdban

at) = ﬁ 5 + 3 coszt .
(% + coazt)E

Mivel a Gz(t) filggvénynek ugyanott van lokdlis 8z6ladértéke,

aint a G(t) fliggvénynek, a
2

dect)

differencialhényadost keszitgdk el, amelynek gzdmldlsjdban
3(4 + cos t] (4 + 2cos t) gin 2% 411, a nevezdje pedig min-

dig pozitiv.

2
A QEE%E) gérughelyei t = 0,%,x,%; (0=t <21) ég ezeken a
helyeken elSjelet is vdlt. A gbrbiiletnek tehdt a D{R,0,0)
pontban lok4lis minimuma, a (0,0%R) pontokban pedig lokdlis
mgximuma van.



66. Az adott pontban a fénormélis egységvektor
1 . S 2J2

n=—— (41 + j + k), a gorbiflet G = 5 -
3/2 :

A gorbiletl kbzéppont helyvektors

A 9 1
= r(1) + n=4i+ + 3k + ==+ —— (41 + ] + k)=
: & 4 22 3/2

j o+ %F k.

67. Hagzndljuk fel & 39. feladat megolddsét
2 2
1.8 +Db
A= a
helyettesitésnel (lded az 57. feladatot!),

=|4'j;+

Bl

68, A fonormdlis egységvektor a gdrbe futdpontjsban

=L [—i(cos t + gin t} + j(cos t — sin )],

a gorbiilet G = JE% , tehdt a girbilletl kozéppontok =
3e
t.1 : t 4 .
g(t)=—e(§cost+%sln t)}_+e(%cost——2-aint)1+
+ etg

egyenletlli gorhén helyezkednek el.

69, A fénormilis egységvektor

n =.----_;!.;--—-——._.?*1 o [Jﬁ(et + e_t)g‘._ + Jﬁ(et + e"t);l +
(e + e *)
NCEAET S P
a gorbiilet

A girbileti kzéppontok helyvekiora tehdt
-2t

2t
o(t) = (2e + e—t)g + (et + 2e—t);1 + Jé(t-—%— +e_2_)}£,

T0. A clkloigt elS411its fiiggvény
(t)=1ia(t—-—elnt)+ ja(d—rcos td
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A t paraméterid pontban a girbilet

G = 1 ;s 8 fénormdlis

a 2v2{41 — coa %)

1

n = (1 sin t — j(4 — cos t)).
v2(4 — cog t)

A gbrbilletl kGzéppontok 41tal alkotott girbét tehit a

e{t) = r(+) + é n{t}) = ia{t+ein t)+ da(—1+ cos t)
41litja el6, amelybdl v = t — 7 helyettesitdamel

e(t)=z(t)+am L ~ 2aj adédik, vagyis az eredetibSl el-
toldssal keletkezd ciklois.

74. Vdlasszuk paraméternek az x vdltozdt és derivdl-~
juk x szerint mindkét egyenletet.

Az elsd derivdlde ntdn a 2x — 6yy — z = O
f +3y +2 =0,

[

a misodik derivdlds utdm a 2 — 6&2 -~ 63y -2 =0

f + 2 =0
egyenletrendazert kapjuk.
Az adott pontban az elsd egyenletrendszer negolddga
¥ =4, 2 = =2, 8 ndgodiké pedig § = — é, Z = %.
Tehdt a derivdlt vektorok koordindtidl r(1,4,-2) és
-_I_':(O’- %1'2)0

Innen a gorbiiletre a G = %% értéket kapjuk.
1
72'G="""‘, T =1,
/6

i

73. A gOrbe tetszdleges pontjdban G = T = — .
2a ch“gt

A futdpontnak a t = O paraméterii ponttdél mért ivhomgz—-td-
voladga
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t
8 = S x| dt = S J2a ch t dt = J2a sh t.
o]

Az B8(t) = J/2a sh t filggvény inverze t = argh —3: .
ay2

Ezt a paramétertranszforudcidt végrehajtva

¢ =T =—gr—

28 + 8
adddik.

74. Helyettesitsilk be a Frenet-formuldkba az adott

pontban kiszdmitott

b2l Ba—=]-—=k DE=—=]+k

L
Y TET TR

vektorokat ég a8 G = %? , T = 0 értékeket.

Tgy £ =g i-3k n=-%F1 & b =0 adédik

J2
1
b= — (1,~-1,1)
/3
/2
G—-G-, T =

1 1 1
nt =.—.( s - . )
& 3 B 5

1 4 1
b' = == (%, O, = =)
= /2 3 3

76. A Darboux-féle vektor d = Tt + Gb.
Mivel az adott pontban t = (%, %, %), b= V%E (3,—4,—-1),
8 .
G=——2‘/é_6‘ éB T=—'§59 g=(%_%2—(§7+%)1_(§7+



Megjegyzés: A Darboux~-féle vektor a gbrbén egyeégnyl ge~
bessdggel mozgd ponthoz tartozd kisérs tridder pillanat-
nyi szbgsebességvektora é3 segltaégével a Frenet-féle
képletek a kovetkezd képpen irhatdk:

¥ =d=x§ g =dxpn, b =4dzxh

T7. A Frenet-képletek felhaagznd{ldasdval

" o (GE)' = G‘E + GE' = G'I-l - (}22 + GTh.

Ha ezt a vekitort skaldrisan megszorozzuk az ' = t vek-
torral, ez elsd 4llitdst kapjuk,

Mivel tbb' = ~Ttbn és %, n, b Jobbrendszert alkot-
nak, tbn = -4,

Az r™ vektornak és az r" = t' = Gp vektornak a ska-
ld4rig gzorzata valdban G - G'.
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78, A gik tetszdleges pontjdnak helyvektora
r(u,v) = Oh + u-AC + v . AB
alakban d411ithats eld. Az adatok behelyettesitéadvel
r(u,v) = 2i + 3] + 5k + u(—1i — 3k) + V(21 + 2] -~ 44k)
adsdik, rendezés utdn az
r{u,v) =(2~u +2v)i + (3 ~2v)] + (5 - 3u-—- 1v)k

egyenletet kapjuk.

79. A hengerfeliilet futd pontjdnak helyvektors
r(u,v) = 54(u) + va alakban dllithaté eld, ahol gq(u)
& vezérgbrbe egyenlete (itt asziroid), g pedig az alko-
t4 irdnyvektora. Eszerint az adoit hengerfelillet vektor-
egyenlete a kivetkezd:

31@ + 4Bin3u3_ + V(3L + 23 + 4k), vagyis

Ju 4 3vi o+ (4sin3u + 2v)j + 4vke

r(u,v} = 4cos

r(u,v) = (4cos

3

Ha az X = 4cos”u + 3v,
¥y = 4sin3u + 2v,

2 = 2V

egyenletrendszerbdl kikiiezboljik az u és v paramétere-
ket, a feliilet (2x — 321273 + (2y = 220277 = 4 alaxd
implicit egyenletét kapjuk.
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80. Az adott hi-~
perbola paramé-
tereg vektor-
egyenlete

-2 «y=2 U=v =3

g{(u) =1 chu +

+ 1 shu.

A hengerfeliilet

vektoregyenlete

r(u,v) = i chu +
+ J sbu + kv,

1lletve

x2—y2=1.

81, Az adott vezérgbrbe ellipszis. A keresett egyen-

letek
{u,v) = vi + 2cosu j + 3ainu k

%2:+%€=‘fc

82. Ha r(u) a vezérgdrbét leird fliggvény,c pedig a
eglics helyvektora, akkor a kupfeliilet tetoszlleges pont-
jéba mutatd vektor

r(u,v) = ¢ + v(r(u) - ¢l
Az adatok behelyettesitésdvel
r{u,v) = iv cosu + Jv sinn + k(1 - v)
adédik. O =v =1 értékeire a kipfeliiletnek az adott egy-
aégkdr és a colcs kbzé esd darabjst kapjuk.
Az jmplicit egyenlet X2 + 32 = (4 =~ z)z.
Kegjegyzés: A kipfeliilet vektoregyenlete az
r(u,v) = r{u) + v(g — r(u))

alakban is e18411ithats.
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83, * - 4weoFvrha kir, smelynek paraméteres vek-
toregyenlete r(u) = 2cosui + (2 + 2ginulj.
A keregeit egyenletek

g(u,v) = (2 + 2v cosu — 2v)L + {5 + 2v ginu - 3v)j +
+ (3 = 3v)k,
illetve
(3x=227 + (y—-2-2F — 43 ~32) = 0.

84, Az adott parabola elddllithaté pl. a=z

r(u) = ui—-j + u’k

vektoregyenlettel.
A kipfeliilet egyenletel

r{u,v) = (2 + uv- vor - {3 =4v)j +
+ (=4 + u2v + 4v ik,
illetve
ex—y-1Y + (3-yP =(z+473=3)=0.
85. A vezdérgirbe kirevolvensges
r{u,v} = 2v(sinu — u coguli +
+ 8(v = 1)1 + 2v(gcosu + u sinu .
86. A vezérgbrbe a Viviani gtrbe (1ldsd a 42. dbrdt ).
r(u,v) =1 Rv coszu + J R v cosu sinu +

+ k R v ginu.

87. A merididn-

fz UEg =T
C=v=cT girbe paramé-
teres vektor-
egyenlete

r{u) = {a + becosuli +

+ beinn k.
Forgassuk a
kbrt a z ten-
gely koril po-

- 1658 -



zitiv irdnyban és vdlasszuk v paraméternek a meridign-
gbrbe gikjédnsk az xz koordindtasiktdl vald elforduli-~
pinak 820gét. Ekkor a keletkezd térusz vektoregyenlete

r{u,v) = i(a + beosu)cesv + j(a + beosulsinv +

+ kb ginu (O=u<2mw , O0=v<2x )W

88. 4 wmegforgatott kor vektoregyenlete
r{u} =1 R cosu + k R sinu.

Ha v & pozitiv irdnyban elforgatott kor slkjdnak az x=z
koordindtasikkal bezdirt szbge, akkor
r(u,v) =i R cosu + J R ginu sinv + k R sinu cosv
(O=u<2% , O=v<2u ),
A paraméterek kikilszobSlésével a gomb ismert
x2 + yz + z2 = R2

egyenletét kapjuk.
89. A merididngtrbe az

r{u} = (3 + 2cosu)i + 2sinu J
egyenleti kir, A keletkezd tdruse egyenlete
r{u,v: = i(3 + 2cosulcosv + J 2s8inu + k(3 + 2cosuleinv
(O=u<21, O=v<m )},
illetve

(x° + ¢ 2% = 13F ¢ 36y2 - 144 = 0,

90. Az adott egyenes paraméteres egyenletrendszere pl.

X = 0, y =3t + 2, zZ =2t — ¢
A forgatisral keletkezd kipfelillet egyenlete
r .v' = i(2u - 1)ginv + d(3u + 2} + k(2u —~ 1 )coav,

sh2l v a merididasiknak az yz koordindtasiktdl mért
elforduldsi szdge. Emnek a kipfeliiletnek az implicit

egyenlete 2

9x 2

+ 927 —~ (2y - 7)2 = Q.
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91, Az adott paraboldt a
tengelye koril forgat-
Juk weg, igy forgdg-
paraboloid keletkezik,
amelynek egyenlete

r{u,v) = iu cosv + ju einv +
+ k(e + 1),

ahol v az elforgatott
merididngtrbe gikjdnak
az xz gikkel bezirt
gzige. A felilet impli-
31t egyenlete

2 2
X +y =12z -1,

amelyhez kOazvetlenil is eljuthatunk. Legyen a forgidspara-
boloid tetszdleges pontja P(X,Y,Z2),amely az adott parabo-
la Pl(O,y,z) pontjdnak a z tengely k¥riili elforgatisdval
keletkezik. 4 koordindtik koz6tt a kovetkezd Usszefiiggé-

sek irhatsk fel: X2 R Y2 _ y2 7 =z
= E] -~ L]

ivel z = y° + 1 teljesil, ezért a felilet futs pontjs
nak koordindtdi az X2 + !2 = Z — 1 egyenletet elégitik
ki, amely éppen a feliilet fent felirt egyenlete.

92. A merididngtrbe kdr, a keletkezd tdrusz egyen-—

lete
r{u,v) = i(5 + 2cosucosv + d(4 + 2sinu) + k(3 +

+ 2c¢osu )sinv.

93. A meridiingtrbe asztroid, a feliilet egyenlete
u,v) =1 Scosu coav + h] Scosou sinv + k5 sinBu,
illetve

1/

3 2/

X 2 342 zZ 32 1,
[(g} +(5) J + (g)

94. Legyen a merididngtrbe az xz koordindtasik-

ban
z(u) = ia chu + ke shu

ég a forgdstengely a z tengely.
A keletkezd feliilet egykdpenyii forgdshiperboloid.

- 167 -



r(u,v) = ia chu cosv +

+ ja chu sinv + ke shu,

2 2
z

+ &? -5 =1
a c

%JNN

—_2=1=2
O=v=21

95. Legyen a merididn-
gbrbe az xz koordindta-
glkban r(u) = 1a shu +
+ ko chu és a forgds-
tengely a z tengely.

A keletkezd felillet
kétkopenyli forgaa-
hiperboslold.

r(u,v) = ia shu cogv +

+ ja shu ginv + ke chu,

z2 x2 2
Ly - &5 - 12 = 1,
c a a

=2=1=2,4
O0=v=2n
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96. r{u,v) = i sinu cosv + Ju + k sinu einv.

97. A merididngdrbe kardioid (lded a 6. Abrdt).
g(u,v) = (2co8u — co8g 2u ) + (28inu — gin 2u)cosv i+

+ (2ginu = gsin 2u)ginv k.

98. A feliilet futd pontjédnak helyvektora
r{u,v) = r(u) + v x(u).
Igy .
r{u,v) = {u + vii o+ (u2 + 2uv)] + (u3 + 3u”v ke
99. r(u,v) = R(coszu — v gin 2u)i + R(elna coau +

+ v cos 2u)j + R(sinu + v cosulk.

100. g(u,v) ={a cosu + vb sinull +
+ (& ginu — vb cogu)j + (bu +
+ av ke

Megvizegdljuk, hogy telje-
giil-e az

71 =0
feltétel, zhol

r(u) = ia cosu + ja sinu +
+ kbu,

i(u) = ib sinu — jb cosu +
+ ka.

Mivel ril = b> + 2% # 0,
ha b # 0, a feliilet nem
lefejthetd.

A b = 0 esetben a czavarvo-
nal korré fajul el, & szd~

banforgdé felillet hengerfe-
liilet, amely lefejthets.

O=u=2,57
—f =y =4
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101. A paramétervo-
nalak egyenesgek,
a fellilet hiper-
bolikus parabo-
loid (nyeregfe-
liilet )

szo

_3£u<3

~3=zv=3

102, A feliilet mdsodrendii
kip
2 2 2
X +3y =3,

a paramétervonalak ki-
rok, illetve egyenesek.

O=u=2%w

-3=v=3

$#03. A feliilet zdrt, laposmenet: cgavarfelilet,




a paramétervonalak cga-
varvoaalak, illstve

z

4 egyenesgecka

104. A felilet ferde kdrhenger, melynek mlkotdi-
rédnya a(41,1,1)s A paramétervonalak egyenesek, illetve
kordke.

5§05, A feliilet egykbpenyill hiperboloid,

x2 1; Z2
+ - = 4.
2 W
A paramétervonalask hiperboldk, illetve ellipszleek.

406, A feliilet forgdsparaboloid,

2 2
Z2 =X + 3 o

A paramétervonalak paraboldk, illetve kirtk.

107. Az r{u) gbrbe érintdi 4ltal alkotott feliilet

az .
r(u,v) = x(u) + vi(u)

vektorfilggvénnyel 4llithat3 eld, amelyre nyilvdnvald-
an teljesiil, hogy fll = 0, ahol l(u) = &(u).

108. Egy alkot$ kiilonbdzs pontjaihoz tartozd
érintSaikok akkor esnek egybe, ha a feliileti norméli-
gok pdrhuzamosgk az alkotd mentén. Felirjuk, hogy az
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r(u,v) = r(u) + vi(u)

vektoregyenlettel elddllitott vonalfeliiletnek az
W=u,v=0¢6 u= Uy ¥ =V, paraméteri pontjai-
ban kiszdmitott feliileti normflisai pdrhuzamosak.

=xr, xr. = (&u)+ vi(u)) x L(u)

@(u,50) = £(uy) x 1{n )

L¥=]

@(u,,v) = B(u,) x 1uy ) + vitu ) x L(ug ).

Ez a két vektor akkor pdrhuzamse, ha vektoriilis szor-
zatuk zérus (az u, paraciter kiirdedt elhagyjuk):

(Ex1)x(Exl+vlxl)s=viril)-
ami pedig pontosan akkor teljesiil, ha éi; = 0, vagyls
a feliilet lefejthets.
1« Kegjegyzéa: A vonalfeliilet lefejthetSsége defini-

4lhat$ a feladatban megfogalmazott fel-
tételiel.

2. Megjegyzés: A vonalfeliilet pontosan akikor lefejthe~
t6, ha bdrmely pontjiban a szorzatgtr-
blilet zérus.

Ezért haszndlatos a kiovetkezd definiecis:
Az olyan felileteket, amelyeken minde-
niitt X = 0, lefejthetd feliiletnek ne-

vezzik,.

109. A vonalfeliiletet eld411its r(u,v) = r(u) +
+ vl(u) figgvényben az elgd paraméter legyen a vezér-
girbe természetes paramétere (u = s) és 1(u) az alko-
toiranyu egységvektor. A lefejthetSsdg feltétele
by 1 1l = 0, vagyis a hdrom vektor linedrisan figgd az
8 tetszileges értékére, azaz

(%) a(s)r’(s) + p(s)lt(sJ + I(s)l(e) =

A tOVabblakban felhasznélguk hogy l (s) & 1 deriva-
lgsival l -1 =0, vagyis ; 4 1 adddik.

o
)



1. epet Legyen a{(s) = 0.

A (%) egyenletet skaldrigan megszorozzuk
l(s)~sel, igy a ](s)_l:z(s) = 0 ﬁss?efiiggést kapjuk,
awely szerint y(s) = O. (£)-b31 1 (8) = O adédik,
vagyis 1l(s) 41landd, a vonalfeliilet tehdt henger,

2. eset Legyen a{s) # Oe
Exkor (#)-bél r (s) kifejezhets:
r'(a) = A(8)L'(8) + p(s)i(s),

anol A(s)=-HE3 ¢ (o) =-LH .

Atrendezdasel
3 t
r(s)=a(s)l (8) = u(a8)L(8).
Vonjuk ki mindkét oldalbsl a J(s)l(s) szorzatot,
igy q :

3;(2(8) - i(eXx(8)) = (u(a) = A(s))Ll(8)
irhatd. Most két eset lehetoéges: vagy u(e) - .ll(s) =0
és ekkor r{s) — A(s)k(8) = ¢ 41landsd. A vonalfelillet
egyenletét r(s,v) = x(a) + vl(g) = ¢ + (v + A(a8))ls)
alakba irva kipfeliiletet kaptunk.

Ha ufe}; = A(8) # 0, akkor a -g-'é-(g(s) - x(8)l(s))

vektor és az 1(s) vektor pdrhuzamosak. Ebben az eset-
ben a lefejthetd vonalfelillet egyenlete r(s,v) = _a_ﬁ(s) +
+0 {8,V s.ii(ps))l alakban irhats, tehdt a vonalfeliilet

az a(8) = r(8) — A(8 JL(s) gorbe érintSegyeneseibsl

4116 feliilet.

Az gx(s) gérbét a felillet oromvonaldnak vagy gerinc-
vonaldnak nevezik.
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140. Az adott ponton 4thalads paramétervonalak
vektoregyenletel:

g(u,%) = ul + %(1 +ulj o+ %?{4 + u) (egyenes)
éa r(1,v) =1 + ] 2cosv + k 2ginv (kér).

A paramétervonalak érintdvektorai az

r, =1+ jcosv +k sinv d&s az
r, ==i(1 + w)sinv + k(1 + u)cosv

derivdlt vektorok. Az adott pontban
1
= (Lg B) 1, = (0,-45,1)

ég wivel r. Xy = 0, az dltaluk bezdrt szbg 90°,

i11. @ = 90°,

142. Eldéez8r meghatdrozzuk az adott ponthoz tar-
tozd paraméterértékeket. A

20 = v 2 3

u2+v2=5

egyenletrendszer megolddsai (u = 2, v = 1) és

(a = 2’ Vv = - rM), ezek koziil azonban csak az elsd
5 )

elégitl ki az u3 - v3 = T egyenletet.

Az I, I, derivilt vektorokat tehdt az u = 2, v = 1
paraméterii helyen szdmitjuk ki: r, = (2,4,42), r, =
= (~1,2,-3). Az u-paramétervonal érintSegyenesének
egyenletrendszere

x-3=4732_Z % { s & V-para-

0
o

métervonalé pedig 3 — x = % 5 2 . 1 ; z,

413+ A feliilet adott pontjdnak helyvektora
r{4,2) = =31 + 4] + 5k
I, = 2uil + 2vj + 2uk,

(A 25, dbrdn a feliilet egy darabja az xy-sikra =26
nexrdleges vetilletével egyiitt lithats. )
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—2,25=u=2,25

r, = —2vi + 2uj + 2vk,

-2,26=v=2,2
_zgu(!l,g} = (2y412)’ ’ 2= ’ >
£V(4’2) = ("'4’2,4)0

A felileti normdlis m = r X ro = 121 — 16 + 20k.
4 normdlis egyenes egyenletrendszerét az %g irany-

vektorral irjuk fel:
x + 3 _ 4~ & -
—5——-—4—3‘——;—2-

A14. Az adott paraméterértékekhez tartozd fell-
leti pont P(=7,4,—3). Az érintdsik normdlvektora

m=r, XX, feliileti normdlis.

2. 2.
r, = uti + v i o+ {2uv — 1)k,

r, = —4vi + 2uvj + uzg.
Az adott pontban

£ (1=2) = (3,4,-5),

r (1,-2) = (8,=4,1)-

m = —461 — 43] — 44k.

no drintdsik egyenlete tehdt

16(x + 7) s 43y — 4% + 44(z + 3) = O



146, 3x — 32y + 128z + 46 = 0.

147, HNines
érin-
tosik.
(26.4bra)

—2,25 202,25

—2,25=v=2,25

6.

119. F
F

R
=¥ Fy = 2XY¥,

N~ -

= 3220
1

Az adott pontban FX = 4,

) 1 , -
F, = 4, F, = 12. Az érin-
t88ik egyenlete:

X +y¥ + 32 -9 = 0.

z 120, 3% + 12y — z — 18 = O.
(27.4bra)




124, 3 — 2y + 3z — 4 = 0.
1224 3x + 4y + 12z — 169 = 0.

i - - aul v =
123. xa giav ya coav_ + zu au v Ou

124. X, X yoy % %

+ =2 = 4,
IPCARN R

12

-2,5=u=2,5

~2,5=v=25
28.

A feliileti normdlis T, Xy =(u+ v} + (v—u)f -

— 2k ceak Ugy lehet pdrhuzamos az adott sik normil-
vektordval, ha annak (-1 )-szerese. Ez az u = -5-, v o=

= - g paraméterii F(—-1,2,~ -g) pontban teljesill,
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A keresett érintésik egyenlete tehit

2X + 4y + 4z — 3 = 0.

3
126. Irjuk a feliilet egyenletét z = %5 alak-
3
X ' a < ! - - B
ban. Mivel zx(xo,yo) = = —— ég Zy(xo’yo) == -,
Yo Yo

a P(x_,y_,—%—) ponton dthalads érint8aik egyenlete
0*Vo'X ¥,

a3 a al
-sz—-(x—xo)+—-—z(y—yo)+(z- ) = 0.
X% *o¥0 Yo
Az érintdsik egyenletél az
X.¥
i S S - SR

3x 3y, 3a
alakra readezve kfnnyen megillapithatjuk, hogy az a
koordindtatengelyekbsl 3x » 3¥_» == hosszlisedgi
o} o' X ¥,
darabokat vdg le. A keresett tetradder térfogata te-

127.

X+¥+2—-3=0.
(A felilletet 14sd a 29. gbrdn. )
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128, A feliilet P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozd

érintdelkjdnak egyenlete:

2/
jq X+34 y+%z=334
A tengelymetszetek rendre
2/ 2/ 2/
3\/]{_0'8 3, 3‘/y_0'8.3é5 3‘/2—;.&3

hogszlsdgt szakaszok, amelyeknek négyzettsszege
valdban dllandé (az}.

129, A felilet P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozd
érintéeikjdnak egyenlete

S T S
v, /7,

A tengelymetszetek rendre Jxoa s Jyoa ’ Jzoa,

-

amelyeknek Osszecge JE(JEE + J?; + JE;) = a, vald~
ban d4llandd.

130. & feliilet P(xo,yo,zo) pontjdhoz tartozd
érinifgikjdnak egyenlete:

=1 n-4 -1 _ n
Xg X +3¥, ¥+2, z=28.
aﬂ an an
Az OA = =T 0B = - 0C = =T tengelymet~
X A Z
0 0 o

szetek Usmzege 1, vagyle az dllitds igaz.

134+ A feliiletet e16411it3 kétparaméteres vek-
torfigegvény
r(u,v) = a(cosu - v sinu)i + alsinu + v cosu)j +
+ blu + vik.
A felilleti normdlis

Iy X Iy = (—abv ginu, abv cosu, —azv).
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Ha v = 0, akkor T, X L, = 2.
Ha v # 0, akkor I, *r, il a
(=b sinu, b cosu, —a) vek-~
torral, amelynek a k egy-
gégvektorral bezdrt gzogé-
re

cogp = —E

b2 + 32

a feliileti pont megvilasz-

t4s4t61 fiiggetlen érték.

132,A 2 = tgxy feliilet normdlisa

-y —
(ccszxy ’ coszky s 1 a2

x2 - 32 = a2 feliilet kétpara-
méteres vektoregyenlete
r(u,v) = ia chu + ja shu + kv,
a feliileti normdlisa tehidt
52(3 chu, —a shu, 0)., Szdmit-
suk ki az n,. n, skaldrszor-
zatot a két feliilet k0zds
pontjaiban, vagyis az

X = a chu, y = a shu helyen:

Ng- 8y = 0.

= -

—2 s y=2

30.

133. A derivdltvektorok az adott helyen a kivet-

kezdk:
r (4,0,1), r,(0,4,~1),

Euu( 1,0,0), ELIV( 0,0,01}, EW(Os 1,0 ),

mo(_ 4 )

AL
- B, B!

Sl

3
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A Ganss—-féle fomennyiségek a kivetkezlk:

E-2, Fo-i, G=2, Le—-t, M=0, N=-—=
/3 /3

innen ot = 2, v = 1 vidlagztdssal

(W5 S

q P
ﬁ?ﬁ"
adsddik.

134. A2 x = u, y = Vv paranéterezésasel a felii-
let vektoregyenlete r(u,v) = ui + vj + (2u2 + 4,5v2)g,

u 2
- =1, R = .
v 13

2

49 J5

436. A normilmetszet érintdvektordt felirjuk az
adott pontban kigzamitott I, ég r, vektorok linedris
combindcidjaként. Mivel gu(4,2,4) és gv(—Q,—5,4), az
elsd két koordindta felhaszndldsdval

135. ¢ =

r = 2r .+ 3r.
Eszerint 1 = 2, Vv = 3 é8 az r vektor barmadik koor-
dindtdija 20.
o, T 6 4 ),

m( - ,
= Jion T fron /104
E=36, F:—'Z, G=45, L_—_——.—i6-_’ M=__1_0__’
J101 Ja014
= r = .
101 R 525 /401
137. § = 812 .
) > >
(5 +71 W4 + %
= r = A _5 __ A . A
138. E=2, F=n, G=g2, L=—g, K=q5
4 1 4
H ="‘T4’ H =-5—4- -

439, A gombfeliilet vektoregyenlete

r(u,v}) =1 R cosu + ] R pinu ginv + k¥ R sinu cosv,

ahol R a giub sugarae.
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140. A derivdltvektorok az adoit pontban
_I_'u(‘i,Q,"), Ev(qf"qu)s ,r_uu(osoto)s Euvto’oiq)!
EW( 0,0,0). f_ﬂo('@—’ 0, - 'L)o

2 2

0

A3 4 3]=0 egyenletbsl 3= id, vagyis
o -+ o

2
g1 =r, +I,=1(2,0,2) és 22 =zr,—r, =(0,2,0)
Mivel |5u| = ];v] , 8 £8irdnyok éppen a paraméter-—
vonalak gzdgfelezdi.

I I . U
=1 F) — -
BT RTep
141, ¥ v o

A |2 0 4| a0 egyenletbsl 2av = 0,
0 0 1
tehdt a £8irdnyok a kivetkezdk:

ﬁq = 0, iq = 4 esetén g4 = I»

w, =1, ¥, =0 esetén I, =r.

Ez azt jelentl, hogy a féirdnyok a paramétervonalak
srintdl, a paramétervonalak adott pontbeli gdrbiile~
tei pedig a fégbrbilletek.

degzjegyzéa: A paramétervonalak skkor és csak akkorx
fégbrbiileti vonalak, ha a feliilet minden pontjdban
P =0 ¢é M =0 411 fenn (aml itt teljesiil ).

ﬁl =L . L = 0 az adott ponton Athaladd parallel-
1 2 2
kdr és alkotjdegyenes gorbiilete.

192, Ha=22 | K =3,
7/154 5929
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143. A feliilet tetszdleges pontjdban E = 14,
F=0, G=1, L=4, M=0, N = O,
Vagy a 141. feladat wegolddsdndl kimondott tételre
hivatkozunk, amely szerint F = 0, M = O miatt a fel~
adat d1litdsa 1gaz, vagy felirjuk a fSirdnyok megha-
tdrozdsdra szolgdld egyenletet:

oy @l
1 ¢ 4| =0, ahonnan av = 0 addédik.
| o o0

Tehdt iq = I, éa = r_, vagyis az 411itds igaz.

144, Az adott pontban ;u(—Z,—Z,ﬁ), gv{—2,~2,—1)

= +4, Mivel |r | = |r. | , &z

[N
@
e

(—4,~4,0) és az

£q=l’ + I

=u @ =V
r, = r, -, =(0,0,2) vektorok az r, €s I,

gzbgének, illetve mellékgzdgének saztgfelendi.

Az éq és az m vektorokra illeszkedS f£&ésik éﬁj'é2 éa
mlx, miatt merSleges az 32 vektorra, tovdbbd 4tha-
lad a felillet x{—1,-1) = 21 + 2j helyvektori pontjdn.
Az egyenlete tehdt z = 0. A mdsik féaik normdlvekitora
pedig az éq* az egyenlete X + 7 = 4.

145. A Gaugs-féle f6-
mennyiségek az adott pont-
ban E=4, F =0, G = 1,

L==2, M=0, N =-2. A
féirdnyok meghatdrozdsdra
gz0lgdls
Vo Wl
4 0 11 =0
-2 0 -2

egyenlet 1 és Vv értékétdl
fliggetlen O = O azonosség,
vagyie az adott pontban
minden irdny f£4irdny, és

mivel -fil; . 34— = 4>0, az adott pont gbubi pont.
2
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146, Az u = x paraméterezéssel a merididngérbe
egyenlete r(u) = ui '+ sinuj, a forgdsfeliilet vektor-
egyenlete pedig r(u,v) = ui + sinu coav i + sinu sinv k
alakban irhatds. 4 feliillet tetszdleges pontjdban E = 1

+ coszu, F=0, 6= sinzu, L = ——5355———~, M =0,
vl + 0082u
¥ o= sind « A féirdnyok meghatdirozdsdra ezolgils

yi + coszu

egyenlet sgzerint Ov - sinu -20052u = O. Iiinden irany

akkor féirdny, ha u = % *xn (ezek a gtmbi pontok) és
uw =¥ kr , amelyek viszont plandris pontok.

Tehdt a feliilet gombi vontjai az x =1§- Yuw (k= 0,1,2,.44)
pontok megforgatisival keletkeznelk.

2 _
i47. 5 =0, K =-— ___.ii_.__?, az 3lland$ szor-
2 2
(a” + u)

zatgirbliletil pontok csavarvonalon helyezkednek el.
148. Az r(u,v) = ui + chu cosv j + chu sinv k
forgdsfeliilet pontjiban

E cheu, F=0, G= chzu,

I

L=-——f0 oo, yo—SL | oy

o R sbgu, 1+ shzu

149. r(u,v) = ia sinu cosv + ja sinu sinv +

0.

+ ka(lntg g + cogule K =~ j% .

150. Ha az x és y vdltozdkat vdlaszijuk paramé-
ternek, a felillet vektoregyenlete:

2 2
2(%,¥) = xi + ¥ + (5 - ¥ k. )

Live1E=4+x2,F=-"'3,G=4+%-,
1 1 .
Lot =0, Newoe——— aF =0
=X =y ’ 3I£x * £yl

fr xXr |’
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tehit e hiperbola felett helyezkednek el, amely
pontok a felilletnek a 2 = 1 gikkal alkotott met-
gzéspontjai.

154, A Gausg-féle mdsodrendii fémennyisgégek
helyett elegendd asz ]gu xr, | -Ek=D-I,
[T, X L, | M =DM ég [T, X Lol N = DN mennyigégeket
kiszdmitani. Mivel

D31 — if) = v°> 0,

az adott pont elliptikus.
152. Hiperbolikus.
453. Hiperbolikus.

154+ A tdrusz tetszdleges pontjdban L = b,
M=0, N=2C(a+bcosu)osu. LN — II° = bla + b cosu)cogu.
Az a>b kiktiés miatt a + b cosu >0, tehdt IN — M? eld-
Jele cosu elfjelével egyezik meg. Ezek szerint ha
u = I %, a felllleti pontok parabolikusak, ha — %-<u<:§

(kiiled térusz), akkor elliptikusak és ha %<u<-—3§- (bel-
86 tdrusz ), akkor hiperbolikusak.,

155. Minden pont elliptikus.

156. llinden pont parabolikug,

157, ilinden pont hiperbolikus.

158. ilinden pont hiberbolikuse.

" " " P

159. zxxzyy —_ zxy

~iiz:-o, ezért minden pont
x'y

elliptikus.

2

¢ X gbrbe z tengely korili

160, A feliilet a z

forgatdsdval 411 eld. ’
woon _ " 2 L = x +¥7) _ 2 _ 2 _
Zxxzyy Zgy = © [( 2 + 4" Y ~2 + 437

- 16x2y2] = é—2(x2+32)[4 - 8x° — 8y2] 0,

AV
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2 2

ha X+ ¥ % .

ViIA

A felulet elliptikus pontjal az origd kdzépponti,

- surgaru kbrtartomsny belseje felett, a parabali-
2

kus pontok a kBrvonal felett, a hiperbolikus pontok

pedig a kUron kivilli sikrész felett helyezkednek el.

1641, Hinden pont hiperbolikus.
2 2 22

462‘ Haizk—qlw <x2+32< -k—z‘]r—-(k=4,2,-.o),

akkor a pont hiperbslikus.
22

Ha x2 + yz = Eﬁ%}" akkor a pont parabolikus.
22 ) 2 2
Ha k ;r < x2 + 32 < (2K +44 S , akkor a pont ellip-

tikus.

163. DX(IN - ¥2) = =9(u — v)°

4 felillet pontja tehit az u = v feltétel mellett pa~
rabolikus, ezek az r(u) = 2ui + uzj + 2u3§ feliileti
gorbe pontjai.

464, D = J4u2 * 9v2(ﬂ + 4u2), ezért az u = 0,
v = 0 paraméterii poatot ki kell zirni.

DL = 6v°, M =0, DN = 12uv
D2(IH — 12 ) = 72uv3.

A feliilet parabolikus pontjai tehdit az u = 0, v £ 0O
és a v=0, u# 0 paramétervonalak pontjai.
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