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Eléséé

A jegyzet célja, hogy hallgaidinknak segitaéget
nydjtaon & tdrgy. tanuldsdban. A levelezd okiatésban a
tandrik szikre szabott kimérete miatt, a szbbelli elfedd-
aokat és gyakorlatokat igyekszik pétolni az elméleti ré-
szek (fogalmak, tételek) bizonyitds nélkiili Bsszefoglald-
sdval, szdmos kidolgozott feladat bemutatdsdval. Kidolgo-
zatlan feladatokat 1s kdzliink, illetve hivatkozunk Dr. Rei-
man Istvén és Dr. Nagyné dr. Szilvdsi Mérta: Geometriai .
feladatok c. példatdrdra (J4-=1007) azzal a céllal, hogy a
tananyagot kellSen begyakorolbessdk hallgatéink. A méd-~
szertani Gtmutatdé alapjdul Dr. Strommer Gyula: Geometria
cfmi tankonyve szolgil. E tankbnyv megfrdsakor a szerzl &
gzokdsos tananyagot meghaladd, de & gyakorld mérnokdk szd-
mira olykor igen fontos ismeretek. tdrgyaldsdt is fontosnak
tartotta. A tudomdnyos igényességgel megirt kinyvek hasz-
nilatdban j4ratlan hallgatéknak azdltel szereinénk segi-
teni, hogy az egyes tananyagrészek végén kijeldljitk a Ge-
ometria tankdnyvben £ttanulményozand$ enyagrészeket..

4 hetl rajzfeladatok szdvegét és adatait minden fél-
év elején sokszorositésban»kap'gk 8 levelezf és kiegészi-
6 képzésben résztvevd hallgatéink. A beaddsi hatdrid8ket
pontosan meg kell tartani. ' .

A rajzfeladstokat A/4~es, azaz 210x297 mm-es nagysé-—
gi, fehér ,DIPA%-jellegd rajzlapon ceruzdval kell elkész{-
feni. A rajzok keretezdse és felfrdsa 1 mm-es vonalvesiag-
sdggal, minden esetben tussal készitends. & felirdshoz
baszndlt szabvény{rds: 7 mm-es nagybetl (5 mm-es kisbetd)
nagysigot kell heszndlni. A rajzok keretezési és felfrdsi
mintdjdt a méllékelt dbra mutatja. Bgylittal f£oltiindetjik
rajta azt is, hogy mit kell érteni egy feladatben mega-
dott 4(80,150,230) koordindtdkon. E koordindtdkat csak a
pontok kitlzésére adjuk meg, ezért & rajzlapon vald fel-.
tilntetésiik zavardé és folbsleges.

A rajzfeladetok szerkesztését 2H-3H xeménységl,. o1
hegyezett ceruzdval végezzilk. A kiinduldé pontoket vonal-
zéval rajzolt kis keresztekkel iintessilk fel, a gzerkesz-
tés sorin adddé pontokat killon jeldlni nem kell. A szer-
kesztési vonalakat a rajzbél nem szabad kirad{rozni, a
szerkesziés menetének JO1 ktvethetSnek kell lenni. A szer-
keszids eredményét 0,6 mm vastagsdgi efyenques, Zekete
vonallal, kb. B puhasdgi ceruzdval kell kihuzni. A szag-
gatott vonalak 0,3 mm-es vonalvastagsdglink legyenek. A
megszerkesziett pontokat betlvel JelBlhetilk, ez esetben
3,5 mm-es szabviny negybeétiket haszndljunk. Hallgatdink az
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egyédb tudnivaldkrdl a foglalkozdsokon szébeli Gton, vagy a
Geomelria Tanszék H éplilet IT. emeleti hirdetSt4b1drdl ér-
tesiilhe tnek. _

Az eldszbhoz mellékeljilk a rajzlapok keretezdsének
eléirdsos formdjdt, illetve a Magyar Szabvdny szerinti.
tomb{rds betlit.

[N

Af80, 150, 230}
‘l
5
25
Al
) _
. 20 40 30 30
I I T 17 {5 Npgy Janos | 108.
: 1
.| ] .,
& ) Fhtév Keltezés Név Kiegeszité
Feladatsrdm kepres: K

L!re!lzé': L

aabcdeéfghiifk
Imnoodopgqrst
yuddavwyxyz
AABCDEEF GHIiJ
KLMNQQOOPQR
STUUUUVWXYZ

1234567830% Vil

-4 -



1. TERGEOMETRIA

Az aldbbiskban egy rovid daoszefoglaldst adunk a tér-
geomeiria azon fogalmairdl és tételeirdl, amelyeket a ké-
a8bbiekben lépten-nyomon allkalmazni fogunk.

Egyenesek kblcsodnts helyzete: Két kiillonbUzbé egyenes
vagy metszd, vagy parhuzamos, vagy kitér§. Két egyenes ak-
kor pdrhuzamos, ha nincs kidzds pontjuk és egysfkuak. Két
egyenes akkor kitér§, ha nines kbzbs sfkjuk.

S{k helyzetének megaddsa: Egy sfkot egyértelmfien meg-
hatdroz: -

a) Hirom pont, amelyek nincsenek egy egyenesen.

b) BEgy egyenes és egy rajta kiviil fekvd pont.

c} Két metszd egyenes.

d) Két pdrhuzamos egyenes.

S{x és egyenes ktlcginds helyzete: Egy egyenes és egy
s{k parhuzamosak, ha nincs k6zos pontjuk. Egy egyenes vagy
pédrhuzamos egy adott sikkal, vagy egy pontban metszi a =i-
kot, vagy & sikban van. Sfk és egyenes pdrhuzamossigit &
kovetkezS tétel alapjdn szoktuk megdllapftani: Egy egyenes
pdrhuzemos a sfkkal, ha pdrhuzamos & sfk egy egyenesevel.

Két sfk kdlesPnta helyzete: Két s{kmak vagy van kizis
pontja, vagy nince. Ha a két siknak van kUzds pontja, ak- -
kor a két sk metazi egymdst, k6zGs pontjaik egy egyenesen,
a metszésvonalon vammek. Ha két s{knak nincs kizds pontla,
akkor azokat parhuzamosaknak nevezziik. Két sfk pirhuzamos-
sdght a kovetkezd tétellel tudjuk elddnteni: Két sfk akkor
pérhuzamos, ha az egyikben van két metszd egyenes, amely a
misik sfkkal (annak két megfeleld egyenesével) parhuzamos.

Két egyenes hajldsszige: Két metszd egyenes a sikju-.

kat négy szoglariomanyra.bontja, e szdgek kiziil kettd~-ket—
15 egyenld. A két szbg kozill a kisebbiknek a mértékét ne-—

vezziik a két egyenes hajldsszdgének. (MerSleges egyenesek

a afkot négy egybevdgé részre osaztjdk.)

Bebizonyfthaté, hogy a térben is érvényes az egydl-
1490 szdgekre vonatkozd tétel: Ha két sabg szdral parhuza-
mogak és egyirdnylak, akkor egyenldk is.

Ennek alapjdn definiiflhaté két kitérs egyenes hajlds-
szbge: Két kitérd egyenes hajldsszige a velik parhuzemos,
két metszd egyenes hajlisszbgével egyenld (Ziiggetlenil at-
t61, hogy hol veasziik fel a térben a két metsz0 egyenes
metszéspontjat}). |
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Sfkra mer§leges egyenes: Egy egyenes merdleges a -sfk-
ra, ha merdleges annak minden egyenesére. A merSlegességet
a kovetkezd tétel alapjdn kinnyen eldtnthetjiik: Egy egyenes
merSleges a sikraj ha snnak két metszd egyenesdére merdle-
gea.

Egy adott sfkra & tér minden pontj4bdél pontosan egy
merS8leges. egyenes 411{thats.

Egy adott egyenesre merSlegesen egy adott ponton 4t
pontosan egy merdleges sfk fektethets.

" A sfkra mer§leges egyenest a sfk normidlisdnak mond-
juk. A sfk normdlisai egyméssal pirhuzamosak.

Két_sfk halldsszige: Két metszd s{k hajldsszige a sflck-
ban a metaszésvonalra {ugyanazen pontban) &ll{tott merSleges
egyenesek hajlédsszogével egyenld. Bebizmonyfthaté, hogy ez

a 8zig e§y$n16 a %ét sf{k normflisainak (nq, n2) ha}ldsszo-
<t. dbra

gével. (

N

1Y. abra.

Két sik merélesessé e: Két sfk merSleges, ha hajlds-
szbgik derékszog. ket sik merflegességére vonatkozd tétel:
Két a{k akkor mer§leges egymdsre, ha az egyikben van olyan
egyenes, amely merdleges a mdsik s{kra.

- S{k és egyenes hajldssztge: A sfkot metszd egyenes-
nek a sikra vald mercleges vetiiletével bezdrt szige a sik
é3 egyenes hajldsszdge. -



A hajlésszﬁg
megha tdrozdsdt
gy is elvégezhet-
juk, hogy a sfk
normilisdnak és az
egyenesnek & haj- .
lisszigét hatdroz-
zuk meg. Bzt 8 szb-
get derékszbggé ki-
egéazf{td azdg a afk
és egyenes hajlds-
szogevel egyenld.
(1.2, &bray)

l?.ébra.

Két kitér8 egyenes tdvolsdga: Két kitér§ egyenes td-

volsdga az a legrovidebb szakasz, amely a két egyenes egy-

-egy pontjat Ssszekidti.

Bebizonyf{thaté, hogy &

két egyenes tavolségat adé
szakasz olyan egyenesen
van, amely a két kitérd
egyenest merdilegesen met-
szi: normdl transzverzi-

lis,
{(1.3. dbra)

\t\
j/
,,/”’/)”

13 dbra.

Tergeometrlal szerkesztégek: A sikgeometrial gzer-—

kesztesekhez ﬁasonloan a itergeometridban is feladataink-
nak egy része abbdl 411, hogy megadott térelemekbdl, bi-
zonyos megengedett lepesek véges sokszori alkalmazasaval
eld{irt tulajdonsagu térelemeket kapunk. Tetszoleges porni—
tok felvételét megengedve az alapazerkesziéai lépések a

kovetkezok.

1. Egy sik askkor van megszerkesztve, ha igsmertek meg—

hatirozd adatai.

2. Ha adott két metszdé sik, akkor metszésvonaluk ig

adott.

3. Ha adott eéy
ai gzerkeszitéa elv

a{k, akkor '‘ebben minden sikgeometrl—
gezh&to. :

A térgeometriai szerkesztések csak gondolatban Wvé—-

gezhetlk el”.



Szerkesztési példdk

1) Adva az a egyenes 4s a rajita kiviil fekvd A pont.
l Szerkessziink olyan b egyenest, amelyik A ponion
- 4dtmegy és parhuzamos az a egyenessel.
Megoldds: A pont és az a egyenes alial meghaidrozott
gf{kban A-n 4% az a-val pidrhuzamos egyenest szerkesziiink.

Szerkesztend§ a P ponton 4thaladdé o sfkkal pdrhu-
zamos P sik. -

Megoldds: Vegyinmk « sf{kban két metszd egyenest, a-t
é3 b-t. Az a egyenes és P pont sfkjdban P-n 4% a-val par-
huzdmos ¢ egyenest szerkeszilink. Hasonldan P-n 4t b-vel
pérhuzemos 4 egyenest szerkesztink. A ¢ és d egyenesek a
keresett sfket adjak.

llE) Adott az « sfk és a sfkon k{viil fekvd P pont.

3) Adva vanmnak az a és b kitérl egyenesek., Szerkesz-
gzilnk olyan a és P pdrhuzamos sfkokat, melyek kG-
zil o tartalmazza az a egyenest, P pedig a b egye-
negt, - : . -

Megoldds: Az a egyenegen tetszllegesen felvett A pon-—
ton 41t szerkessziink b-vel pdrhuzemos ¢ egyeneat (1. eld-—
z8k). Ugyenlgy a b egyenes egy tetszfleges B pontjin 4t
a-val pérhuzamos d e§yenest. Az a és ¢ egyenegek sikja a
__keresett a sfk, a b és d egyenesek sfkja pedig §.

lé) Szerkessziik meg egy adott & egyenes metszéspont-
Jét egy adott « sikkal. o
Megoldds: Vegyilnk fel az « sfkon egy tetszlleges P
pontot. (P pont nincs az a egyenesen.) Az adoti a egyenes
és P pont sfkja p. Az « éa P sf{kok metszésvopala egy b
egyenes. P sfkban adddik a és b egyenesek A metszéapont-
ja, ami éppen & keresett metszéspont.

. Transzverzilisnak neveszzik kitérd egyenesek kbzis
metszdiet.

5) Adva vamnak az a és b kitérd egyenesek és a mind-
kettén kfviil fekvsé P pont. Szerkesszilk meg azt a
t egyenest, amelylk 4ditmegy P-n és metszi a-t és
b-t. (Ponton 4thaladd transzverzdlis.)}

" Megoldds: A P ponton Atmend és b cgyenest metszd egye-
nesek kdzbtt (vagyis a P pont s b egyenes 41tal meghatd-
rozott sfkban) van & keresett egyenes. Ezt-a sikot az a e-
gyenes metgzi egy A pontban (1. 4. feladat).Az A pont és
P pont 41ltal meghatdrozott egyenes dltaldban metszi a b e-
gyenest ‘égy B pontban. AB egyeneés a keresett transzverzd-
lis. (Mikor nincs a feladatnak megolddsa?)



6) Adott hdrom, phronként kitérS egyenes a, b &g i.
Szerkesszink olyan + egyenest, amely i-vel parhu-
zamos 68 metszi az & €3 b egyeneseket.

Megoldds: Az & egyenest nmetsz8 i-vel parhuzamos egye-

nesek az a-t tertalmazd i-vel parhuzamos sikban vannak.

Ezt & sfkot megkapjuk, ha az & egyenes tetszlleges P pont-

.

jén 4t i-vel parhuzamos i, egyenest gzerkesziiink. Az a és
i, egyenesek 41tal meghatdrozott sfkot dlialdban metsszi &

b egyenes. A fentiek szerint megszerkesztjik b-nek és a
s{knak B metszéspontjit. Ezen & B ponton 4t i-vel pdrhuza-
mos egyenest szerkeszive, ez 4ltaldban metszi az a egye-
nest egy A pontban. Az AB egyenes & keresett transzverzi-
1is. (Mikor nines a feladatnak megolddsa?)

gzi.

Megoldds: Az egyik egyenes egy tetszdleges pontjdn &t
a misik két egyeneshez szerkeszthetd transzverzdlis (1. 5.
feladat).

7) Adott hérom, pdronként kitérS egyenes: a, b és C.
Szerkessziink olyan egyenest, amely mindhdirmat met-

8) Adott &z 8 é8 b kitérS egyenespdr és az egymist
metszd « és f sik., Szerkesszink az a és b kité~
r§ egyenesekhez olyan transzverzdlist, amely o« sfk-
kal is és p s{kkal is pdrbuzemos.
Megoldds: A trenszverzdlis irdnya nyilvénvaldan az
o és P sikok metszésvonala. Ezdltal a feladat megolddsa a
6. feladatra vezethet§ vissza.

"9) Adott az A pont és az a egyenes. Szerkessziink az

A ponton 4% az a egyenesre merdleges « sikot.
Megoldds: a) Az A pont az & egyenesen van. Pektessiink
az a egyenesre két tetszB8leges sikot: P -t és g -t.

Sgerkesszink p-ban és § -ban az a-ra merdleges A pon-
ton Athaladd b, illetve c egyenest. A keresetlt sfk a b és
¢ egyenesek sfkja.

b) Az A pont az & egyenesen k{viil van. Ekkor szerkesz-
sziink az a egyenes tetszdleges X pontidn 4t az a egyenesre
merSleges £ sikot, majdaz A ponton 4% a kordbbi médon pir-
huzamos s{koit szerkesztink az & sfkkal. {Gondoljuk meg &
feladat direkt megolddsédt is, amikor nem &z a) egetre ve—
zetjilk vissza.)

‘10) sdott 8z € sfk és az A pont. Szerkesszink az A
ponton 4t & sfkra merS8leges n egyenest.

Megoldds: Vegyiink fel az & sfkban két metsz8 egyenest
a-t &8 b-t. Az eldz8 feladat szerint az A ponton 4t az &
egvenesre merSleges o sfkot és a b egyenesre mer§leges f
s%iot szerkesztink. E két sfk A ponton 4thaladdé metszésvo-
nala nyllvén mer§leges lesz a-ra éa b-re, fgy az & sikra
is.
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11) Adott az o sfk, a sfkra nem merfleges a egyenes
és az A pont. Szerkesssziink olyan e egyenest, a-
.mely Atmegy A-n, pdrhuzamos a sikkal és merdle-
ges az & egyenesre.

Megold4s: Az A-n 4t az & egyenesre merSleges afik tar-
talmazza a keresett egyenest és a 9. feladat szerint meg-
azerkeszthet8. 4 keresett e egyenes benne van az A ponton
4% a-val pirhuzamogan haladé gg a 2. feladat szerint meg-
szerkeszthet§ sfkban. E két afk metszésvonala éppen a ke~
regett e egyenes, amely 4lialdban nem meiszi az a egyenest.

12) Adott az egymist meiszd o« és P sfk, tovabbd mind-
kett8n kiviil fekvéd P pont. Szerkesszimk a ¥ pon-~
ton 4t olyan y sfkot, amely az adott « és P si-
kokat egymdssal pdrhuzamos a, illetve b egyenes-

. ben metszi.

Megoldds: Az « és { sfkok m metszésvonaldval pérhuza.~

mos Im4 egyenest szerkesztiink a P ponton 4t, Az m egyenest

tartalmazé sfkok — az «, illetve P sfkokkal pirhuzamos si-
kok kivételével — mindkét sfkbdl az mq-gyel pédrhuzamos e-
- gyeneseket metszenek ki.

Az eddig tdrgyalt térgeometriail szerkesztések beveze-
£8 példdkként szolgdlnak egyszerl térgeometriai feladatok
megolddsdra. A késdbbiekben elfforduld geometriai felada-
tok megolddsdt is hasonld médon, az Un. térgecmetriai neg~
oldds £tgondolisival (esetleg vdzlatban val rﬁgzitésével)
kell kezdeniink. Egy helyes térgeometfrial me%oldasra épil-
het csak a feladat kidolgozdse, ami 4brdzolé geometriai
feladatndl szerkesztést, analitikus geometriai feladatndl
pedig tervszer(ien végrehajtott szdmitdst jelent.



MerSleges (vagy derdkszigl) vetftés

A tér pontjainak sfkon vald dbrdzoldsdra az egyik és
a leggyskrzbban alkalmazott médszer & merSleges vet{tés.
i T pont o sikon levd merSleges vetillete a P-bfl az o -ra
d1litott merdleges P! talppontja. Az o sik a képsfk, a P
pont a F pont képe. (iz o sfkban levS R pont képe Onme-~-
@a.) A PP' egyenes a P pont vetitSegyenese. (1.4. dbra)

B

1P C/

¢
A
1 _—B"
pi c'
Al
14. dbra.

a) A mer§leges vetités egyértelmi leképezés: a tér
egy pontjdhoz egyértelmien tartozik a képpont. Ez megfor-
dftve nem igaz, mert ugyanazon képpontnak végtelen sok
térbeli pont felel meg.

D) A merfleges vetfités egyenestarté; egyenes képe e-
gyenes (csak a vet{tSegyenes képe pont). AB egyenesdarab
A B! képe ‘4ltaldban rtvidebdb az AB szakaszndl, csak akkor -
egyenldk, ha az AB szakasz parhuzemos & képsfkkal; A'B' =
= ABscog . ,

¢) A leképezés ardnytarté: ha ABC egy egyenes hérom
pontja, amelyeknek képe A' B'C', akkor & meg%e%elﬁ szaka-
gzok ardnya térben és & képen ugyansm: %—% = %r%r‘ .
cohdt szakasz felezéspontjénak képe a képszekasz felezb~
pontia.

d) Taralelogramms képe paralelogramms — feltéve,
hogy sikj+ nem merdleges a képs{kra —, azag nines veti-

R P S,
/L R B M ) 5 Y
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Ebb8l kovetkezik, hogy a leképezés pdrhuzamossig-
tartd, (1.5. 4dbra)

H
G
Gt
FI
15. abra.

e) Képsfkkal pirhuzamos gikban fekvd alakzatok képe
a térbelivel egybevigbd., Vet{tSafkban levd alakzat képe a
vet{t8s{k és a képsafk meiszéavonaldba esik.

f) Szbgek nagysiga a merdleges vet{tds sordn kisebbé
is és nagyobbid is vdlhat. Derékszig vetiiletére igaz a k-
‘vetkez§ tétel: Ha egy derékszig egyik szdra pdrhuzamos a
képsfkkal, akkor a derékszbg vetiilete is derékszig.

Elméleti tananyag: Tankdnyv: 1-8. é3 15-35. pontjai.
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2. A KETKEPSTIROS ABRAZOLAS
PONT ES ECYENES ABRAZOLASA

Minthogy az egy képsikra vald merSlegea veililetbdl nem
lehet megdllapftani a pontok itérbeli helyét, ezéri két,
egymisra merdleges helyzetl képsfikra vetitjlk a pontokat,

majd a két képsikot az x metszésvonaluk (képsiktengely)
koril egyes{t]jiik. (2.1. dbra)

ﬁn

2.1 abra.

A pontok els§, illetve mdsodik (m,, ill. mz) képs{~

kon keletkezett (P', P", ill. §', Q") képeit Usszekitd e~
gyenesek a képsfktengelyre merdlegesek, tehdt egymissal
pdrhuzamosak. (1. 2.7. dbra) Az els§ képen leolvashato

a pontok mdsodik képafktdl vald tdvolsdga: a P' éa Q' pon-—
tok x képsfktengelyt6l vald tdvolsdga. Ugyanigy az dbra-
zolt pontok els% képsfkt6l mért tdvolaiga a P" és Q" pon-
tok x képsfktengelytdl vald tdvolsdgaként kaphaté meg. En-
nek alapjén a képsi{krendszerhez viszony{tva meg tudjuk 41-
lapftani a pontok térbeli helyzetét. A gyakoriatban erre
nem szokott ilyen formdiban sziikség lenni. Az 4brdn beje-
151t nyilak meghatdrozzdk a pontok relativ,helyzetet. Az
egy vessazdvel jeldlt nyfl a P és Q pontok Un. elsé kép-
sfktdvolsdg-kiiltnbgdgdt Jeldli, a két vesszdvel Jelolt
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mig & hirom vesszdvel Jelolt nyil azt nutstje meg, hogy =
pontok koziil melyik van a miaikhoz viszmonyitva Jobbra és
mennyivel. E hdrom tdvolsdg ismeretében az egyik pont tei-
sz8leges térbeli elhelyezéséhez a masik pont térbeli hely-
zote mir egyértelmfen meghatdrozhatd; t6bb pont eseién az
Baszes t6bbi pont meghatdrozdsa is egyértelmi. A képsik-
tengely emnél a visszadllitdsi médszernél nem Jétszik sze-
repet, ezért a tovdbbiakban nem is fogjuk azt megra jzolni
(természetesen, ha valakinek kénnyebbséget jelent & kép-
gfktengely hasznélata, nyugodtan berajzolhatja).

Egyenes dbrdzoldsa

16t pont dbrdzoldsival
uszek0t8 egyenesilket is meg-
rajzolhatjuk (2.1. dbrén g e-
gyenes). Ha az eldbbiekben
térgynlt hdrom tdvolsdg kozill
egyik sem O, akkor a8z AB egye-
nes 4lialdnos helyzetd.
(2.2, abra)

4 x g o
o
A | g A
X0 \B% A X B 2.2. dbra.
23 dbra.

Ha s hirom tdvolsdg kbzill az egy, illeive ¥ét vesz-—
azdvel jelSlt tdvolsdg O, akkor elad képefkk.l pérhuzamos,
illetve misodik képsikkal pdrhuzamos egyeneseket kapunk
(elsé f8vonal, mdgodik f5vonal). {2.3. Abra)



Hs & hdrom vesszlvel jeldlt $4vol-

i

sdg 0, akkor olyan egyeneshez jutunk, A

imely mindkét képs{kra merlleges, Un. " \

profil sikban van. Az ilyen egyenese- PN

et profil egyeneseknek nevezziik. al” \

(2;44 é.bl‘a-) X re \
A profil egyenest csak két pont- Bn-z/

Jdnak megadisival lehet megadni. (4
t6bbi egyenest képeinek megra jzoldsd-
val is meg lehet adni.) :

Ha a szdébanforgd hdrom tdvolsdg

xbziil kett§i-kettdt veasziink O-nak, B+
akkor mindkét képsfikkal pdrhuzamos Lyer
agyenest (2.5. dbra), illetve az el- ;

18 vagy a misodik képsfkra merfleges P
3188 -vet{tSegyenest, illetve mdsodik ;
ret{tegyenest kapunk (2.6. dbra). AT

iz elsd vet{tSegyenes elsb képe egyet-
len pont, hasonldan a mdsodik vet{té-
agyenes migsodik képe. (Eddigi dttekin- 24 dbra.
tégiinkkel ki is meritettilk az Usszes " ’
lehetségea egyenes t{pust.)
(Az f‘i’ fz, a, X+ A”=B"=F"
t, T egyenesek lega- + Al +ou
14bb az egyik kép- A X g X
s{kkal pdrhuzamo- 0 i
gak, ezért a rajtuk a”
felvett AB szakasz
valdédi méretében le- 1B’
olvashatd.) +8
Az egyenesgsen at
levd pont képe az — L
egyenes megfeleld A X B + 1.,
kdpén van. Bzt mu-~ A
tatja be a 2.2, - . - A'=B'=t
2.6, 4brdk egyene- 25. abra. X!
sein levd, X-azel
jeldlt pontok dbrdzoldsa. Profil e-
zyenes eseiében ez az 4brdzolis egy ] ,
irényos szerkeszidssel lehetsdges, 26. abra.
felhagznilva 2 merdleges vetités a-
rédnytartd tulsjdonsdgit. (4 ndscdik ép melld 4 feric e-
gyenesre az elsd képhoaazikat misoltuk.)

Jdk Adbrdzoldsa

1

\ a{k Abrizolds: & neghatdrozd adataival toritinik,
.ivel 1 afk vontjainuk képe Altaldban teljes egészében
orednd a xénafkot. A 2.7. Abrdn hdrow, nem egy egrenesen
1ov8 4, B, < ponttal cdtunk meg egy 41taldnos helysetu
iikot. 4 2.3. dbrdn kit (=, b) metszd egyenes, a 2.9. 4b-
»4in két parhuzamos (¢, 4) egyenes, végll = 2.1C¢. 4brin

- 15 -



egy e egyenes és egy P pont 4ltal meghetdrozott 4d1ltaldnos
helyzetd sfkot abrdzoltunk. (Egyittal bemutattuk a metszd

B
f?#
AN
ST
uﬂ
A e fT \\\Qﬁ
Cﬂ
s 2
F! Mt —
- fl | Z ‘
2
A’ 1y b'
H
- B 2.8 abra.
2.7 dbra.
sﬂ rll

v
29. abra. o
&s parhuzamos egyenesek dbrdzoldsdt is.)

- 16 -
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S{kban fekvl egyenes és pont Abrazolise

. A 2.9. &brdn az s" képével megadott egyenes elsd képét
4gy hatdrozzuk meg, htogy 8z & ¢ és d egyenesek sfkj]dban
legyen. A szerkesztést az s egyenes és a ¢, illetve d e-
gyenesek metszéspontjdnak kijeldlémével végeztik el.

A 2.10. dbrdn egy olyan r' képegyenes adoti, amely
e' —vel parhuzamos. Az r"-t Ugy hatarozzuk meg, hogy &z T
egyenes a (P, e) sfkban legyen. Ezért el8bb a P pontot az
e egyenes egy pontjdval oszekdtd t egyenest vesszik fel.
At és r kozos Q pontjdnek ismeretében r" az e"-vel pArhu-
zamosan megrajzolhatd.

A 2.8. &brdn bemutaitjuk, hogy hogyen lehel s{kban fek-
vé pontot dbrdzolni. Legyen adva & as{kban fekvd X pont el-
86 képe. Ezen a ponton &t felveszink egy s{kban haladd u
egyenest (elsd majd mdsodik képével) és u"-n kijeldljik
ir-t,

A 2.7. dbrdn az ABC sfk egy els§ és egy mdsodik £8vo-
naldnak megszerkesziéséi lathatjuk.

Az eddigiekbdl nyilvénvald, hogy két kitérd§ egyenes
nem lehet egy s{kban, tehiat elsS, illetve mdsodik képein
adddé metszdspontjeik nincsenek egy rendezdén. (2.11. &bra)

A kovetkez§ 2.12. dbrdn egy Altaldnos sfkbtszoget &b-
rézolunk. A sf{ksokszig egyik képe tetszés szerint megad-
haté, de masik képébdl csak hdrom cstdcapont vehetd fel. Ha
az utébb vdlasztott hdrom pont egy egyenesre esik, Ugy &
sokszvg sfkja vetfidsfk, és a t5bbi pont is erre az egye-
negre fog keriilni (2.12.a). Ha & vdlasztott hidrom pont nem
esik egy egyenesre, akkor &z 41ltaluk meghatdrozott sfkban
fekvs pontokként kell a 8bbi pont m#isodik képét emerkessz-—
teni (2.12.b).

g %y
bli
/ D"
A"
x
\\\Q\\\ D’
— .
> A
/ g b)
2 1l gbra. 2.12 abra. -
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Az ABCDE 5tszbg els§ képe és az ABC pontok mdsodik képe
volt adva. D"t ametszd helyzetd AC és BD 4t1dkkal, az E %
AB~vel pidrhuzamos segédegyenessel szerkesztettiik.

A 2.13, dbra két
kitér§ profil egyenest o
mutat be. Ennek kimu- i -2 '
tatdss azdltal torté- BT ¥
nik, hogy a profil e~ ~
gyenescket meghatdro- N e
30 két-két pont Gsz~ A ¥ At
a5ekitd egyenesei ki- A ¥
wérdk, :
A 2.14, dbra
két pArhuzamos pro-
til ¢gyenest &brizol.

Itt az AB21 négy~ B8+ - - L
388g A1161 metszik -
2gymidst, rf
T 5 2"
At~
Al_
2.13. dbra.
1!
N

2.14. abra.

S{k és egyenes metszéspontja. Két s{k meiszésvonala

A metszési alapszerkesztések bizonyos esetekben olyan
egyszerlien végezhetdk el, hogy szin- -
te tnmagukitdl adédnak. Ilyen példd- A"
ul a 2,15, dbrdn adott « elsl veti-
t6s{k é3 e egyenes D metszéspontjd~
nak megszerkeaztése.

Két elsd vetd~
$6a1k metazéavona- .
14t a 2.16, 4brin 0
hatdroziuk meg,
feltinteive az
ABCD és 1234 pa-
ralelogramma le-— -4
mezek ldthatdad~
gi viszonyait. D’
A két sfk met- o
szésvonala elsd
vet{t8egyenes.

’ell

-~

2.15. abra.
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Ha két vet{tdsfk koziil az egyik
o elsd, a misik f mdsodik vetiidsfk,
akkor metszésvonaluk els§ képe m' =
= a'és migodik képe m" = P". (2.17.
dbra)

Altalédnos hely-
zetd ABC sfk és a t . i
mésodik vetfibegye- i"=m
nes metszéspontjat
a 2,18, dbran szer-
keaztettik meg. A
D metszéspont ma-
sodik képe & t"-
vel agzonos, az el-
88 képsét pedig az
ABRC sfkbeli pont
els3 képeként

szerkeszt Jik. x'=m'
B
(o 2.17. abra. 218 dbra.
" Az ABC héromszog sfkjdnak és a ¢
C" 135 vet{tGs{imak ¢ metazdgvonaldi ugy

xapjuk, hogy ¢'= ¢’

és ebbSl meghatd-

Al!

rozzuk a miasodik képét.

Bl’

219, dbra.

Ennek alapjdn mir meg
tud juk szerkesztieni d1tala-
nos helyzetd sfk (ABCD pa-
ralelogramma) és a ¢ egye-
nes metszéspontiit.

(2.20. &bra)

2.20. abra.

- 19 -
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ElJdrdsunkban a térgeometriai 3zerkesztésekben alkal-
mazott médszert kdvetjik: A c egyenesre fektetett ¢ elsd
vet{téafknak megszerkesztjik az ABCD sfkkal vald m met-
szésvonaldt, amely a misodik képen kijel®dli a« ¢ egyenes &s
a s{k M metszéspontidt. A 1dthatdsdgot fedSpontokkal lehet
megdllapitani, pl. a misodik képen T &s 2-vel Jeldlt pon-
tok kosil az AB egyenesen levd 2 pont fedi a c egyenes 1-
es pontjdt, mivel a 2 van ¥,-t8l tdvolabb, Ugyanigy az
elad képen levd 3 éa 4-gyel jeldlt pontok kdzill a 4-es
pont (AD oldal) fedi a 3-as pontot (¢ egyenes). :

Két s{k metsizéavonaldnak
meghatdrozdsa: A 2,21, 4brén B
szerkessazilk meg as ABC hi-
romszbg €3 az 123 hdromazig
s8fkJdnak metszédavonaldt! Az
el328 szerkesztés szerint 30
megha tdrossuk as 12 egye- ™
nesnek és az ABC sf{knak az AN
¥ metszéspont]dt, illetve o
a BC egyenesnek azx 123 gf{k- »
kal vald N metszéspontidt. Al M
A két pont Osszekdid egye- NNou
nege a két sfk metssésvo- ™ ~y
nala. A metszésvonalnak C
csak az a darabja ldtha- C!
té, amelyik egyide)fileg y

mindkét s{kidomon rajta f *

van. 4 lithatdsdg feltiin- 3!
tetésénél a feddpontos A

médszert hassniljuk fel.

21

N

2.21 dbra,

Az illeszkedési feladatok gyakorldasdra oldjuk meg
(A/4-es méretd lapon) a 2.22. 4brén felvételi vdzlatial
megadott példikat. '

1) Adott egy paralelepipedon A caticadbdél kiindulé
hdrom éle. Sxerkesssiik meg a paralelepipedon ké% képét.

. 2) Egy hatoldeld hasib alaplapja szabdlyos hatszdg.
Abrdszoljuk a hatoldald hasibot, ha adott az alaplap O ko-
séppontla ém két szomssédos csiicsa, A és B, tovdbbi a

BB, oldalél.

3) Duntaiik el, hogy egy s{kban van-e az ABCD pont-
négyes,

4) Adott as ABCDE sf{kbtszdg misodik képe §s az AE,D
cslcsok els§ képe. Szerkesssiik meg az Stszég elsd képét.
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Gyakorldsul szerkessziik meg a 2.23. dbrdn vdszlatban
megadott sf{kok metszésvonaldt. %A feladat megolddsdhosz
nagy{tsuk fel A/4-es méretre a feladatokat.) Az 4brdn
szere¥15 két utolsd feladat:
) Szerkesssiik meg az a é3 b egyenesek P ponton dt-

haladd transzverzdlisit.

2) Sgzerkessszilk meg az a és b egyenesek 1 irdnnyal
pirhuzamos transzverzalisidt.

Elméleti tananyag: Tankonyv: 53-67. és 72-74. pontjai.

- 22 -






3. UJ KEPSIK BEVEZETESE
TRANS ZFORMACIO

Feladataiuk
megolddsa egysze-
ribb iehet, ha az )
dbrizolt alakzat
az alkalmagott
képsfkhoz visgzo-
ny{tva specid-~
lisabb helyzetu.
Lz a spe01alls
helyzet nem min-
dig garantalha-
to, de lehetd- X
ség van arra,
hogy pl. & mi- ~
=odik képsik Xy T
helyett egy, az - Y
els§ képsikra ' B
meroleges, al,
in. harmadik
képsfkot (73)
vezessiink ,
be. (3.1. dbra) 31, abra.

A g alkalmas vdlasztdsival sokszor egyszeribbé vdlik

a azerkesztés. Az abrin 301 lathato, hogy az abrdszclt A és
B pontnak az elsd Legsiktol mért tdvolsdgas a mdsodik és
harmadik képen egyarant le-
olvashatd az x, illetve y
kepsiktengelyektol mért ta-
volsagokkent. Ugyanakkor az
is 14thatd, hogy az A és B
pontok elsd képsiktdl mért
tdvolsidg-kiilonbsége lemérhe- E
t5 a mdsodik, ill;i harmadik ;
képen. Ha a képsikokat egye- : "
s{tjik, akkor a képsfktenge~ , —~—

lyek megrajzoldsa helyett a ! : :
rajuk merdleges rendezdi-~ ' : . P
ranyt rajzoljuk meg. (3.2. ; } /
dbra) !

Az AB egyenes harm:dik '
képét Ggy kapjuk meg, nogy A i Y
a2 B pont () rendezdjén tet- y
szolegesen kijeldljik a har- B
madik képét B™ -t, AM -t az s
elsd képs{kidvolsag-kiilonb- 32 abra
séggel Jeloljlik ki.
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Fzt az eljdrdst, amellyel UJ képafkrendszerre térink
it, képsfk-transzforpdcidnak neveszilk. A mdsodik képsfkra
merdleges Uj kepsikot is bevezethetiink, s8% egy megszer-
xesztett harmadik képhez rendezett negyedik kep is az ed-
digiekhez hasonléan szerkesztheil meg.

A 3.3. Abrdn 4brdzolf kockdrdl szemléletes kepet kap-
hatunk, ha a misodik képsfkra merSleges UJ képsfkel vese-
tilnk be. A C pont harmadik képét vettik fel az 4 rendezd-
irdnyon tetszdlegesen, a t0bbi pontot a mdsodik képsfktoL
mért tdvolsdg-kiilonbségekkel hatdroztuk meg, A C' ponton
4% meghizott vizssinies egyenestSl mértilk az elsd képen .
képsiktévolségwkﬁlﬁnbaégeket, mfg a harmadik képen a C¥
ponton 4t az 0j rendesikre merdleges egyeneatSl mértik 2
megfelels tdvolsdgokat. Ezeket as egyeneseket képafktenpe-
lyeknek is tekinthetjiik.

H_E* _G'_F*

AE'

33 abra.
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A 3.4. Abrdn egy Gsszetett sf{klapi test els§ és mdso-
dik képén igen specidlis vetiileteit adtuk meg. Két egymds
utdni transzformfcidval a test képies képéhez Jutunk. A
transzformicié 1épései, a képek megrajzoldsa és ezek 1dt-
batéasdgdnak elddntése asz eldsd pélida megolddsi menetével
azonos., (A ldthatdsdg feltiintetésénél JO1 felhaszndlhatdk
a fedSpontok,)

9 o

8" 70
5# Bl 6”
// .
. 1!" ~
»” 2% r 7 \\ 120
NS ONo/
{ '
| _ ~ 7" i id
g 412 7'
th
f 3‘ - T
g o7 NN 12
H
A
5 N\ \\
I ’ﬂ!
5! -
L 9"
\\
sm 10’ "

34 dbra.
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A tovdbbiakban azt vizsgiljuk, hogyan lehet az U]
képafkot Ugy gegvélasztani, hogy &z egyenesek, illetve

sfkok az Uj képsikhoz viszonyitva specidlisabb helyzetlek
legyenek.

Egyenes tranazrorméciéja

A 3.5. 4brdn egy dltald-
nos helyzetd e egyenest dbrd-
zoltunk, €s az egyenes elsd
vet{t8sfkjdval pdrhuzamos
harmadik képsfkot vettiik fel.
Ekkor a harmadik képsikmek as
elad képs{kkal vald metszés~
vonala ef -vel parhuzamos, e~
nét az (j rendezdirdny e' -re
merdleges.

Az e egyenesen felveti
A és B pontok transzformd-
ci6jdval adédik a harmadik
kép. (Az AB szakasz a har-
madik képen valddi nagy-
sigban ldtszik.)

¥ ¥
4 g ff 35 dbra

A 3.6. dbran egy I,
A elsS tSvonalat Abrdzol-
funk és felvetilnk egy

ij képafkot az f4-re me-

g f ; rélegesen. Az fy-re me-

réleges sfk nyilvén az
f{'=A"=B" ¢1s8 képsfira is merS-
. leges és az elsd kép-—
36. abra a{kkal alkotott meiaxzées-
vonala fy-re merdleges,

tehdt az Gj rendezdirdny I{-vel pArhuzemos. Az egyenes va-

lamennyi pontjdnak harmadik képe ugyanas a pont.
Egyetlen transzfornicidval dltaldnos helysell egyenes
vet{t§egyenessé nem transzformilhaté, de két lépéaben mér
lehetséges; azaz elGszir az 41taldnos helyzetd egyenest
t5vonalla transzformdljuk, majd & kapott f8vonalat egy to-
v4bbi transzformicidval vet£t6egyenessértr&nsz!ormaljuk.

- 27 -



frre mutatunk példdt a kdvetkezd feladatban:

Szerkesasziik meg az a és b kitérd helyzeld egyenesek
normil transzverzdlisdi (3.7. dbral.

Aw a egyenest vet{tSegyenessé transzformdltuk. & IV.
képen az n normdl transzverzdlis veuilete a b-re merSleges,
mivel az n a-ra is meroleges, és 1 parhugzamos & negyedik
képsikkal., Ugyanesért a harmadik képen a-re merdleges n™.
Az n egyenesnek a-val, illetve b-vel kOzbs pontjait N, il-

letve ¥ Jeldli.

ﬁduljﬂ
B c F/r/

37 dbra.

A _sfik transzformicidia

Lgy afk bigztosan vet{tds{k, he tar.ulmaz vet{tie, ye-
nest ezért egy 4dltaidnos helyzetu sfkot trunsz!i ... -
tunk vet{tSs{kkd, ha egyik fSegyencsit vet t8egyenessé
trenszformdl juk ugy, mint a 3.6, dbr aﬁ.




4 3.8. abrén
felveti ABCM hdrom-
oldald gila ABC
s{kjat transzfor-
malJuk vet{tosfkka.
Az ABC afkban fel-
vett elsd fdvonal
elsd képe adja meg
1 transzformicid
1ranyat. A harmadik
képen leolvashato
1z M pont és az
ABC sf{k tdvolsdga.

3.9 abra

1,10, 4dbrdn vemutatjuk,
lehet kit profil egyenes metszespont—
4 transzformacid
elidrdsavual. 1z .7 ¢3 az 12 profil
‘ 3enese? m'Jszﬂspontju s

jat mv:szerkeszteni

Cﬂ

38 abra.

A 3.9, abrdn a masodik ve-

t{t5sf{kban levd ABC hiaromssig
sikjaval parhuze mosan vettik

fel az 4j képsfkot. Ekkor a har-
madik képen az ABC hdromszig
valddi nagysdgban ldtszik.

- 2G -
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A transzformicid eljdrdsdnak gyakorldsira sserkesszik
meg & 3.11, dbrdn szerepld teladatokat. A harmadik, illet-
ve negyedik képek megszerkesztéséhez a vdzletokon megad tuk
a transzformicidhoz az Gj rendezdirdnyokat. Ezeket a fela-
datokat is A/4 méretd lapon dolgozzuk ki.

Sgerkessziik meg tovdbbi a 3.8. dbrdn megadott tetra-
éder ABC és MBC sfikjainak ballisszogét a transzformicid
eljdrasdval.

Elméleti tananyag: Tankinyv: 69-71. pontck.
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4. POLIEDEREK (SIKLAPOKKAL HATAROLT TESTEK)
SIEMETSZETE

Egy poliéder (pl. hasib, gula, tégletest, kocka, pa-
ralelepipedon) sflmeiszete egy olyan soksstg, amelynek ol-
dalai a poliéder oldallupjai és a metszdsfk metszésvonala-
ként jonnek 1létre. E sokszig csucspontjai a poliéder élei-
nek a metszdsf{kkal vald metszésponijai.

A s{kmetazet akkor szerkeszthetd a legegysszeribben,
na a metszdafk vet{idsik.

A 4,1, dbrdn egy szabdlyos
négyoldalld gildt meisziink el az «
mismodik vet{itds{kban levs parale~
logramms lemezzel. A gila cldalélei
az o 3fkot az 1,2,3,4 pontokban
metsrik, de a ldthatdsidg feltiinte-
té4énél u kimetszett négyszignek
«8ak egy része Jon tekintetbe.

4.1 abra.

rq /7

g q!bxl’s:: ‘C' .

A

A 4- 2e ébréﬂ az
ABCD alapl négyoldalu
ferdehasdbnak az o elsd
vetitdsikkal képezzik &
metagetet. A kimetszett
hatszdg 1,6 oldala a ha-
g3b alapsfkjdban, 3,4
oldals pedig & fedSlap
s{kjdban van. A 1dtha-
$6sdgot dgy tintettilk
fel, nintha a metszet-
sokszdg a hasdbra ri
lenne rajzolva.
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Ha egy poliédert dltaldnos helyzetd sfkban levd hatd~
rolt s{klemezzel metszink el, akkor célszerd itt is elld-
szor a teljes sfkkal vald metszetel megszegkessteni, es
csak uténa megvizsgdlni, hogy ennek mely része van a gik-
lemezen. Ezt tesszik & 4.3. dbra megszerkesztésénédl is:

o szabilyos Gtoldald MABCDE gila és az FGHI paralelogramma
metszetdét szerkesztjiik meg. A metszet kinnyebb megszerkesz-~
téase c61j4bSl az FGHI sfkot vetf{tiafkkd transzformiljuk; a
harmadik képsfkot az els§ képsikra mer§legesen vesaziik fel,
ennek megfelelfen az 4j rendezlirdnyt a paralelogramma sik-
jdnak f; elsd tévonala adja meg. A harmadik képen a metazs-

s{k képe egyetlen egyenes, tehdt a gila éleivel alkotoit
metszéspontok (1-5) kézvetleniil leolvashatdk a harmedik ké-
pen és elvben konnyen (ti. rendez8k meghizdsival) az elsd
majd a misodik képre dtvihetSk. Vannak azonban olyan élek,
mint pl. az ME é1, amelyen a 4 pont elsd képe ezzel a méd~
szerrel nem hatdérozhatd meg. Itt a mdsodik képet hatdrozzuk

4.3 abra. -
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meg & transzformicié eljdrdsdval, ugyanis a 4,E pontok el-
88 képafkt6l mért tdvolsigkiildnbsége mind a harmedik, mind
pedig & mdsodik képen ugyanakkora. A 4 pont misodik képébSl
az els§ kép mir rendezfvel kijJeltlhetd. A lathatdsdgot dgy
tintetJilk fel, hogy a gila ABCDE lapja le van véve ém a le-
mezbSl kéazftett gildba a feliilnézetben beleldtunk,

A 4.4, dbran egy paralelepipedon és egy paralelogram-
mA lemez metszetét szerkesztjilk meg. A paralelogramma sfk-

4.4, abra.
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Jdnak fy elss t8vonaldt felvesszilk és az elsé képpel ren-
dezett helyzetd harmedik képeti az I;~ve1 pérhuzamos rende-

z§irdnnyal hetirozzuk meg. Az 1234 paralelogramma sikja
harmadik vet{tds{k, tehdf a harmadik képen a paralelepipe~
donbdl kimetszett hatszbg csficsai (I-VI) kdzvetlenil addd-
nak, E cstcspontokat az elsd majd mdsodik képen kijeltlve
megrajzoljuk e hatszdg mindkét képét. Ldthatd, hogy & hat-
sz6g & 23 és 14 oldalakat metszi, e metszéspontok elsd és
nésodik képeinek —— pontos gzerkesziés esetén - kizis
rendezdkvn kell lenni. Ennek ellenSrzése utdn tintet]Jik
fel a idthatdsdgot.,

Gyakorlis: Nagy{tsuk fel A/4 méretre a 4.5, dbrén sze-
repld feladaivdzlatokat és sszerkesszilk meg az egyes polié=-
derelmek a megandott afkokkal vald metszetét, majd tintessik
fel a lithatdsdgi vissonyokat.

Elméleti iananyag: Tankdnyv: 85-83%. pontok.
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5. POLIEDEREK ATHATASA

Két polidder dthatdsa lgy jon létre, hogy az egyik
test lapjait metszik a mdsik teat lapjai. Feladatunk most
az, hogy eljdrdst taldljunk két metszddS poliéder metszés-
vonalinak meghatdrozdsidra. Két polidderfeliilet kbzts része
sikidomok meitszésvonalaibdl, tehdt egyméshoz csmatlakozd e~
gyenesszakaszokbél 411, ez az tn. dAthatdsi poligon.

E poligon csicsai dltaldban nincsenek egy sfkban, ha-
nem egy (esetleg 16bb) térbeli sokszdget alkotnak. Ennek a
sokszignek a csicsai ott vamnak, ahol az egyik poliéderél
a mdsik poliéderbe metsz. K€% poliéder Athatdsdnnk meg-
szerkesztésénél eldszdr megszerkeszitjilk az egyik polieder
éleinek a mdsik lapjaival képezett metszéspontjait, majd a
madsik polider éleinek az elsd lapjaival alkotott metszés-—
pontjait., E pontok képezik az dthatdsi poligon (vagy poli-
gonok) csiicspontjait. E pontokat megfeleld sorrendben Gsz-—
szekdtve az Athaidsi poligonhoz jutunk. .

Két csicspont Osszekdts szakasza csakis akkor tartoz~—
hat az &4thatdsi poligonhoz, ha egyik poliéder belsejében
sem halad. Tehdt két 4thatdsi csicspontot akkor kit Ussze
az Athatdsi poligon egy €éle, ha a Xét pont egyidejileg
mindkét poliédernek ugyanazon lapjdn van.

Az elvi részek Usszefoglaldsa utdn most ldssunk néhény
elékészitd teladatot.

Az 5.1, dbrdn az elal kép-
s{kkal pdrhuzamos sikon 4116
MABCD négyoldald gile és az I
elsS f8vonal metszéspontjait
szerkesztjiik meg., Az £j fSvomal-

ra a glila alapsfkjdval pdrhuza-
mos sikot fektetiink, és az AM
éllel alkotott metszéspont elsd
képének kijelolése utdn megszer-
kesztjiik a gildbél kimetszeti
negyszoget, amelynek oldalai a
giila alapéleivel pdrhuzamosak (a
gila ABCD alaplapja és a kimet-
szett négyszdg hasonldak), A ki~
metszett négyszig az Iy egyene~-

sen kijeldli a P és Q metszés-
pontokat.
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Az ABCD alapi ferdehasid A uogeocH
az ¢1s88 képsfkkal piarhuzamos Ax_Dx Bx Cx
s{kon #11. (5.2. dbra)

Megszerkeszijik a t mdso-
dik vetitdegyenes és az fy el-

s8 tévonal meitszéspontjait az
eml{tett hasdbbal. Mindkét e-
gyenesre egy-egy elsd képafk-~
kal parhuzamos sikot fekte-

tink, ezek az AA élen kije~

161lnek egy-egy pontot. Ezek~
151 a pontokbdl kiindulva és
az alapélekkel rendre pirhuza-
most huzva, az alaplappal egy-.
bevégd négyszdgeket kapunk. Az
egyik négyszig & t egyenesen
Jeldii ki a Ty, T, metszéspon-

tokat, mfg a mésik négyszig a8z
I, egyenesen lev§ Fy, ¥, mei-

széspontokat tizi ki.

§2 dbro.

Az 5.3. &brdn egy els§ képsikkal parhuzamos afkon al~
14 szabdlyos négyoldald MABCD guldt és egy mdsodik vetitd-
egyenes élekkel meghatdrozoit négyoldald hasibot dbrézol-
tunk (a hasib oldalélei azm 1, 2, 3, 4 e enesek). Ebben a
helyzetben a két poliéder dthatdsa j61 dttekintheil, mi-
vel kozvetleniil adédnak a gila éleinek a hasdb lapjaival
valé metszéspontjai. A hasdb éleinek a 5ﬁla lapjaival al-
kotott metszéspontjait pedig az imént targyalt elfkészitd
feladatox mintdjdra szerkesztjik meg. A metszéspontokat ré-
mei szamokkal jeldltiik (I-VIII) és egy tabldzatban felje~
gyeztiik, hogy melyik pont mely lapokon van. Nyilvénvald,
hogy & gile MC é1lén lev§ I pont az MC élet tartalmazd BCM
és CDM lapokon van; ugyanigy & hasdb 3 é1én levé V. dtha-
tdsi pon: a hasdb 2,3 és 3,4 lapjain van.

Az dthatdsi poligon meghatarozésdban az I pontbdl in-
dultunk el és olyan pontot kerestiink 2 tdbldzatban, amely
szintén rajta van a BCM és 2,3 lapokon. Ilyen pontnak add-
dott 8z V. pont. Tovdbb csak Ggy juthatunk az dthatdsi pe-
ligonon, ha most BCM és 3,4 lapokon levd pontot xeresiink.
Ilyen a VII. pont. & VIIL. ponttél a BCM és 1,4 lapokon le-
v§ pontba tudunk tovabb menni, ilyen a II. pont. Innen
CDM és 1,4 lapokon levé pontba megyiink tovdbb, vagyis a 1V
pontba. Ez az eljdrds folytathaté, mig a kiinduldsi pont-
ba visszajutunk., Ha valamennyi ithatdsi pontot felhaszndl-
tunk, akkor egyetlen zdri térbeli sokszig az &thatdsi poli-
EOTL.

Ha maradnak még pontok, akkor ez azt jelenti, hogy az
ithatds két (esetleg tobb) kiilond1lé poligonbdl 411, tehdt
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Gula |Hasdb
! |BCcM CoM, 23
I \BCM COM| 14
C! |M |AoMcoM 23
IVIADMCOM] 14
v 8CM |23 34
Vii ADM |23 34
v BCM |14 34
v, ADM |14 34
1=V = Vll- Il ~ V-Vl -VI-Ui-1

1’
53. abra.

a maradék pontok Ssszekdiését az ismertetett eljdrds sze~
rint végezhetjik. (Erre mutat példdt az 5.4. dbra.) Az

5¢3. Abrdn az dthatdsi poligon megrajzoldsa utdn feltin-
tettilk a ldthatésdgot. (A fedSponfok itt is alkalmazhatdk.)
Az dthatdsi poligonnak csak azok az oldalai lathatdk, me-
lyek mindkét tesitnek 1ldthatd lapjdn vannak.

Az 5.4. dbrdn egy ABCDE 6tszdg alapi gildt dbrdzol-
tunk, amelynek alaplapja elsl vet{tds{kban van, hatodik
caticadt M-mel jeldltilk. Szerepel az ibrdn még egy hdrom-
oldaiﬁ hasdb, amelynek oldalélei 1, 2, 3 elsd vet{tlegye-
nesek,

El8azdr a hasib élein levd metszéspontokat hatidroszzuk
meg, lényegében azzel a miédszerrel, amelyet az 5.1., illet-
ve az 5.2, dbrdn bemutatott elfkéazi{td feladstokban mar
megismertink. Az 1 élen 4t az ABCDE elsd vet{tSsfkjdval
pdrhuzamos sfkot felvéve, ez a sfk a gildbdél az alaptiszig-
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Gula |Hasdb
1| aeM (12 13
| aBM {12 13
w| bem |12 23
| aBm |12 23
vi]om |3 23
vi| BCM |13 23
vir locMDEM 13
vin |DcMDEM, 23
Ix |ABMBCM 13
X |AaBmBCM] 23
X! |AEMDEM 13
Xt |[AEMDEM, 12
1 =Xl -VHll-V-VE -XI -]
01V -X-Vi-iX-

54 abra.

hoz hasonld Gtszdget metsz ki. A kimetszett Htszig €s az

1 61 k6z6s I és II pontjai az 4thetdsi sokszdg csucsait
adja. Teljesen hasonléan szerkeszthetSk meg a 2. és 3. é~
len levd IXII, IV, illetve V, VI metszéspontok. A gila éle~
inek a hasdb lapjaival alkotott metszéspontjait az elsd
képen vet{t8s{k és egyenes metszéspontjaiként kdzvetleniil
kapjuk (VII-XII pontok). Az 8sszekidtéshez az elfzd fela-~
datban ismertetett médon elkészizjiik 2 tdbldzatot. Az At-
hatdsi pontok Osszekdtésénél kéit térbeli sokszbget kapunk.
Ennek az az oka, hogy a hasdb  dtfirja" a gildt, az egyik
sokszbg az &tfurdsndl & bemenetnek, a mdsik a kimenetnek
felel meg., A lathatésigot azon feltételekkel tiintettiik fel,
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hogy & hasidbot és a lemezbll készilt gila alaplapjdt az &t-
hatas megszerkesztése utdn elidvolitotiuk.

Az 5.5, dbrdn az ABCD alapl szabdlyos négyoldall gi~
ldnsk és az 1, 2, 3, 4 els§ févonalakkal megadott hasdbnak
az dthatisdt aszerkesztettilk meg. (4 glla 6t6dik cslesa M
az alaplap sfkja alatt van,) A feladat kdnnyebdb dttekint~
hetdsdége cé1jdbél a hasab éleilt vet{tlegyenesekké transz-
formdljuk. A harmadik képen a gila és hasab &thatdsa olyan
helyzetben mutatkozik, mint az 5.3. dbra feladatdban. A
hasibéleken levs metszésponiokat az 5.1, dbrdn bemutatott
médszerrel hatirozzuk meg (I-VI pontok). A gila élein levd

5.5 abra.
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metszespontok a harmadik kepen k8zvetleniil adddnak, azonban
az elsd, majd a midsodik kepen vald kljelolesuk nem minﬁig
lehetséges csak a rendezdk segitsegevel. Példdnkban az MA,
illetve MC éleken levs metszéspontok elsd képének kijeldlé-
se az in. ,hegyes metszés® miatt igen pontatlan lenne. Ezt
gy tudjuk kikiiszdbolni, hogy a transzformicid eljarasanak
alkalmazdsdval az MA és MC élen adddé pontok masodik kepet
Jel6ljiik ki eldbb, majd ezutdn az elsd képiiket. Az Abrén
egy vesszdvel megjelolt ny{l mutat;a a XI., pont masodik ké-
pének transzformicids kijeldlésdt. A megszerkesztett pontok
Osszektténsét a kordbban megiamert eljargs szerint vegezzuk
el, a lathatosag feltiintetéséndl pedig a hasdbot és a le-
mezb8l készilt gila ABCD lapjdt eltavolitjuk.

Az 5.6. dbran két hasib dthatdsdt szerkesztettik meg.
Az egyik hasdb alaplapja az ABCD négyszog és oldalélei pro-
fil egyenesek, amelyeket asz Axgxgxnx fedflappal egyértelmi-

en meghatdroziunk. A mdsik hasdb oldalegyeneseivel van meg-
adva, ezekx az 1, 2, 3, 4 elsd Ioegyenesek. Feladatunk meg-
olddsdt most is azzal kezdjiik, hogy a Ioegyenes 614 hasi-
bot Un. vetf{tdhasdbbd transziormaljuk. A m351k hasib bhar-
madik képét is elkész{tjiik. Az AA CG és DD éleken levd

metsze3pontok a harmadik képrél az elsore rendezovel kije-~
161lhetk, de mdsodik képilk meghatdrozdsdhoz ismét a transz-
formicid eljdrdsdt hasznaljuk. Az abrdn az I pont kijelslé-
aéhez felhaszndlt magassagkulonbse et egy vesszdvel jelilt
ny{llal szemidliettiik. A 2,3 és 4 éleken levd metszespon—
tokat a harmadik kép Ielhasznalasaval az 5.2. abrin bemu-
tatott mdédszerrel mzerkesaztettilk meg. Masodlk képlik rende-
z6vel kijeldlhetd. Az dthatdsi poligont & mdr ismert mddon
hatdrozzuk meg, majd IoltuntetJuk a ldthatdsdgot azon fel-
tetelek mellett, hogy az 4116 hasdb lemezb8l van, fed8lap=-
jét és a fekvd hasabot az dltala kimetszett résszel egyiitt
eltavolitauk.

Gyakorlasul szerkesaziik meg 2z 5.7. dbrdn megadott
Athatdsi feladatokat, Mindegyik feladatot A/4 méretd lap-
re. felnagy{iva szerkessziik meg.

Elméleti tananyag: Tankdnyv: 91-94. pontok.
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6. MFRETES SZFERKESZTESEXK, TAVOISACOXK ES HAJLASSZUGEK
SZERKES ZTESE. MERETES ADATAIVAL MEGADOTT TESTEK
ABRAZOLASA

A) Két pont tdvolsdga. Adott félegyenesre adoit hosszusdgi
szakagz felmerese

Xét pont dltal meghatdrozott egyenes &brdzolésinil 1ldt-
tuk, hogy a két pont egymishoz viszony{tott helyzetének meg-
41lap{tdsdndl jelentds szerepe van a pontok képasfkokidl mérit
tdvolsdg~kiilénbaégeinek,

A %,1. 4brdbél ldthatd, B
hogy az AB smzakasz hosszdt
meg tudjuk hatdrozni egy
olyan derékszigi haromszig-
b8l, amelynek egyik befo-
gbéja a szakasz egyik képe,
mAsik befogdja pedig a sza-
kasz ké} végpontjdnak a kép-
8fkt3l mért tdvolsidg-killtnb-
sége,

81 dbra.

L Ha az A'B' elsd kép-
<<//// b6l indulunk ki, akkor az

A és B pontok magassig-~
kiilonbsége a misodik ké-
pen olvashatd le, és a
két szakaszbll szerkessz-
! tett derékszogi hiromszdg
? dtfogdja megadje az AB

AVf i szakasz hosszat.
“&\\\5g\\\*; (6.2, dbra)
. B’

6.2. abra.

M4Ar a 2.3., 2.5. s 2.6, adbrdkkal kapcsolatosan emlftettiik,
hogy a képsikkal parhuzamos egyenesen levd szakasz hossza
e megfeleld képen valddi nagysdgdban ldtszik. (Profil e-
gyenesen levd szakesz hosszdt ugyanigy szerkeszijiik meg,
mint az 3ltaldnos helyzetd egyenesen levd szakaszhosszi,
csupin arra kell iigyelni, hogy profil egyenesen levl sza-
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kasznidl a két végpont magassdgkillbnbsége megegyezik & sza-
kasz madsik képhosszéV&l.%a

Ha adott egy A pontbdl kiinduld e félegyenes és egy
adott d szakesz, akkor a Iélegyenesen meg tudjuk hatdrozni
azt a B pontot, amely az A ponttdl d tavolsdgra van.
Szerkesziéstin-

ket arre az A”

éazrevételre

alapoztuk, hogy :\\Bn

egy egyenesen 1

levd barmely P Bx”

szakesz hosz- w
gszdnak meghsa it~

rozisandl ke- d

letkezl derék-
sz8gd hiAromazdg

Al
megfeleld szd- //e, Ax
gel egyenlék, 4

vagyis e hdrom— 7Y d

szogek hason-~ ‘r”,,w”ié'

18k. Tehat az r] u
A pontbdl kiin- Al [ AR |
duldé e félegye- .

nesen felve- 6.3 abra.

sziink egy tet- . _
széleges X pontot (6.3. dbra) és meghatdrozzuk az AL sza-
kasz hosszdt. A kapott derdkszigl hadromszbg &dtfogdjéra fel-
mérjiikk a d szakaszt, majd a hdromszdggel hasonlét szer-
kesztve megkapjuk a d hosszisdgi szakasz els§ képhosszit,
illetve a masodik befogdn az A és B pontok magassdgkiilonb-
ségét. Ennek ismeretében a B pont képei megha tdrozha ték.

A 6.4. &brdn a PQ pro-
1i1 egyenesre mértink fel p
egy megadott d szakaszt
az altaldnos elvek pon-
tos kiovetésével. A P poni-
t61 felmért 4 szakasz o4
misik végpontja az R pont.
Ha egy egyenes valamelyik TR o {
képsfkkal pirhuzamos, ak- ne
kor a szakasz felmérése d PR
kozvetleniil a képen el- {

végezhetl.
..L <-RI *——pr—.—

PL 9

6.4. abra.



B) Adoit egyenesre adott ponton.at merSieges sflk szerkesz—

tése. Adott sfkra adott ponton 4t merdleges egyenes
gzerkeaziése

Ha az adott P ponton 4t a2z adott a egyenesre merdleges
sfkot kell szerkeszieni, akkor elegendd a P ponton &t két
olyan egyenest szerkeszteni, amelyek merSlegesek az a egye-
nesre, ugyanis e két egyenes — térgeometriai ismereteink
alapjan — az a egyenesre merfleges sikot hatdroz meg. A
merdleges vet{tds tulajdonsdgaibdl viszont tudjuk, hogy
két merdleges egyenes vetiilete pontosan akkor merdleges
egymdsra, ha kozillik az egyik parhuzamos a képsfkkal. Fnnek
alapjdn (6.5. dbra) a P ponton 4t felvett £, elsd f8egyenes

poniosan akkor merdleges az a egyenesre, ha elsd képe merd-
leges az a egyenes els8 képére: fila'. Ugyanigy a P ponton
keresztiil haladé £, misodik f8vonal pontosan akkor merdle~

ges az a egyenesre, ha flh 1 a'. Az f; é3 f, egyenesek 41~
tal meghatdrozott sik

tehdt merdleges az a B

egyenesre. A forditott
feladat — ti. amikor

adot$ ponton 4t adott

s{kra merdleges egye- A
nest kell szerkeszte-

ni — megolddsa mir  __
kiolvashaté ag eddigi-
ekb8l. Az ABC sikra a

P ponton 4t merdleges
egyeneat akarunk 411{-

tani. (6.6, dbra)

fz

Plf

o A

i P
6.5. abra. 6.6. abra.



Az ABC sfkban £ elsd és z, midsodik f8vonalat felvéve a P!
ponton 4t az f%-re merSleges m' egyenest, tovdbbd a P pon-
ton 4t az fg—re merdleges m' egyenest megrajzolva a kapott
m egyenesre az eldbbiek szerint merbleges az fy és f, egye-
nesek 4ltal meghatdrozott sik. Bz a sik azonban agzonos az
ABC afkkal, tehdt az m egyenes és az ABC afk egymidsra me-
r8legesek.

.

A 6.7. dbrdn —F?
matatjuk be azt a I3
konnyen beld thatd 1
tényt, hogy fy el-

38 flegyenesre me-

r8leges w s3ik eisd p!
vet{itdsfk, amely-

nek elsé képe £y-

re mer8leges.

Ugyaniigy asz £, mi-

sodik féegyenesre ;
mexrdleges v sik A
misodik vet{t8s{k, -
rg 1 v"', Megfor-

d{tva: vet{tdafx-~ ‘
ra mer§leges egye- 6.7 abra.
nea fSegyenes.

Meg jegyenzik még, hogy vet{tfegyenesre merdfleges a
megfeleld keépsik vagy azzal pdrhuzamos sik.

fl

C) 5S4k leforgatdsa képsfkkal .pdrhuzamog helyzetbe és a sfk
meggzerkesziett pontjainak visszaforgatdsa

A sfk leforgatisa alapvetden fonios szerkeszidsi el~
Jards, amellyel a sikot egy egyenese koril elfcrgatva kép-
s{kkal pdrhuzamos helyzetbe hozzuk. Ezdltal a sikban levd
alakzat valddi méreteiben ldtszik, tehdt e sikalakzat poni-
Jaibdl kiindulva a leforgatott helyzetben a sziikséges szer-
kesztések elvégezhetlk,

A szerkesziések eredményeként adddé pontokat (a lefor-
gatds megford{tisdval) az in. visszaforgatdssal tudjuk a -
vetiiletekben (els§ és misodik képen) meghatdromni.

Az eljards ismertetését vetit8sik leforgatisdnak és
visszaforgatdsdnak megszerkesziésével kezdJike.

A 6.8.’ébrén a mAsodik vet{t8sfkban lev§ ABC hirom-
szo§ gagassagpontjet alarjuk megszerkeszteni, A mdsodik
vetitdsikot els§ képsfkkal pdrhuzamos helyzetbe forgatjuk.
Forgastengglynek a sik els§ képsfkkal pirhuzamos egyenese,
azaz egy masodik vet{tSegyenese vilaszthats.
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Legyen ez a
mésodik vet{tSegye~-
nes agz A ponton at-
haladdé t egyenes.

A leforgatasndl a
forgistengely min-
den pontja helyben
marad, tehdt az A
pont is. A B és C
pontok a t egyenes-~
re merdleges sfikban
— tehdt a misodik
képsikkal pirhuza-~
mos sikban — olyan
ktr{ven mozdulnak
el, amelynek kozép-
pontja a forgdsien-
gelyen van. E kir-
{fvek a mdsodik ké-
pen kbrnek ldtsza- ()
nak, mig els8 ké-

plik a2 B' ill, ¢!
pontokbdél a t'-re
merdleges egyenesein
le;z. A“B és C pon-—
tok a t'-n keresz- !

tiil & rendezdirdny- Al=(A)
ra. merdlegesen meg-

rajzolt, elsd kép- t
s{kkal parhuzamos
s{kba keriilnek: 6.8 abra.

B*, ill. C*. B,

illi. C* pontokon 4t~

haladé rendezdk kijeldlik az els§ képen a leforgatott (B)
és (C) pontokat. A leforgatoit helyzeiben az (AY(BY(C) ha-
romszdgnek minden oldala és sztge valddi méretében 1dtszik.
E helyzetben megszerkeszthet§ a hiromszdg (M) magasségpont~
ja, amelynek visszaforgatdsdt a leforgatdsi eljdras megfor-
d{tdsival szerkesztjik meg: (M) ponton 4t & t forgdsten-
gelyre merdlegest d411itunk, ezen az egyenesen lesz MY (M)

ponton 4t rendezdvel kijeldljuk ag M* pontot, majd megfele-
18 xbrivvel az M"-t. Az M"-n Athaladdé rendezdvel kijelol-
jik az M'-t, Bzzel az eljdrdssal a vetitfsik tetszflegesen
sok pontja leforgathatd, illetve visszaforgathatd.

Az elsd kép és a leforgatott kozott azonban felismer-

e

hetiink egy egyszer( s{kgeometriai kapcsolatot, az in. merd-

leges affinitast.

T} Bgy pont elsd képét és leforgatottjit baszekotd
egyenes merdleges a t' tengelyre (affinitds tengelye).

2) Az affinitds tengelyének minden pontja Snmaganak
a megfeleldje, azaz helyben marad,

3) Egy egyenes képe (pl. B'C') és leforgatottja (BY(C)
egymdst a ' tengelyen metszik, vagy parhuzamosak a ten-
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gellyel, Ha ismerjiik egy P
pont képét és leforgatott— (P)
J&t, akkor a fentiek alap- A
jan a 6.,9. 4dbra azerint
egy tetszlleges Q pont le- :
forgatottidt (vagy (Q)-bol @
a Q'-t) meg tudjuk szerkesz-
teni. .
Altaldnos helyzeti
gfk és a benne levd ABC hi- ¢
romszdg leforgatdsit szem-—
1élteti a 6,10, dbra. A
forgistengely -— amennyiben
elsld képafkkal pdrhuzamos Q'
helyzethe forgatunk —=— ag a
sik egy £, elsl fSegyenese ib:

lehet. Az egyszerlség ked- 6.9 abra.

]

7!’1'(0')

(B

6.10. abra.

véért a képafkot fektessiik az T, egyenesre. Ekkor a lefor-
gatott (&) s{k maga a Ty képafk,
A pontok elfordulisa az T, elsd fGegyenesre merSleges

elsdé vet{iSsikokban tbrténik., E vetftisfkok elss képei az
f,-re mer§leges egyenesek, amelyek a megfelels A', B', ¢,

illetve (A), (B), (C) pontokat k&tik Gssze. Az A pont le-
forgatdsandl a pont egy olyan kirfvet {r le, amelynek k&~
zéppontja a T pont, sugara pedig az AAT derékszogd hirom-
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520gb8l hatdrozhatd meg. E derdékszdgl hdromszdg egyik
befogéja az A" T' az A" pontnak az f;~t61 mért tdvolsdga,

a misik befogd pedig az A pont és az I, egyenes magassdg-

kiilltnbsége, amely & misodik képen olvashatd le. A derédk-
sz5gu haromazdg adtfogdja megadja a leforgatott (A) pont és
f; tdvolsdgdt. A sfk egyes pontjainak leforgatdsdndl edd-

46 derékszdgli hdromszigek egymdshoz hasonldk, mivel egyik
szbgik mindig a sfk és a képs{k hajldsszbgével egyenld.
Az dbrdn is 1ldthatd, hogy az els§ kép és a leforgatoit
kﬁzﬁ?ti kapcsolat merSleges affinitds, amelynek tengelye
az f5.

1

A 6,11, dbrdn ugyanazt a feladatot végezziik el, amit
a vet{tlsik leforgatdsanidl bemutattunk, vagyis az adott
ABC hdromszidg magassagpontjdnak meghatdrozdsdt. Elsének az
ABC s{k egy elsl févonaldt, az I, egyenesi vessziik fel, a-

melynek mésodik képe a rendezdirdnyra merdleges, elsd képét
pedig az AB, illetve BC egyenesekkel alkotott X, illetve Y
metszéspontok segitségével jeltljik ki. Az A', B, C' pon~
tokbdl az I%-re merdleges egyeneseken lesznek az (A), (B),

(C) pontok. Az (A) meghatdarozdsdihoz megszerkesztjik azt a
derékaztgld hiromszbgel, amelyiknek egyik befogdja az A’
pontnak az f1-t81 vald tdvolsdga, mdsik befogdje pedig ag

A pont és f; fGegyenes magassigkiilinbsége, Az 4tfogd meg-
adja az {4) pontnak az f{—tél vald tdvolsdgdit. Minthogy az

elsd kép és a leforgatott kozti kapcsolat merdleges affinji-
tds, ezért az (A)X' egyenes kijeldli a (B) pontot az Y'(B)
egyenes pedig a (C) pontot a kordbbi f;-re merdlegesen
meghuzott egyeneseken.

A hdromsztg leforgatott helyzetében megszerkeszijik
az M magassdgpontot, amelynek elsd képéi a merSleges affi-
nitds segiisdgével hatdrozzuk meg. Az M'-t az AM sfkbeldi
egyenesen jeldljilk ki: AM az F pontban metszi az f; egye~-

nest, az F" pont kijelslésével az AM egyenes mdsodik képét
meg tudjuk rajzolni és ezen rendezdvel %lzziik ki az M" pon-
tot.

Megjegyzés:a leforgatist a sfk bArmelyik els§ fdvone-
la koriil végrebajthatjuk. Most azért vdlasztottuk meg {gy
a forgastengelyt, hogy az elsd képet a leforgatotidl job-
ban széivdlasszuk. Kz a tovdbbiakban Altaldban nem valo-
sithatd meg, de kelld gyakorlat utdn nincs is rid szilkség.
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6.1 abra.
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A leforgatds eljdrisdnak gyakorldsdra oldjunk meg né-
hiny feladatotb:

1) Adott egy O pont és egy e egyenes, valamint egy r
tdvolsdg. Szerkesszilk meg az e egyenesen azokat a
pontokat, amelyek az O ponttdl r tdvolsdgra van-
nako :

(A megszerkesztendd pontok tulajdonképpen az O ko-
zéppontl, r sugard gombnek és az e egyenesnek a
metszéspontjai.) '
rdzoltuk az O pontot, it X
az e egyenest, 69 E \je\M;'
megadtuk az r tdvol-
sidgot. A feladat T
megolddsdhoz az O
pont és az e egyenes
dltal meghatdrozotiil ¥ f
s{kban az O ponton &t [ 0" 1
vettik fel az f; el-

s f8egyenest forgds-
tengelynek. Az O pont
leforgatdskor hely-
ben marad. Az e egye-
nes egy ietszlleges

E pontjdval megszer-
kesztjik a leforga-~
tottjidt, igy az %2)
egyenes az (E) pontoil
az e egyenesnek a
forgdstengellyel al-
kotott metszéspont-
jdval Gsszekstd egye-
nesvonal lesz. Az (0)
k6riil r sugdrral raj-

3 612 abra.
zolt kor kiljeldli az (My) és (M2) pontokat, amelyeknek el-
6§, majd misodik képe az ‘e egyenes képein meghatdrozhatd.
2) Adott egy a egyenes és egy O pont.
Smerkessziik meg azt & szabdlyos hdromsziget, amely-

nek kézéppontja az O pont, egyik éle az a egyene-
sen vane

A 6.13. 4brdn az O ponton &%t felvesszik az O pont és
az a egyenes 4ltal meghatdrozott sik £, elsd f3egyenesét.,

Az f; egyenes koriil a sikot képsikkal piarhuzamos helyzet-

be forgatjuk: megszerkeszijik az a egyenes tetsz8leges X
pontjdnak a leforgatottjdt, ezdliel az (a) egyenes is
megrajzolhaté. Az (0) = O' pontbél (a)-ra d11litott merd-
leges egyenes talppontja (T). Az (0)(T) tdvolsdg kétsze~-
rese a szabdlyos hdromszdg kéré irt kdr sugara. Ennek is-—
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meretében az
(0)(T) egyene-
sen kijeloljik
a (C) pontot,
illetileg az
&) egyenesen
az (A) és (B)
pontokat. (A)
és (B) pontok
visszaforga-
tdsa az a egye-—
nes képeinek
igmeretében
miAr kézenfek-
v§. A(C) képe~
“t a (T) pont
visszaforga-
tdsdval tudjuk
meghstdrozni,
és ezutdn a
T'0' egyene-
sen,- illetve

a I"0O" egyene- ,
sen jeloljiik 6.13. abra.
ki C' =%, illet~

ve C"-t,

Tdvolsdpok €s hajldsszbgek megszerkesztése

A méretes alapszerkesztégek egyik alkalmazdsi teriile-
te a kétképsfkos dbrdzoldsban megadott térelemek tivolss-
gainak, illetve szUgeinek megszerkesztése, A kOveikezdkben
ilyen szerkesztési feladatokat mutatunk be. Ezek dttanul-
ményozdsa és tndlldé kidolgozdsa utdn — a térgeometriai is~
meretek alapjdn — valamennyi ilyen jellegl szerkesztést
viszonylag konnyen el tudunk végezni.

l1) Szerkesgziik meg 8z & és b kitérs egyenesek haj-
lisszoadt.,

A 6.14. 4brdn megadott a és b egyenesekkel pirhuzamos
egyeneseket szerkesztiink egy tetszéleges P ponton &1: &1,

by. Az a4 és b; egyenesek dltal meghatirozott sfkban fel-
vett f; flegyenes koriil leforgatjuk a s{k P pontjit és a,,
illetve b, egyeneseit, & leforgatottban kxapjuk a ¢ hajlds~
szbget,
”2)'Szerkesszﬁk meg az ABC sfk és az I poni tdvolsigit.
4 6,75, dbrdn megszerkesztettiik az iBC efk £, elsé
és £, misodik f8egyenesét, ezek ismeretében az . pontbhdl
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merflegest aili-
tottunk az ABC
sfkra. Megszer-
kesztve a merfle-
ges ég az ABC sfk
0 metsgzéspontjdt,
a kapoitt MO sza-
kagz az M pont és
az ABC aik tavol-
sdga. Végil eld-
411{tottuk az MO
szakasz valddi

\fg

nagysdgdt.
Aﬂ
fr
A0
¥
pe | YB*
MI
AI
f

6.15. dbra.
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3) Szerkessszik meg a 6.16, dbrdn két képével adott
ABC sik és DB egyenes hajlisszogét.

4 sik és egyenes hajldsszdge a si{k egy normdlisa és
az egyenes dliel bezdrt szdg pétszdge. Ezért a D ponthdl
az ABC sikra (ennek f; és I, fGvonaldt felhaszndlva) merd-

leges n egyenest szerkesztlink. Az n egyenes és a DB egye-
nes 4ltal meghatdrozott sikban felvessziik a v els§ févo-
nalat. 4 v fegyenes koril leforgatjuk ezt a sfkot kép-
s{kkal padrhuzamos helyzetbe. A (D) pontot az n és DB egye-
neseknek v forgdstengelyén helybenmaradé pontjaival sz~
ezekdtjik, fgy megkapjuk a normdlis és a DB egyenes szb-
gét. Ezt a szdget derdkszbggé kiegésziil ¢ szbg a sik és

a8 DB egyenes hajldsszige.

0%

6.16. abra



4) A 6.17. 4brdn megadtunk egy a elsd vetftfsikot és
egy Altaldnos helyzetd sikot £ f2 f8vonalaival,

Szerkessazilkk meg a két sik hajlisszigét.

A tergeometriabol ismeretes, hogy két sfk haalasszo—
gét ~— a tér egy tetszoleges pontgabol — g k6% sikra 41~
1{tott normdlisck hadlasszoge adja meg. BEzért e tetzzb-
legesen felvett P ponton 4% megszerkesztjik az (f£4, 12)

dltaldnos sik ny normilisdt, majd az « elsd vetfitlsik n,
normélisat. Az n2 normdlis elsd f3vonal, amelynek elsl ké-

pe merdleges of —=re. A normilisok sikaat ebben az esetben
8% n, normilis koril képsikkal parhuzamos helyzetbe for-
gatjuk. Elég az ng normdlis egy tetszdleges X pontjdnak a
leforgatottjdt meg— .

szerkeszteni. Az “31

(nq) és n, 41l%al X

bezdrt szdg a két £z
sfk ¢ hajldsszige.

;“._..--

- 6§17 dbra.
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Méretes adataival megadott testek dbrizoldsa

A méretes slapszerkesziések mdsik alkalmazdsi kirét
képezik azok a feladatok, amelyekben egy dltaldban szabd-
lyos tulajdonsdgokkal rendelkezd test %g&la, hasdb, kocka,
gtb.) néhdny megndott adatdbdl megszerkeszijilk a test ren-
dezett vetiilleteit. Az ilyen ifpusi feladatokat természete~
sen nem lehet térgeometriai alapokon nyugvd megolddsi gon-
dolatmenet nélkiil megszerkeszteni. A megolddsi ,tervet"
célazerl egy alkalmas szabadkézi vdzlattal kezdeni., E sza~
badkézi vézlaton igyekszink a megszerkesztendd testet le-
het6leg képiesen megrajzolni, feltimtetve rajte a megadott
adatokat. Ezutdn a feladatot gondolatban megoldjuk, vagyis
a szerkesztést olyan lépésekre bontjuk le, hogy minden e~
gyes lépésben egy-egy dbrdzold geometrisi alapszerkesziés
szerepeljen. Bzutdn,ha szilkséges, le is frjuk a feladat
megolddsinak 1lépéseit, majd azokat sorban végrehajtjuk. A
szerkesztés végén a ldthatdsdg foltintetése zdrja a fela-
dat megolddsdt., _
(Megjegyzés: Az alapszerkesztéseket természetesen nem ki-
zardlag ilyen feladatok megolddsdra lehet alkalmazni. Az
alapszerkesztések képezik az dbrdzold geomeiriai tananyag
gerincét, amelyek nélkiil a gorbevonnlak és felliletek dbra-
zoldsdt, a veliik kapcsolatos metszési és dthatdsi, valamint
s{xba-ter{t8gi feladatokat sem tudjuk megoldani.)

1) A 6.18, é@r&n megadiuk 2z A pontot, az e egyenest
és az m @avolségot. Szerkesszilk meg ammak a sza-
bdlyos hdromoldalld hagdbnak a képeit, amelyeknek
egyik alapéle az e egyenesen van, az alaplap csi~
cga az A pont és a hasdb magassdge m.

A feladat megolddsa:

a) Az (Ae) sfkot 1 elsd ffvonala koriil leforgatjuk: (X},
(e). Megszerkesztjiik a szabdlyos ABC hiromsziget, B és
C pontokat visszaforgatjuk.

b) A sfk 1, mdsodik fdvonaldt is felvéve az alapsikre me-
réleges oldalélek egyenegeit megszerkesztjik,

c) Az oldalélekre felmérjiik az m magassigot.
d) Lithatésdg feltiintetése.

2) A 6,19, 4brdn megadtuk az A pont és a c egyenes
képeit. Szerkesssziik meg azt a kockdt, amelynek A
pont alaplapjdnak egy csicsa, a c egyenes pedig a
kocka A-val szemktztes oldaléle (1. vdzlat).
A feladat megolddsa:
a) A ponton 4% a ¢ egyenesre merdleges sfkot szmerkesziiink:
(1‘1 ] fz)-
b) Az (L4, 12) s{k és ¢ egyenes metszdéspontjdt meghatiroz-
zuk: cg
c) Az (14, £,) sfkot leforgatjuk: A' = (4), (C). Megszer-

kesztjilk az ABCD négyzetet a leforgatott helyzetben,
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6.18. abra.
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6.19. dbra.
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a)

e)

a)

c)

d)
e)

a}

b)

c)
d}

e)

majd visszaforgatjuk. . .

4 kocka oldalélei ¢~vel pdrhuzamosak. A D pontbdl kiin-
duldé oldalélre a kocke élhosszdt felmérjik (X segéd-
ponttal): D..

Lathatdsdg feltiintetése.

3) A 6.20. dbrdn megadtuk & g egyenes és a P pont
két képét, valamint az m tdvolsdgot. Szerkesssziik
meg azt a szabdlyos négyoldald guildt, amelynek
tengelye a g egyenes, alaplapjdnak egy cslcsa a P
pont és magassaga m.

A feladat megolddsa:
P ponton 4t g egyenesre merdleges s{kot szerkes .ink:
(f‘l, f2).

Az (fi, f2) s{k és g egyenes metszéspontjdnak meshatd~

rozasa: M.
Az (fy, f,) sfk leforgatisa: (M), P' = (P). Megszer-

kesztjiik a PQRS alapnégyzet leforgatottjdt, majd visz-
szaforgatjuk,

A G segédpont alkalmazdsival a g egyenesre M pontbdl
felmérjilk az m tdvolsdgot: T.

A 14thatdsdgot Ugy tiintetjik fel, hogy a lemezbSl levd
gildnak az alaplapjdt eltavolitjuk,

4) A 6,21, dbrdn megadtuk ez a egyenes és az O pont
két képét. Szerkessziik meg azt a szabdlyos teira-
édert, amelynek egyik alapéle az a egyenesen van,
az alaplap kozéppontja az O pont.

A feledat megolddsa:
Az O pont és a egyenes sfikjdt az f; fovonal koril lefor-
gatjuk: 0' = (0), (X), (2). Az ABC szabdlyos hdromszig
szerkesztése és visszaforgatdsa.
Az (0a) sik f, févonaldnak felvétele és O ponton 4t

s{kra merdleges egyenes szerkesztése,

A szabdlyos tetradder magassdginak megszerkesztese (1.
dbra). :

A merdleges egyenesre az Y segédpont alkalmazdsival, &
magassdg felmérése, i

A lithatésdg feltiintetése.

Gyakorldsra javasoljuk a 6.22., és 6.23. 4brdn felvé-

teli vazlattal megadott feladatok 6ndllé kidolgozdsdt (A/4
lapon).

1) Szerkessziik meg azt az egyenes hasdbot, amelynek
alaplapja az adoit ABCD paralelogramma, magassagd
pedig az m tavolsag.

2) Szerkesszlik meg annak a szabdlyos négyeldalid guld-
nak a két képét, amelynek adott i tergelye, a raj-
ta levd i csiecs és az alap egyik csucsa.




§.20. abra.
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X)

(B)

(@)

a'(C)

4

abra.

6.21
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3)

4)

5)

6)

7)

8}

Szerkesszilk meg annsk a tetraédernek a két képét,
amelynek alaplapja az adott ABC hdromszig, magas-—
sdgdnak hossza m, és a magassidg talppontja T.

Szerkesszilk meg annak a kockdnak a két képét, a~
melynek egyik lapkozéppontja 0, és a lap egyik
éle az adoit a egyenesen van.

Adott az a egyenes, O pont és az m tavolsag. Szer-
kesztendd az a szabdlyos hatoldald hasdb, amelymek
egylk alapéle az a egyenesen van, alaplapjdnak ko~
zéppontja az O pont, magassdge n.

Adott a ¢ egyenes és az A pont. Szerkesszilk meg
annak a kockanak a képeit, amelynek alaplapja a
(¢, A) sikban van, A & kocks egyik csticsa, c egye-
nes pedig az alaplap atldja.

Adott az A pont, © egyenes és a 4 tavolsag. Szer-
kessziik meg annak a szabdlyos hdromoldald guldnak
a képeit, amelynek t a tengelye, A pont az alap-

lap egylk cadcga és a gila magassdgs a 4 tdvolsdg,

Szerkesszilk meg azt a szabdlyos hiromoldald gildt,

amelynek tengelye t egyenes, egyik oldalélének e~

gyenese a b egyenes, & gile magassige pedig a meg-
adott m tdvolsig.

Elméleti tananyag: Tankonyv 75-80. és 83-84. pontjai.
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6.22. abra.
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abra.

4

6.23.
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7. VEKTOROK, VEKTORMJVELETEK S GEOMETRIAT
ALKAIMAZASATK

VYektor fogalma: Vektornak mondunk egy irényf{tott sza-
kaszt, amelyet nagysdge (hossza) és irdnya ad meg. Két vek-
tort azonosan egyenlének tekintiink, ha parhuzames egyene-
seken vagy ktzbs egyenesen helyezkednek el &s nagysdguk,
valamint irdnyuk is megegyezik. A vektorok jelilése: vagy
aldhizott kisbetiivel (pl. &), vagy & szakasz kezdo 68 vég~
pontjénak egymis utén Irdsival, feliil nyfllal (pl. AB). A
szakasz irdnyitdsét rajzban szintén nyfllal jeldljik.

Vektor abszolit ériéke a vektor hossza; jeltlése la|.

Nullvektor: Olyan vektor, amelynek hossza 0, irdnya
pedig megdllapodds alapjan tetszlleges, azaz barmely vek- .
torral parhuzamos.

Vektorok Ggszeaddsa: a és b vekborok dsszegét ugy kap-
juk meg, hogy az g vekior végpontjabél ind{tjuk a b-t. Az
a + % az a kezdGpontjabél b végpontjdbe mutaté vekfor (7.1,
abra).

Ezzel egyenéritékd a paralelogramma szabdly szerinti
5sozeadds: az a é9 b~t kvzbs P pontbél ind{tjuk, és az al-
taluk meghatdrozott paralelogramma P pontbdél kiinduld it~
1évektora & + b (7.2, dbra)l.

Az bGsSzeadds tulsjdonsdgai:

a+b=Db+a (kommutativ)
(&g +B) +¢c=2+ (b +¢c) (asszociativ).

Az a, b, ¢, &, € vektorok Osszege az az £ = AF vek-
tor, amely az Osszeadandd vektorok 41tal alkoTott ABCDEF
16rtt vonalat zarttéd teszi (7.3. dbra).

[l

p g
71 abra. 72. dbra. 73 &bra.
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- Vektorok kiilvnbaége: az a és b vektorok kiildnbségén
azt az @ - p vektory értjik, amelyhez
b-t adva az a-i kmpjuk: b+(a-b)=a. '
Fzek szerint gy kapjuk meg &z a-b-t, O’L’
hogy az a és b vektorokat egy ponitbdl =
indftjuk, és a b (utdvbi) végpontjd-
bl az a (eldbbI) végpontjiba mutatd
vektor az a-b (7.4. E’gra). '

I

a

74. abra.

Vektor ellentettje: a vektor ellentett;le az a vektor,
amelyhez a-t adva nullveklort kapunk. JelSlése: -a. Egy
vektor és ellentettje ellentétes irdnyd, abszolit ériékiik
egyenld, a + (-b) = a ~ b. : :
Nullvektor ellentettje thmga. a + Q = a3 0 - & = -a;

a - 8 = Oo : } ’

Vektor szdmmal vald szorzdsa: Egy vektort a tetszd-~
leges valds szammal szorozva vektort kapunk, A Aa vek~
tor az a vektorral pdrhuzamos, hossza |Afla], irdnya az a
irdnydval megegyezik, ba A > 0, az a-val ellentett ird-
nyt, ha A <0, Ha A = 0, akkor a Aa nullvektor.

Eg?ségvektor: az g vektorral egyirdnyi egységnyi hogz-
szisdgi 8% vektor, '
o

1
B i mees 0§ o

|
A szdmmal vald szorzds tulejdonsigai:
MAa) = Alua) = Rpla
(A +rpla = Ag + e (elsf disztributiv sza-
bdly)

AMa + b) =As +Ab (mdsodik disztributiv
. szabily).

Ha a és b nem pdrhuzamos (nem kollinedris) vektorok

<

F1v]
?ﬁﬂ'lm

Aa = pub, akkor A =/L'= 0. -
Ha a # 0 és Ag = pa, akkor A= i _
Eét vektor & és b pontosan akkor kollinedris, ha

g = Ab
alaiban 411ithatd eld,

Yektorok linedris komiindeidja: Az aq, By, eeey 2y

véktorok linedris kombindcidjdnek nevezilk a -
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Aqaq + 3.2@_2 ¥ eeca + .‘Angn alakd bsgzeget e.holj
A1 Ags-sees Ay valds szimok.

Linedris fiiggetlensdg, linedrisan filged vektorok: Az
819 Bos sees B, VEktoro i

&y inearigén fiiggetlenek, ha a

431 + dB, + eee + Apa = O egyenlség csakis Ay = A, =
= oea =4, =0 esetén d11bat fenn.

Ha & Maq + A8, + oo + A 8 = O egyenl§ség fenndll
Ggy, hogy nem mindegyik li = 0, akkor a vektorok linedri~
gan flggdk. Ha pl. A, # 0, akkor a Aaq + A8, + eee +
+2.a n = O egyenlSségbbl & a kivetkez$ alakban frhaté fel:

&y = “-}:'1'?.1 “}I:z:?:g = s ‘%i%nJ .
n .

Ez azt jelenti, hogy & linedrisan fiiged vektorok koziil

legaldbb az egyik eld4114ithaté a t6bbi linedris kombindci-

Geometriai qelentése: Xét vektor linedrisan fiiggd, ba
padrhuzamosak (kollinearisak), linerisan fliggetlen, he nen
parhuzanosalk, )

Egsiiﬂ (komplandris) vekborok; olyan vektorok, ame-
lyek egy sikkal parhuzamosak, Ha a €s b két (nem kolline-
dris) vektor, akkor az @a + Pb alakd vektorok a-ral és b-
ral komplandrisak.

Ha a, b, ¢ egysfkd vektorok, és az g és b vektorok

nem pirhuzamossk, akkor. ¢ egyértelmlen A411{thaté eld a és
b_linedris kombindciéjeként (7.5. dbra), ¢ = aa + Pb €15~
all{tdsban « és P egydrtelmlien meghatdrozoti szdmok. Egysfiki
- vektorok kizill legfeljebd kettd lchet lined-
) risan fiiggetlen.
Ha a, b, ¢ nem egy-

sfkd vekforok, akkor a
ter minden v vektora egy~
érielmien 4I1{thatd eld
8, b, ¢ vektorok linedris
Eombindcidjaként. v =
= ag+fb+ye €l6dll{ldsban
o,p"ésY egyérielmien meg-
hatidrozott szdmock (7.6.
dbra).

A térben legfeljebb
hédr®m linedrisan filigget—-
len vektor lehet.

75. Gbra. 76. dbra.
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Vektorok koordinitdi: Vdlasszunk a térben hdrom, pd-
ronként egymasra merdleges egy-
ségvektort: i, 1, k (7.7. &bra).
Alkosson e hdrom vektor jobb-
rendszert, azaz k-ral szembe
nézve i-t a %-ba 90%-0s, az ora
jdrdsdval ellentétes (vagyis po=-
zit{v) forgds viszi., Az i, j, k
alapvektorok linedris kombindci-
éjaként a tér barmely v vektora

egyérielmien 411{thatd els:
v = xi+y] + zk.

77 abra.

Az {x,y,2) szdmhirmast a ¥ vek-
tor Descartes-féle derékszigl
xoordinatdinak nevezzik az i, js; K koordind tarendszerben.

Az i, $ k alapvektorok koordindtdi: 1(1,0,0), j(0,1,0),
(050,75,

Vektormiveletek koordindtdkkal: Az a vektor koordind-
tdi ("], a,, 83)s & B vektor 'oordindtdi (by, by, b3le A
xét vektor Usszegének a + b-nak a koordindtdi (a; + by,
ay + by B4+ b3). A k&% vektor killénbségének & — b-nak
a koordindtdi (aq - by, ay - bz, ag - b3). Ha A valés szdm,
akkor a Aa koordindtdi (1a1, 132,‘1a3),

Helyvektor. Térbeli pont koordindtdi: Ha a térben
rogzitjuk az i, 4, kK alapvektorok k6zog 0 kezdSpontjdt az
origdt, akkor a tér minden pontjdhoz egy meghatarozott O~
b6l kiindulé vektor, un. helyvektor mutat. Ha a P pontha
mutaté OP nelyvektor koordindtdi (pq, Py p3), akkor a P

pont koordindtdinak az 0P helyvektor koordindtdit nevez~-
zitk. Ha A pont helyvektora a(aq, &, a3) és a B pont hely-

vektora a bbby, b2, h3), akkor az AB = C
= E —{i(bl ~a1’ b2 “"3-2, b3 "3.3).

Példa: Legyen adva az A(2,1,3),
B(-1,2,5), D(1,2,1) poni. Ha-
tirozzuk meg az AB és AD vek-
tort (7.8. dbra).

Ha az A pont helyvektora a, a

B pont helyvektora b és a D

pont helyvektora 4, akkor

@ = P_ - @_(‘3:1,2) és

AD = 4 - a(-1,1,~2).Hatdrozzuk

meg &z ABCD paralelogramma C

cstcsianak koordindtdit, Nyil-
_ vénvald, hogy ¢ poni ¢ helyvek- 78 abra.

tora ¢c = a + AB + AD alakban
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411 el§. A paralelogramma dtldévektora AB+AD(-4,2,0),
tehdt ¢(-2,3,3) adddik.,

Mésik pel&ankban dllitsuk 18 a v(12,11,4) vekiort az
a(1,2,0), b(2,3,1), c(5,-1,2)" vektorok linedris
FombindeiéJaként. vy = ag + Bb + Yo koordindtds a-
lakban «, p, -ra egy egyenlatrendszert ad.

12 = o+ 2p + 5y

11 2a + 3f - ¥
4 p+27.

A harmadik egyenlet kétszeresét az elsdb8l és hi-~
romszorosit a masodlkbol kivonva:

4 =a + vy
-1 = 20 - 7y imnen -9 = ~9y.
Tehdt y= 1, akkor pedig a = 3 és f = 2,
Tehat a v vekior komponensei: 3a(3,6,0), 2b(4,6,2),
0(5, 74
Ha az AB szakaszt a P pont két
szakaszra osztja (7.9. dbra), ame- A 4 P 1 B

lyek ara’nya é‘—E = /;: , akkor a P pont

helyvektora az A és B pontok helyvek-
toraival a ktvetkezd alakban fejez-
hetd ki:

1t

da + pb
R = 'TI::ET"

(Bz az elfallftds kiterjeszthetd az
AB egyenes AB szakaszon kivil levd
pontgalra is. Ekkor az egyenesen egy
irdny{tdst kell felvenni, &3 ennek
megfelelfen a ﬁfarany a -1 kivé{elé-
vel minden valds szdmot felvehet.

Kimutathatd tovabba, hogy az AB egyenes pontjai ponto-

79. abro.

san akkor 4llithatdk el p = «a + Pb alakban, ha «+f= 1.)
Az AB szakasz felez8pontjdba mutatd vektor:
a + b
2 Ll

Sudlypont: Az Aq, Aoy eeny A pontokbdl 4116 pontrend-
szer gilypontja az S pont, amelynek g8 helyvektora

§1+§2+c-.+§n
= - n ¥

ahol a, az Ai helyvektora., A sdlypont fliggetlen az origd

védlasztdsdtél, és a allypontbdl a pontokba vezet§ vektorok
Osszege Q.

aKorldsra javasocljuk: Geometriai feladatok: 1-48.
feladatait.

- 71 -



Vektorok skaldris gzorzata

Ha kéi vektorhoz a-hoz és b-hoz a kdvetkez§ definicid
szerint egy szdmot rendeliink, akkor ezt a mlveletet a két
vektor skaldris azorzdsdnak mondjuk. Jelidlése: ab.

Definicid: Az s és b vektorok
skaldris szorzatdnak az ab =|aliblcosy
szdmot (skaldris mennyisdget) nevezszik,
ahol ¢ a két vektor dl%al bezdrt ki-
sebbik sztg (7.10. dbra).

Megjegyezziik, hogy ab > O esetén a vek-
torok hegyesszidget, ab < O esetén tom-

paazbget éa ab = O eSetben deréksziget.

zirnak be.

A skaldris gzorzds fontogabb tu-

lajdonsagai: g

a*b = bea (kommutativ) 710, abra.
a(b+c) = ab+tac (disziributfiv)

(2a)b = e(ab) = Aab)
as = a® = |af?.

A akaldris sszorzdsra az aqszociativitésnak nines értelme.
Skaldris szorzds elvégzése koordindtdkkal: Az
alay, 8y, 83) és 5131,—52, by} skaldris szorzata:

Az a vektor irdnydbs mutatd egységvekior:
o ' 2 2 2 _ 2, 2 2 . s
& = Tay ° tehdt a° = [a| " = a] + a; + a3 alapjdn kiszd-
- -f 0 A I o 2 31 32 a
mithatd laj, és {gy az a~ vektor koordiné i (Taer;T,lalx

Ezek a koordindtdk az a® és i ill.j ill. k alapvektorok 4l-
tal bezdrt sziogek koszInuszdi. -
Az e egysegvekior és a b vekior ska-
ldris szorzata bee = |bllelcosp =|blcosey ,
ennek geometrial Jelentése a b vekior e
irdny{tott egyenesén adéds eldjeles mers- b
leges vetiilete (7.11. dbra). Ezen észre-
vétel alapidn vezethets le a kbvetkezl: L
A b vektor felbontdsa adott a vek- e

torral pdhuzemos és rea merslegeé*gbsze-

tev X felbontason a kovetkezoke

ertjuk: a két vektort kézds kezdfponti- b
nak gondolva, az dltaluk meghatdrozott

s{kban a b vektor végpontjdbdl az a vek- 4
tor egyenesére £11f{tott merSleges T talp-

pontja jelsli ki az a-ral pdrhuzamos Qp
dssgzetevd végpontjdt. 711 abra.
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Az a-ra merSleges Osazetevd 1
kezdépontja a T talppont, vég-
- pontja pedig & b végpontjdval
k6z6s; jele: b (7.72. dbra). b b
. .3 o0, 0
A gp, ilietve Em casgzetevdk:
ab
b, = @°pa’ = e,
2 g BT
§m=g~y_p=§-(@_°g)§°= . 712 dbra.
) ap
=b"——8ao
=T 2=

Ktnnyen beldthatd, hogy az alaq, 8, 83) vektor koordind-
tdi az i, %, k alapvektorok dltal meghatdrozott koordind-
tarendszerben’aq = ai, 8, = &], 85 = &k skaldris szorzds-

sal is kiszdm{thatdk. o
K&t vektor hajldsszbgének kiszdmitdsidre is allmalmas
a gkaldris szorzds, ul. a definicidé alapjdn kapjuk a

a.b
CORP = Tallel
Ssszeliiggést.
Pé1ddk:

1) Szdmftsuk ki a(3,2,~1) és b(2,-1,3) vektorok ska-
14ris szorzatit. Hatdrozzuk meg e két vekbor haj-
lisszogének koszinuszdt.
Megoldds: ab = 23-2-3 = 1

kX Jo+441 = {12
, Iul {1179 = {14
COSCPT-:Q_O
12) Szimftsuk ki az 5 hosszisdgd a és 3 hogszisdgld b

skaliris szorzatdt, ha hajldssSzogik 30°.
Megoldds:

i

ab = 5+3+cos 30° = 15 122
3) Adott az a(-1,2,2) vektor és a v(-5,5,6) vektor.

Bontsuk fel a b vektort a-ral pirhuzamos és red
merSleges Gaszetevlkre.

Megoldds: o
a

= 1+4+4=9, b 54+410+12 = 27. Ezek

&, =
szerint by = & & = 32(-3,6,6), by = & = Bp(=2:-1,0).

—
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meg z éritdkét .igy, hogy é és b egymidsra merdlege-
aek legyenek.
Megoldds: a-bh = 2-1245z = 0, innen z = 2.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 49-97.
feladatait.

i*4) Adott az a(2,3,5) és b(1,-4,2) vektor. Hatdrozzuk

Vektorok vektorislis szorzata

' Ha két vektorhoz a-hoz és b~hoz a kivetkezd definicié
gzerint egy ¢ vektort rendeliink, akkor ezt a miveletet a
két vektor vektoridlis szorzdsinak mondjuk. Jeldlése:

c = a Xh.
= TDefinicid: Az a és b vek-
torok vektorialis szorzafa a c ]
vektor, ha-icl = |aliblsineg, c=axh
ahol ¢ a két vektoT Zltal meg- ==
hatdrozott kisebbik szig, to-
vdbbd ¢ merdleges a-ra és b-ra
mégpedig lgy, hogya, b, ¢ jobb-
rendszert alkotnak, azaz c-ral
szembe nézve a-t a b-ba Sramu-
taté jirdsdval ellentétes ¢
sz?gﬁ forgds viszi 4t (7.13. 4b-
ra).

Megjegyzés: a xb vektor
abszolit értéke az a és b vek- 713 —abra.
torok d1tal meghatdrozott para-
lelogramma teriiletével egyenld.
Két vektor vektoridlis szorzata pontosan akkor O, ha a két
vektor pdrhuzamos (kollinedris). -

A definicidébdl kivetkezik, hogy & vektoridlis szorzds
nem kommutativ mivelet.

A vektoridlis szorzat fontosabb tulajdonsdcai:

axb = -bxa (a vektoridlis szorzat alterndld)
Maxb) = (Ra)xb = ax (Ab)
(a + b)) xc =axc + bxgc
cx{a +b) =cxa + cxb (disztributiv)

Az asszociativ tulajdonsdg a vektoridlis szorzdsra sem tel-
Jestil.

Néhdny 576 a determindnsokrdl: A determindnsok elmé-
letével az algebra foglalkozik, ezért a determindnsok 41-
taldnos definicidjdt sem adjuk meg. Kizdrdlag a misod~- s
a harmadrendd determindnsokkal foglalkozunk.

Misodrendi determindng az a1by - ashy kéttényez8s szor-

zatok kiiltnbsége. A jobb dttekinthet§ség kedvéért az ilyen
azorzatkillonbségek éridkének jeldlésére az

¢
c

u

aaa
by b

2
2

albz - a2b1 =

- T4 =



a3lekban vald felfrdst vegetjﬁk be. Nyilvédnvald, hogy & md~
sodrendd determindns értéke 0, ha megegyezik két sora (aq =

by, 85 = b2) vagy két oszlopa (aq = 8o by = b2). A deter-

mindns értékének (-1)-szeresét adja a sorok felcserélésé-
vel keletkez8 determindns. ,
Horpadrendd determindns: Az a;y (i,k = 1,2,3) elemek-

b6l 3 sorban (sorindex i) és 3 oszlopban (oszlopinderx k)
elrendezett szdmok 41381 az aldbbiak szerint meghatdrozott
szamot harmadrendd determindnsnak nevezzilk:

844 Bqn &
a.ﬂ i2 a'i} . 8op 8p3 a as] 8pg 851 8op

21 222 %231~ #11f LE:] PR et =1 DU &
831 84y B33 32 733 31 "33 31 %32
Ez a harmadrendd determindns els6 sor szerinti kifejtése.

Vektoridlis szorzds elvégzése koordindtdkkal: Az
alaq, a,, ag) és b(by, b, b3) vektorok vekitoriilis szor-

zatit i, j, k alapvektorokkal a kovetkezd determindns alak-
ban lehet felirni:

i 4k
axb =jaq a, aql= i@ byaqby) - i(aqby-eqbq) + k(a1by-6,b¢)
by by, b3

Nyilvdnvald, hogy ixj =k, ixk =1, kx

Példdk:

1) Hatdrozzunk meg olyan vektort, amely az A(7,3,4),
B(1,0,6), C(4,5,-2) hdromszdg sikjdra merSleges.
Hatdrozzuk meg & hdromszdg teriiletét.

liegoldds: AB(-6,-3,2), AG(-3,2,-6). A hdromszbg sik-

jéra merdleges vektor:

1

.—.1.

I I 3 2| |-6 2| ]-6 -3
AB xAG=|-6 -3 2|= i -i +k =14i-42j-21k.
—3 o —6 2 —6 ""3 "6 "'3 2

A hdromszig terillete az AR és AC vektorok sltal kifeszitett
paralelogramms teriiletének a fele:

1

t = %-[:ﬁ xl’c[ AB xAC = T(2i - 6] — 3k)

AR xAGl= 7-[443649 = 49 .

Tendt s hdromszidg teriilete .

a(2,-1,-2) vektorral pdrhuzamos, b egyenes a )
3(-5,5,5) ponton &thaladd b(4,-3,-5) vektorral par-
hu

2) Legyen =gz 2 egyenes sz A(-4,4,-1) ponton 4thaladd,
AUZATIOS.

4!
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”Szamltsuk ki a két egyenes tdvol-
sdgdt (7.14. abra)

Megoldds: A normdl transgzverzdlissal
parhuaamos vektor az a xb, ennek irdnydba
mutatd egysegvektor a xb

la xb} *
A BA vektornak e vektorra vald merfleges

vetiiletének a hossza adja a két egyenes d
tdvoladgdt:

d ——-B-QXP' BA
N 2 xb] 714 dbra.
BR(1,~1,~6)
id k
axb =[2 -1 -2|= -1 + 2] - 2
4 =3 -5

|axb]=J1+4+4 = 3
(axb)BA = -1-2412 = 9, tehdt d = 3.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 98-121,
feladatait.

Tobbtényezds vektorszorzatok. Kifejtési tétel.
Vegyesgzmorzat

Kifejtési itétel: Ha két vektor vektoridlis szorzatdt
egy harmadik vektorral vektoridlisan Ssszeszorozzuk, akkor
ennek konnyebb kiszdmf tdsdra beblzonylthato a kovetkezo
(kifejtési tételnek nevezett) Csszefiiggés:

(@ xb)xe¢ = (ac)b - (bela
ax{bxec) = (ac)b - (ablc.

Hirom vektox vegyesszorzata~ Az a, b, ¢ vektorok ve-
e88Z0T7a 18, az axb es ¢ vektorok skalarls “szorzata:

a xb)e.
axh '

TA vegyesszorzat geomet -
riai jelentését tekintve axb
az a, b, ¢ vektorok 41ial”
megﬁatarozott paralelepipe-
don a, b oldaliapjdnak nor-
malvektora amelynek abszo- m
1it értéke a Ld? teriileté-~
vel egyenld (7.15. dbra).
A normédlvektor irdnydba mu-
tatd egységvektort c-ral

skaldrisan szorozva a test e Q'
lapjdhoz tartozd m eldjeles f
magassdgot kapjuk. - Z15. abra.
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Ez a magassdg pozitfv, ha a xb és ¢ szbge derékszignél nem
nagyobb; negativ, ha axb és c sudge derékszdgnél nagyobb.
Az elsb esetben azt mondjuk, hogy a, B, ¢ vextorok jobb-
rendszert alkotnak, a mdsodik esetben balrendszert alkotnalk.

Az elmcrndottakbdl kdvetkezik, hogy (axb)c vegyesszor-
zat az a, b, ¢ vektorok 4ltal kifeszitett paralelepipedon
eldjeled térfogatit adja, amely aszerint pozitiv vagy ne-
gativ, amint a, b, ¢ vektorok jobb- vagy balrendszert al-
kotnalk.

Az a, b, ¢ jobbrendszert alkoté vektorhdrmas elemeit
ecbben a Sorrendben ciklikusan felcserélve szintén jobb-
rendszert alkoté b, ¢, &, lllettve ¢, 2, b vektorhdrmasc«atl

kapunk. Tehdt a paralelepipedon térfogats kiszdm{thatd az
' (& xble = (Bxela = (gxalk
alakokban. Mivel a skaldris szorzds kommutativ, ezért
(axb)e = a(bxe), ugyanigy (bxcla = blgxa) és
(¢xa)b = claxb).

Bz azt mutatja, hogy & hirom vektor vegyesszorzati-
nak kiszidmitdsindl a szorzat értéke fiiggetlen atidl, hogy
egy megadott sorrend esetén melyik két vektort szorozzuk
Sssze vektoridlisan. Ez az Un. felcserélési tétel.

Ezért az a, b, ¢ vektorok vegyesszorzatdt Szokas
abc-vel jeldlni. Tehat

abe = bea = gab.

Ha azonban az &, b, ¢ sorrendben két egymds utdn ko-

vetkezd vektort cseréliink fel, akkor a vektorldlis szorzat

alternildé tulajdonsdga miatt a vegyesszorzat elfjelet
valt:

abc = -bag = -ach = -chba.
A vegyesazorzatra érvényesek a kidvetkezd tula jdonsd-

gok: -
(Aa)be = habe.

Az abc = O pontosan akkor, ha a, b, ¢ egysiki (komplandris)
vekiorok.
[(a + 21) xb]e = abe.
Az abc vegyesszorzat kiszdmitdsa koordindtdkkal: Az

alaq, g, a3}, b{bq, b, bS)’ cleq, Cos c3) vektor vegyes-—
szorzata:

i j k a1 @5 84
abec = a(bxec) = a|by by byl =] by by by harmadrendld
Cq Co 03 Cq 02 03

determindnssal torténik. ) L .
A vegyesszorzat tula jdonsdgaibol kovetkezik a harmad-

rendd determindns néhdny tulajdonsaga, amelyek & determi-
ndns értdékének kiszdmitdsdndl jol felhaszndlha tok:
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Ha a harmadrendd determindns két sordt feleseréljiik,
akkor a determindns elfjele megvdltozik.

Hz a determindns két sora megegyezik, akkor ériéke O.

He a determindns egyik sordban csupe O &l1, akkor a
determindns drtéke is 0.

Ha a determindns egyik sordhoz a misik sor A~szoro-
sédt (2 £ 0) hozzdadjuk, akkor & determindns értéke nem vdl-
tozik meg.

Példék:

. l|1) Szdmitsuk ki az 0(0,0,0), A(3,2,0), B(1,4,0),
¢(2,2,5) cglcspontokkrnl adott tetraéder teérfogatdt.

Megoldds:Az OA, 0B, OC vektorok 4ltal kifesaitett
paralelepipedon térfogatdnak 1/6 része a tetraéder térfo-

ga'ta.

Bt 1320 s ol 1o |1

OA OB OC ={1 4 O|= 3+ -2 +0s = 60-10 = 50.
225 2 5 2 5 2 2

Tehdt a tetraéder térfogata %?-: %? .

2) Déntsiix el, hogy az a(-1,3,2), b(4,-6,2) és
c(~3,12,11) vektorok linedrisan fiiggetlenek-e vagy
fiiggdk.

Hegoldas: Ha a hdrom vektor linedrisan fiiged, akkor
komplandrisak, és az dltaluk meghatirozott ,paralelepipe-
don" élei egy sikban vannak, a térfogat és az abc vegyes-
szorzat O. Ha a hdrom vektor fiiggetlen, akkor az abg ve-
gyesszorzat értéke £ O.

-1 3 2 %6 2] 14 2] |4 -6
?’.EE =l 4 -6 2|= - 1 11 -3 1 +2 " 121=
-3 12 11 2 3 3 12

80 ~ 150 + 60 = 0.
Tehdt a, b, ¢ vektorok linedrisan fliggdk.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok 122-145.
feladatait.

Koordindtatrangzformicid

Ugyanazokat e pontokat, alakzatokat kiilonb¥zd koordi-
nitarendszerben vizsgdlhatjuk. Ugyenannak a pontnak a koor-
dindtdi kiilonbozd koordindtarendszerekben mis-mis értékek,
de koztiik matematikai formiba Onthetl kapesolat van, amit
koordindtatranszformicidnak mondunk.

koordindtarendszer eltolgsa: Ha a koordindtarendszert
a v(a, b, ¢) vektorral eltoljuk (a megfeleld koordinétaten-
gelyek parhuzamosz2k maradnak), akkor az elsé koordindta-
rendszerben (x, ¥, z) koordindtijd pont a2 misikban (x', ¥ .
2') koordindtdji lesz, és a transzformdcidé formulai:
x=x +u,y=y +Db,z=2 +c¢c.
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Koordindtarendszer elforgatdsa: Ha az origd rigzitve
marad, de az 1, 4, k£ vektorok az 1’ , j', k' helyzetbe el-

fordulnak akkor a P pont {x, v, z) koordindtdirél (x', ¥',
z') koordlnatalra vald dttérés formuldi

x cos(i,i' ) +y cos(j,i') + z cos(k,i')
x cos(i,i') + ¥y cos(,i') + z cos(k,j")}

x con(i,k') + ¥ cos(]j,k") + z cos(k,k'), illetve
x'cos(i,i') + yleos(i,i') + 3'cos(i,k')
+
+

I

il

x'cos(j,i") + y'cos(i,i') + z' cos(1,k")
x'cos(k,i' ) + y'cos(k,i') + ' cos(k,k").

A formuldkban szerepld pl., (k,i') szimbolum a k és i' egy-
segvektorok sz6gét 3elent1.
S{xbeli koordindiarendszer «
szdggel valsd elforgatasa esetén
az attérés formuldi a kovetkezok—
re egyszerisvdnek: (7.16, dbra)

1 .
X =X cosa + ¥ sin«

R M NN
1

]

= -x sinw + y coso, illetve

x'cosa - y'sinx

fl

“ N«
]

x! gina + ylcosa .

716. abra.

Javasolt gyakorlatl anyag:
Geometriai feladatok 270-281.
feladatok.

Flméleti tananyag: Tankbnyv 150-162., 166., 168-173.
pontok.



8. EGYENZS ES SIK KOORDINATAGEOMETRIAJA

Geometriai feladatainket nemcsak szerkesztéssel, ha-
nem szdmoldssal is meg kell tudni oldeni. Ez oly mddon i6r-
ténik, hogy koordindtarendszer segitségével jellemezzik az
egyeneseket, sfkokat €s mds Usszeltettebdb alakzatokat., Ak-
kor mondjuk, hogy egy alakzat egyenletével vagy egyenlet~
rendszerével van jellemezve, ha ezeket kizdrélag az alak-
zat pontjai elégitik ki.

Egyenes egyenletrendszere: Legyen adva egy koordindta-
rendsazerben egy egyenes PO X» ¥yo zo)

pontjdba mutatd r, helyvektor és az egye- F)/

nes v(a, b, c¢) irdnyvektora., Ezek egyér-
telmlen meghatdrozzik az egyenest a iér-
ben (8.1, dbra), Ha r az egyenes egy tet- Y
széleges P(x, y, z) pontjdba mutatd hely-

vektor, akkor &z r - r vektor és a y irdny-

vektor pdrhuzamosak, tehdt r - r,=1v « %,

ahol t egy valds szim. Ez az egyenlfsédg az
egyenes minden pontjédra — alkalmas % ese-
tén — fenndll, az egyenesen kiviil levd

pontokra nem teljesiilhet, tehdt az egyenes
vektoregyenlete r = r  + vt alakd. Koordi- 0

nétdkkal felfirva: &.1 abra.

a0
=

gw

X =x +at, ¥y =%

° + bt, 2 = Z, + ct,

0

igy’az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk; a pa~
raméter t. 4 paraméter kikiisztbtlésével ez az

X - X, B Yy ~¥, -3z

a = b T c
alakban {rhaté fel.
Ha pl. ¢ = O, akkor ez a felirds az

X -X, ¥ -, s
-a b * T %

alakra mdédosul.
Kozepiskolai tanulményokbdél ismeretes, hogy az egyenes
sikbeli koordindtarendszerben az

"Ax+By+C=0
1ski egyenletiel jellemezhetd, ahol az egyenesre merdleges
2 normdlvektor koordindtdi n(A, B), mig az egyenes y irdny-

-~ 80 -



vektora a v(B, -A) koordingtikkal adhaté meg. Az (x_, yo}
ponton &thaladd n(4, B) normilvektori egyenes egyenlete

Alx -_xo) + B(y - yoj = 0.

A _sik egyenlete: A térben egy sikot egy Po{xys ¥4 zo)
gontja ég n(4, B, C) normdlvek-
ora egyérfelmien meghatdroz .
{8.2. Abra), minthogy egyetlen
olyan s{k van, amely & Po ponton

dimegy és a n irdnyra merdleges.
Legyen a afk egy teiszlleges
P(x, ¥, z) pontjénak helyvekio-
ra t, & Po pont helyvektora r,e
Az ¥ - r, vektor a sfk valameny-

nyi pontjéra nézve az n-ra merd-
leges, a gfkon kifviil fekv8 pont-
ra azonban ez nem 411 femn, te-
hdt a sf{k pontjait a kdvetkezd
skaldrig szorzat jellemzi: -0

anlz - ;‘_o) = O, 8.2. 4bra.

Ez a sik vektéregyenlete. Koordindtds alakban
CA(x - xo) + B(y - yo) + Gz = zo) =0 vagy
Ax + By + Cz = Ax, + By, + Cz,

alakd, amit még Ax + By + Cz + D = O alakban 18 feifriu-
tunk, ahol D = —(Axo + By, + Czo).

A sfk jellemzésére allkml-~
mas mdsik méd lehet, ha & si-
kot egy pontijdnak r, helyvek-

tordval és két s, b nem kolli-
nedris sfkbeli vekTorral adjuk
az g és b vektorok lineéris kom-
binXcidival elérhetfk, tchdi a
sfk egy tetszfleges r helyvek-
tord pontja r = T, + @au + bv

alakban &11fthatdé el8. Az u és
v értékek —— mint paraméierek
— ydltoztatdsdval a sfk vala-~
mennyi pontjdba el juthatunk,.
Az ilyen alakd vekioregyenlel
is felfrhatd koordindtas alak-
ban. Az u 43 v paraméterek ki-
kilszbolésével = sik egyu.ieté-
nek szokisos alakjidt kapjuk.
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Pont_ds sik tivolsdrm tgzy kaphatd meg, ha a sik ery
pontidt os vz aao{% poniot 8sszekdtd vektort merdlegesen
rédvet{tjiik a normilvektor irinydra. Ha o pontba az r hely-
vektor mutat, & sfk egy pontjdnak helyvekiora pedig r,, to-
vébbd a normilvektor irdnyd egységvektor n°, alkor u vetii~
let el§jeles hosszdt az n°(z - ¢ ) skaldris szorz>ta adju.
A s8ik egyik oldaldn lev§ pontokra az drtdk pozitiv, a mésik
oldalon levSkre negaifv, 2 sfk pontjaira termdszetesen 0.

Az 1°(z - £ ) = 0 sikegyenletet a llegse—féle normil-
enletnek nevedziik, §s koordindtdsan az ’

Ax + By £ Cz + D _ ,

JA2~+ 32 + 02 :
alakban frhaté fel, amely alkalmes pont 45 sfk tdvolsdgd-

nak a kiszém{tisédra.
Pé1ddk; - :
1) Iri:? fel a P(5,-3,2) ponton Athaladd v{(-1,3,5)
irdnyvektord egyenes egyenletrendszersi,-
Megoldds: A vektoregyenletb8l kapjuk az x = 5 - t,
¥.= -3 + 3%, 2 =2 + 5t alako%, illetve ebbdl az

X-5 _y+3 2z =2
| e bl 2
egyenletrendazert,
2) Hatérozzuk meg az x = 5 - t1, y = =3 + 34, z =
=2+5% ésazx=1 =2y, y =3+ 1, z =
= =1 - 5%, egyenesek hajldssztgét. Allupitsuk meg
két egyenes pérhuzamossdginak és merdlegességdneXk
feltételét,

Megoldds: A két egyenes irdnyvektora: vy(-1,3,5:,
1r_2(-2,1 ,~5). Hajldsszbgik koszinusza:

B =2 +3 -25=-20
N ¥1 %o leg‘
% Tzl | =T¥9+25 = 35
| lggl ={#1+25 = {30 ,

tehdt cosgp = Ti—-‘j:%—- s ebb8l a két egyenes hajldsazbge meg-
O

£1lapithats.
X6t egyenes akkor merfleges, ha iridnyvektoraik skald-
ris szorzata 0. ) _
Két egyenes akkor parhuzamos, ha irdnyvektoraik pér-
huzamosak. {Tkkor a két egyenes egybe is eshet.)
[13) Allapftsuk meg ké% kitérs egyenes t4volsdgdt.

) llegoldds: Bzt a feladatot a vektoridlis szorzdsndl
berutatott feladatok kdzdtt lényegében bemutatiuk.



Két egyenes kblcsvnds helyzetét ennek alapjén mér el-
donthetjilk: 1dttuk pdrhuzamossdguk feliételét, s ha nem
pérhuzamosak, és tdvolsdégukra O addédik, akkor csak metszlk
leheinek.

4) Hatérozzuk meg a2 X = ~t;, ¥ = 6 + 2%, 2 = 8 + 3Y
ésaz x =13 + 5%) ¥ =2+ %, & = -3 - %, egyene-

gek metszéspontijdt.
Megoldds;: Ha a két egyenes metszi egymdat, akkor a 44

és %, paraméterek megfelel$ értékeire ugyanez sz (x, y, 2)

szdmhdrmas adédik. EbbSl a feltételezésbSl hérom egyenlet
irheté fel: .

Ennek ag egyenleirendszernck két egyenletébdl kepezett e=-
gyenletrendszerbfl ty = =3, ¥, = -2 adédik, Ez azonban még

nem Jelenti azt, hogy & kSt egyenes metezi egymdst., A har-
madik egyenletbe ezeket az ériékeket behelyetiesitve, ha
ott is egyenldség adddik, akkor e két egyenes valéban met-
szi egymggt (kiilonben nem metsz8dfk az egyenesek). Ez a
médszer tehdt alkalmas segédeszkidz két egyenes kilcalnis
helyzetének megdllapftdsdra.

Esetlinkben & kapott tq = =3 és , = -2 értékek mind-

hdrom egyenletet kieldgitik, tehdt a két egyenes metszb.
A metszéspont koordindtdi a lmpott paraméterértékek meg-
feleld egyenletrendszerbe helyettesf{iésével adddnak és a
két egyenes M(3,0,-1) metszésponijdt adjék.

5) Irjuk fel az A{1,2,0), B(3,0,-3) és C(5,2,6) pontok
81tal meghatérozott sik eiﬁgnletét. -
. Negoldds: A sik ké%. vektora (2,-2,~-3) é3 AC(4,0,5).
A sik normdlvektora: xAC(-12,-24,8), helyette vehet juk
a si{k normflvektordnak az n(3,6,-2) vektort is; a sik egy
pontja A, tehdt a sfk egyenlete

H{x -1) +6(y -2) - 22 =0, llletve
3x + 6y - 22 - 15 = 0.

6) Mdott a P(1,2,3) pont és s kiovetkezd két egyenes:
4 egyeness 2 = -4 + 24, ¥y = 4 - $;, 2 = -1 - 244,

b egyenes: x = <5 + 4t5, ¥ = 5 - 3t,, 2 =5 - 5% 5.
Irjuk fel annak 2 sfknak az egyenletét, emely 5 P
ponton dimegy és pdrhuzamos sz a és b egyenesekkel.
Mezoldds: a keresett sik normdlvektordt az egyenesek
V,1&,-1,-2) és 32(4,—3,—5) irdnyvektorainak a vektoridlis
szurzata adjar ¥y X Up(-1,2,-2). Tehdt s sik epyenlete:
~{zx ~1) - 2(y - 2) - 2(z2 -~ 3) = 0, ilietve
-5 +2y - 2243 =0,
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171 ndott & P(1,2,3) pont és az x = -4 + 2%, y = 4 - ¢,
l z = -1 -« 2% egyenes, Irjuk fel a P pont és az egye-

]
]

J4+25+§

[1+9+16

ai
[vl
tehdt

) Megoldds: A sik normdlvektordt a P pontot az egyenes

egy R(-4,4,-1) pontjdval Gsszeki}d vektor és az irdnyvek—

tor vektoridlis szorzata adja. PR(-5,2,~4), v(2,-1,-2},
-8{(x - 1) -~ 18(y ~ 2) + (z =3) = O.

8) adott a P(1,2,3) pont és 8z x = =4 + 2, ¥ = 4 - %,
z = =1"= 2t egyenes. Irjuk fel a P pontot tartalma-

Megoldds: A sfk norméivektors az eg¥enes irdnyvektora

(2,-1,-2), Tehdt a afk egyenlete: 2{x ~ 1)} ~ (y - 2) ~
- 2(z - 3) = 0, :

. X =3 =%,y =-2+3% 2=1 - 4t egyenietrendsze-.
ri egyenes. Hatdrozzuk meg a sfk és az egyenes haj-
ldaszogdét. : )

az egyenes v(-1,3,-4) irdnyvektorinak a szdgét &llap{tjuk
meg: nv o
33 .
1_],..-‘! = -2 -~ 15 -~ 8 = _"25,
26 .

nes 4ltal meghatdrozott sik egyenletét,.
n = Pk xv(-8,~18,1). A sfk egyenlete
26 €8 az egienesre merfleges sfk egyenletét.
9) Adott & 2x ~ 5y + 22 +:7 = O egysnletd sfk és az
Megoldde: El§szir a sfk normflvektordnak n(2,-5,2) és
cos = Tallel
(326

Minthogy ¢ értéke tompaszidg, ezért a sik és az egyenes haj-
lasszige a = @ - 5.

{{10) Allapitsuk meg két sfk hajldaszigét. :
Megoldds: Erre a feladatra kiildn szdmpélddt nem dol-
gozunk ki. Két sik hajlésszbge (amely legfeljebb derékszog
lehet) normdlvektoraik hajldssztgébdl szdm{ithatd.
Két sik nyilvén akkor pidrhuzamos, ha normidlvektoraik
is pdrhuzamosak.

|11) Hatdrozzuk meg a 3x -~y + 2z = 3 és a 7x ~ 3y ~
+ 52 = 5 egyenleti sikok metszésvonalit. :
Megoldds: & metszésvonal v irdnyvektors mindkét sdik
normilvektordra merfleges, tehdt azok vekitoridlis szorzo-
606 azdmolhaié: g :

1_1'1(3:“152):'{];2(7:“3:5) tehdt v o= §1X§2(1,~1,~2).

1t
]

A meiszésvonal egy pontjdt megkapjuk, ha annak egyik koor-
dind$4jdt tetszdlegesen vdlasztjuk; legyen pl. z = 0. Ek-
kor a afkok egyenleteibSl szdrmazd 3x -y = 3 63 Tx - 3y =
= 5 egyenleirendszerbdl x = 2, ¥y = 3 adddik, {zy a metszés=



vonal egy M pontja: M(2,3,0i. A metszésvonal egyenletrend-
szere %tehdi: '
' 5;&,3;3=

-”\"IH

12) Hatédrozzuk meg & 7x = 3y + 52 = 5 egyenletl nfk=
nak és 6z2.x = 4 - t, y =5~ 3%, 2 = -3 + %t egyen~
* letrendszer( egyenesnek a metszésgpontjdi.
Megoldds; Ha o ¢ garaméter valamely értdkére az sgye-
nes egyenletrendszeréb8l olyan (x, y, z) szdmhdrmas adddilk,
amely a sfk egyenleitét kielégiti, akkor ez a szdmhérmas ép-
pen & keresett metmzédapont harom koordindtdja. A megfelel
t értéket Ugy keresslik, hogy & sfk egyenletébe behelyeite-
s{tjik az egyenes egyenletrendszerét:

T(4 -~ £) = 3(5 - 3t) + 5(=3 + t) = 5.

A kapoit egyenletet t-re megoldva t = 1-et kapunk, EbbSL a
metszéspont M(3,2,-2). Ha az egyenletnek t-re végteien sok
megolddsa van, akkor az egyenes benne fekszik a afkban, ha
nings az egyenletnek megoldésa, akkor az egyenes parhuzamos
a aikkal, .

. Egyébként sik és egyenes pdrhuzamossdgit (beleértve,
“hogy az egyeneat tartalmazza a sfk) eldonthetjilk a sfk nor-
mdlvekiordnak és az egyenes irdnyvektordnak merdSlegességé-

b81 is, ekkor a ké% vektor simldris szorzats O.

Pont gs s{ik tévolaégépak kiszdm{tdsdra a Heame~féle
normilegyenlet szolgal. szamfitsuk ki a P£2,1,8) pontnek az
n(3,4,0§ynormé1vektorﬁ Q(-3,1,6) ponton athaladé siktél va-
T8 tdvolsdgdb. A sik egyenlete a Hesse-féle normdl alakban

(inl = 5): .
: ﬁi_i_%l_i_i = 0, tehdt a t4volsdg d = 1?-= 3.

& legutolsdéd feladatnak
még tovdbbi tanulsdga is van.
iiinthogy a sik n(3,4,0) nor-
milvekiora agz xy sikkal pdrhu-
zamos (8.4, 4dbra}, ezért a sik
az xy sikra merdleges, tehidt a
sik egyenlete megegyezik az xy
aikkal alkotott metszésvonald-
nak egyenletével, sdt a sik és
a metszésvonal normidlvektora
is wzonos., A P(2,1,8) pont te-
bdt ugyanolyan tdvol van a
s{ktdl, mint az xy sikon levd
¥'{2,1,0) merdleges vetiilete
a metazégvonaltél, EbbEl azon- P
nal kdvetkezik, hogy a sik 8.4. dbra
koordindtageometridjdban az e- - "
gyenesnek is van Hesse~féle normdlegyenlete, mégpedig Az
AX+By+C=0 egyenes noxmidlegyenlete: :
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Ax + By + C -0
.J.z . BZ

ennek fe’huszndldsdval a sikban levd pontoknak asz egyenes~
b8l mért tdivolsdga kinnyen szdm{thatd.

ujdkorlasru Javasoljuk: Geometriai feladatok 146-269.
és £82-306. feladatait.

Elréleti tanznyag: Tankbnyv 174-180, 182-188, 191-194,
pontok.
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9. KOTOTT VEKTOROK. VEKTORRENDSZEREK

Két vektor egyenldségének értelrer o384 loge’kilhe ) &
arra az esetre, hogy két vektort hosszux ds irdn,uk =.:yeu-
18sége esetén csakis okkor tekintiink egyenldaei, ha ngZyan-
azon 4z egyenesgen vannak. Az ilyen vektorohat rneveazily El-
ittt vektoroknak. Egyes mechanikai problémsunal vzes s v 2k-
torok igen4fontos gzerephez jutnak. 1 vektor e,wencse
hatdsvonala, :

Kotott vektor jellewzése vektorioordindsdivai: i a
egyenesen levd v vektor A kezdd-
pontjdba mutat a tér egy tetszlle-
ges (g egyenesen kiviil fekvd) O
pontjabdél az a vektor, akkor az
m =-a Xy vektort a y vektor O pont-
ri vonatkozd nyomatdkdnak neveszziik
{9.,1. dbrai). Bz a nyomaték vektor
fliggetlen attél, hogy a g egyene-
sen nol vdlasztjuk az A pontot. Az
m mindig merSleges az O pont és g
egyenes aikjdra, hossza pedig an-
nak 2 puralelogrammdnak a teriileté- 91 gbra.
vel e ywnld, amelyet a g egyenesen .
levd [v] szakasz éz uz O pont meghatdirosn:k. ¥ aialer gram-
o magassdga az 0 pont €3 a g egyene. tav~lasapa, ecyik cl-
dals Jv} hossziadgi, tehdt- teriilete walcban flisgetlen at-
td1l, hogy a g egyenesen hol fekszik 1 v vektur.

Az O pont dltaldban a koordindtarendcuer or . géja; =
vonatikoztatdsi pontra valé tekintettel m-t ;yak. .n m -ral
jelsvljlik.

Hatdrozzuk meg az A(2,3,1) ponton dtualadé v(1,-1,2)

Jvektornak az origdra vonntkozd nyomatdkdt.

m = axy ahol a(2,3,1), v(1,-1,2) tehdt
az O-ra vonatkozdé nyomatdk (7,~3,-5).

A [v, m] vektorkettdst a v kotstt vektor O ;ontra vo-
natkozd vekforkoordindtdinak mondjuk. «

Megjegyzés: gy kotstt vektornak a +3r killonbozd pont-
jaira vonatkozd nyomatdka mds-mds vektor, de mindig meri-
leges 1 y-re, v = O. igy k6t64f vektor nyomatdka kivivrd-
lag akkor Q, hi a hatdsvonala dtmegy a vonatkozdsi ponton.

iinden [v, m] vekiorketsds v £ 0 ds vm = O esetén
egysrtelmien meghitdroz egy k6toti vekiort, ha cdott 2z O
vonaticoziatdsi gont. Ha r -oal jeldljiikx az O pontbdl & ¥

natdsvonalinak egy pontjiba umerilegeaen Srkezd vekiort, ak-
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kor nyilvdn m = r x V. Mindkét oldalt balrél vektoridlisan
szorozva y vektorral, yxm = ¥-x(r,x ¥) adddik. A kifejtési

tétel slkalmazdsival ¥yxm = y_'goo-t kapunk, mivel vr, = O.

Innen r, = g_xé_g » & ¥ vektor hatdsvonaldnak egy pontjdt

adja. 4 . _
Hatdrozzuk meg & [y_, ‘-‘30] vektorkettés hatdsvonaldnak
E, pontjét, ha v(-1,2,-1) &s 1-1_10(3,2,1,),

Ldthaté, hogy ym = -3 + 4 -~ 1 = 0, tehdt a vektorket-
t6s k8tdtt vektort Batdroz meg, %melgnek hatdsvonaldba mu-
taté Lo v1ek-tor vyxm, (4,-2,-8), ¥° = 6~161 kaphaté
:Eo(%' s = '3" s = )0 ’ .

Ha az O vonatkozteidsi pont helyett egy O' vonatkoz-
tatdsi ponira akerjuk kiszdmftani a vektorkoordindtdiat,
akkor v vdltozatlan marad. Az O-ra vonatkozé m nyomgték és
az 0' -fe vonatkozd _m' nyomaték kozttt ez m = m' + 00' x v,
illetve m' = m - 00"x v Osazefiiggés 411 fenn.

Hatdrozzik meg a v, m} vektorkettfs (v(-1,2,-1), -

zfnéi 1i;2,1 )) 0'(2,~1,1) pontra vonatkozé vektorkoording-

' =m - 00'x y, shol Q0' (2,-1,1) &a OO' x vVo=-i+ ]+
+ 3k, tehdt mw' (4,1,-2); ¢ = v. :

Tengelyre vonatkozé nyomaték: He egy t egyenes irdnydt —
egy e egysdgvektorral 8.331& meg, akkor egy v vektornak a %
egyenesre (tengelyre) vonatkozd nyomatékdt Ugy szdm{itjuk
ki, hogy a v vektornak t egy tetszdleges pontjira vonatkozd
(vektor) nyomatékdt skaldrisan szorozzuk az e-ral. Ilyen
médon ldthatdé, hogy a tengelyre vonatkozé nyomaték egy szém,

gily szoros kapcsolatben van a mechanikai forgatdnyomaték-

A % tengely és5 a v vektor hatdavonala két kitér§ egye-
nes. Vegylk normdl transzverzdlisulmi, ennek a y hatdsvo-
naldval kiéz6s pontja legyen H. A H kezd§pontd v vektort e-
ral pdrhuzamos és red merfleges Gssze-

tevkre bontva (y = Yo + Yn)s a v, nem

forgatjas a tengelyt, a Y forgatényo~ ‘3

matékdt pedig a normdl' transazverzdlis
hosszénak és |v | szorzata adja. Ennek

szémértéke a v vektor t tenﬁelyre Vo~
natkozé nyomaidkdnak abazolit Srtéke.
A tengelyen megadott irdny csupdn azt
befolyédsol ja, hogy a tengalyen jobb
Yagy bal 1 4nyd forgatdhat’s észlelhe-
t5'(992- dbm).




Szdmitsuk ki a [v, m ] vektorkoordindtdkkal adott
(v&4,2,-1),m,03,2, 1)) kotott vektornak az A(2,2,-1)
pontton athalado e(% , TT s 3) egységvektorral irdnyi-

tott tengelyre vonatkozd nyomatekat.
Eezy kordbbi feladatunknal 14ttuk, hcgy a szoban forgd

k6tott vektor hutasvonalanak egy pontja r (3 s %}
helyvektori., Az AR tehdt (-~ T - % s 3) egek szeruﬂ:az A
pontra. vonatkozé nyomatek AR x‘v(3,_i -5). A tengelyre szs-
mitott nyomaték (AR xv)e_.. + ? 10 = ~1.

Beblzonylthato hogy valamely (v # 0) kot6tt vektornak
az ¢ egységvektorral irdnyitott + tengelyre vonatkozd nyo-
ma t&ka pontosan akkor O, ha a v hatdsvonala metszi a t ten-
gelyt, vagy parhuzamos vele.

A [vqs mq] és [v,, m,] vektorkoordindtdkkal jellemzett
hatdisvonalak (21@1 = 0, Yo, = 0) pontosan akkor vannak egy
gikban, ha

Vi, + ¥y = 0.
Ugyanis az rq, illetve r, helyvektord pontokon 4thaladsd vy,
illetve ¥, vektorok hatdsvonalai pontosan akkor vamnak egy

sikban, ha (r; - 32)1122 = 0, vagyis T1¥q¥Vy ~ Lo¥q¥p = 0.

Iiinthogy TiXx vy = oy és Iy XVy = My, ezért az eldbbi vegyes-
szorzatokba a nyomatékvektorckat beirva éppen MV, + Vqllp =
= 0 adddik.

Vektorrendszer

A vy mds [Vor mp]s eees [¥yr m] kB8t vektorok (a

nyomatékok u.azon 0 pontra vonatkoznak) egy halmazdt vektor-
rendszernek neveszziik. A vektorrendszer ereddvektordt, illet-—
ve eredp nyomatékit a kiovetkezd Usszegekként definidljuk:

= Vq + Yot oees + ¥, 8Z uin. eredd vektor ,
=My o+ M, 4 oeee + R, 43 un. eredd nyomaték.

Ezt az eljdrdst a vektorrendszer O ponira vald redukdldsd-
nak is nevezzilk.

Ha a fenti vektorrendszernek mis vonat?oztat351 pontra,
pl. O' =re vonutkozé v' eredd vektorat és m' eredd nyomate—
k2t kell meghutaroznl, akkor v! =y és m! = m - 00" x v dsz-
szefugges alupjdn szémolunk.

A két egyenllség megfelelo Olddldlt skaldrisan Gssze-
szorozvd kapjuk, hogy az eredd vektor €s az eredd nyomatek
skaldyris szarzata filggetlen o vonatkoztatdsi pont megvdlasz-
tdsdtél: vm = v'm!.

1= <
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Bzt az 4llandd, €s csakis a vektorrendszerre gel%emz6 vV =
= vem Szorzatot a vektorrendszer gkaldrinvaridnsdnak (vagy
saJ4T nyomatékdnak) nevezsziik.

Vektorpdr

A vektorpir v, v, két ellentett kiotott vektorbsl 4116

vektorrendszer, amelyek hatdsvonala pérhgza@os. Egedﬁ nyo-
matékuk fiiggetlen a vonatkoziatdsi ponttdl ¢s merdleges a
vektorpdr sikjdra. A vektorpdr eredd vektora vy + ¥, = Q.

4 vektorpir nyomatékinak hossza a két vekbor dltal megha-
tdrozott paralelogramma teriiletével egyenls.

f11{tsunk el8 egy olyan vektorpdrt, amely a [Q, m]

vektorrendszert 411itja el8, ha m(2,-3,1).

Az egyik pl. yq vektor lehet az origbn dthaladd o
21(-1,0,2 , amely Iathatdan mer8leges m-re. Ennek az origd-
ra vonatkozd nyomatéka Q. . o

A mdsik vektor ga(T,O,—z) kell legyen, és az origdra

vonatkozé nyomatéka m(2,-3,1). Tebhdt a v, vektor hatdsvona-
Vo, Xm
=2

l4nak egy pontja r, = v2- helyvektoru,
-2
— < 6
v, xm(-6,-5,-3); ¥5 = 5, tehdt rp(~ 2, -1, - 2).

Vektorrendszerek egyenértdkisége: Két vektorrendszer
egyendriéku, ha ereddvektoraik és ugyanazon tetszSleges
pontra szdmitott ereddnyomatékaik egyenldk,

Vektorrendszer helvettesitége: Akkor beszélink egy
vektorrendszer helyettesitéséerdl, ha a vektorrendszerrsl
egyenériékl -~ lehetlleg kevés kotott vektorbdl 4116 —
vektorrendszert 4Llitunk eld. A vektorrendszerek dttekin-~
tésére &g egyszerlibb helyettesitési lehetfségének megdl-
lapitdsdra a V = vm skaldrinvaridns értékét vizsgdaljuk.

Ha V = 0, akkor ez t5bbféleképpen teljesiilhet:

a) Ha vy = 0 és m = 0, akkor egyensulyl vektorrendszerrdl
beszéliink.

b) Ha v # O és m = 0, akkor a vonatkoztatdsi ponton &tha-
ladd v irdnyl hatdsvonalban fekvd v vektor a vektorrend-
azer Iegegyszerﬁbb helyettes{tése.

¢) Ha v = 0 és m £ 0, akkor a vektorrendszer vektorpdrral
helyettes{ithetd. Ilyen helyettes{tést lidttunk a vektor-
pirok tdrgyaldsdndl bemutatott példdban.

d) Ha v £ 0 és m # 0, akkor a vekiorrendszer egyetlen v
kot8tt vektorral helyettesithetd, amelynek hatdsvonala

vxm
Bz L, = = E helyvektord ponton dthaladd v irdnyd egye-~
i

a—

nes.



Ha V £ 0, akkor dltaldnos vektorrendszerr§l beszéliink.

Ebben az esetben & lv, @l 41ltal meghatdrozott vektorrend-

. szert felbontjuk két veklorrendszerre azdltal, hogy az 1
eredd nyomatéknak vesszilk a y-ral pdrhuzamos m és a v-Ya

merdleges m, Gaszetevéit. A vektorrendszer teTbontdsa:

[v, m] = [¥, mp] + [Q5 m]

A [y, g2] vektorrendszer sgymolyan x6t6tt vektorral
helyEﬁtesitheté, amely a8z r, = =;§= helyvektord pontbél-
¥iinduld v vektorbdl &ll. UgyaniS kinnyen beldthaté, hogy
YXM = ¥ Xy, mivel yxm = v x{mq + Wy} = ¥YXWy + ¥LX Ly,

ahol v és my parhuzamossidga folytan vy xmy = Q.

Centrdlis egyenes: A [v, m] vektorrendszer centrdlis

egyenesenek (%?%y centralis tengelyének) nevezziik az L =
v ” .
=1, + vt = =5= + vi vektoregyenletd egyenest. A centra-

v
1is tengely aZdltal is kitlintetett szerepd egyenes, hogy
kizdrdlag a centrdlis tengely pontjaira vonatkozdan szam{-
tott eredd nyomatékvektor parhuzamos & rendszer eredd vek-
toraval.

Az 3ltaldnos vektorrendszer felbontdasdban szerepld

EQ, @{] vektorrendszer pedig nyilvdn egy olyan vektorpdr,
amelynek sikja az my vektorral pirhuzamos centrdlis egye-
nesre merdleges. (Vektorpdr konkrét el3311{tdsdt mir kordb-
ban ldttuk.)

Ezek szerint egy [v, m]l v
41taldnos vektorrendszer min- =
dig helyettesithetd a centra- ~

1is egyenesben haté y vektor- 1%

ral és & cer{tré.lis epgyenesre /
merdleges sikban levl vektor- V.
parral (9.3. dbra). ' “2,ar

Az &1ltaldnos vektorrendszer
ilyen el8&ll{tdsa Un. vekbor-
cgavart ad.

WM4s, inkdbb elvi jJelen-
t6ségll helyettes{tési lehe~
tGséget kapunk az dltaldnos Lo
vektorrendszerre, ha azt a
vonatkoztatdsi ponton dtha- O
1adé v vektorral és az m ere- .
d8 nyomatékmak megfeleld vek- 93. abra.
torpérral helyettesitjuk.

Tovibbi helyettes{tési lehetdség: Egy d1taldnos vek-
torrendszer mindig nelyettesithetd xét kotott vektorral,
amelyek kozil az egyik szabadon vdlaszthatd. (Hatdsvonala-
ik kitdréd epyenesek.)
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megadott vektorrendszert, ahol
az dbrdzolt kocks élhossza 1

egység. Szdmitsuk ki a vektor-
rendszer origdra vonatkozd ere- ¥
48 nyomatékdt 4s eredd vektordt.
Allapitsuk meg, hogy milyen ti- Y,
pusi vektorrendszer &s mivel -
helyettes{thet, Irjuk fel a v ;;77 y

Példaként vegyik a 9.4. 4brdn ?z

centrdlis egyenes egyenletrend-
gzeret.

Legyenek a Vi Vo 33, 34 vek~

X ’
torok hatisvonaldhoz vezets heiyvek- 9 4. abra.
torok rendre L1, Zos 23, 24. Fkkor

21 (1 sO,O-) E‘]("i '0,1) IE‘] (O,—T,O)
: 3_:'_2(13{);1) }."'.2(".l ,T,O) 122(_1!“131)
{3(130:0) 23(17"150) 1_@3(0,0’—1)
24(0,050) ‘_’.4(05130) 124(0’0’0)
Az eredé’k: Y_("151,1) @("‘1 ,"250)

A rendszer skaldrinvaridnsa V= vem = 1 - 2 = -1,

A vektorrendszer tehit vektorcsavart ad, amely a cent-
rilis egyenesben hatd ¥ vekiorral és a centrdlis egyenesre
merdleges sikban fekvd megfeleld vektorpdrral helyeites{t-
hetd. A centrdlis tengely egyenletrendszere:

yxm

1
Lxm(2,-1,3),  v® =3, L= G, -5, 0.
v
Innen a centrdlis egyenes ag
1
X = % ~t, ¥y = - T+t z=14+%

egyenletrendszerd egyenes.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometriai feladatok: 307-340.
feladatait.

Zlméleti tananyag: Tankonyv 234-241. pontok.
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10. GURBEK DIFFERENCIALGEOMETRIAJA

A térben mozgd pont pdlydja dltaldban valamilyen gdir~
be, amelyet ha koordindta-
geometrial eszkiztkkel aka- Az
runk jellemezni, akkor meg-
adjuk a pont r helyvektorit
a kiilonbozd 1dop111anatok—
ban, Ezdltal a + id8 és a
helyvektorok kozott egy © =
= r{t) fuggvenykapcsolatot
léFesitettink (10.1. dbra). r(e
Az ilyen fuggvenyt vektor~ -
~skaldr fuggvenynek nevez—
zilk. A gbrbéket ilyen fugg—
vényekkel fogjuk vizsgdlni,
Minthogy azonban nem minden X
vektor-gkaldr fliggvény ir
le gorbet, ezért ellszbr e
luggvenyekkel _kapcsolatos i + —
fogalmakat és osszefuggese— a ¢ b
ket oglalguk dsgze. .

Rgyvdltozlds {vagy egy - 10.1 abra.
paraméteres) vektor-skalar
fiiggvényt kapunk, ha a valds szdmok egy a £ 1 £ b halmazd-
nak minden pontgahoz hozzdrendeliink egy r(t) veﬁtort.

A vektor-skaldr fuggvenyt dltaldban koordlnatafuggve—
nyeivel, vagyis a kidvetkez8 alakban adjuk meg

r(t) = ix{(%) + jy(t) + ka(t).

A vektoroknak egy r;, Loy evey Lpy eoe halmazit vek-
torsorozatnak nevezszik.
Az 4, Loy enes L

L3 ses vektor-

sorozat konvergens és hatirdrtdke

{limesze) az r, vektor (jeltlése: y
lim rn = I, ), hl barmely & > O-hoz

megadhato olyan H{¢) szdm, hogy

|, - go1< & , hacsak n > N{&).

Geonmetriailag ez azt jelenti, hogy
a vektorokat kidzds kezdlponibol
ind{itva a vekiorszorzat n > MN(E)
indexd elemei uz r, vektor végpont-

Ja kbriili & sugari gomb belsejébe 10.2. abra.
metatnak (10.2. dbra). -
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Vektor-skaldr filggvény hatirériéke

A vektor-skeldr fiiggvény hatdrértékének fogalmira két
— kimutathatdan egyegértékﬁ — definiciét adunk.
I. Az r(t) figgveny ¥, pontbeli hatdrértéke az r ,

barmely olyan tq, tz, se sy tn, e+ SOroOzZ&tra, ahol tn a
t ~hoz tart (v, # 1) @ megfeleld r{ty), £lts)s «evs et ),
... vektorsorozat az ;-_o—hoz tart.

II. Az r(t) fliggvény %, pontbeli hatdrértéke az r

-0 *
tetszdleges & > 0-hoz megadhaté olyan &(&), hogy ha
[t ~ t 1 < o(e) és (¥ # %), akkor fz(t) - z(3 )] < €.

A hatdrériték jelolése:

ha

ha

1lim E(t) = EO
vt

Vektorsorozatok és vekborfiggvények konvergencidjédhoz
kipcsolédé geometriai fogalom az alakzatok konvergencidja.

Pontok sorozata konvergdl egy P ponthoz, ha a pontok
helyvektoral xonvergdlnak a P pont helyvektordhoz.

Bgyenesek egy sorozata konvergdl egy e egyeneshesz {az
e egyenes az egyenessorozat hatédrhelyzete), ha az egyenesek
pontjainak, illetdleg irdnyvektorainak egy-egy sorozata
konvergdl az e egyenes egy pontjdhoz, illetSleg iranyvek-
tordhoz.

S{kok egy sorozata konvergdl & d afkhoz, ha a sfkok
pontjainak, illetlleg normalvektorainak egy-egy sorozata
konvergadl a o sfk egy pontjdhoz, illetdleg normilvektord~
hoz,

Korsk egy sorozata konvergdl egy k kbdrhoz, ha a kOrok
kszéppontjai, sugerai, illetve sikjai konvergdlnak a k kor
kSzéppontjdhoz, sugarahoz, illetve sfkjédhoz.

Vektor-skaldr fiiggvény folytonossdga

Az r(t) fliggvényt a t, helyen folytonosnak mond juk,
ha a b helyen van hatdrértéke és az a fliggvényériékkel

egyenld: 1lim r(t) = x(t ).
t=t
o

Kimutathatd, hogy az r(%) fﬁggvény pontosan akkor
folytonos & to helyen, ha Koordindta fliggvényei is folyto-

nosuk a to helyen.

Folytonos vekitor-skalar tiiggvények Osszege, kiilonbsé-
ge, skaldaris- és vektoridlis szorzata,valamint folytonos
skaldr-fuggvénnyel valdé szorzata is folytonos.

Vektor-skaldr fliggvény differencidlha tésdge

.z rit) tigevény & t = 3, helye: differencialhaté (de-
rivdlhaté), ha a
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r(t) - £(t)
lim T
t——t o

hatarsrtek létezik. Ezt a hatdrértéket mondjuk az 1(t) flugs-
vény to pontbeli differencidlhdnyadosinak vagy derivdaltjd-
nak., dr(t)

Jelblése: -7TF-vagy r(t). Ha a t = %, helyen vesszik 2 de-
dr(t )
rivdltat, akkor ———§—— s illetve f(t ) & derivdlt Jplolese.

A derivdlt defln10103ab01 kovetke51k hogy r(%) =
(411.) fliggvény derivalija a Q.
Levezethetok a kovetkezo dliferen01ala51 szabdlyoxs

b) S(cr($)) = ci(%) (¢ 41landé szém),

o) Z[r0z()] = T(HZ(H) + L(BIEE)  (£(t) skardriigevay)

| -.+I

Q) gz (m(0)] = E(0)rp(H) + 5y (zy(s),

o

o) Frlz (B xzp(t)] = 1 (8) xzp(8) + Ty (4) x Ep(5)e

Lancszabdly T dt
Ha % = %(1), akkor —— r(t) = It ax

o
H

Példaként megmutetjuk, hogy az r(t) fiiggvényre vonat-
kozé differencidldsi szabdlyok alkalmazdsdval ho-
gyan lehet az ]g(t)l derivdltjdt elddllitani:

l2($)] % = (z(t)?

tehdt;
Sz ® = Fxen?
azas a e
2l Fxlz(e = 2z(®)z(b).
Innen

i r(t) . 0
whe)] = 5G] r(t) = r°t.

Allitsuk eld az r{t) = 1c052t + jt sin t + Kua fligg-
vény derivdlt Tfiiggvényét. A koordindtafiiggvenyeket

derivdlva
i(t) = i(~2cos t sin t) + j(sin t + t cos %) + kot
adédik.

Hegjegyzés: A derlvalas eredményekint kupott -abgi

_nyek Tolytonossdga és differencidlhatésdgu ismdét kirdés-—
rint merilihet fel. Ha az r(t) fiiggvény 4ifferencidlhatd,
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akkor misodik derivdltjdt r(t)-vel s {f.t. T(t)-vel jeldsl-
jlik a harmadik derivdliat. A gyakorlati igényeknek alta-
liban n:gfelel, ha a vizsgdlt gtrbéket lefrd r(t) figs-
vényekrdl feltessziik, hogy hdromszor folytonosan differen-
cidlhatsk és £(t) # 0 & vizsgdlt intervallumon.

Gi ~bék {vhogsza. Attérés az fvhogsz szerinti paramé-
terezegre

-

Az a £ t £ b inter-
vallumon értelmezett r(t) p
d1tal meghatdrozott gdr- P, n-1
bét rektifikdlhatdénak
mondunlk, ha az a = t0<t1< F%

<t2<ol. <tn= b pal‘amé— Pn
terekhez r(t) dltal ren-

delt P, By, Py, eeey By

pontok (10.3. dbra) dltal
meghatdrozott torttt vo-
to ] f2 tnl-? t
11

n._ .
nalak ;{: P;P;,q hosszai- 4 f : —t
rl=0 Fd P Q
nak létezik hatdrériéke, 10.3. &bra.
amidén a moximilis PP e

<0

2

oL

i+l
hir hossza is O-hoz tart. —
Ezt a hatdrértéket nevezzilk a megfeleld gbrbedarab s jfv-

hosszdnak: n
g = 1lim E P.P., 4.
- iti+l
maxPiP.+1 0 i=0

i
4z d1ltalunk vizsgdlt gbrbéknek van ivhosszuk és

b .

s = [ |z|dt~b8l szdm{thaté ki. A feltételeinknek eleget te-~
a

v8 gorbék esetdben az s(i) ivhosszfliggvénynek van inversze,

tehdt létezik egy %(s) fiiggvény, amivel elvben minden r(%)

fuggvényinknél &t tudunk térni az ivhossz szerinti paramé-

terezdésre,

A7z ivhossz szerinti paraméterezéssel felirt vektor-
fiiggvény r = r(s) alakd, a derivdltakat pedig x', z", -
vel jeldlJiik.

) Vektor-skaldr fiigpvény derivdltjdnak geometriai
jelentése

Az x(t) dltal leirt gbrbe érintfje az g(to) helyvek-

tord P gbrbepontban a FQ hatdrhelyzeteként jtn létre, mi-
dén a O _pont a P-hez tart (10.4. dbra).
A PQ = x(t) - x(t,), tehdd
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L

iy B - :G)
=T
tff; - to =0

vektor az r(t) fuggveny deri-
valtaa a P pontban éppen az
érintdvektor.

Az imént mondottak fligget-
lenek a parameterezestol. Az
ivhossaz szerinti pardmeterezes
eseten megmutathato hogy az
r'(s) erlntovektor abszolit ér-

Téke jx'(s)] = 1, tehdt & hely-
t81L f?ggetlenul egysegvektor a 0
= 1 $1ltalan a -
t =r', amelyet & Oi P 10.4. abra.
ramé terezés esetén t = TET
T

d1l{thatunk eld. -

Kisérd tridder

Lathato, hogy (r') £% = 1 alapjdn ennek derivilt-
ja 2r'r? = 2%t = 0, ami t es § merdlegességét jelenti.

Az W = § vektor 1rényaba mutaté egységvektort a goérbe
n fonormalis egysegvektonmmak nevezzik.

At = On alakban 811{thaté el§, és a G szorzdszdmo
a gbrbe pontbell gorbuletenek nevezzilk, amely az érinté-~
vektor "valtoza51 sebességét™ mutatja.

A t é3 n vektorok sfkjat a gbrbe pontbeli 51mulos£k—
jdnak nevezalk, taldnos paraméterezés esetén az T es
vektorek a simuldsfkban vannak,

Ha a kinematikdban szokdsos médon az r(t)—hen szerep-
18 % parameter az 148, akkor a sehességvekfor r(t) = vei,

& gyorsuldsvektor r(ts = at + Gven alakban {rhatd fel, g
hol v a palyamentl sebesseget a a palyamenti gyorsulast
és G a térgdrbe gorbiiletét jelentl. (A gtrbiiletet késbbb
tdrgyaljuk.)

A b = txn szorzattal kapjuk a simuldésfk normdlis
egysegvektorat. A b vektort a gorbe binormdlis egységvek-
tordnak nevezziik.

A gorbe pontjaihoz rendelt t, n, b egysegvektorok a1~
tal kifeszitett derékszdgi trledert a gbrbe kisérd triéde-
rének nevezsziik.

T A kisér§ tridder 1ap31k3a1 a simuldsfkon Jefvill az n
és b vektorok dltal meghatdrozott normdlsik, és a b és ¥
vekTorok 4dltal meghatdrozott rektifiki1351k,

A kisérd triéder b, illetve n vekftordnak 41taldnos
parameterezes eseten valo eloallitasa-

rx¥ , (xE)xT
b= —— illetve n=-—m———ur—
B [GxDx E|

Hald
[Let
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Bzek ismeretében a kisérs tridder élegyeneselinek
egyenletrendszere, illetve a lisérd triéder lapsfkjainak
sgyenlete konnyen felirhatd,

Gorbe gorbiilete ds torzid ia

A simuldsikot sfkok hatd::elyzetokdnt is értelmezhet-
Jiks ha P4, Pz, P3 a girbe hir.n, nes egy egyenesbe esf
pentja, és az 4lialuk meghatdrozctt s{l hatdrhelyzetdt
vizoodljuk, midén Pq, Py, P3 2ot a gorbe P pontjdhoz
tart, akkor a hatdrhelyzet a P, conthox tartozé simuldsik.

A gtrbe glrbliletét
& Po pontban a ktvetke-

s8képpen is értelmezhet-
Juk: %a §' = Gn kordbbi
definicidval egyenérid-
kden). Legyen a girbe

P, pontbeli érintdje t, P,
és egy P pontbeli érin-

t8 t. Jelolje Ax a t és

%, drinték szogét, As

pedig & P P gorbefv
hosgzét {10.5. dbra).

Hyilvdn As nullghogz tart, _
ha a P ponttal a Po-hoz kbzelediink, A gbrbe girbilletének a

iin Ao G hatdrértéket neveusziik.
A3 =0 s
A gbrbilletet dl*aldncs paraméterek esetén a

10.5. Gbro.

|£ x¥]
G = —
|zl -
¥ifejezésbfl szdm{thatjuk ki. 'z R = x -t a girbe gdrbiile-

G
t1 sugardnak neveszziik, Azt 2 kort, amelynek sikja a simu=~
1és{k, kbzéppontja pedig & fénormdlis irdnydbin a girbe-
ponttdl R tdvolsdgra van, a girbe gérbiileti korének, a kow
kdzéprontjdt pedig a gorbiileti kizeépponinak nevezzik. i
A gdrbileti kdzéppontba imi..1d ¢ helyvektor

- 1
g=z(t,)) + & =z(t ) +za.

A gﬁrbérg jellemzd misik mennyisdg a simulésik vdlto-
zdsi sebességét mulutja. iinthogy a simuldsik normdlisa a
binormdiis, €s a binormdlis ivhomsz szerinti derivdltja

b = -in

alakban {rhaté f=1, u . szcrzdszdmot nevezzik a zirbe “or-
zidjdnak (vagy -savaroddsdnak).
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. A torzié abs%olgt értéke & dinormdlis AP szogvdltozd-
sa és a hozzd tartozd As {vhosse hényadosdnek hatdrértéke-
ként is megkaphatd:

Tl = lim = .
As—=0

A torzidt 41lteldnos parameterezds esetén a kivetkezs
alakban {rhatjuk fel:

T=-t—:—.—;—§.

Frenet formuldk

Ivhossz szerinti psraméterezés esetén a kisér§ tridder
élvektorainak derivdltiai a gdrbillet és torzié segitaégével
az aldbbi médon sdédnak:

g = 0n
a' = -Gt + T
o' = ~Tg.

A gidrbe pontjdnak kirnyezetében vald viselkedését 361
gzemlélteti, ha a ponthoz tartozd kisdr§ triéder lapjaira
1{3.12 mgrﬁleges vetiletét mapnizziik. Ezt szemlélieti a

0. - br&.

0
% .jk
\ l f \
\
. Y
T 1 ~ 1
N 3 \
Simuldsik Normaisil \
1
<0
Rektifikaldsik
06 dbra.

I4thaté, hogy a gir.u vetillete akkor csdosos girde, ha «
vet{tésl irdny az drintfvcictor irdnya.



A_csavarvonal

A csavarvonal egy forgds-
hengeren mczgd pont pilyagSrbé- (T
Jje, amelynél a tengellyel pirhu-
zamos elmozdulds arinyos a ten-

ely kOrili szigelforduldssal
%.10.7. dbra).

Eszerint az r sugard henger-
re frt csavarvonal koordinitis
el641l1lftdsa x = r cos t; y =
=1 gin ¥; 2z = ct, ahol ¢ (¢ £ 0)
a2z ardnyossigi tényezf. Egy me-
nethez 2% sztgelfordulds tarto-
zik, tehdt a teljes menetemelke-~
dés m = c27,

10.7 dbra.

Hatdrozzuk meg a csavarvonal gbrbiiletdt &s torzidjit:
2(t) = i(-r sin %) + jr cos t + ko ,
-B(t) = i(-r cos ¢) + j(-r sin t) ,

E(t) = i(r sin t) + j(-r cos %) ,
2 2

Ii(tﬂ= r“ + ¢~ ,

1

Z(t)x F(t) = icr sin ¢t ~ jor cos t + r°

|2 xE| = ‘/rz(rz +¢%) , EEY = cx?.

I 2 C
G=—3"3 é T= 55—,

r“ + ¢ r°“ + c
mindkett§ fliggetlen a pont helyétdl, vagyis 411andd,
Hatdrozzuk meg az r(t) = ;(tz -1+ j(t +2) +

+ k(t3 - %) gorbe t = 1 pontjdban a kisérs triéder

élegyeneseinek egyenletrendszerdét, a kisér§ tridder
lapsikjainak egyenletét. Hatdrozzuk meg & pontban a
gorbiletet, a gorbiileti kbr kidzéppontjidt és a gbdrbe

k,

torzidjdt.
r()=1(+2-1)+i(t+2)4x(t3=t) r(1)=3] P2(0,3,0)
F(t)=i2t+j+k(3£°-1) £(1)=21+j+2k
T(t)=21+k6% T{1)=21i+6k
T(t)=6k F(1)=6x
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i ]k
rxr=|2 1 2|=6i-8] -2k
2 0 61
a binormdlis irdnydba mutaté vektor: (3,-4,-1)
14k
(ZxT)x2 = |6 -8 -2 |= ~14i - 16j + 22k
2 1 2 '

a fénormdlis irdnydba mutaté vektor: (-7,-8,11)

Az érint8 egyenes: %-: I—{~l =5

: s X 1{-2 Z
A binormilis egyenes: T =Yg ==

ar. sy e X — A
A fénormilis egyenes: 5= E—g—l ‘i

A simulésfik: 3x - 4{y - 3) -2 =0
A normélsfk: 2x + {y - 3) + 22 = O
A rektifikdldsfk: -Tx - 8(y - 3) + 11z = 0

|2] = [4+134 = 3, |z xT] = [36+64+4 = {104 = 2/26

i iff = =12
Tehdt a gorblilet G = g%gé , & gbrbiileti kizéppont:

i

7 . 11 - . p
= - i=- ——-— g a fonormalis egyseg-
3{26 3(‘
vektor
1 -lgg . 216 . 2 63 . 2 .
52=‘T§%1-r5'§;1+r%%35.=-§%£-%§;1+%%1£
gz_%%“+(3-%%)1425—3—g_

A torzid A2 -
. T=m=§%.

old.
old.

Gyakorldsra javasoljuk: Geometrlal feladatok: 126.
- 132, old. 37-77. feladatokat és 122, old., - 125.
11-26, feladatokat.

Zlméleti tananyag: Tankonyv 243-254. pontok.
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i1, KUPSZELETEK

Az ellipszist, & hiperboldt és paraboldt kigts néven
kdpszeleteknek is szoktuk mondani. Ez az elnevezéds onnan
ered, hogy mindhdrom gorbe eld4llfthatd forgdskip sikmet-
szetekéni. Az Bsszes ellipszis, hiperbols és parabola for-
gdskip alkalmas sikkal vald metszésével létrejdn.

. Ha a foxgdskipot olyan. sfk mot- -
szi el, amely nem megy &t a kudp
caucadn és a kip tengelyére sem me-
r8leges, de a kip valamennyi alko-
t3jédt metszi, akkor a metszetgdrbe
ellipsegis (1 1.7, dbra).

1.1 dbro.

Ha a forgdskupot kés
alkotdjdval parhuzamos sfk
metszi, skkor a me$gzetpgirbe
hiperbola (1%.2, &bru),

1.2 ddro
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Ha a forgdskipot olysn
s{k metsgi el, amely csuk egy
kipulkotdt nem metsz, vagyis
{érhuzamas e kipalkotdhoz
artozd érintSsikkal, akkor
& metszetgirbe parabola
(11,3, 4bra),

A tovdbbiakban e gorbék
si{kbeli szdrmuztatdsdt is
mag fogjuk adni, és azok alap-
Jn fogunk kupszelet-szerkesz-
t§sl feladatokat megoldani.,

1.3 dbra.

Lliipsgszis

3llipszisnek nevez-
ziltk a sik azon pontjai-
nak Osszességét, ame-~ z\Y
lyeknek k&t ponttdl (az _,a”’
Py és F, fékuszokidl) P C

mért tdvolsdgvsszege 41- __-‘53\(
landd. A tivolsdgdsszeg
(jeldldse: 2a) mindig

nagyobb a fdkuszok 3 }"2 F’ \F} X
tdvolsdgdndl (11.4. db- A y 0 1 B7¥

ra), B definicid alapjdn
szerkeszthetlk 2z ellip~
szis pontjii. iz ellip-
gzis pontjui az F—|F2

egyenesre {(gugytenciy D L

ig i P — +
egyenese) ?s az P 1, o
szakasz felezd merdleye-~ .
aére (kistengely egyen:- 11.4. abra.
3e) szimmetrikusan addd- '
nak. 1 két szimmetria ten-
gely kidzls pontja az O ¥izippont, amelyre centrdilis:n szim-
metrikus az ellipszis. .s ollipszisnek van két pontja i és3
B a nagytengely egyenes:n uz O ponttdl o tdvolsigra. 1 kis~-
tengelyen levd ellipszis pontok az Fy ds F, ISkusztdl .
tdvolsdgra lavsd € és D poniok. Az iB gz3k282 az ellipssid
nagyiepgelyve, CD az ellipszis kistengelye (CD = 2b). -z

40D



ellipszis egy P pontjdt az Py és F, pontokkal Ssszekdid

szakaszok az ellipszis vezérsugarai. . .
Kimutathaté, hogy az ellipszis P pontbeli t érintSje
a PPy és PF2 vezérsugarak kiilsd szbgének a szbgfelezdje.

Ezzel a szdr-
maztatdssal egyenér-
tékl a kbvetkez§:

Az ellipszis a
s{k azon kdrkdzép-
pontjainak az Gsgz-
szessége, amelyek
egy adott F, kozép-
pontd 2a sugard kibrt
— a7z Un. ellen-
kort — érintenek,
éa dtmennek a kdr
belsejében fekvs, de
annak kozéppontjatdl
kiilonbozs ¥, fdkusz-
ponton (11,5, dbra),
Egy ilyen korkozép-
pont a P pont, a hoz-
zd tartozd kor az B
ellenponthan érinti
az ellenkirt (F1P +

F,P = EP + F,P = 2a). .5 dbra

Az EFy szakasz felezd merdlegese az ellipszis P pontbeii t
€rint8je. Az érintének az EFy szakasszal kiozds poutja M.
Az EF4F, hdromszig és az MF40 hiromszbg hasonldk, és EF, =

= 2MQ, tehdt MO = a. (Az F, pontot az ellenkdr ktzéppont-
jdnak nevezziik. ) .

Az elmondottakbél kiolvashatdk az ellipszis érintdjére
vonatkozd aldbbi tulajdonsdgok:

a) Az ¥ fékusznak az érintdre vonatkozs tikbrképe az
ellenkérin levé E pont. Az E ellenpontot az ellenksr Fy ko~
zéppontjdval Ssszekdts egyenes az drintdt a P érintési pont-
ban metszi. )

b} Az Py £Okuszbdl az érintdre 411{tott merdleges M

talppontja a kozépponttsdl MO = a tévolsé%ra, tehdt az Q@
pont kOriili a sugard Un. f8koron van. A 11.5. Abrdt, amely-
b6l a fenti tulajdonsdgok kiolvashatdk, az ellipszis alap~
ébré;énak mondjuk. Az ellipszis koordindtageometriai Jjel-
lemzeése a tengelyek dltal meghatdrozott x, y koordindta-

2 2
rendszerben (1. 11.4. Zbra) az 55 + %5 = 1 egyenlettel, il-
a
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letve x = a cos &, ¥y = b sin t (0 £ ¥ < 2%) paraméieres
eldill{tdssal adhatsé meg.

Az ellipszis, mint kor affin képe

2 2
Az ellipszis egyenletébdl ldtszik, hogy az 5;-%JL“=1
)

egyenletid korbdl az ellipszis Ggy jon létre, hogy az y

tengellyel parhuzamosan egy E-arényﬁ zsugoritdst hajtunk
végre.
Ha a 11,6,
4bra jelolése- Y
ive]. ET =¥, B
PT_= y,_akkor
Pp B0 _ b

Va]]

arényl zsugo-
ritds y=27 =t
eredményez, a-
mit a kbr e- 0O
gyenletébe he-
lyettesitve,
Xa 72 1
az =3 + =
E
egyenleti
ellipszis add-
dik. Bz a zsu- 11.6. Gbra.
goritds olyan
leképezést e~
redményez & sikban, amellyel mir a sik leforgatdsdnal ta-
141koztunk, és ott merdleges affinitdsnak neveztik.

Ezek szerint az ellipszis f8kdre és az ellipszis ko-
zotti kapcsolat merSleges affinitds (tengelye a nagybengely
egyenese),_amelynek
alapjdn a P ellipszis-
pontban az érintd (11, C
6. dbra szerint) a P
pontbeli kdrérintd af-
fin megfeleldjeként
ddédiko

""L ]1.7. é.brén
megudtuk az ellipszis

s
AB nagytengelyét és A! B

egy P ponitjdt. Az AB

- tengelyl affinitds az
ellipszist az AB dtmé-
r8jd korbe, a P pontot
a kor P pontjéba viszi.
Az AB-re merdleges kor- 17 &b
dtmérd C végpontjdnak -4 gora.
megfeleld C kistengely-

0
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végpont a CP egyenes affin képével jeldlhetd ki. A C s C
pontokban az érinték parhuzamosak az affinitds tengelydvel.
A 11,8, dbrdn az
ellipszist AB nagy- és CD
kistengelyével adtuk meg.
A tengelyek folé {rt ko-
rikkel megvaldésithatd a y : F%

ardnyu zsugoritds: Vegyiik
a f8kdr egy OPy sugardt,

amely a kistengely folé
{rt Un. mellékkirt a P,

C
ﬁ
pontban metszi. A P pon- A 6 7} B X
fon &4t a kistengellyel, P,
' D

ponton &t a nagytengellyel
pdrhuzamosat hizva, a ka-
pott P metszéspont az
ellipszis pontja. 4 11.8.

dbrdan u.is leolvashatd, 1.8 abra.
Ph, 0% } e
hogy PIT,~ 0P, “a ° Az ellipszisérinté a P{X kSrérints af-

fin képe PX. Bzt a szerkesztést az ellipszispontok Gn. két-
ktrds szerkeszlésének nevezziik.

Ugyancsak a 11,8. dbrdbdl leolvashatd az is, hogy az
ellipszis egy CD tengelyd affinitdssal is elddllithatd. Eb-
ben az affinitdsban a mellékkdr pontjaibdl nagytengely ird-

nyd, %-arényé nyGjtdssal jonnek létre az ellipszis pontjai.

PT2 OP] e r ” ’
U.1is P2T2" 57 = ; 2 mellekkor P2Y érintdjének megfelel
az ellipszis PY érintdje, vagyils az Y, P, X pontok egy egye-~
nesen vannak. _ ’

Ha 0X és 0Y a f£8kor két merdleges félitmérdje, akkor
ezek affin képe asz
ellipszis OX és OY két
féldtmérdje. Végpont-
jaikban hizott érin-
t0k a mdsik fé14tmé-
rdvel parhuzamosak
(11.9. 4bra).

Az ilyen félat-
mérdket, illetve 4t~
mérdpart konjugdlt
atmérdknek neveazzlk.

19 ébra. -
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Az ellipszist
egy konjugdli Atmérd-
par meghatarozza. A
Rytz-féle szerkesztés-
sel az ellipszis OX
&s 0Y konjugdlt fél-
atmérdibdl az ellip-
szis ten%el¥eit meg-—
kapjuk (11.10. dbra},. A
A szerkesztést (bizo-
nyitdsa nélkill) a kb-
vetkez8képpen végez-—
ziik el: Az OX féldt-

mérdt 90°-kal elfor- 11.10. abra.

gatjuk, a kapott x* és
az Y 41tal meghatdrozott szakasz F felezéspontja korul az

0 ponton At kort rajzolunk, amely az x*y egyenest az U és
V pontokban metszi. Az OU, illetve OV egyeneseken lesz az
ellipszis nagy-, illetve kistengelye. A félnagytengely
hosszdt a VY = a, a félkistengelyét pedig az UY = b adja.
Ezeket felmérve kapjuk az A, B, illetve C, D tengelyvég-
pontokat.

A Rytz szerkesztés elemzésébll
addédik az ellipszis megrajzoldsdra al-

kalmas eszkdz, az un, ellipszmogrif ge-
ometriai alapja (11,117 &dbra).

Ha az x és y egymdsra merSleges
egyenesekre tdmaszkodik egy a + b hosz-
szusdgli szakasz (egyik végpontjaval x- —
re, misik végpontjival y-ra illeszke- X
dik), akkor a szakaszon az y egyenesen +
levd ponttdél a tévolsdgra levs P pont

egy olyan ellipszis pontja, amelynek Y
nagytengelye az x egyenesen van és 2a -
hosszisdgld, kistengelye pedig az ¥ 1. abra.

egyenesen van és 2b hosszusagl.
Az iméntiek megford{itdsdval S

meg tudjuk szerkesztenl egy olyan /4/

ellipszisnek a kistengelyét, amely- £

nek ismert a nagytengelye €s egy |

pentja (11,12, dbra). A =
A nagytengely felezd merllegese i

a kistengely egyenese. Bzt a T koril i

a gsugard korrel metszve (3) megkap-

juk a P ponton dtmend & + b hosszu- = 0

sdgi, és a tengelyekre tamaszkodd

szakasz SP helyzetét, amelyrdl lemér-

hetd a b fél-kistengelyhossz.

11.12. abra.

- 107 -



A 11,13, 4brdn meg-
adtuk az ellipszist AB
nagy- €s CDb kistengelyé-
vel, tovdbbd egy K pontot.
Szerkesszlik meg a K poni-
bdl az ellipszishes hiz-
haté érintlket.

Az ellipsazishez az AB
tengelyld affinitds egy AB
atmérd ji kort rendel, C
affin képe C. & K affin
képét a CK egyenes megfe-
leldje jeldli ki: K. A K
pontbdl a kdrhiz hizott
KT4, illetve"KT2 érintdk
affin megfeleldit megszer—
keszive kapjuk az ellip~ .
gzis tq, illetve t, érin- n.13. abra.

t8it a Ty, illetve T, érin-
tési pontokkal.

Hiperboldnak nevezziik a s{k azon pontjainak Ssszes-
ségét, amelyeknek két ponttél (az Fy és F, fékuszoktdl)
mért tdvolsdgaik kiilbnbségének abszolit értdke £1lands.
Ez a tdvolsdgkiilénb-
ség (jelvlése: 2a)
mindig kisebb a fé-
kuszok F1F2 tdvolsd -~ \

” rd 7’ y
gandl (11,14, dbra).
A definicid alapjdn
szerkeszthetdk a hi-
perbola pontjai. A
hiperbola pontjai az
¥4F, egyenesre (va-
0 , -
8 F X
pontja, amelyre a hi-
perbola centrdlisan
szimmetrikus. A hi- 2a
perboldnak a valds - 1 b
tengelyen van két 114 Gbro.
pontja: A és B a hi-

1és tengely egyenese)
€8 azw F1F2 szakasz

felezd merdlegesére
(képzetes tengely)
szimmetrikusan addéd-
nak, A két szimmetria
tengely kidzbs pontja
a hiperbola O ktzép-

=
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perbola csicspontjai, amelyek O-16l a tdvolsdgra vannak.
A Xépzetes tengelyen nem lehet hiperbolapont. A hiperbola
egy P pontjdt az Fq és EN pontokkal Osszekdtl szakasazokat

vezérsugaraknak neveszziik. o
Kimutathatd, hogy a hiperbola P pontbeli % érintdje
a Piq és PF2 vezérsugarak szogfelezdje.

A hiperbola is szdr-
maztathato sz ellipszis-
hez hasonld médon: A hi-
perbola a sik azon kir-
kézéppontjainak az bsz-~
szessége, amelyek egy Fy

kozéppontd 2a sugarid

kBrt érintenek, és Atmen-
nek a koron kiviil fekvd
Fy f8kuszponton. Az F,
kozéppontl kdr a hiper-
bola ellenkdre (11,15,
dbral.

A P pont egy ilyen
kbrnek a ktzéppontja, a
kGr pedig az E ellen-
pontban érinti az ellen-
kort. (|PP, - PFy| =

= |PF, - PE| = 22). Az

EP| szakasz felez§ merSlegese a hiperbola Ppontbelit érin-
8je, amely az EF, szakaszt az M pontban metszi. Az EFF,
hiromszdg és az FMO hdromszlgek hasonldk, és EF, = 2MO,

vagyis MO = a.

Az €llipszisnél levont kivetkeztetések a hiperboldra
is %eljesiilnek:
a) Az F, fékusznak az érintdre vonatkozd tikirképe az el-

lenkSrtn levé E pont. Az E pontot az ellenkdr F, kbzép-
pontjdval Bsszekotd egyenes az érintdt a P Srintési
pontban metgzi.

b) Az P, fdkuszbdél az érintdére Allftott merdleges egyenes

M talppontja a kozépponttdl 1O = a tdvolsdgra, tehdt ag
0 pont kBriili a sugard in. £8koron van., A 1.15. abrat
a hiperbola alapdbrdjinak mondjuk.

Az ellipszis és hiperbola definicidéjdnak az ,ellenkd-
ros" formdba vald dtfogalmazisa azért igen szerencsés, mert
az érintével és fékusszal kapcsolatosan ugyanolyan tulajdon-
gdgok dllapithatdk meg. )

Példaképpen nézzikk meg, hogyan lehet egy ellenkOreével

és Py fokuszdval adott kipszelethez az adott e irany-

nyal parhuzamos érintdt szerkeszteni.

11.15. abra.
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A feladatot
a2z alapdbridn meg-
adottnak gondoljuk
és latjuk, hogy az
Py pontbdél (az é-

rintére, ill.) az
grintd irdnyld e-
gyenesre 411l{tott
merdleges az el~
lenktrbdl clyan E
ellenpontot metsz
ki, hogy EF, fele-

z3 merSlegese a
kupszelet érints-
jét adja, amelyen
az F2E egyenes je-

1511 ki az drinté-
si pontot. 4 11, 11.16. dbra.

16, gbra mutatja,

hogy a feladatnak

két megolddsa van. Az &brin ellipszisre gszerkesztet-
tiik meg a feladatot.

M&sik példdnkban az ellenkorével és Ty fékuszdval a-
dott kipszelethez a K pontbdl szerkesztiink édrintét.

Ismét az
alapabrdbél in-
dulunk ki, an-
nak t érintdjé-
re gondoljuk a
K pontot. Latha-
té, hogy a X
pont egyenld té-
vol van az Fy
fékusztél és a P
érintési ponthoz
tartozdé E ellen-
ponttél. Ebbsl
mir kovetkezik
feladatunk meg-
olddsa, hiszen
az ¥q ponton ke- N

resztiilhaladd K 1.17. dbra.

kozépponti kor ' :

az ellenkdrt az By és E, pontokban metszi. Az B{Fq,
illetve ag E2F1 szakaszok K ponton keresziillhaladd
felezd merSlegesei a tq, illetve %, érintdk, amelye-
ken a Py, illetve P, érintési pontokat az F,yBq, il-
letve F,E, egyenesek metszik ki. A 11,17, dbrdn a
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{feladatot hiperboldra cldottuk meg.

h A két példa utdn most térjink vissza a hiperboldhoz,
és gzerkesssziink hozzd az
0 ktzéppontbdl érintdt
(11,18, 4bra).

Az el8z6 feladat meg-
¢ldédsa szerint az O pont
xoriil P; ponton dthaladd

kbr az ellenkbrt Eq és E,
pontokban metszi. Az FqEq,
illetve F}E2 szakaszok O
ponton 4thaladé aq, a, fe-

lezd merdlegesei a kere-
sett érintdk, amelyekkel
viszont az F2E1, illetve

FoE, egyenesek pirhuzamo-—

sak, mert az By és E, pon-
tokat kijeldld kbr egyuttal 11.18. dbra.
az MF, szakasz f51é irt 8
Thalegz~kbr.

Enmek kovetkeztében az aq és ay érintékon nincs vé~
gesben fekvd érintési pont, ellenben a hiperbola minden ha-
tdron tUl kizeledik az ay, illetve a, egyenesekhez. Ezeket

az egyeneseket a hiperbola aszimptotdinak nevezziik.
A 11,18, Abrdbdl 1eolvasﬁatg, hogy az aszimptota a
ktvetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik.
a) Az Fy fdékusznak az aszimpiotira vonatkozd tlikdrképe

az ellenkdr olyan E pontja, amelyben az F{L egyenes az el-
lenkdrt érinti.

b) Az Fq fékuszbdél az aszimptotdra dllftott merlleges
M talppontje a hiperbola f8kdrén van, és az F{l egyenes a
£8kbrt e;rinti. (U.is FF By s FyOM hdromszogek hasonldk,
OIJ. = a- °

Ha az a, aszimptota és az FF, szakasz f6lé rajzolt

0 kdzépponti kdr X metszdspontjdbdl a valds tengelyre me-
r8legest d1litunk, akkor a kapott T talppontrdl kimutatha-
t8, hogy a hiperbola csicspontja (u.is F,MO és XTO harom-

szbgek egybevdgdk és OM = OT = a) a TX egyenes pedig a
csliceérintd. Funek alapjidn a fékuszok és csicspontok is-
meretében a hiperbola aszimptotdi a kibvetkezSképpen szer-
keszthet8k meg:
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liegrajzoljuk a
hiperbola O kézéppont- Ay
ja koril a fdékuszokon
dthaladé kort és leg-
aldbb am egyik cslcs-
érintét (11,19, dbra).
Ezek kozds Xy, illet-
ve Xp pontjdt az O

pontial Usszekidtd e-
gyenesek a hiperbola [3
aszimptotdi. !

Az XA szakasz

hosszdt b-vel (a hi-
perbola képzetes f£él-
tengelyének hossza)
jeldlve a hiperbola
koordind tageometriai
jellemzése a tengelyek
altal meghatdrozott 1119. abra.
X,¥ koordinétareng—

szerben az X5 - L5 = 1 egyenlettel torténik. Ehhez a hiper-
a b

boldhoz kapcsolhatunk egy misik hiperboldt, amelynek

aszimptotdi az eldbbivel agzonosak, de valds tengelye az y

tengely, a valds tengely hossza 2b és igy a képzetes fen-

gely 2¢ hosszisdgi. Bzt az el8z8hoz konjugdlt hiperboldnak

nevezzik, egyenlete pedig

-E-—'-Ls—i.
5 5 a2 b2
Az £§ - 15 = 1 hiperboldt paraméteres elddllitdsban vagy
a b
< x T .
x = 002 T,y =bigtl0=t< 2w t#5, %5) alakban,

vagy az X =a ch t, y =b sh t és x = -a ¢ch ¥, y = b sh ¢
(~00<t<00) formdban adhatjuk meg.

Parabola

Paraboldnak nevezziik a sik azon ponijainak az Usszes~
ségét, amelyek egy F ponttdl (fdkusz) és egy d egyenestdl
(direktrix vagy vezéregyenes) egyenld tdavol vuanmnak.

% definicid alapjan szerkeszthetdk a parabola pontjai.
Az F ponton 4% d-re merileges egyenesen egy ilyen pont van,
ez a parabola C cslcspontja. A tobbi purabolapont a CF e-
gyenesre szimmetrikusan adddik; a CF egyenest a parabola
tengelyének nevezziik (11.20. dbra). a C ponton Athzludd
d—vel parhuzamos egyenes a parabola gstesérintije. Az F £0-
kusz ég a 4 direkirix tdvolsdgdt p-vel jeloljiuk, és a pa-
rabola paraméterének nevezzik.
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Egy 4 egyenes €s egy
rajta kivil fekvd F pont
egyérielmien meghatiroz=—
zédk & paraboldt. Mdsfeldl
pedig egy egyenesbldl és
egy pontbdél 2116 alakzat
hasonld egy mdsik egyenes
és egy mdsik pont dltal
megha tdrozott alakzathoz,
mégpedig tdvolsdgmik ari-
nya adja meg & hasonldésdg
ardnydt. Bzekbdl kivet-
kezik, hogy az egyenesek
és a megfeleld pontok 41~
tal meghatdrozott parabo-~
14k is hasonldk, tehdt va~
lamennyi parabole hasonld.

A parabola keordind-
tageometriai jellemzése a
tengelye és csucsérintéje
dltal meghatdrozott koor-
dindtarendszerben az

y2 = 2px egyenlettel adha-
t6 meg.

A parsbola egy P
pontjdhoz tartezd t érin-
5 jérsl kimutathatii hogy
a P pontbdél a direktrix~ ‘
re &l1l{tott merfleges PD 1120 abro.
egyenes és a PP dltal meg-
hatdrozott szog felezdje (1. 11,20, dbra).

A parabola szdrmaztatdsu az ellipszie, illetve hiper-
bola ellenkdrts definicid-
Jéhoz hasonléan dgy torté-
nik, hogy az ellenktr, il-
letve I0k¥r szerepét a di-
rektrix, illetve csdcsérin-
t6 veszik d%.

A parabola a afk azon
korkdzéppontjainak az 6sz-
szessége, amelyek egy d egye~
nest érintenek és dtmennek
egy azon kiviil fekvé P pon-
ton (11,21, dbra).”

A P pavabolapont kizép~
pogtu F ponton &thaladd kbr
a egyenst az E ellenpont-
ban érinti. Az F fékusz ko-
zéppontd 1/2 ardnyd centrf~
lis hasonlésig az E ellen-
pontot az I pontha, a di-
rektrizet pedig a cstcsérin-
t3be viszi.

xy

11.21. dbra
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Ezekbdl leolvashatdk a parabolaérintdk tula jdonsagai:

a) Az P fékusznak az érintdre vonatkozd tlkdrképe a
direktrixen levé ellenpont. Ebben az ellenpontban a direkt-
rixre 411itott merdleges az érintdt az érintési pontban
metszi. ’ .

b) Az F fékuszbdl az érintére 411lftott merSleges talp-
pontja s cstcsérintén van. (4 11,21, 4bra a parabola alap-
dbréja.)

Szerkesszink & K kiils§ pontbdl a d direkirix és F f6-

kusz 4ltal meghatdrozott paraboldhoz érintdt:

Gondoljuk a K
pontot az alapdbra t
érintéjére. Lathatd,
hogy az E ellenpont
és T egyenld tdvol van
K-t81l. Ezért K pont
k6riil F ponton at raj-
zolt kérrel a d di-
rektrixb8& kijeldljik
az B és E, ellenpon-
tokat (11.22. dbral.
Az BT, illetve EEF

szakaszok K-n dtmend
felezd merflegesel
£y, illedve %, érin-
t6k, amelyeken az B,
illetve E2 pontban d-
re merdleges egyene-
sek jelSlik ki & Py,
illetve P, érintési.

pontokat.
A 11,22, Abribdl
kiolvashaté, hogy a 11.22 Gbra.

KE4E, hiromgzlg egyen-
18sz4ri, tehdt a. K-bél d-re dllitott merdleges az iys, fe-
lezd merdlegese és egyben az £y1, illetve 5P, egyenesek

kbzéppparhuzamosa, amely felezi e két egyenes pontjait
Usszekotd szakaszokat, Igy a P F,-t is.

Tehdt ha adott a parabola két Jrintdje (%, tz) az
érintési pontokkal (P, Pz), skkor 2z érinték ktzds h pont-
- jat a PP, szakasz N felezdpontjival Osszekiotd ejyencs pér- |

huzamos a parabola tengelyével. .zt tobb pariboldra voasl-
kozé feladatban fel tudjuk haszndlai. o pace.bdle leongelye
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(x tengely) és csicsérintdje (y tengely) Altal meghataro-
o]

zott koordinidtarendszerben a parabola egyenlete:‘y‘ = 2px
alakban frhaté fel, ahol p & fékusz és a diretrix tdvol-
sdga. Eanek alapjédn a parabola paraméteres elddllitdsa

2
X = %" , ¥y=1t (-~o0o<t<oo) alpkban irhatd fel.
Feladatok:

lT) Adott egy kipszelet egyik fékusza (Fq), egyik érin-
t6je (ty) az érintési ponttal (Py) €s egy masik é-
l rinté (tz). Sperkessziik meg a mdsik fékuszt.
Megoldds: Az Pq fdékuszt :
mindkét érintdre tilkrvzzik,
az ellenkir E, illetve E2

pontjdt kapjuk (11.23. dbra).
Az F2 fékusz az E1E2 felezd

merSlegesének és az EqPq

egyenesnek a metszéspontja

1123 bbra.

2) Adott egy kipszelet
0 kozéppontja, f£6-
kbre és egy t érin-
t§je a T érintési
ponttal, Szerkesszitk
meg & kipszelet £6-
kuszait (11.24. db~

f1.24. dbra. ra).

ilegoldds: A f8kbr és az érintdé My, M, metszéspontjai-
s+ b-re d11itott mer8legesek dtimennek a fékuszokon.
s 1 i=val pdrhuzame. T ponton dtmen’ egyenes kijeldli az
... féwuszb (L. wlapdbra).

% .0 tengely kimetszi 2z iy tékuszt.

2



3) Adott egy hiperbola
egyik fokusza ¥,
egyik aszimptotdja
(a;) és egy érintc-
je (%). Szerkesssziik
meg 4 masik £6-
kuggt (11,25, 3b-
ril,.

Hegoldds: az Fy f6-

kuszt tiikrdzziik 44-re és

t-re, a kapott By, illetve

E2 ellenpontok felezd me-

r8legese, valamint az 7{Eq-

re Eq pontban 411{tott me~-
rSleges az F, fékuszban
metazik egymdst,

4) Adott k6t kipszelet, egyik fékuszuk kdzds F; = F{,

a misik fékuszok (F,, Fg) koriil megrajzoltuk az
ellenkortket. Szerkessailk meg a két kipszelet ko~
zbg érintdit és rajtuk az érintési pontokat

(11 c26. ébra.).

Megoldds: Kozos
fékuaznak kozts &-
rintére vonatkozd
tilkdrképe mindkét
ellenktrdn rajta
van, tehdt a kozos
érintfk az ellen-
kirdk Eq és E2 ki~
zés pontjait Fq~
gyel Bsszekots
gzakaszok felezd
mer§legesei. Ezeken

az érintési ponto-
kat az Eqy-et, il-

letve Ey-%, F,-vel,
illetve F;-tel Bz~

szekttd megfeleld
egyenesek jeldlik
ki,

11.25. abra.




5) Adott egy parabola két
érintdje (%, tz) az
érintési pontokkal (T4,
T2). Szerkessziik meg

a2 féku.szt (1112?0 é.bra)o
tiegoldds: A 75 felezd-
pontjat az drinték metszdésponti-
Jjdval Osszekité egyenes a para-
bola tengelyével p&rhuzamos. Ez~
zel az irdmnyal a Tq, illetve

T, pontokon ét pdrhuzamost hi-

zunk, majd tikrdzzilk s megfeleld
drintdre. A tlikdrképek az ¥ f6-
kuszban metszik egymdst.

t
\F///
vy\\
N\

b
I~

1

1127 dbra,

6) Adott egy parabola
ké{ érintdje %4, tos
valamint a csucsé-
rintd. Szerkessziik
meg & fékuszt €s a
direkirixet (11.28,
4bra),

Megoldds: Az érintblnek

& cautcsérintdvel alkotott

e metszéspontjaiban az érin~-
#.28. dbra. t6kre merdleges egyenesek
egymdst az F fékuszban meti-
szik. Az F fékuszt az érintdkre tlikrdzve a direkirix pont-
Jaihoz jutunk, amely a csicsérintdvel pdrhuzemos.

Gyakorlésera javasoljuk a kivetkezd feladatokat:

1. Adott a kiupszelet két fdkusza ds egy érintdje.
Szerkessziilk meg a tengelyeket. (Hiperbola esetén az
agszimptotdkat is.}

. Adott a kipszelet egyik fékusza, két érintdje és
-ellenkdrének sugara. Szerkessziik meg & mdsik fdékuszt és
az érintdkin az érintési pontokat. ,

3. fdott a kidpszelet egyik fékusza, két pontja, va=

lamint ellenkSrépek sugara. Szerkessziik meg a hidnyzd £~
kuszt és a fengelyekei. .

4. -Adott egy kipszelet egyik fékusza, egy érinté az
érintdai ponttal s a 2a tdvolsdg. Szerkessziik meg & mé-
g1k fékus FA -
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5, Adc't a kipszelet egyik fékuaza és hdrom érintdje.
Szerkessziik meg a misik fékuszt.

6. Adott a kipszelet egyik fékusza, egy pontja, ezt
a pontot nem tartalmazé érinije és az ellenkir sugara.
Szerkessziik meg a klpszelet mdsik fékuszdt és fengelyeit.

7. Adctt egy kipszelet egyik fdékusza, egy érintdje az
ellenkdr sugara, tovabbd a két fékusz kizti tavolsaga.
Szerkesszilk meg & mdsik fékuszt és a tengelyeket.

8. Adott egy kipszelet egyik fékusza, egy érinifje,
tengelyének egyenese és a 2a tdvolsdg. Szerkesszilk meg a
misik fékuszt, & mdsik tengelyt és az érintd érintési pont-
jat.

9, Adott egy hiperbola egyik fékusza, ellenkbrének su-
gars és egyik aszimpiotdja. Szerkesszik meg a cstcspontokat
ds a masik aszimptotat.

10, Adott & hiperbols egyik fékusza, ellenkdrének su~
gu: . ¢ a két aszimptota irdnya. Szerkesszik meg a mésik
Féwuszt, a cslcspontokat és az aszimptotdkat.

11, Adott egy parabole fdkusza, egy érintdje és a f6-
kusz cdvolsdga a direkfrixt8l, Szerkessziik meg a cslospatot.

12, Adott egy parabola fdékusza &s egy pontjs az érin-
t6vel. Szerkesszik meg a direkirixet.

i3, Adott a parabola fékusza, egy pontja és ezt a pon-
5.1 a0 tartalmaszd érintéje. Szerkesssziik meg a direktrixet.

14, Adott a parabola direktrixe és fdkusza. Szerkesz-—
siink adott irdnnyal piarhuzamos érintdt és hatdrozzuk meg
z drintési pontot.

15, Adott egy parabola direktrixe, egy pontja és ezt
. pontot nem tartalmazé érintéje. Szerkesszilk meg a £6-
kuszt,

16. Adott & parabola fdkusza és %ét érintdje. Szerkesz-
colik meg a direktrixet, a tengelyt, a cstcspontol és az &~
rint8ktn az érintési pontokat.

17. Adott a parabola cslcsérintdje és egy ponija az
é-intével. Szerkesszilk meg a tengelyt és a fokuszt.

18, Adott a parabola tengelye és egy érint§je az érin-
$isi ponttal. Szerkesszik meg a csicspontot, fékuszt és a
rezéregyenest.

#1mél ti tinanyag: Tenkonyv 105-107, 109-113, 116-119,
121, 123, pontai.
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12. 4 KOR ABRAZOLASA

Ha a kdr s{kja nem pdrhuzamos a képsfkkal &s nem merd-
leges ra, akkor bebizony{thatd, Logy & kbr képe ellipszis.
A vet{tés soran csak a képsfkkal parhuzamos &imérd nem ro-
vidiil meg, ennek a képe az ellipszis nagytengelye.

A 12,1, dbrdn az 0 k-
zéppontd a misodik vet{tdsikban
fekvd kbr midsodik képe a kOr &t~
mérd jével egyenld ¢'D" szakasz.
A kor sfkjdt az O ponton dthala-
dé t midsodik vetitdegyenes kiriil
el38 képs{kkal parhuzamos hely-
zetbe forgatva az AB kordtmérd
a forgdstengelyen ven, tehdi en-—
nek els8§ képe a képellipszis
nagytengelye; ldthaté tovdbbd,
hogy a C és D pontok elsl képe
‘s kistengely két végpontja. A
beforgstott kbr és az ellipszis
k8zti kapcasolat merSleges affi-
nitds, ennek seg{tségével a kir
akdrhany pontjdnak képét és ben-
ne az érintdt megszerkeszthet-
jik. Az 4dbrdn » merlleges affi-
ni.aat vegvalfs{td tn. kétkoros
©llinu .sszerxesztéat haszndl -
tuk ic. tovdbbi ellipszispont
suerkesziésére,

* tovdbbiakban dlialdnos
neivzetd sfkban fekvd kdr képei-

nek me§szerkesztésével foglalko- At
zunk (12,2, dbra). Az 4ltaldnos .
helyzetd sfkot £, és f, févona- 121 abra.

laival adtuk meg. A benne fekvd
kor kozéppontjdnak O" mdsodik képével os a kir r sugard -
val hatdroztuk meg a kori.

Az O' pontot a kozépponton 4thaladd els§ févonalon
jelsljik k.. Erre az egyenesre sgiiksdg van, hiszen ezen
van az elsd képellipszis nagytengelye.

Ha a sfkot f, fSvonala koriil képs{kkal parhuzamos

helyzetbe forgatjuk, akkor az (0) kbril megrajzolt r su-
gari kbrnek bdrmely pontjédt vissza tudjuk forgatni.
Az f,-gyel pirhuzamos (A){(B) kordtmér8bSl lesz az el-

36 képellipszis A'B' nagyiengelye, az erre merdleges kir-
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2’ AN

(8) A A
4!

)

\
(c)é\ AT
122 obra.

d%mérd (C) pontjdt visszaforgatva az elsd kép kistengely-
végpontjét kapjuk.

Az elsé kép tengelyeinek mésodik képe a mfazodik kép=-
ellipazis konjugdlt AtmérSpdrja, ennek alapjdn az Srintdk
meiigzhaték. Ldthatd, hogy az els§ kép kistengely-végpont~

ainak megfeleld C", D" mdsodik képpontok a misodik kép
ogaled és legfelsd pontjdt adjdk. .
A mésodik kép nagytengelyét az O"-n t'z'-vel pdrhugamos

egyenesen Jel8ljik ki, hossza 2r, végpontjal " s 27 A
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masodik kég kistengely egyenesét megrajzolva a kistengely
hosszit a 11.12, 4dbra szerint a BY ponindl hatdroztuk meg,
a végpontok 3" és 4". E tengelyvégpontok elsd képét is
megazerkesztjik, ott konjugdlt dtmérdpdrt adnek. Az érin-
t8k megrajzoldsa utdn ldtszik, hogy a misodik képellipszis
kistengely-végpontjainak megfeleld 3' és 4' pontok az el-
88 képellipszis legalsd és legfelsS pontjai.

4 megszerkesztett pontok és érintSik mdr lehetdvé te-
szik a képellipszisek kellden pontos megrajzoldsdt.

Gyakorlisra javasoljuk & 12.3. dbrdn felvéieli vdz-
lattal megadott feladatok A/4 méretd lapon (nagy{tott mé-
retben) vald 6ndlldé kidolgozdsdt.

1, Szerkesssziik meg annak a kidrnek a képelt, amelynek
kozéppontja az O pont, érintdje pedig a t egyenes.

2. Adott egy kor két pdrhuzamos érintfje (elss fle-
gyenesek) és egyiken az érintési pont (S). Abrdzoljuk a
kort két képével.

3. Adott egy kdr sfkja a kdzépponton dthaladd két £5-
egyenesével és a kbr sugara. Szerkesszik meg & kir képei-
nek valamennyi lényeges pontjdt és rajzoljuk meg a kir ké-
peit.

4, Adott az « elad vet{tSsfkban levd, O kdzépponti r
sugari kbr. Szerkesszilkk meg a kor mdsodik képét.

Elméleti tananyag: Tankonyv 124-133. pontok.
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13, CIKLOISOK, KOREVOLVENSEXK

A kﬁzﬁnséges ciklois gorbét egy egyenesen csuszdsnen-
tesen legorauld kor egy pontja {rja le. Ha a kiorhiz régzi-
tett mds pont pdlydjdt tekintjik, akkor a kér kbzdéppontid-
$6l s sugdrndl nagyobb tdvolsdgra levd pont dn. hurkolt-,
a kor belsejében levd pont in. nyijtott—cikloist ir le. 4
kor kidzépponijdnak pdlydja egyenes.

Két gorbe egymison vald csiszdsmentes legordiilése azt
jelenti, hogy & sikban fix alapgdrbe és a legdrdiils gdrve
kozds pontjdban — a legﬁrdﬁléa bdrmely idSpillanatdéban —
kbzdzek az érintdk és két megfeleld pont kvzdtti gdrbede-
rab {vhossza a két gbrbénél megegyezik.

Kornek egyenesen vald gordiiléséhes tehdt a korivek-
kel egyenld szakaszokal kell az egyenesen kijeldlni.

Ez a ktriv ,kiegye-
nes{tését" igényli. Egy ' |
olyan koriv, amelyhez tar- /)</f”“-

r

tozdé kibzépponti sz8g 40°-

nil kisebb, a 13.1. 4dbrén B D
bemutatott kozel{td eljé~

rdssal egyenesithetd ki. r

A7 Abrédn g?‘ﬁ korivet e

- |
gyenesftettink ki. c r A
AB ~ AD. A kBzelités igen -
pongos. (Snellius médaze-
re.

Lot A T%SZEHébrén egy cik-
cis pontjainak a azer~- ]

kesztéadét mutatjuk be. 4 1B.1 dbra.

gbrdild kvr kerilletét ti-

zenkét egyenld részre osztottuk be, Ennek megfelelden els-
d11€tottuk o tizenketted kdr{v hosszdt &s azt egymdsutdn
felmértiik az egyenesre (I, II, III, ... pontok). A leglr-
atilésrdl itehdt hizenketted fvenként ,pillanat-felvétele-
xet" szerkesztiink meg. Ha a kiinduldsi helyzetben 1-gyel
jeltlt pont pdlydjidt sszerkeszijilk meg, akkor az egyes pil-
lanatokban a 2 és IT, 3 és ITI, 4 és IV s f.%. pontok ke-
rilnek érintkezésbe. Az egyenessel az adott pillanatokban
drintkezd korre visszamérjik a tizenketted {v egyszeresét,
kétszeresét, hdromszmorosdt s f.t. Az igy Létrejovd pontok
1 cslosos ciklois pontjait adjik. Az érintét dgy kapjuk
meg, hogy o ponttal a pillanatnyi érintkezési pontot Bsz~
gzekdtjik és 2 megfeleld cikloispontban erre merilegest
d11itunk.
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Ximutathatd
ugyanis, hogy a
cikloisok és evol~
vensek érintdre
merdleges normali~
sai mindegyik t1-
pusi gbrbe esetén
dthaladnak a pil~
lanatnyi érintke-
zési ponton, amit
a mozgds adott
pillanatéhoz tar-
tozé momentdn Eé_
lusnak nevezunk.

A 13,2. 4brén
az ©+t6dik helyzet-
ben mutatjuk be az
érintészerkeaztést,
tovdbbd agt is, ,
hogy a kiinduldsi 13.2. abra.
helyzetben Hy~-,

illetve Ny-gyel jeltlt

pontok €= benniik az é-
rint§ & Xiildonbszd idd-
pontokhoz tartozd
helyzetekben hogyan
szerkeszt?eté meg. Az
ot8dik helyzetben a

momentdn pdlus az V. U , Y
pont. A Hy pont hur- 133. abra.

kolt, az Ny pont nyuj-

tott cikloist fr le. Ezeket szemlélteti a 13.3. dbra.

& 13.4. &brdn epicikloisck szerkesziését mutatjuk be.
Az epiciklois Ygy jon létre, hogy egy alapkdrin (k{vil)
Llegordul egy mésik kor (legdrdilé kor). A legtrdiild kor
pontjai csdcsos (Cq), & legdrdiils kdrin k{viil fekvS pon-
tok (Hy) hurkelt, & kirdn belil tekvd (Nq) pontok nydj-

tott epicikloist frnak le.

A 13.4, 4brén az alapgtrbe R sugardnak és a legtrdii-
14 k6r r sugardnak ardnya R:r = 3:2. Ebben 83 esetben a
két koron egyenld fveket dgy tudunk létesf{teni, hogy a
keriileteket & sugarak ardnydnak megfelelfen osztjuk be
egyenld részekre. Eseiinkben az alapkért tizenkét egyenld
réazre osztdé (I, II, III, ...) poniok kbzdtt levd ivek
egyenldk a legdrdiils kéri nyolc réssre osztd (1, 2, 3, ..¢)
pontok kdzti fvekkel. A legordiild kdr kdzéppontje az alap-
gorbével — az Oq ponton 4thaladé — koncentrikus kdrin

mozoge. Az 0, II; O, IIX; «.. egyenesek jeldlik ki e kon-
centrikus koron a legordiild kor megfeleld kdzéppontjait.
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Ezutin & cik-
lois-pontok és
érinték szer-
kesztdése a k-
zonséges ciklo-
iséhoz teljesen
hasonlé mddon
torténik. A
13.4. 4brdn
mutatjuk be,
hogy & negye-
dik helyzetben
8% 0404 egyene-

sen a kiinduld-
si helyzet Hy-

illetve Nq-gyel

jeldlt pontjai-
nak H4, illetve

N4 megfeleldi

hogyan jeltlhe-
t8k ki, tovdb-
bd megszer-
kesztjik e
helyzetben a
gorbék érintd-
it a gorbepon- J

tokat a IV. mo- 13.4. cbra.

mentdn pSlussal Bsszekdtd egyt....ekre mer§legesen.

Abban az esetben, hz a ler 11ild kdr és az alapkir su-
garainak aranya nem ismert, vegy nem olyan egyszerﬁen ke-
Selhetd mint az imént, akkor Snellius médszerének a 13 E.
dbrén bemutatott alkalmazdsdval tudjuk elérni, hogy az

" iB = AC legyen. El§szdr & kisebb sugard kordn levé fvet

135. abra.
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egyenes{tsilk ki, majd a médazer megford{tdsdval ezt dtvisz-
szilk a nagyobb sugaru kdrre,

A 13,6, 4brdn nydjtott, csdcsos és hurkolt epicikloi-
sokat mutatunk be R:r = 3:1 sugdrariny esetén.

OQ

13.6. dbra.

A hipociklols Vgy jon létre, hogy egy R sugard alap=
kbr belsejoben cosuszdsmentesen gdrdiil le az r sugari kor.
A legtérdiild kor pontjal catcsos hi ocikloist, a legdrdiild
kdrhdz rogzitett Xiilsé pont DuUrkolt hipocikloist, a legdr--

diil§ kor bels8 pontjei nydjtolt hi oc{EIoisfrZrnak le.
Tlyen gorbéket szemléltet a 13.7. éEra Rir = 4:1 ardny
esetén.

O &

13. 7 .ébra.

A gbrbék és érintdik szerkesztése teljesen hasonld az
epicikloisck szerkesziésével.

Utolsdnak a korevolvenssel foglalkozunk. A kbrevolvens
Ggy jon létre, hogy egy koron legdrdil (cslszdosmentesen)
egy egyenes. Az egyenes egy E; pontja ¢sicsos kirevolvernst
{r 1e {(13.8. ébra%?

Az egyeneshez ridgzitett Ny, illetve Hq pont pedig

nyGjtott, illetve hurkolt kirevolvensen mozog.

Spellius médszerdvel kijeldljik a kor tizenketted fvé-
nek hosszdt. Pnnek ismeretében az alapkort I., II., IIl.,
.+ pontokban érintlS egyeneseken a tizenketted koriv hosz-
szinBk visszamérésdvel ki tudjuk jeldlni a cadcsos kdr-
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evolvens Ej, EZ’
E3, «as pontja-

it és benniik az
egyenesekre me-
rélegesen ag é-
rintdt. A hatos
helyzetben fel-
tiintettilk a
hurkolt ktrevol-
vens H, pont-

Jét, illetve &
nyuijtott kér-
evolvens NG
pontjdt. Ebben
& helyzetben a
pillanatnyi é-
rintkezési pont
(a momentdn pd-~
lus} & VI. pont.
Bzt a pontot HG’

E¢, NG pontok-

kal Gs8szektts
esyenesekre me-—

-_N’
P '.k%
»’H Es 4 E.
L -
TR J _
wy # 2
] W ’ 6
HiT vl
wrt e N
13.6. abra.

roleges egyenesek adjik a hurkolt cslcsos és nyijtott evol-~

vensek érinifit.

Gyakorlisképpen szerkesgszilk meg a kiilonbdzd cikloisok,
illetve kbrevolvensek pontjeit és bemnilk az érintSt.

A Geometriai feladatok c¢. példatdr 121-122, old. 1=
10, feladatai és azok 145-148, oldalon lev§ megolddsainak

dttanulmdnyozdsdval e

gorbék koordindtageometriai kezelé-

sében is kelld jértassigot szerzink,
Elméleti tananyag: Tanktnyv 281-282., 288., 291-292.

pontok.
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14, CSAVARVONAL ABRAZOLASA

A csavarvonallal a 10.7. 4brdval kapcsolatosan mir
foglalkoztunk. Koordindtageometriai jellemzését az r(t) =
= ir cos t + jr sin t + kct-vel (c > 0) adtuk meg, Erin-
t8Vektora: £(t) = i(-r sIn ) + jr cos t + ke, Beldthaid,
hogy az érintdvektor és a csavarvonal z tengelyének szige

rk
= c

el [e2 4 2 |
sz8g egy T és ¢ befogdkkael meghatirozott deréksztgd hdrom-
szdg ¢ befogdn nyugvo szige.

4llandé. U.is cosg@= ezz ggerint a @

A g - @ szdg & csavarvonal gmelkedési szbge. A c-t &

csavarvonal paraméterének neveszaiik,

fia tenat a csavarvonmal érintdivel a tengely egy pont-
j4n 4t pdrhuzamosokat hizunk, akkor ezek egy forgdskip, az
n. irdnykxdp alkotdit adjdk. Az irdnykip magassdgdt c-nek
vélasz%va a hatarolo korének sugars r.

A 12,1, 4brdn az a elsd vet{ifegyenes tengelyid, r su-
gari hengeren levd jobbmenetd csavarvonal egy menetét 4b-
rdzoltuk a2 m menetemelkedés tizenkettedének ismeretében.
A csavarvonal els8 képe egy r sugard kbr, Ezt ftizenkét e-
gyenls {vre osztva, az 1, 2, 3, .,. pontok migodik képét

m . PR e s 4
az T3 szakasz egymasutani felmérésével, a megfeleld hen-

geralkotdkon jJel®ljiik ki. A csavarvonal akkor jobbmenetd,

ha az 1, 2, 3, ... pontok haladdsi rendje az els§ képen az
origugato Jardsdval ellentétes. {(Ellenkezd egetben balme-

netd,

Az érinték megszerkeaztéséhez szikség van az irdnykip-
ra. Az irdnykdp alapkdrének r sugara és-a ¢ paraméter 31~
tal meghatarozott derékszigli hdromszidg hasonld ahhoz a de-
rekszogu_héromsz@ghaz, amely a csavarvenal egy darabjdnak
a hengerérdl vald lefejtésénél adddik (14.2. dbra). gy
ilyen deréksztgi hdromszdget kapunk, he befogdinak a kor
kertiletének Snellius médezerével kiegyenesftett tizenket-

rd rd I
ted részét (g§§—0, illetve az %% szakagzt vegsziik. A szer-

kesztésben tehdt meghatdrozhatd a paraméter ¢ hossz:i, ez
lesz az irdnykip magassdga: :

. ol I
¢ = Q"M" = SE
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A 14,2, dbrdn 14thatd, hogy
a csavarvonal P pontjdhoz tarto-
26 t_érinté pdrhuzamos az irdny-
kip PM alkotdjdval, ahol a P
pont az irdnykdp alapkdrén a P-
vel k8z8s hengeralkotdn levd I
pontot — a pontok haladdsi sor-~
rendjében —— 90°~-0s késdgsel k-
veti,

A csavarvonal t2, t3 érin-

t6it a 2. és 3. pontban szer-
kesztettilk meg. Az elsd§ képen
ezek korérintdk, a velilk pdrhu-
zamos irdnykip alkotdk az M,XT,
illetve az M,XIT egyenesek. En-~
nek alapjin misodik ké?ﬁk is
megrajzolhatd. (L. 4.1, dbra).

Vet{t8egyenes tengelyd caa-
varvonal dbrazoldsindl fanulta-
kat alkalmezzuk fdvonal tenge-
lyid csavarvonal dbrizoldsinil. 4.2 bbra.

A 14,3, dbrdn megadtuk az a mi-

sodik f8vonalat és a c¢savarvonal

1 kiinduldpontjdt. (Az T pontnak az &' -t81 mért tdvolsdga
a csavarvonal hengerének sugara.) Legyen a c¢savarvonal
Jjobbmenetd, és elsd képe legyen csicsos gbrbe.

Az Abrdzoldst azzal kezdjJiik, hogy az a egyenest vetf-
t6 egyenessé transzformdljuk, az 1. kiinduldsi ponton 4t
felvessziik az alapkor sfkjdt. Az alapkdr harmadik képét
tizenkét egyenld§ részre osztjuk, az I, II, I1I, ... ponto-
kat kapjuk, és a transzformdcid eljdrdsival meghatirozzuk
e pontok és a beldlikk induld hengeralkotdk mdsodik, illet-
ve els§ képét. Igy a csavarvomal 1, 2, 3, ... pontjai az
I, IT, III, ... hengeralkotdkra keriilnek. A csavarvonal
akkor lesz jobbmenetd, ha a harmadik képen az 1, 2, 3, ...
pontok haladdsi rendje az Sramutatdé jdrdsival ellentétes.

A 10.6. dbrdval kapcsolatban mondottakbdl kbvetkezik,
hogy a térgirbe azon pontja lesz a vetiilet csicspontja,
amelyben az érintd merdleges a képsfkra. Ekkor pedig a
csavarvonal irdnykipjdnak lesz vetftSegyenes alkotdja, ami
az irdnykidp mdsodik képének szé1s8 alkotdja (M,IV alkots).
Ennek megrajzoldsa a masodik képen kijeldli az irdnykdp ¢
magasasdgat. Az alapkbr tizenketted {vének kiegyenes{tése
utan meghatirozhatd a menetemelkedés tizenketted része.
Ezdltal dbrdzolhatdk a csavarvonal pontjai s mdsodik és az
elsd képen.

Az érintd8k szerkesztését a 2, és 3. pontokban mutat-
Juk be. Az érintdk az M,ZI, illetve M,XTI irdnykdpalkotdk-
tal pdrhuzamosak. Az elsd kdpen a 7. pontban lesr i girbe

- képének cslcspontja. ,

Ha a csavarvonal tengelye ves{itSegyenes, akkor képe

kdr. Ha a csavarvonal tengelye pdrhuazamos a épsfkk .1, ak-

-3

i e
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kor képe a gzinusz-
vonalbdl merdleges
affinitdssal Allfitha-
té6 el8. Ha a csavar-
vonal tengelye a kép-
s{khoz hajlé egyenes,
akkor képe hurkolt,
calcsos vagy nyijtott
cikloissal affin gor-
be aszerinit, amint az ,
irdnykdp csicsdbdl a 14.4. abra.

képafkra 411{itott me—

rdleges az irdnykdp belsejében, az irdnykipon vagy azon
kiviil halad (14.4. dbra),.

Gyakorldsul dbrdzoljunk olyan févonal tengelyid csa-
varvonalat, amelynek egyik képe hurkolt vagy nyujtott
girbe,

Elméleti tananyag: Tank®nyv: 352-353. pontok.




15, AXONOMETRIKUS ABRAZOLAS

Az axonometrikus Abrdzolds célja az, hogy az alakza-
tokrdl képies dbrdt készitsen. Az axonometridben az alakzi-
tot egy térbeli koordindta-rendszerben elhelyezve, a koor-
dintdatengelyekkel egylitt dbrdzoljuk. Az axonometrikus kép-
sfkra torténd vetitésben nem f£8liétleniil merdlegesek a ve-
t{t§-sugarak. Ha a ferde — de egymdssal pdrhuzamos —— sSu-
garakkal valdé vet{tést is megengedjiik, akkor & koordinata-
tengelyek képének vdlasztdsdndl nem kell semmilyen kikdtdés-
nek teljestilni. Bebizony{thatd u.is, hogy hdrom, egy pmi-
bdl kiinduld szakasz mindig lehet egy derékszdgi koordind-
tarendszer tengelyeire felmért egyenld szakaszok vetiilete.

A 15,1, 4Abrdn egy koordi-
nita-rendszert dbrdzoltunk.

A P pontot az xy, ¥z, xz2 koor- {Z
iindtasf{kokra valdé merdleges P N
vetlileteivel P', P , P P -

-~

fontokkal egyiitt dbrazoltuk. N p"
Ezeket sorrendben a P pont o )
elsd, misodik, illetve harms-~ R= R_;(_ | P i
1ik képeinek neveszziik, a P-% L ;
pedig a P pont axonometrikus P

t

képének mondjuk. Nyilvénvald, ; 0 :
hogy a P, P', P" , P" pon- 1R \\\\ !
tok kozlil bidrmely kettd egy- ~ i
értelmien meghatdrozza a tob-— X 4 T~ )
bit. Az Abrdzolt alakzatokat ' ~L- y
41taldban axonometrikus képé- Q-Q P’
vel és elsd képével adjuk meg. 5.1 &b
(Az axonometrikus kép ismere- - apra.
te még nem hatdrozza meg a
pont koordindia-rendszerbeni
helyzetét.) Az 4brdn szerepld
Q pont az xy s{kban van, az R
pont pedig az xz koordindta-
sfkban van, {gy els§ képe az
x tengelyre keriil.

A 15,2, 4brdn a g egye-
nest axovometrikus képével
dr 138 kivével adtuk meg.
A g é3s g' metszéspontja a

)
g egyenes xy sfkkal vald N,
Hy nyompontji. i g' ismere- x '3
tbur i jelBlheudk & g egye- 15.2 dbra.
nes 3 S+ nyompontjai az
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yz, illetve xz koordindtasfkban.
A 15,3, 4b-
rén s P ponton
dthaladd e és £
egyenesek 4ltal
meghatdrozott
sfinsk a koor-
dindtas{fkokkal
vald metszéavo-
nalait — az Un.

omvonalakat és
az altaluk alko-
tott omharom-
gz8 e% — a1l11-

fotiuk eld. A
sfk nq elsd

nyomvonala az e,
illetve £ egye~
nesek Eq, illet-

ve: 'y nyompont-

jorit kvti Ossze.
i ng es x ten-

soly metszés-— X .
pontje az n, 15.3. gbra.

nyomvonalnak is pontja, amely dtmegy az F3 nyomponiocn. A
nyomhdromszig n, harmadik oldals mir kdzvetleniil adédik.

isgerint a sfkot mindig meg lehet adni nyomvonalaival.
A 15,4,
dbrén egy 2 :
tengellyel pér-
huzamos sikot,
illetve egy Xz
koordindtasfk-
kal parhuzamos
s{kot dbrdzol-~
tunk. Mindkét
esetben magd~
té1 adddik & g
ecyenes és a
37k M-metszés~ .
vontjdnak 2 15.4. abra.
we.7h .tdrozdsa,
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S{k és egyenes metszésponfja. Két sfk metszésvonul.

A TS-S- é.bré.n a

g egyenest axonomet-
rikus és elsd képével
adtuk meg, a sfkot
pedig nyomhdromszdg-
gel, A sfk ég egyenes
metszéspontjdt a g e-
gyenesyre fektetett,
xy sfkra merdleges sik
gegitségével hatiroz-
Tk meg. Ezt a sikot
4 g s g' egyenesek
Jeszitik ki. Ennek a
Almazk és az adott
‘iknak 2z m metszdavo-
s ta (}'[l' = g!) jellili
- -} 3 egyeaes li du-
féapontjat.

15.5. abra

A 1 5«6. ibi'éﬁ iy s~
kot adtunk me uyo.voielii-
val, 3z \BC &9 WYZ sitct,
Az m metszdsvonalukat 11z
My, Mz kizos ayompnHnst -

hatdrozzdk meg.

15.6. abra.

Gdla €5 hasdb sikmeiszetének szerhesz sy

3{k és egyenes metszéspontjinak szerkeszié.dre ve-
zethetd vissza hasdb vagy gula s{kmetszetének szerkesg-
téSec A

A 15,7, dhrdn az xy sfkon 4116 Stoldali lasibot dboi-
zoltunk és megadtuk a metszdsikot nyomvonalaival. A husiu
oldalélein levd metszéspontok els§ kdpei az ', B', C',
', E' pontok. Ha meghatarozzuk azokat az egyenereketa
amelyek a metsz8afkban vannak és elsd képik ' E', B'C',
illetve D'R', akkor ezek kijeldlik a megfelels hasfbéle-
ken az I 3z ¥, a 11 £3 IIT, illetve a IV 4s V metszéspon-
tokat,



X

val adott sfkkal metsziink
el. Azonnal ldthaté, bogy
agz 218§ nyomvonal az AB,
illetve AD éleket az T
és V pontokban metszi.
Az MAC, illetve MBD si~
kok az xy sfikra merdle-
gesek; e sikolmak az
adott metgzfs{kkal al~
kotott metszésvonalai
jeldlik ki az MC élen

e IIX, illetve az NMB

és MD éleken a II és IV
metazégpontokat. Az AM
szakasznak a8 metszésik-
k3l nincs kozds pontja.
A metszet-6taz0g megraj-
zoldsa utdn & 14thatdssd-~
got ugy Hintettilk fel,
hogy 2 lemezb8l levs gu-
ldnak a metszésik felet-
ti részét a metszisik-
kal egyiitt eltdvolitot-
tulk.

15.7 abra.

13F ~

Ezeket
megfelald sor-
rendben Osgze-
kttve B met~-
szetpoligont
hatosdgot ugy
tintettiik fel,
hogy a lemez~
b6l késziilt he-
sdbnak a sik
feletti részét
a metszdsikkal
egylitt eltdvo~
1ftottuk.

A 15.8.
dbrdn az xy ai-
kon 4116, ABCD
alaplappal és
¥ calcsival
megadott gildt
egy nyomvonzlai-

¥4




Hagdhok dthatdsdnak szerkegziése

Ké{ hasddb dthatdsdt eld lehet d1llftani s{kmetszetek
megfeleld egyea{tésével. A 15,9, dbrdn az xy sfkon 4116

AZ

(]

v

L~
7]

15.9. abra.

négyoldald hasdbnak és az 1, 2, 3 oldalélek egyeneseivel
megadott ferde hasdbnak az dthatdsdt szerkesztettiik meg.
A ferde hasdb egyértelmd meghn tdrozdsdhoz gziikséges az ol~
dalélek elsS képének a megaddsa (1, 2', 3'), A ferde ha-
sdb éleire az xy sfkra merSleges sfkot fektetve megkeres-
sik az 1, 2, 3 egyeneseknek és az 4114 hasdb lapsfkjainak
8 metszéspontjait. Az ismert eljirdasal kapjuk, hogy az )
é1 az AD és DC lapokat az I, illetve II pontokban metszi.
A 2 é1 az AB és BC lapokat az V, illetve VI pontokban, az
AD, illetve CD lapsfkokat a III, illetve IV pontokban met-
szi. A 3 €l csak az oldallapok sfkjeit metszi: AD-t a VII,
CD-t a VIII, BC-t a IX &3 AB-t a X pontban. Az 4113 hasdb
lapafkjain kialakuld sfkmetszetek egyes{tésébSl kapjuk a
megrajzolt dthatdsi poligont. A lithatdsdgot Ugy tlintettiik
fel, hogy a ferde hasdbot a kimetszetlt résszel egyiitt, va-
lamint a lemezbdl késziilt 4116hasdb fedflapjdt elitdvoldi-
tottuk,

Gyakorldsra javasoljuk a 15,10. 4brdn vdzlatban meg-
adott feladatok A/4-~es méretd nagy{tdsban valdé kidolgozd-
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15.10, abro.
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gsat:
1. Sgerkessziik meg & g egyenes és a nyomhéromszigével
adott sik metszéspontjdt.

o, hdott két sfk nyomhdromszigével. Szerkessszilk meg &
xét sfk metszésvonaldt.

3. Szerkesszik meg az xy sfkon &116 gila és a nyomhd-
romszdgével adott sik metszésvonaldt, majd tlintessiik fel
a lathatdsdgot.

4.-6. Szerkessziik meg az dbrdzolt hasibok és a nyomvo-
nalaival adott s{kok metszésvonaldt, majd tiintessiik fel a
1dthatdsdgot.
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16. MERGLEGES (ORTOGONALIS) AXONOMETRIA

A ‘tovdbbiakban olyan axonometrikus gbrdzolds térvény-
szerugégeit vizagaljuk, ahol a tengelyek képe (tengelyke-
reazt) ég az dbrdzolt alakzat képe merdleges vet{idssel
jon létre.

Kimutathatd, hogy
egy pontbdl kiimdulé ha- Z
rom félegyenes akkor le-
het egy derdkszdgl koor- X
ding tarendszer merdleges
vetiilete, ha a tengelyek
képei pdronként tompa-
szdget alkotnak (vagy

Z

kettd tompeszBget alkot Jr

és a harmadik e tompa- I
8z8g belsejében — mind- .

kettdvel hegyessziget 6.1. abra.

alkotva - halad; ekkor
alulnézeti kép adddik)
(16.1, 4bra). ) (z)
Egy alakzat dbrd-
zoldsdhoz szilkséges a
kvordindta tengelyeken
addédd révidiilési vi-
szonyok ismerete.
Minthogy a tengely-
keresz}i mer8leges
vetitészel jott
létre, ezért az xy
s{k képsfkkal pdr-
huzamos egyenese a
képen is merdleges
lesz az xy sfkra a (%)
térben merdleges
helyzetd z tengely
képére. Hasonlo 411
& t6bbi koordindta-
gix f8vonalaira,
tehdt a ¥ooredinita-
afkok egymdshoz -
cgatlakozd f£8vona~
lai egy hegyesszi- (09
gl hdromgzdget al- 16.2 &bra
kotnak, amelynek ) :
magassigvonalai a
tengelyek kdépei.(16.2. 4bra).

y)
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Ezt a hiromsziget a képsik nyomhdromszdgének tekintjiik,

ezért rividen nyomhiromszignek nevezziik, ,

A koordinétasiﬁcﬁ Y nyomhéromszag oldalai koriil kép=-
sfkba forgathatdk. Az xy sk leforgatisinil az {0) pontbél
a nyomhdromsz8g xy sfkban levd oldala derékszdgben 14tszik,
tehst ezen oldal f6lé frt Thaldsz-kdr &g 0-bsl & forgdsten-—
gelyre 4111{tott mer§leges metszéspontjaként adddik az (0)

ont. Ugyanigy leforgathatd a mdsik két koordindtasik; a
16.2. dbrdn mégaz yz koordindtasfkot forgattuk le.

A koordinatatengelyek leforgatottjain kijelsljiik az e

egységszakaszokat, amelyeknek rendre e s gy € felel meg.

x? Ty?
) , e, e
Az x, y, z tengelyirdnyd révidiléseket a q = =, q, = -,

e
q, = 75 ardnyok adjik meg. Természetesen pl. az x irdnyd

bdrmely szakasz vetiilete és valddi hossza ugyanaszt a qy

rovidilést 411{tja el8.

A rovidiilégsek ismeretében lehetdség ven arra, hogy
két vetilletével adott alakzatrdl axonometrikus képet ké-
szftsiink, A 16.3. 4brdn két vetiiletével megadott alakzal
merSleges axonometrikus képét 4brizoliuk.

rZY

6.3 abra
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Az xy sfk leforgatottjdban felmértik a megfeleld ien-
gelyeken levd t4volsdgok valddi hosszat. Rovidiiltjeik meg-
hatirozdsa utédn elkészitjik az alaprajs axonometrikus ké-
pét, erre épftjlik fel a 2 irdnyd rovidiilt tdvolsdgok isme-
retében az alakzatot. A 2 irdnyd rovidilteket a z tenge-
lyen jeltltik ki az Xz koordindtasik leforgatdsival. A 14t~
hatésdg feltiintetése utdn a merdleges vetitéssel kapott
axonometrilus (szemléltetd) képel nyerjilk.

A szemlélietds céljaira kindlkozd mdsik médsger az,
hogy & Q 19,34, = k:l:m rovidiilési ardnyokhoz tartozd ten-

gelykeresziet
szerkesztjik meg. &Z
Itt azonban -
gyelni kell arra,
hogy q2+q2+q2=2
Xyt ?
amib8l kiovetke-
zik — minthogy
mnindegyik rovi-
diilés (fgy annak
négyzete is) 1- 0
nél kisebd —,
hogy a rovidilé-

sek négyzetei és 3
a veliik ardnyos )//r;
k, 1, m mennyi- X
ségek négyzetel

is kielégitik a
hiromszbgegyen=-
15t1lenséget. A 16.4.
dbrin bemutatjuk a
k:lim=1:2:2 rovidiilé-
si ardnyhoz tartozd
tengelykereszt szer-
kesztését: egy egye~-
nesre felmérjiik a

k2,m2,12 tévolsdgo-

kat,majd az m? 872

xagz végpontjai ko~

sl x2,illetve 12 su-
girral rajzolt kordk
metszéapontja az 0 o~
rigé. A z tengely me-
rdleges sz imenti e-
gyenesre, &z X, ill.
y tengely pedig az O
pontot koti ©Ossze &
hirom szakasz kezdd,
ill. végpontjdval. A
tengelyekre az erede- ,
4ti méretek k-, 1l-, m~ $5.5. abra.
szeresét mérve, asg

<y
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dbrdzolandd alakzat merdleges axonometrikus képének felna-
gyitottjdhoz jutunk,

A kdr dbrdzoldsa az axonometridban is sfkjdnak lefor=
gatisdval szerkeszthetd meg. :

A 16.5, dbrén az xy sikban fekvd, origdé kdzépponti
k6rt dbrdzoltunk. Az xy koordindtasfkot leforgatva, az &b-
rdzolandd kdr leforgatottjdi megrajzol juk. _

Az (x), illetve (y)-nal alkotott (X), illetve (Y) pon-
tok képei a képellipszis konjugdlt Atmérdpirjdt 411{tjdk e~
1§, X-ben az érint§ az y tengellyel, Y-ban az érinté az x
tengellyel pdrhuzamos. A képellipszis nagytengelye a sfk
fGvonaldval parhuzamos (A)(B) kdrdimérs képe. A kistengely
végpontja az (A)(B)-re merdleges kordtmérs (C) végpontjis-
nak visszaforgatdsdbdl adddik.

A 16,6, 3brédn egy Gsszetatt, hengeres alakzat merdle-
ges axonometrikus képét 411lftottuk eld két vetiiletébdl. Az
xy s{k leforgatottjdban megrajzoltuk a feliilndzetet. A
szitkséges krpontok képét visszaforgatituk és a z irdnyd

AZ

Az# 2)

166. abra.
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rovidiilések figyelembevéieldvel (yz sik leforgatdsdbdl)
felépitettiikk & csonkolt henger axonomeirikus képét.
Végll forgdshenger sfk-
metszetének megszerkesztésdvel I ¥4
foglalkozunk. Ha a henger
alkotdi az xy sfkra merdlege-
sek, akkor egy e alkotdének az
IY¥Z nyomhdromszig dltal mega-
dott s{kkal vald M metszés-
pontjdt az N; nyomponton &t

XY-nal parhuzamos egyenes €s
e 41tal meghatdrozott sfkmak
az XYZ s{kkxal alkotott met-
szésvonala jeldli ki a 16,7.
dbrdn bemutatott mddon.

A 16,8, 4brdn az xy afkon
4116 forgdshenger XYZ afkkal .
vald metszetét szerkesztetiiik 16.7 .abra.
meg. Az egyes kupalkotdk kije-
191ésére az xy sik egy fdvonala koril leforgatjuk az O ko-
zéppontd alapkdrt és az XY egyenest.

aZ
4

16.8. abra.
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Az (X){Y) egyenessel pdrhuzamos korérintlk az alapkd-
rén kijeltlik a metszetellipszis legalsd és legfelsd pont-
jait tartalmazé alkotékat. B pontokon kfviil még egy segéd-
s{kkal vald szerkesziést tintet fel az dbra. E segédsfk
nyomvonala is XY-nal pdrhuzeamos, és kijelsli a baloldali
326138 hengeralkotdn levd pontoi, valemint a metszetellip-
szis egy P pontjdt. A metszetgbrbe helyes megrajzoldséhor
nég szdmos segédsfkkal kell pontokat szerkeszieni.

Elméleti tananyag: Tankonyv 95-101. pontok.
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iy. FERDE (KL™ v 1o UMsSTRIA

A ferde axonomet n a koordindtarendszert -= a ben
ne elhelyezetit testet terde (pdrhuzamos) vetftdsae. dbrd-
zoljuk, Ha nem teljesen “nkényesen vesasziik £l a tergely-
keresztet és rajtuk a rovidiiléseket —— amelyek érténe itt
1-nél nagyobb is lehet — akkor szemlélietésre rendsfviil
alkalmas, és gyors szerkesztést eredményezd el jdrds ka-

unk .

P A gyakorlatban sokszor dgy veszik fel a koordindta-
rendszert, hogy az egyik koordingtasik a képs{kkal pdrhu-
zamos. Példdinkban az yz koordindtasfk ilyen, terméazete-
sen y és z g képen is merdlegesek, q._ = 9, = 1. Az x ten-

gely szokdsos felvételei: 30, 45 vagy 60°-os szdget zdr

be az y tengely egyenesével és qQy értéke 5 és 1 k0z6%% szo-
kott lenni.

A 17,1, 4dbrdn egy falvas-~
tagsdigzal rendelkezd caddara- J
bot dbrizoltunk, amelynek ten-
gelye x., Ilyenkor az yz s{kban
és vele pirhuzamos sikokban le-
v6 kordk képe is kbr.

Ezt a koriilményt hasznil-
tuk fel a 17,2, dbrdn, a két
vetiiletével megadott alakzat
4brdzoldsdndl is. Az alakzathan
levd félhenger zdrdkorei kordk-
nek létszanak;

¥4

x =3
Itt az yz sfkban levd
elélnézetre épitettitk fel az /
axcnometrikus képet.
Ha az xy s{kban fekvd kdri X
kell dbrdzolni (17.3. dbra),
akkor az y tengelyen levd kor-
4tmérs eredeti hosszdban 14t-
szik ¥4, Y2, az x tengelyen

levs pedig a Ay = 7 riovidiilési
ardnynak megfelelSen: Xis X2.

17. 1. abra.
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\yx’

Minthogy kr ferde —

vetiilete is ellip-
szis, ezért az Yq,
Y2 és X;, Xa atmé-
rb8k a képellipszis
konjugdlt dtmérdi,
amibdl a Rytz-féle
szerkesztéssel (1.
i1, fejezet 10.
dbra) a képellip-
szis AB, illetve
CD nagy €2 kisten-
gelyel megszer-
keszthetdk.

g .
- ~ 7
y' |
X
qx~ '3:‘
17.2. abra.
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A 17.4. 4brdn két vetliletével adott villas felfliggesz-
t5 lemez ferde axonometrikus képét dllftottuk els; 4y = 1.

4 ferde vei{tés ellenére az axonometrikus kép jél dttekint-

hets§, képies képet ad.
v

L
Cy

17 4 abra.
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Gyakorldsul dbrdzoljuk & 17.5. 4brdn szerepls védzla-
tokban két képével adott alakzatokat merSleges- és ferde
axcnometridban.

Elméleti itananyag: Tenkdnyv 102-104. pontok.
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18, FELULETEK ABRAZOLASA. FORGASFELULETEK

A gorbiilt feliilletek egy girbe, az Un. lefrd girbe moz-
gidsdval frhatok le. A lefr$ gorbe minden pontja egy-egy gir-
bén mozog, ezeket a girbéket a feliilet pdlyagbdrbéinek mond-
jukc *

4 vizagilt feliileti pon-
tokra feltételeszziik, hogy csak
egy leird gorbe és egy pdlya-
gorbe halad rajtuk i%, mind~
keitdnek van érintdje és ezek
egymdstdl kiil¥nbbzd egyenesek.
A lefrd gdrbe és a pdlyagdr-
be érintdi a feliilet P pont~
jédban meghatdrozzdk a feliile$
érintds{kjdt (i18.1, 4bra).

Kimutathatd, hogy a P
ponvon Athaladd feliileti gér-—
be érintdje az érintfsfkban
van.

18.1 dbra.
Xontdr, képhatédr

Egy felillet azon pontjainak Gsszessdégét, amelyekben a
feliilet érintSsfkja ve-
t{t8afk, a feliilet kon-
tarjdnak nevezziik. Ezek
a poniok a felilleten egy
vagy t6bb gtrbhét alkot-
liilet kontirgdrbéje k,
amelyn%k képe a X' kép-~
hatdr (vagy képkontir
gorbe, Minthogy a P kon-
tirponton dthaladé g fe-
liileti girbe éxrintdje a
P-hez tartozd érinté-
s{kban van, ezért a gf
és X' érintdje a P
pontban megegyezik,

18.2 gbra.
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Forgisfeliiletek

Ha egy t egyenessel egysfki lefrd gorbét a t tengely
koril megforgatunk, akkor minden pontje egy-egy t-re me-
réleges s{kban fekvd kﬁrpélyén az . ralelkortkdn mo-
zog. Forgdsfeliiletek esetén 8 le{ré g6rbét meridiangtrbé-
nek nevezsziik, a képafkkal pdrhuzamos helyzeiu aikban fek-
vé merididnt f8merididnnak mondjuk. A gémbfeliiletnek a
kozéppontjdn dthalado bdrmely egyenes tengelye lehet.

" Gtmb-, kip~-, henger— és térugzfeliilet

Gomb
A 18,3. 4brdn a 0O kdzépponti gbm-
hét dbrdzoltuk. Elsd képét a ki kbr el-

56 képe, mdsodik képét a k, kir mdsodik
képe hatirolja; mindkét kor sugara a
gomb sugardval egyenld. A kq kér pontja-

iban a gomb érintdsfkjai elsd vetitisi-
kok, a k, kor pontjaiban az érintSsikok

mésodik vetft8af{kok. A gombot mindig
tekinthetjiik elsd (illetve mdsodik) ve-
t{tSegyenes tengelyl forgdsfeliiletnek.
A 18,3, 4brdn megadtuk a P" pontot.
L P' pontot dgy kell meghatdrozni, hogy
a P pont a gombdn legyen. A gimbit elsd
vet{iSegyenes tengelylnek gondolva, P'-n
4t felvett, a tengelyre merdleges sik a
gtmbbdl egy paralelkdrt metsz ki. Ennek
sugars « misodik képen lemérhetd, elsd
képén pedig a P" rendezSje jelSli ki
P' -t {ké% ilyen pont van). A gtmb su-
gara merdleges az érintSsfikra, egyene-
sét a gomb normilisdnak mondjuk. Az n
normidlisra a P ponthan szerkesztett
(24, rz) merdleges sfk a gomb érintd-
sfkja.

Forgdskip

A 18.4., dbrdn az ¥ csicspontu, el-
38 vet{tSegyenes tengelyld, O kidzéppon-
td paralelkorrel lezdrt kdpot dbrdzol-
tunk. A kipnak els§ képkontirja nincs,
mert nincs olyan érintSsfkja, amelyik
4z elsd képsikra merSleges. A t egye-
nest tartalmazd, midsodik képsikkal
parhuzamos s{kban levd kipalkotdk a
(midsodik)} kontidralkotdk,

A kipfeliileten &brdzoltunk egy
P" &s egy Q'~vel megadott felilleti 18.4 dbro
pontot. A pontok Abrizoldse a ponto- o '
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kon 4thaladd paralelkdrdk seg{tségével toriént. A P pont-
ban megszerkesztettilk a feliilet érintfsfkjdt, amelyet a b
alkotd és3 az a alapkéri érinté hatédroznsk meg. A Q pont-
ban a felillet normdlisit 411ftottuk el§., A Q pontot tar-
talmazé parhuzamos kor mentén a kipot érintd gtmb kdzép-
pontja a =zélsl alkotdhoz tartozd normflissal Jeldlhetd ki.
Ezen a gtmbkézépponton dtmegy a paralelkidr valamennyi pont-
jédhoz tartozs normilis., Fnnek alapjdn 411{thatd eld n mind-
¥ét képe. (Altaldnos forgdsfelilet esetén is ezzel a meg-
gondolissal kapjuk a feliileti normflist.)

Porgdshenger )
A 18,5, 4dbrdn egy els8 vet{tSegye-

:
nes tengelyld hengert Adbrdzoltunk. Ennek } f
minden ponijdban elsd vetftdsfk a felii-
let érintfafkja, a henger elsd képe |
kor. A mdsodik képen a konturalkotdk a t Q"

kal pdrhuzamos sfkban vamnak. A PY e
pontot felvéve( egyetlen rendezdvel

kapunk olyan P' pontot (kettdt), hogy

az fgy dbrdzolt pont a henger pontja
legyen. A Q' -t felvéve a Q' ennek ren-
dezljén bdrhol felvehetd, a Q pont a

t egyenest tartalmazd, misodik képsfk- VD'
l

18.5. abra.

henger pontja. A P ponthan
a feliileti normilist azer-
kesztettiiik meg, ami nem
mis, mint & P ponton dtme-
nd kbrmetszet sugaram. 4 v
porthan a feliileti érintd-
sfk elsd vet{tdsfk, amely-
nek els$ képe a henger el-
88 képét érintd egyenes.

Ha a henger tengelye
valamelyik képsfkkal pdrhu-
zamos — a 18,6. 4brédn a
misodik képsfkkal -, akkor
a tengelyt vetfitd egyenessé
transzformilva, az eldbbi
helyzetbe jutunk, A P fe-
liileti pont dbrdzoldsa és
, benne az (a,b) érintdadk
18.6. abra megazerkesztése a transz-—
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formicid eljdrdsdval tbrténik.

A P pontban a mdsodik képen a normdlis a tgnge%yge
merSleges, és azt a T pontban metszi. T meghatdrozasival
az n normdlis elsd képe is adddik.

Téruszfeliilet

A 18,7. 4brén egy kort a

k6zéppontjdt nem tartalmazd
tengely koriil forgatiunk meg.

Az {gy létrejovs feliiletet t6-
rusznak nevezziik. A t egyenes
elsd veti{tSegyenes. A legnagyobd
illetve legkisebd sugari para-
lelksr pontjaiban a feliileti é-
rint8s{k elsl vet{tdsf{k. E két
kor a térusz elsd kontirja; a
kisebbik kSrt torokkirnek, a
nagyobbat ekvdforkbrnek nevez-
sodik kontirjit
a8 midsodik képsfikkal pirhuzamos
témerididnkdrsk, valamint a leg-
felsd &s legalsd paralelkdrdk
képezik; ezek pontjaiban a felil-
let érintSafkja médsodik képsik-
ra merdleges, A legfelsd és

legalsdé paralelkdrdk a tdruszi
¥ét részre oszijdk, az egyik a

zik, A térusz

At

18.4. abra.

18.7 abro.

belad térusz (18.8, dbra), a misik
a kiils§ tdrusz.

A 18,7. &brdn megadtuk a P,
illetve Q' pontokat. Mindke{ts u-
gyenabban a vizszintes sfkban van,
amely a belss és a kiils§ térusz-
bél kimetsz egy-egy kori. Ennek
megfelelfen a Q" pontnak az elsd
képen két, a P¥ pontmak négy té6-~
ruszon levd pont felelne meg.,

A P és Q pontban megszerkesz-
tettiik a feliilet érintdsfkjdt. A

. poniokat I8merididn helyzetbe for-

gatjuk a térusz tengelye kbril.
Ittt meghliztuk & fémerididn érintd-
jét, amely P éa Q esetén mda-mis

-pontban metazetie a tengelyt. Visz-

szaforgatidskor az érintdk tengely-
ponijai helyben maradnak, tehgt
ezeket a megfelell pontokkael Ossze-
kttve, & P, illetve Q-n dthaladé
merididnkibrok T, 1lletve o érin-

- 154 =



t6it kapjuk. A paralelkdrik tp,_illetve ey érintdi konnyen
meghlzhatdk, TFehdt a P-beli érintdsikot a'tp, t, egyenes-
pdr, & Q-beli érintdsfkot az ep, e egyenespdr hatdrozza
meg.

A 18.8. 4brdn megadott belad tdruszon felveti P pont-
ban a normilist szerkesztettilk meg. A P-t & fémerididnhely-
zetbe forgatjuk, ott meghizzuk a normilist, és ahol ez a t

tengelyt metszi, azt a pontot P-vel Os9zeko{l egyenes lesxz
a P-beli feliileti normdlis.

Gyakorldsra javasoljuk & 18,9. 4brédn megadott felille~
teken & kijeldlt pontok Abrdzoldsdt és bemnilk a feliileti
normdlis, illetve érintésfk megszerkesztését.

Elméleti tananyeg: Tankonyv 311-313,, 316-318., 327.,
373-374. pontok.
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18.9. abra.
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19, FORGASFELULETEK SIKMETSZETENEK SZERKESZTESE

Forgisfeliilet s{kmetszele az a gtrbe, amely a feliilet
és a s{k kozds pontjaibdl 411.

Forgdsfe~ -
lilet sfimet~
szetének pont-
jait a 19,1, &b~
rdn forgiskipra
bernutatott méd-
szerrel szer-
kesztjik:

Veszink egy,
a forgdsteliilet
tengelyére mersd~.
leges segédsi-
kot, amely a
kipbdl (forgis-~
felliletbfl) Xbrt,
a P metszdsfk-
b6l pedig egy e-
gyenest metsz
ki, Ezek kGzis
P, illetve Q
pontjai a afk-
metszethez tar-
toznak,

A P ponthan
bemutatiuk az
érintd szerkesz-
teset: a met- 19.1. dbra.
szetgirbe érin-
t4je a B metszd~-
s{kban €s a P-hez tartozd érintSsfkban (a,b) egyardnt ben-
ne van, tehit az e érintd e két sfk metszésvonala, amely-
nek egy pontja a P. A két sfk tovdbbi metszéspontjdt az a
alapkori érint és az r egyenes R metszéspontja adjle, ahol
T az « alapsfk &s P metszdsik metszésvonala.

Az 4ltaldnos poniokon kfiviil Gh. lényeges pontokat is
szerkeastiink, ilyenek a kizds szimmetriasIEEEn Tevd ponﬁok,
a kontirpontok és a csatlakozd, illetve lezdrd paralelkd-
rokdn levd pontok.

A kozts szimmetrisafkra a fellilet is, a metsgésik is
szimmetrikus, tehdt & felllet tengelyét tartalmazd és a
metszdafkra merdleges sik a szimmetrias{k. Ebben levl pon-
tok szerkesztésére alkalmazott segédsfik maga a szimmetria-
aik.
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A konturpontok szerkeszidsére a feliilet kontidrgdrbé-
jét tertalmazd sikoi heaznidljuk fel segédsfknak.

A lezdré és csatlakozd (két vagy TObD feliilletb8l Osz-—
szetett feliilet esetén van ilyen) paralelkdrdkin levl met-
szetpontok szerkesziése az 4ltaldnos pontok szerint megy.

Gomb af{kmetgzete

_ A glmb s{kmetszete kor, amelynek sfkja az adott afk,
kbzéppontja a gomb k6zéppontj4bsl a sfkra 411{tott merlle-
ges 0 metszéspontje, sugara pedig annak a derdkszogi hi-

romszignek a befogdja, amelynek dtfogdja a gbmb sugars,
misik befogdja pedig az 00, szakasz %19.2. dbra). Az Abrdn

az O kbzéppontd rg sugard gémbdt az £, I, f6vonalakkal
meghatdrozott s{kkal metszettilk el. Igy az O¢ pont ismere-

tében 8 képellipszisek nagytengelyel kijeltlhetbk.
tartalmazé segéd-
af{k 41tal a met-
sz63{kbdél kimet-
szett egyenes ki-
jelvli az 1, 2 el-
88 kontlGrpontokat.
A mdsodik kontir-
pontokat (3, 4) a

ka—t tartalmazo

s{kkal szerkeszt-
jik, teljesen ha-
sonldé médon. 4
képellipszisnek
kistengelyvégponti-
jait & 11, feje-
zetben (az ellip-
szogrdf elvének
kxovetkezményeként,
1. 11,12, 4bra)
tanultak szerint
hatdrozzuk meg.

A ldthatdsdg fel-
tintetésénél a
metsz8s{k dltal
lemetszett részt
eltdavol{tottuk,

~1 » ; >
\\\;>S%F=775?¢’h\\

19.2 abra.
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Forgdakip s{kmeiszete

A. 19-3."
1905- é.brék
ugyanannak a
forgdskipnak
az £, 32
tévonalak Ale
tal meghatd-
rozott sik-~
kal vald met-
gszetédt mu-
tatjdk a
szerkesztés
kiilonbozd
fizisaiban.

19.3. dbra.

19.4. abra.

9.5 abra.
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A 19,3, dbrdn felvettilk a 4 kbdzis gszimmetrias{kot {el-~
g8 vet{t8sfk). Bz & metszdsfkot az s egyenesben, & kipot
pedig két alkotéban metszi. Bzek kdzds pontja az S pont, a-
melyben az érint§ — a szimmetriaviszonyok miatt ~—a d-ra
mer yleges elal f8vonal. Az alapkir s{kjit véve segédsfimak,
ez + metsz8sfkbél egy I egyenessel parhuzamos egyenest

metsz ki, amely kijel®li az A4 és A2 alapkdri pontokat.

A& kip f6merididnsfkjit hasznilva segédsflmak — ez}
f1 az F pontban metszi —— a kapott rz-vel parhuzamos met-

szésvonal kijel®li: a széls§ kipalkotén a K kontirpontot.
4 19.4. &brdn relvett segédafkiml a P és Q dltaldnos
pontok adédnak. P-ben sz (a,b érintsik és (I, 12) sik

metazésvonala RP adja az e érintit.

A 19.5, 4brdn & metszetgdrbét rajzoltuk meg, mint a
kdpra rajzolt gorbét. A 14thatésdg a X pontban vdliozik
meg.

Porgdshenger gfkmetszete . [

A 19.6. &brdn egy el- LD l
s 7et{téhengert metezimk ., *}S\~
el sgy 4ltaldnos helyzetd  f7 e T~

g{k-al. A kizbs szimet~ v N ¥
riasfk a henger tengelyén
4dthaladd, s metazdsik 4

elad fdvonaldra merileges
08 elsd vet{tSsfk, Ez a
hengerbdl alkotdkat, a
s{kt4l egy egyenest meisz
ki, amelyek az 34, 52

szi metriapontokat hatd-
rozzdk meg, bemniik az é-
rintd elsl f&vonal.

A henger f8merididnsikja
41tal a metszlafkbél ki~
metazett egyenes jeldli

ki a Ky, K, képkbrrajzi
pontokat, Minthogy a met-
szet elsd képe kor, ennek
tetazdleges P' pontjdban
vesasgilk az érintdt, amely
a metszdsikban fekvl egye-
nes, Emmek mdsodik képe a
képellipszis érintlje lesz,
amelyen az érintési pont
rendezdvel jeldolhetd ki,

19.6. dbro.



& 19,7. 4brdn a misodik f6vonal tengelyd hengert az
o els8 vet{tSafkkal metszettilk el. A Ky, K, mdsodik kontir-

pontok, valamint a KB’ K4 elsS kontlrpontok mdsodik képe

kozvetleniil adddik, s6t ldthatdan konjugdlt 4tmérdpdrt al-
kotnak.
A kozbs szimmgtriasikot a henger tengelye és annak 0,

pontjdbél az « sf{kra £11{tott mer§leges n egyenes hatéroz-
za meg. Ennek és a hengernek harmadik képét megsmerkeszive
az 04"X'" egyenes a szimmetriasfk harmadik képe, amely kije~

1611 az Sq, S, szimmetriapontokat, Az 5S¢ és 8o mdsodik ké-
pe a transzformicid eljdrdsdval, az elsd kép kbzbejottével
hatdrozhaié meg.

A P &ltaldnos pontot és benne az érintdt szintén
transzformicidval hatidroziuk meg (Y segédpont).

YI‘I

197 dbra.
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Térusz sikxmetszete

A 19.8. 4brdn az a els§ vet{tSegyenes tengelyl tdruszi
az o misodik vetftSsfkkal metszettik el. Az « sfk a flmeri-
didn k6r D pontjdban érinti & tdéruszt. Ha a metszésik a fe-
liilet érintdsikja, akkor a metszetgbrbének az érintési pont
tn. duplapontja (vagy kettds pontja), ami azt jelenti, hogy
ezen & ponton kétszer halad 4t a metszetgbrbe és két erin-
t6je van. (Ezek szerkesztésével nem foglalkozunk.)

A feliflet és az o sfk kozbs szimmeitriasfkja e fela-
datban a tdérusz fémerididnsfkja; a szimmetriasikban levs
51, S, és D pontok kBzvetleniil adédnak, S, és S, pontokban

az érintd a szimmetriasfkra mer§leges mdsodik vet{tSegye-
nes.

Képkorrajzi pontok a legfelsd pdrhuzamos kor sfkjdben
levd l-gyel jeldlt pontok, bemnilk az érintd misodik vet{ts~
egyenes. Az
els8 képkdr-
rajzi pontok
a torokkdr és
ekvaforkor
sfkjdban
addédnak; a 2-
vel jeldit
pontok az ek-
vdtorkirtn, a
3-mal jeldlt
pontok & fo-
rokkdrtn van-
nak. Bennilk az
érinté elsd
kxépét a megfe-
1lel8 k6r érin-
t&jeként kap-
Juke.

ol

P

Altaldnos
helyzetd ponto-
kat az ekvator-
kor sfkja alatt
és felett azo-
nos tdvolsdg-
ban felvett I
és IT segéds{i-
kokkal szer-
kesztettiink
{ezek ugyan-
olyan sugari
korskben met-
gzik & 6~
ruszt). Erin-
t86t & P pont-
ban szerkesz-
tettiink. 19.8 abro.

- 162 -



Meghatdroztuk a P pontban -a felilet érintdsf{kjit. En-
nek s az « sfknak a metszésvonala az érinid, amely a mi-
sodik képen e" =o'. Ezzel pdrhuzamos egyenest vetilnk fel
az érintdsfkban, amelynek els§ képével P' ponton &% pirhu-
zamos ef az érintd elsd képe. — A ldthatdsdgot az « sik
feletti rész eltdvolitdsa utdn tintetdilk fel, .

A 19,9, 4brdn az a elsd§ vet{tSegyenes tengelyld téruszi
az « elad vetitSs{kkal metszettik. E feladatban két kdzis
szimmetrias{k adddik. A ¢ a tdrusz tengelyét tartalmazd,

o ~ra merleges sik, amely o-t egy elsé vetiidegyenesben
metszi. Bzt az egyenest a tdrusz tengelye kiril beforgat-
juk a f8merididnsikba, akkor a ISmerididnkdrt a szimmetria-~
sfkban levd pontok elforgatotijaiban metszi. E pontok visz~
szaforgatdsdval addédé S, és 52 pont a két szimmetriapont,

benniik az érinté d;-re merSleges, elss fSegyenes. A mdsik.
62 szimmetria-
afk az ekvdior-
kor sikja, eb-
ben levd S3 és
54 pontok ktz-~

vetleniil addd-
nak, bemiik az
érintd elsd
vet{tSegyenes,
A képkbrraj-
zi pontok: a
fémerididnafk
. és az « gik
metszésvonala
kijeldli az -
es poniokat,
benniik az érin-
+6 misodik képe
a fémerididnkor
érintdje. 4
legalsd, illet-
ve legfelsd pa-
ralelkdrsk sik—
jdban kapjuk a
2-vel és 3-mal
jeldlt pontokat,
ezekben az érin-
t8 elsd f8egye-
nes.

Altaldnos
pontokat az ek-
vadtorksr sfkjd-
ra szimmetrikus
segédsikokkal
gzerkesztetiiink. 19.9. abra.
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Koziiliik a P pontban megszerkesziettilk az érintlsikot. Az
érint8s{k és metszdafk metszésvonaldnak szerkesztése az
21828 feladathoz hasonldan torténik: az a sfk els§ képével
pdrhuzamos egyenest vesziink fel az érintSsfkban, ennek mé, —
sodik képével parhuzamos az e érintd mdsodik képe. — A
14thatdésdgot Ggy #lin-
tettik fel, hogy az «
gfk el§tti részt el-
tdvolitottuk.

Dzazetett forgds-—
feliilet sfkmetszete

A 19,10, 4brén
gtmb, térusz és hen-
gerfeliiletek csatla-
koztatdsdval kapott
feliiletet metgzettik
el az o elsd vetitd-
sfkkal. A kitzbs szim-~
metrias{k d, az ebben
1lev8 pontokat a 19.9.
4brdn bemutatott mé-
don szerkeszijilk: Sq,

S, S5, bemniik az é-

rint§ elsd f8egyenes, \

A képkorrajzi pon- 7 ! 4
tok koziil a fémerididn- i
sfkon levd, l-gyel je- :
151% pontok kbzvetle-
niil addédnak, érintdik
II. képe a fOmeridian-
gtrbe érintéi. A gimb-
rész el38 képkbrrajzdn
kapjuk a 2-es pontokat,
érint8ik els§ vet{t5-
egyenesek. A 3-as pon- ,
tok a gomb és tdérusz- o
rész érintkezési pa~
ralelkdrén vannak, %
benniik a térusz, il- 2

letve glmbmetaszet é- : . A
rintdje megegyezik.
A 4-gyel jelolt pontok

a térusz legalad kbrén
vannak, &3 egyidttal
kijelslik a hengerbdl ,
kimetszett alkotdkat 2 d
ig. Itt a metszetgir-

be megitdrik™, mivel 7]
ez a kOr az Usszetett

feliilet éle. Ezen az :
&brén 4ltaldnog pont- 3 . 19.10. abra.
ban nem szerkesziettunk eérinidt.
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A 19,11, Zbrdn £41lgbmb és csonkaklp 4ltal kialakftott
felliletnek és az £, f f5vonalak 41tal meghatdrozott sik-
%erkesztettﬁk meg.

nak a metszésvonalat s

]
X4
Si
;3 .\
A
——— ’ e - N - ———
ai
' S5
e’ 3 P
1)
d'ﬂS'_
l‘l
th
fi
19.11. abra.
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A kdzbs gzimmetriasfk d tartalmazza a felillet a ten-
gelyét, és merSleges a sik £ f&vonaldra. Ennek a metszd-

s{kkal kbzds egyenese s, ezt fémerididnhelyzetbe forgatjuk
a fellilet tengelye kbriil: (s). Ez a fémerididnt a szimmet-
riasfkban levd pontok elforgatottjaiban metszi, e pontokat
visszaforgatva kapjuk az 354, 82 szimmetriapontokat, bennlik

az érintd 6 -ra merSleges elsd fSvonal,
Képkérrajzi pontok: A fémerididnsik a metszdsikbdl egy
Iz-vel pidrhuzamos egyenest metsz ki, amely a fémerididnon

az 1, 2 misodik képkirrajzi pontokat jeldli ki. ElsS kép-
korrajzi pontok a £élgbmb legalsd paralelktrén adddnak: 3,
4., Ezek a pontok a kiipon is a metszethez tartoznak, de mi-
vel e kir a feliiletnek egy éle, a metszetgbrbe a 3 és 4
pontokban megidrik.
Alteldnos helyzetd pontotv az a tengelyre merdleges se-

Sdaf{kokkal szerkeszthetiink. Tlyen pont a P pont, benne az
grint8s{kot az 1 és +_ egyenesek hatdrozzdk meg. Az Srints-

afk és metszdsf{k e metszésvonaldnak egy Q pontjdt dgy 4ll{-
tottuk eld, hogy az £, egyenest tartalmazd vizszintes sfk-

kal az érintdsikot is elmetszettilk, a kapott egyenes asz
.-t Q-ban metszi., A QP egyenes a keresett érintd.

Gyakorldsul szerkessziik meg a 19,12, dbrdn vdzlatokban
megadott s{kmetszetszerkesztési feladatokat Af4~es méretd
nagyftdsban,

Elméleti tananyag: Tankdnyv: 330-334., 337., 380-382.
poniok.
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20, FORGASFELULETEK ATHATAS:

Két feliilet, Fy és Fy 4%-
hatdsdn értjik kozds pontjaik
tgazességét, amely 41taldban
egy m gorbét ad. Ennek pont-
jait segédsikok {ritkdbban se-
gédgbmbok) ge%itségével szer-
kesztjik (20.1. dbral.

A S segédsik az Fy feliiletbsl

g1s Ty feliiletb8l g, gorbét
metsz ki (g és &> ¥5r vagy

egyenes), ezek Kozls P pontja
az m Athatdsi gbrbe pontja.

Az Athatisi gorbe érintd-—
je & P pontban, & két feliilet
&rintdsikjeinak (T és 12) met-
szésvonala: e. A feliletek 1y,

illetve n, normidlisai merdlege-

sek a Ty, illetve T, drintdsi- 20. 1. cbra.

kokra, tehdt az € érint8 meri-—

leges a normilisok &1tal meghatdrcsott sikra (20.2. &bra).
A 20.3. dbrdn jol 14thaté, hogy ha két forgdsfeliilet

tengelye egybeesik, akkor &z sthatasi gbrbe a kOzds pa-

ralelkorskbsl 41l. '

Ha két forgdsfeliilet tenge-
lye péArhuzamos, akkor a tengelyek-
re merdleges sikok a feliileteket

paralelkorsk
{ ben metszik,
{ amelyek k8zds
‘ pontjai az 4t-
1 hatdsi gorbe
pontjai.

20.2. abra. 20.3. abra.



A 20.4. dbrdn t
elad vetitSegyenes ten-
gelyld hengert dbrdzol-
tunk, amely az ugyan-
csak elsd vet{tSegyenes
tengelyd negyedtdruszt
&z ekvdtorktr D pont-
jaban érinti. A feliile-
tek érintkezése miatt
a D pont az Adthatdsi

drbe duplapontja. Az
4thatdsi gdrbe elsd ké-
pe 2 henger els8 képét
jelent8§ kor.

A tengelyek sfkja
6, és az ekvatorkdr
sikja ¢, & két felillet
kBz6s szimmetriasfkjai.
A d,-ben csak a D &t~
hatdsi pont van, A dy

s{k a hengerbdl kimetsz
egy D-t nem tartalmazd
alkotdét is, amelyet a
térusz tengelye koriil a
fémerididnsikba forgat-
va, az S5 szimmeitriapon-
tok elforgatottjaitl
metszi ki a fémerididn-—
kGrvfl. Ezek visszafor-
gatdisa utdn az S pont-
ban az érintd d,-re me- (4

r8leges elsd flegyenes.

A térusz legalséd
és legfelsd parhuzamos
kdrein levd ! és 2 pon- '
tok az elsd képbSl 20.4. dbra
konnyen kijelolhetlk,
benniik az érintd szintén els§ fdvonal,

A henger sz61ls8 alkotdin levd 3 és 4-es pontokat tgy
4d11{tjuk e1§, hogy a megfelel§ alkotdkat a térusz tengelye
kbriil fémerididnhelyzetbe forgatjuk, a fOmerididnkorrel
alkotott metszéspontok visszaforgatottijai lesznek a 3 es
4-gyel jeltlt mdsodik képkdrrajzi pontok. Bennilk az érin-
t§ képe a hengeralkotdé lesz.

Altaldnos helyzetd pontot az ekvdtorkdr sikjdra szim-
metrikus segédsikokkal szerkesztettink, A P dltaldnos hely-
zetl pontban az érintdt az ng és Ty normdlisok sfkjdra me-
r8leges egyenes adja. A girbe megrajzoldsa utédn feliiintet-
tiik & l14thatdsdgot.
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A 20.5, &brdn
egy negyedtdrusz
és egy gtmb Atha-
tds4t szerkesziet-
tik meg. Bz a fel-
adat is tekinthets
gy, hogy a forgds-
feliiletek tengelyei
egymissal pdrhuza-
mog, elsd vet{t5-
egyenesek.

A kizds szim-
metriasik a t.egye-
nes és 0 gdmbkdzép-
pont dltal meghati-
rozott 6 sfk. Ez a
s{k a gtmbbll egy
gombi f£8kdrt tar-
talmaz, a torusz-
bl egy merididn-~
kdrt. Tehdt d-1 a
t ktril fémerididn-
sf{kba forgatva az
0 pont elforgatott-
ja (0, ami koriil S - 7
a gomb sugardval
rajzolt kor a £5-~
merididnon az el- / 1
forgatott szimmet- 3 v
riapontokat metszi 3 0 '
ki. Ezek vissza-
forgatottja S, So,

amelyekben az érin- /
t§ a 0 sikra merd- o
leges elsd fGvonal. 2 ’

Elad képkbr-
rajzi pontok az I
éa II se%édsikokkal .
addédnak l-gyel, il- 20.5. abra.
letve 2-vel Jeldl-
ve. Misodik képkir- .
rajzi pontok & III segédsikkal addédnak: a 3-mal jelOlt
pontokban az érint§ elsd képe kinnyen meghatdrozhatd, mi-
vel a segdédsfk a térusz érintdsfkja, ezért a gombbsl ki-
metszett kor érintdje lesz a ké% érinté={k metszésvonala.
Az V sfkban levd 4thatdsi pontok nem szerkeszthetlk, de
az &thatdsi gbrbe els§ képét ismerve kijelSlhetlk a gimb
mésodik képkirrajzan (4 és 5 pontok).

Altaldnos pontot a IV segdédsikkal szerkesztettink, a
felliletekbSl kimetszett kordk kozds pontjaiként adddd 4%-
hatisi pontok kdzlil P-ben szerkesztettiink érintét, ez a
feliileti normdlisok sfkjdra merileges.
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KitérS tengelyld forgdsfeliiletek dthatdsdt Altaldban
Ggy prébdljuk megszerkeszteni, hogy az egyik fellilet ten-
gelyére mer8leges segédsikokat alkalmazunk, vagy pedig
olyan segéds{kokkal prdébdilkozunk, amelyek az dthatdsban
szerepld hengerbfl alkotdkat metszenek ki.

4 20.6. dbrdn szerepll
negyedgtmb és mdsodik veif{tS-
egyenes tengelyl henger 4tha-
tdsdban nem feltétleniil kité-
r§ tengelylek a feliilletek,
azonban Ggy tinik, hogy itt
legcélszeribb az elsd képsfk-
kal parhuzamos segédsikokkal
dolgozni. (Mintha kitérs ten-
gelylek lennének.,)

Az dthatdsnak két kbzos
szimmetriasfkja van, az egyik
az 0 ponton 4thaladd, a henger
tengelyére merdleges sik, a
benne levd pontok Sq, 525 a

misik szimmeiriasik az 0 pont
és a henger tengelye dltal
meghatdrozott sik, amely a
hengerbdl az 33 pontot tartal-

mazé alkotdt metszi ki. Ezen
az alkotén 4t felvett segdd-
sikban az S3—m&1 jeldlt pon-

tokon kiviil még egy P dltald~
nos pont is adédik, amelyben
az érintdszerkesztést a nor-
milisok mddszerével hajtottuk
végre.,

Képkbrrajzi pontok addéd-
nak a legfelad és legalsd hen-
geralkotgkon (3, illetve 1),
ezekben az elsd képen az érin-
$6 a gtmbbdl kimetszett kor
érintéje. A jobb és hal oldali
hengeralkotdkon adddnak a 2,
illetve 4-gyel jeltlt pontok.
~—— Az 4thatdsi gbrbe megrajzo- 20.6. dbro.
14sa utdn feltintettilk a 1at-
hatésdgot.
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4 20. 7. abran
gzerepld tdrusz és
henger mir valdéban

kitédr8 tengelyl for-
gasfeluletek. Az &t-
hatdsi pontok a t6-
sz tengelyere me-
r8leges segédsikok~—
ka3l szerkeszthetdk,
mivel ezek a henger—
b31 alkotdkat met-
szenek ki. Ezen az
dbrdn csgak az.in, 1é-
nyeges pontok gzer-
kesztésével foglal~
koztunk.,

A k6z¥s szimmet-
riasfk a térusz £6-
rerididnsfkja, benne
az 54 és 32 szimmet~

rlapontok. —~ E1s§
kepkorra351 pontok
az ekvdtorkir sik-~
Jéval aSzeletelve
adédnak az ekvdtor-
kborén és a torokko~
ron: 1-gyel és 2-vel
Jelolve. A henger
tengelyén 4dthalads
vi{zszintes sik a hen-
ger elsd kepkorragzan
levd, 3-mal és 4-gyel.
jelslt pontokat adja. 20.7. abra.

Mdsodik kepkor-
rajzi pontok a térusz
1egfelso pirhuzamos kOrén addddk (5, illetve 6, bennik az
érints a kimetszett hengeralkotd); valamint g henger leg-
alsé alkotdjdn levs pontok (7, benniik az érintfk a térusz-
b6l kimetszeit kbrok Srintdi).

A 20.8, 4brdn egy elsS vetf{tSegyenes tengelyd kip és
egy hozzd kitérd helyzetld, elsd fdvonal tengelyd henger 4t-
hatdsdt szerkesztettiik meg. A d koz0s szimmetriasik atmegy
a kip t tengelyen és meroleges a henger a tengelyere. Bz a
sik a hengerbol kort metsz ki, amelynek kozeppont;at a kip
fémerididnsikjdba forgatva, az elforgatott kir a szélsé
kiipalkotdkbsl az 51 llletve 32 szimmetriapontok elforga-

tottgalt metszi ki. Ezeket v1sszaforgatva kapguk a gzimmet~
riasikban fekvd pontokat, amelyekben az érintd J-ra merd-
leges elsd fdvonal.
Képktrrajzi pontok csak a hengeren szerkeszthetk: az
~gyel, illetve 2-vel Jelolt pontok a legfelsd, illetve
legalsd hengeralkotdkon 4% fektetett vizszintes segédsfi-
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kokkal adddnak.

Az elss képkior-

rajzi pontok (3}
a henger %enge-

1yét tartalmazd

szeleteldsikkal

adédnak,

Al $aldnosg
helyzetl ponto~
kat a kup t+ ten-
gelyére merSle—
ges szeleteld-
s{kokkal szer-
kesztiink, Egy
ilyen s{k a kip-
b6l kort metsz
ki, ennek sugsra
kdzvetlenill le~
mérhetS. A hen-
gert alkotdkban
metszi, ezek el-
56 képét gy ha-
tdrozzuk meg,
hogy a henger
egy kormetszetét
magodik képsfk-
kal parhugzamos
helyzetbe forgat-
juk; a beforga-
tott kor kizép-
pontjdn 4thaladd
fiiggblegestdl le-
mérjﬁ? a szele-
teldsfk képén le- )
v8 kbrpontok tA- 20.8. abra.
volsdgit, ez a
tdvolsdg a kimet~
szett alkot8k elsd képének a tengely elsd képétdl vald td-
volsdga. Ezen alkoidk s a klpbdl kimetszett kdr metszés-
pontjai az dthatdsi gbrbe dltaldnos pontjai. A P pontban
a normilisok mdédszerével megszerkesztettik az 4thatdsi gor-
be érintgjét.

Az Athatdsi gorbe els§ képe a kip f8merididnjdt az I,
II, ITI, IV pontokban metszi, ezeket a misodik képen, a
kip széls8 alkotdin jeltljlik ki. E pontok — bdr nem szer-
keszthetdk — a ldthatdsdg helyes feltiintetésénél igen fon-
tosak., A ldthatésigot Ugy tintettilk fel, hogy a hengert és
az 41ltala kivdgott részt eltdvolitottuk. '

Ha a két forgdsfelillet tengelyei metszik egymdst, ak- .
kor a tengelyek metuzéspontjai koriill felvett segédgtmbik
mindké+t feliiletb8l paralelkordket metszenek ki. A gegéd-
goémbon levd kdrtk meiszéspontjai az dthatdsi gdrbe pontjai..

- 173 -



A 20.9., 4dbrdan met-
sz8 tengelyld forgdakip
és forgishenger atha-
t4sdt szerkesztettiik
meg. Az dthatds kozis
szimmetriasikje a kip
fémerididnsikja, te-
hdt az Athatdsi girbe
mdsodik képe tn. dup-
lavetiilet lesz. A szim-
metriasikban fekvd 5,

és Sy, pontok kozvetle~

niil addédnek, bemmiik az
érintd mdsodik vetité-
egyenes.

A médsodik képen
megrajzoljuk a segéd-
gbmbdt, a feliiletekblsl
kimetszett kdrdk egye-
nesdaraboknak latsze-
nak. Ezek metszéspont-
jai az 4thatdsi pontok
kettds vetiiletei, Elsd
képeiket a kiipon levd
paralelkdrdkon jeldl-
jiik ki. Ilyen—pont a
P pont is, amelyben az
érinté a normidlisock
médazerével szerkeszt-
hetd meg.

A legkisebb gimhb,
amely még ad dthatdsi

ontot, a kip érintd-
gﬁmbje. Ebben az érin- 209-ébf9

16 a hengerbSl kimet-

szett kor drintdje.

A gbrbe misodik képének megrajzoldsa utdn kijeltlhe-
t6k a henger elsé képhatdrdn levd K pontok. — Végil fel-
tintettiik & lathatdsdgot.

Ha kipok és hengerek Athatdséndl van & két feliillet-—
nek kozds érintdgombje, akkor az dthatdsi gbrbe két kip~
szeletre esik szét, ami duplavetiilet esetén azt jelenti,
hogy az dthatasi gorbe képe két egyenesdarab.
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Ezt mutatja be a
20,10. Abra, ahol csf-~
eldgazdsként tintet~
tiilk fel a lidthatd~
sdgot. .
Az ilyen &tha- \\
tdsokat a miszaki y
életben gyakran al- ‘
ka]_maZZéko \

\4‘
Ny N

20.10. dbra.

Gyakorldsul szerkessgilk meg & 20.11. és a 20,12, 4brd~
kon vézlatban megadott dthatdsi feladatokat A/4-es méretre
vald felnagyitdsban.

Elméleti tananyag: Tankdnyv 384., 341-349. pontok.
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21, K(POK ES HENGFREK STKBA TERITESE

Poliéderek sfkba teritése

A poliéder hatdrold lapjait olyan sorrendben rajzol-
juk meg valddi méretben ugyanarra a s{kra, hogy a kapoti
lapokat kivdgva és a szomszédos lapok élei mentén dssze-
hajtogatva (ragasztdssal) az eredeti poliéderi kapjuk meg.
Konnyen 14thatd, hogy a méretes alapszerkesztések ismere-
tében ez & feladat semmi problémit nem jelent, A kiter{-
tésnél — mindig & sfkba terfteft test kiilsd felét rajzol-
juk meg. Gildk sfkba terftésénél a paldstot hatdrols hi-
romszogeket kell eredeti nagysdghban elddll{tani.

Hosdb s{kba terftésénél felhaszndljuk azt & szemlé-
letes tényt, hogy & hasib oldaléleit merdlegesen metszd
afkkal 1éteaftett sikmetszetl a kiter{tésben az oldalélek-
re merdleges egyenesbe megy &t.

A 21,1, 4brdn
megadott hasdb ol-
dalélei mdsodik
f5egyenesek, egy /
ezekre merdleges 4
six az Aq ,B} y 'l,D-l

o 7/
pontokban meiszi a A
hasdbot. E metsze~ . B 4
tet képasfkkal pdr- DY
huzamos helyzetbe ) c?
forgatjuk, gy a P
leforgatottiban /
megkapjuk az ol-
dalélek tavorsi- A BTIDY Cf
gédt.

I8y { ;)

d
7N N
V4 A B V4 N
IR a (o v

~
N // N /’(AI)

\\ /
8’ B)
211 abra.

A)
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4 21,2, Abrdn
Telmérjiik egy egye-
nesre € tdvolsdgo-
kat. Az oldalélek
normdimetszet a-
latti és feletti
hossze & mdgodik A
képbll lemérhetS, : RS
ezfltal a haséb N BRI B
lapjainak a ki- R B
teritéadt elddl-
1ftotiuk.

21.2. bbra.

Kifejthetd felilletek L

Egy feliilet sf{kba terf{thet§, ha a feliilet egyenes
mozgésival {rhaté le, és a feliilei érintésikja az egyenes
minden pontj4ban ugyenaz a sfk. Biekét 8z egyeneseketl &
feliilet alkotdinak mondjuk. S

Kimutathaté, hogy & feliileten halsdé gorbe (érintdje)
éw az alkotd 41ltal bezirt szog a iérben és a kiterftésben
egyenldk.

A kipok és a hengerek kifejthetl feliiletek.

Bér kifejthetdk a kipok és a hengerek, de sfkba texr{iésii~
ket az esetek tobbaségében a beléjiik {rt kozelf{ts gildk,
illetve hasdbok segftségével tudjuk csak megszerkeszteni.
Itt azt felitételezzilk, hogy & felosztds olyan sird, hogy
a feliileteket hatdrold gorbék hirjai és a kiterf{tésben a
hatédrold gdrbék megfeleld hirjal kozdtti kiildnbség elha-
nyagolbhatd.

Ugyanazon & feliileten haladd két gtrbének a felillet
egy alkotéjdval alkotott metszéspontjaiban az drintfkx egy-
azon feliileti érintdsf{kban vannak, tehdt vagy metszik egy-
mist, vagy parhuzamosak. ’
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A 21,3, 4brén M’
egy forgiskip és
egy forgidshenger
szétesl Adthatisat ‘ /

ad tuk meg. ST ~gcll—
Megszer- % ﬁ D AN M

xesztjiik a kuipba
csatlakozdé hen- i iy — 4
ger (21.4. dbra), R v v
majd a kdppaldst P v
© kiterftését , ”

(21.5q a'Lbra).. Sﬂ// / \81; A

7

vi

v

D D 21.3. abra.

Qviviv vt vit
214. abra.

i Ty
- 215, abra.
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A henger alapkérérdl (amely normilmetszet) kiegész{-
5 vetiiletet kész{tettiink, Snellius midszerével meghatidroz-
tuk az I és IT k6z6tti {v hosszdt, felvettiik az alapkdr ki-
ter{tését add egyenest és a megfeleld pontokon &t meghiz-
tuk a hengerslkotékat. ) :

A 21.4. 4brdn ez I, II, III, IV, V, VI, VII pontokat
és szimmetrikus megfelelSiket jeltltilk ki, a hengeralkotdk-
ra & megfeleld hossz a vetiiletb§l lemérhetd, a D pontot
tartalmazdé hengeralkotét IT és IIT kvzé iktattuk. A P pont-
ban az érintdt a PQV hdromszghl8l 41llftottuk eld, QV a ki-
egéaz{ts vetiiletben mérhets le.

A 21.5, 4dbrdn & kiippaldst sugarit s szé1sd kipalkotd-
rél mérhetjiik le. Az I, II, III, ... pontokat az alapkir
hirjaival egyenld szakaszokkal jeldltilk ki. Az egyes alko-
tékon levd pontokat az alapkdr sikjédval pdrhuzamosan kive-
t{tettilk a sz6198 alkotéra, ahol tdvolsdgaik valddi méret-
ben l4tszanak. Ezekkel a tdvolsdgokkal jeldljik ki azm 4t~
hatdsi gdrbe pontjait sz alkotékon. Az R és III pontban &z
érintdt az RSIIT hdromsztggel hatdrozzuk meg. Az I és VII
alkotdk az 4thatds szimmetriasfkjdban vannak, ezért ezeken
az alkotdkon levd Athatdsi pontokban az érintd az alkotdra
merSleges. Ennek megfelelfen az I és VII alkotdkat a kite-
r{tésben addddé girbék is merilegesen meiszik.

Perde korkip kiterftése

A 21,6, Abrdn az M csldcsdi ferde kdrkGpot az « mdsodik
vet{t§sfkkal metszetiilk el. Ennek kiter{tésére felvessszik
a% alapkdr 12 egyenld részre osztdsit, a megfeleld alkoid-
kon kijeldljiik az o sfkkal alkotoit metszéspontokat. A P-
beli érintd mdsodik képe az o sik mdsodik képe, az 5 pont-
hoz tartozd alapkdri érintdt a Q pontban metszi. Emnnek el-
88 képét kijeltlve, a QP elss képe adja a metazetgirbe
érintdjét. — A kiter{tésben a befrt gila oldaléleit szer-~
kesztjik meg, majd az alapkdr hirjaival képezett hirom-
szbgeket sorrendben egymdsutin megszerkesztve kapjuk a
kip félpaldstjdt. A szakaszhosszak meghatdrozdsdi ligyesen
berendezve, a metszetpontok helyét az alkotdkon aridnyos
szerkesztéssel jelolilik ki. A P és 5 pontokban az érintdt
a P5Q hdromszog valddi alakjdnak el8d1ll{tdsdbdl kapjuk.

Ferde kirhenger kiterf{tése

A 21,.7. dbrdn ferde kirhengert dbrizoltunk, amelyet
egy misodik vet{tdSegyenes tengelyl forgdshenger metsz el.
A kiter{téshez az alapkort 12 egyenld részre osztoituk, a
megrajzolt alkotdkon kijelsliilk az dthatdsi gbrbe pontja- .
it. A P pontban az érintd mdsodik képe megrajzolhats, és
a 3 ponthoz tartozé alapkiri érintdt a Q pontban metszi.
Az elsé képen a Q' P! egyenes adja az érintd elsd képét.

Felvessaziik a ferde henger normilmetszetét, és befor-
gatjuk az alapkbr sf{kjdba. A kapott ellipszis hirjai lesz-
nek a normilmetszet kiter{tésében az alkotdk tdvolsdgai.
Az alkotdék egyeneseire felmérve — a mdsodik képrfl — a
normilmeiszet alatti és feletti tdvolsdgokat, a paldst ki~

- igi -



o

W
.
-

Qe v

Firt 5

ey
[

W
by
[

saznceaas

I
AN

~

N
O

I

WO

- 182 -

[}

cbra.

21.6.




0JGD L1E

qc

2 £
Al

- 183 -



ter{tését kapjuk. A P és 3 pontokban az érintét & PQ3 ha-
romszdggel szerkesztjik meg. Az 1 és 7 alkoté végpontjai-
ban az érintd az alkotdkra merdleges.

Gyakorldsul szerkessziik meg a 21.8. 4brén megedott
feliiletek sikba teritését a rajtuk levl metszésvonalakkal
egylitt (A/4 méretre felnegyitval.

Elméleti tananyag: Tenkényv 329-331., 333-334. és
337. pontok.
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29, KET GORBEHEZ KIFEJTHETO PELULET SZERKESZTESE ES
STIKBA TERITESE

Két gbrbe kifejthets feliiletének a megszerkesziésénél
a két gorbe pontjait Ugy kell alkotékkal Usszekiini, hogy
az adddd Teliilet kifejthets legyen. Minthogy a két girbe
feliiletli gorbe, tehdt az egy alkotdn fekvé pontjaikban
vett érintSiknek az alkotdhoz tartozd felilleti érintdafk-
ban kell lenni {(a kifejthetdaségre vonatkozdé feliételek mi-
att!). Tehdt két gdrbének azokat a pontjait koti Ossze egy
alkotdé, amelyekben vett érintSk egy sfikban vannak, azaz
pdrhuzamosak vagy metazdk.

A 22,1, 4brén az
a és b gorbék parhuza-

moa s{kokban fekszenek, B b
tehdt az A ponital az
a B pont kidthetl Gaz-

sze alkotdval, amely-

ben az érintd az A-be- a
11 érintével pdrhuze-
mos ¢ A
5 A 2§i2. ébrén két
metazd sfki gorbét vet- ,
tiink fel; az A pontbeli 22.1. abra

érintd metazi a két sik
metazésvonaldt, immen a
b gtrbéhez hizott érin-
t§ B érintési pontja

lesz az AB fellileti al-
kotd midsik végpontja. '
B b
a
(D A
) a

/ 222 abra.

M~ B

. A 22.3. 4brdn az a tér-
223 abro. gorbe és a b sikgdrbe adott.
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A térgdrbe A pontjdban szerkesztett érintd a sfkgorbde
s{kjdt M pontban metszi, innen a b gtrbéhez hizott érints
B érintési pontja adja az AB alkotd mfsik végpontjit.

A feliilet megszerkesztett alkotdi koziil a szomszédo-
sak dltaldban torznégyszoget (térbeli négysziget) hatdroz-
nak meg. Bzeket & négyszdgeket 4116kkal héromszdgekre
bontjuk. E hdromszbgeket valédi nagysdgban elddllftva egy-
-égy kozds oldaluk mentén rendre egymis mellé illeszijiik,
ezdltal a feliillet (kOzelftd) kifejtémét lmpjuk,

ErintSt & mdr ismert médon, az alkotd és két drintd
d1tal meghatirozott hdromszg segitaégével kapjuk. Ha
az érintdk pédrhuzamosak, akkor az rintg és az alkotd szo-
gét mis Uton hatérozzuk meg. Szimmetriasf{kban levd alkotd
végpontjaiban az érinté az alkotéra mer§leges. :

Ha valamelyik gbrbén egyenesdarab van, akkor ehhez &
feliileten egy s{krész tartozik; ha velamelyik girbének t&-
réspontja van, akkor ehhez & felilleten kiprész tartozik,

A 22.4, dbrén adott kor és futdépdlya alaki gtrbe sfk-
jai pérhuzamosak, a feliilet alkotdéit a pédrhuzamos érints-
jd pontok jeldslik ki. A futdpdlya egyenesdarabjdhoz a fe-
lilleten sfkbeli rész tartozik.

22.4. abra.

A felilletnek egy negyedét ter{tettilk ki, a tibbi ne-
gyed ezzel szimmetrikus. Az 4tlék és az alkotdk hosszanak
megha tirozdsdt egyetlen derékszogben szerkesztettilk meg.
Az I1 alkotd végpontjaiban az érintSk merSlegesek az al-
ko+téra, Altaldncs pontban a IIT-ndl szerkesztettiink érin-
td3t 8 3IIIS haromszvg valddi nagysdghen vald dimdsolési-
val {§ pont az érinté teiszdleges pontja}.
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A4 22,5, &brdn az ABCD téglalap és a vizszintes sikban
fekvd ktr kifejthetd feliiletét szmerkesziettiik meg. A két
sik metszésvonala m, Az 1, Alletve 7 _pontban az érinté az
AD, illetve BC oldalakkal és egyidejlleg m-mel parhuzamos.
A relulet sikrészei tehdt az AD1, illetve BCT hiromszigek.
Az AB o0ldal egyenese az m metszésvonalat M pontban metszi,
innen az alapktrhoz hizott érintdé érintési pontja 5, te-
hit AB5 és a neki szimmetrikus hdromszdg a feliilet tovdbbi
gikrészei. Az A, illetve B csicshoz az 1-5, illetve 5-7
vezérgdrbéji kupok tartoznak. — Ezek ismeretében a kite-
rités ktnnyen megszerkeszthetd, a sziikséges szekaszhossza-
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kat ismét egyetlen derékszbgben hatdroztuk meg. A klteri—
téaben csak a 81 felilletet szerkesztettik meg, az érin-~
t6% az 5 pontban az MBS hidromszdg segitségével hatdroztuk

meg.

A 22,6, dbrdn egy elsd képsikban levd 0, kdzéppontd
kbr és a midsodik vetitdsikban levd 0, kozépponti kor ki-
fejthets felilletét szerkesztettilk meg.

7
B
[ LA
My :

(©2)

abro.

22. 8.
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A két sfx metszésvonale az m misodik vet{tSegyenes,
amely koril sz O, xozéppontl kbrt els§ képsfkba forgatjuk.

(Az Ssszetartozd pontok gy is me azerkeszthetdk!)

A kisebbik kort 12 egyenld részre osztottuk, és a
25,2, sbrén bemutatott médszerrel a feliilet egyik felét
megha tiroztuk; az O, xdzéppontd kort visszaforgatiuk. A

felilet misik fele s megszerkesztettel szimmetrikus.

A kiter{tésben csak a fél feliiletet szerkesztettiik
meg, az alkotdkat és 4tldkat alkalmas derékszbgben hatd-
roztuk meg, & korok hirjai as els képrdl, illetve a le-
forgatottbél mérhetdk le. Erintét a 4iV alkoté végpontjai-
ban a 4IVM4 héromsziggel szerkesziettiini; M4IV az elsd

képen, M4 a leforgatotiban eredeti méretben ldtszik.

A g térgorbe és a k kbr kifejthetd feliiletét a 22.7.
ibrdan szerkesztettik meg.

= o
Ry -in -'5
b3 3

o N
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Mivel a két gorbének két, egymdsre merdleges szimmet-
riasikja van, ezért a felilletbdl csak egy negyedet szer-
kesztink meg. Az Il és IV4 alkotd végponijaiban a girbék
érintéi pdrhuzamosak és az alkotdkra merdlegesek. A tér-
gorbe II és III ponijaiban vett érintdk a s?kgﬁrbe sikjdt
az My, illetve MB pontban metszik, innen & kérhdz hizot:
érinték érintési pontje 2, illetve 3. Az alkoidk kozti
részt 4t16kkal felbontva megszerkeszijik a kiterftést. A
szakaszhoaszak megszerkesziésére szolgdld derékszigli hi-
romsztgeknél kiilon kell gondeolni a térgbrbe hirjainak meg-
hatdrozdsdra. Erintdt a 2II alkotd végpontjaiban a 2IIM,

hdromsziggel szerkesztilnk,

Gyakorldsul szerkesszilk meg a 22.8. Abrdn megadott
gorbék kifejthetd feliiletét €s sikba terftdsét (A /4-es
méretre felnagyftva).

Elméleti tananyag: TankSnyv 357. pont.
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23, FELULETEK DIFFERENCIALGEOMETRIAJA

Fellilet analitikus megaddsi mdédjai

A felilet analitikus megaddsdt jol szemlélteti a gtmb-
feliilet pontjainak analifikus geometriai jellemzése.-A 6ld-
rajzl $4j0K0z00AsSt & Poldgtmbbn e szélességl korok 6s a dél-
k6rvk {eszik lehet§vé. Fmnmek alapulvételdvel egy gombi pont
koordindtdit két szig (paraméterg seg{tségével hatirozzuk
meg. Legyen a gbmb kozéppontja a koordindtarendszer kezdS-
pontja éa az egyeniftdt képzeljikk az xy sfkba, a Aélkordk
koziil pedig az xz sfkban levs gbmbi £8kort tekintsiik kiin-
duldei délkérnek.

Ha a gimb sugara R
és a gombfeliilet egy P
pontjan &thaladdé délksr
sfkja az xz s{ikkal u sz8-
get (23.1, 4bra), illetve
az 0P egyenes az xy sik-.
kal v szoget alkot, akkor
a P pont koordindtdi nyil-
vin: x = R €08 V cos U

¥y =R cos v gin u

Z2 =R sgin v
és nyilvdn 0 < u € 2%,
ﬂhWe—%évégazu
és v értelmezdsi tartomsi-~
nya. 4 gﬁmb pontjainak
koordinatdit két vdltozd
paraméter fiiggvényeiként
kapjuk meg. 23.1 dbra.

Ugyanezt a gtmbot
Jellemerzhetjiik x2 + y2 + zg 2

valamint a z = izﬁz - x% - y2 kétvdliozds fiiggvénnyel.
. A ¥onkrét pelda elapjdn a felililetek dlialdnos megn-
ddsi médjai a kovetkezdk lehetnek:

A feliilet Gauss-féle megadfsa;

Vegyiink egy u, v sfkbeli derdkszdgl koordindtarend-
szerben megadott tartominyt. Ennek minden pontjdhoz tar-
tozik egy L VO) rendezett szdmpdr (23.2. 4dbra). A tar-

tomdny (ub, vo} pontjdhoz rendeljiink egy térbeli derdék-
sz650 koordindtarendszerben levS r helyvektort.

ol

-~ R™ = 0 alakd egyenlettel is,
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Ha a sikbe-
11 tartomdny AZ
minden pontjd- AV
hoz elvégezzik
ezt a hozzdren-

delést, akkor \ ‘C

egy kétvdliozds Vo u

r = ;'_(u., V) ~— 0

vektorfiiggvényt a

nyeriink. \\\~-~:fi’//) }(////
Egy ilyen

kétvdltozds vek- X
torfiiggvény al- !
xelmas lehet 232 abra
egy feliilet meg-
addsdra (de nem minden ké%tvdltozds vekbtorfiiggvényhez tar-
tozik felillet). Ha egy felliletet r = r(u, v% = ix(u, v) +
+ jy(u, v) + kz(u, v%yalakban e16311{%unk, akkor ezt a
megaddsi mdédo¥ a feliilet Gauss-féle megaddsdnak mondjuk.
Az x(u, v), y(u, v), zl{u, v) Eétvéitozés fliggvények az
r(u, vS vektorfiiggvény koordindtafiiggvényei.

A feliilet Euler-Monge-~f€le megaddsas

Ha egy feliiletet a z = f{x, y) kétvdltozds fiiggvény-
nyel 411{tunk el§, akkor a feliilet Euler-Monge megaddsd-
rél begzélink. Ez a megaddsi méd tulajdonképpen az xy sik
egy tartomdnydnak pontjaihoz rendeli a feliiletl pontokat
(23.3. ébra)o B

A felillet Fuler-Monge- J
féle megaddsa mindig visz- 'z
szavezethetd a kétviltozds
vektorfliggvénnyel torténd
elfdll{itasra a kdvetkez§-
képpen:

Az r(u, v) filiggvény
x(u,v}, y{u,v) és z(u,v)
koordindtafiiggvényei:
x=u, y=vésaz=I(u, v).

23.3. abro.

A fellilet megaddsa implicit alakban:

Ha_egy fellilet pontjait F(x,y,z) = O alaki egyerlet-
tel jellemezzilk, akkor a feliiletet implicit alakban adjuk
meg.

Leggyakrabban ¢lfforduld feliiletek elddllitdsa:
1) Sik. He a sfk egy pontjdba mutaté- helyvektior T,
és a sk két nem pirhuzamos vektora a és b, akkor 2 sia
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bidrmely pontja el§dllithaté, az r(u, v) =
alaki kétvdltozds vektorfiiggvénnyel. (1., =

2) Hengerfeliilet., A
hengerfeliilet Ugy jon 1ét-
re, hogy egy vezdérgdrbe
pontjain 4t a henger alko-
.téinak irdnyival pdrhuzames
egyeneseket hitzunk. Ennek
megfelelSen (23.4. 4bra},
ha e%y henger vezérgﬁrbééét
az r{u) vektor-gskaldr fiigg-
vény adja meg €8 a henger
alkotdéi pdrhuzamosak egy b
vektorral, akkor & henger
egy tetszGleges P ponijdba
mutaté r helyvektor az
r{u, v) = r(u) + bev két~
vdltozds vektorfiiggvénnyel
jeliemezhetd.

3} Kﬁﬁi‘elﬁlet. A kipfeliilet
alkotdéi a kup csucsdt a vezdrgdrbe
pontjaival Ygszekitd cgyenesek. Fn-
nek megfelelSen, ha adott egy kip
C cslcsdnak ¢ helyvektora, tovdbbs
a vezérgbrbét leird r{u) vektor-ska-
lar figgvény, akkor a kupfeliilet
egy alkotéjdnak a csdcspontbsl ki-
indulé irdnyvektordt r(u) - ¢ vek=
tor adja (23.5, 4bra). E kipalko-
tén levd tetszdleges P feliileti
pont r helyvektora az
r=¢+ (z{u) - clv = r(u, v)
alaki kétvdliozds vektorfiiggvémmyel
adhaté meg, ami a kdp Gausa-féle
el§dllitdsa.

4) Forgdsfeliilet. A forgdsfelilletet egyértelmlen meg-
hatérozza forgastengelye és ezzel egy safkben levd tn. me-
rididngdrbe, amelynek megforgatdsa dltal 1létrejtn & felii-
let. A szdmitdsokban a forgéstengely dltaldban valamelyik
koordindtatengely szokoti lenni .és a merididngdrbét a koor
dindtatengelyre illeszked§ koordindtasfkban adjuk meg.

Legyen a forgdstengely a z koordindtatengely és a me-
ridi%ngﬁrbe legyen az xz koordindtds{kban megadva (23.6.
dbra).

Ha a merididngtrbe z = z(x) alakban van megadva, ak-
kor a merididngdrbét az r{u) = i-u + z(u)k vektor-skalédr
fliggvénnyel jellemezhetjllk (23.6.a. 4bra)”és ennek meg-
felelSen egy T felilleti pont, amely v nagysédgli szogelfor-
duldissal 411t eld, az r = r{u,v) = isuscosv. + jeuesinv +
+ kez(u) helyvekiorral jellemezhet§. Ez a feliilet Gauss-
~-féle megrddsinak az alakja.

+ Gel + Pov
ik egyenlete)
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(u)

%(u) y
23.6. dbra

Ha a merididngérbét r(u) = i.x(u) + kz(u) vektor-ska-
14r tiiggvénnyel adjuk meg, akkor ennek egy pontjdt v szig-
gel elforgatva, a kapott P feliileti pont (23.6.b. dbra) |
helyvektora &s a feliilet megaddsa is az r = r(u,v) =
= iex(u)cosv + Jsx{u)sinv + k.z(u) alakban {rhaté fel,
Példdul: ha az xz koordIndias{kban levd (r,, 0) kozép-

pontd r sugari kidrt forgatjuk meg a- z tengely ki-
ril, akkor a kér x(u) = (:c'O + r cosu)i + resinuek

egyenlete alapidn a létrejovd féruszfeliilet Gauss-
~-féle elddllitdsa:

z(w,v)=1(r +r cosu)cosv+j(r,+r cosu)sinv+k-r.sinu.

5) Kozonsdges csavarfeliilet. A kizbnséges csavarfelii-
let Ggy jon 1létre, hogy
a z tengely — mint cza- AZ
vartengely — kirlil az
x tengelyt (alkotd) caa-
varmgzgéssa% mozgatjuk; J
vagyis a z tengely ki~ P el
rill az alkotétgu 8z8g- cuk bluj=icosu+fsin u
gel eltorgatva, az u=-val
ardnyos mértékben a ten-
gely irdnydban elmozga t-
Juk (kézben az alkoid u
az xy s8{kkal parhuzemos
merad) (23.7. 4bra). X y
b Az zlkoté irdnyd-

mutaté egységvektor '

az u szdgd gtogvgatés 237, abro.
utén b(u)=cosui+sinuj,
az alkotd magassiga pedig c.u. Ennek megfelelfen a feliilet

tetsz8leges alkotd jdnak valamely pontjédba mutatd r hely-
vektor: -

r = r{u,v) = ceusk + veb(x) = vecosui + v.sinuj + ceusk,
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ez pedig éppen a kidzbnséges csavarfeliilet Gauss~féle elf-
41llftéasa,

Pé1ddk felfiletek felirésira:

1) Irguk fel annak a hengerfeliiletnek a Gauss—-féle
" el éllitését2 amelynek alapgorbéje az r{u) =

= (3 + 2sinu)i + (5 + 4cosu)j és alkotdinak irs-
nydt az a(2,1,3) vektor adja meg.

Megoldds: Az alapgdrbe nyilvdn egy olyan ellipszis az
xy koordindtasfkban, amelynek kdzéppontja (3,5), nagyten-
gelye az y tengellyel pirhuzamos és 8 egyadg hosszisdgi,
kistengelye pedig x-szel pdrhuzamos, hosaza 4:

2 2
LL:‘TZL' + Ll-r"gﬁ— = 1, A vektoregyenlet alapjdn a felii-

let el84111tdsa: r(u,v)=(3+23inu+2v)i+(5+4comu+v Yi+3vk.
|2) Irjuk fel annak a kipfelliiletnek az el6411ft4sdt,

x2 .
amelynek vezérgdrbéje az I - 39- =12z =0 egyen~
letd hiperbola, csicsa pedig a C(1,2,8) pont.

Megoldds: A vezérgbrbe a ch%.t - ah%.l = 1 azonossdig
alapjdn z(u) = (ﬁzchu)_i_.. + (3shu)] paraméieres alakba {rha~
t6 fel, Tzy a vekioregyenlet alapjdn a kipfeliilet el54111-
tdsa :_:;(u,ﬂ = (1+(+2chu~l)v)i + (2+(3shu~2)v)j + 8(1-v)k.

3) Irjuk fel annak & forgdsfeliileinek az eld4llf{tds4t,
amelynek merididngirbéje z = ;—,y = 0 egyenletd
hiperbola €3 a forgdstengely a z tengely.

Megoldds: Jelen esetben r(u) = ui + 5 k paraméteres

alakban adhaté meg a merididngirbe (u # O, bérmely valds
szédm). Tehdt a felillet elfdllitdsa r(u,v) = ilucosv +

+ jusinv + g?; alakban adédik.

4) Adjuk meg annnk a forgdsfeliileinek az elf411{tdsdt,
amelynek merididngirbéje r(u)=(1+2cosu)i+(2+sinu)j
a forgéstengely pedig az X tenge.y.

Megoldds: Ebben az esetben az r(u) elad koordindta-
tiiggvénye vdltozatlan marad, mivel x a forgdstengely. Te-
hédt az el8411{tds:

r(u,v) = i(1+2cosu) + j(2+sinu)cosv + ¥{2+sinu}sinv.

5) Irjuk fel az r{u) térgirbe érintfi d1lial meghatd~
rozott felille¥ vektoregyenletét, majd ennek alap-

Jén vz () = 1 5+ Jud + kut girve érintsi 1tal
alkototd fellilet eldaliftdait. (Legyen u > 0.)

Megoldds: Az r(u) gbrbepontbdl egy #(u) irdayd vek-
tor vezet el a felfilet egy pontjdhoz. Ennek megfelelden
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r{u,v) = r{u) + v&(u) a feliilet vektoregyenlete. Példdnk-
Ban szerepls gdrbe érintdvektora

#(u) = i2u + j3u® + k4w’ alakd, tehdt & felilet el8411ft4sa:
r(u,v) = (@ + 2uv)i + (23 ¢ Buzv)j PR 4u3v)g.

6) Irjuk 4t implicit alakra az r(u,v) = iu + iuzcosv-+

+ ku2siny feliiletet.

2 2

¥egoldds: ¥ + Z 2

= u4(cos v + sinav),

tehdt _
yg + z2 = x4 a%az x4 - yz - 22 = 0

a feliilet implicit megaddsa.
Kétviltozds vektorfiigevényekre vonatkozd alapfogalmak
Hatdrérték: Az r(u,v) figgvénynek az (u,, v ) helyen
vett hatdréritéke létezik és T, vektor, ha {u;v) # (uo, vo)

feltételezdse mellett tetszSleges & > O szdmhoz létezik o~
lyan & > O szém, hogy |r, - r(u,v)] < &, ha ju ~u |< 6
gs v - v | < &.
Hatdrérték jeldlése: lim r(u,v) = r,
u-—~u
Vv

Folytonossdg: Az r(u,v) fiiggvényt az (uo, vo} helyen

folytonosnak mondjuk, ha hatdrértéke megegyezik a fliggvény
d-t8lével; azaz ha

lim r(u, v) = g(uo, vo)
u--u
Vv
liegjegyzds: Az r(u,v) = Lex(u,v) + jey(u,v) + kez(u,v)
fliiggvdny akkor és csakis akkor folytonos, ha az x{u,v},
yv{u,v), zlu,v) kétvdltozds koordindtafiiggvények folytono-
3ak.

Differenciilhatdsdg: Az r{u,v) fiiggvényt az (u,v) he-
lyen differencidlhatonak nevezziik, ha a fliggvény Ar tet-
sz8leges megvdltozdsdhoz léteszik olyan 4, és d, vektor,

amelyek segitségével a megvdliozds a kovetkez§ alakban fr-
Hiatd fel:
Ar=r(u+hu, v+Av)-p{u,v)=¢ Au+d Aviejdutesdv ,
ahol eq és e, 82 U, Vv, Au, AV fiiggvényei és Au —= 0
Av —=0 esetén |ey| ~~0 |e,| —o0.

tiezjepyzéa: £(x,y) kétvdltozds fiiggvény parcidlis de-
riviltia. Az f(x,y) figgvényt az (a;b) helyen x, illetve ¥y
szerint parcidlisan differencidlhatdnak mondjuk, ha 2z egy-
vltozds f(x,b), illetve f(a,y) egyvdliozés figgveny az
x = a, illetve y = b helyen differencidlh2id. .z f(x,b)
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filggvény x szerinti derivéltjéf az f{x,y) figgvény (a,b)
helyen vett x szerinti percidlis derivdltjdnak mondjuk.
(Hasonldéan beszéliink az f(x,y) fiiggvény (a,b) helyen veit
¥ szerinti parcidlis derivdltjdrdl. , .

Telglége: 2LET) - 1 (x,3) 1lletve 91%‘;11 = £.(x,¥).
& parcidlis derivdldssal nyert filggvények ismét kétvdlto-
z6s fliggvények, amelyeket lehet ismételten parciflisen de-
rivdlni. Az {gy kapott parcidlis derivdltakat misodik par-
cidlis derivdliaknak mondjuk.

. 2
NS IO 1 ¢ 7 - O f(x,y) _
Jelolesdk.,ax( X ) = ax2 = fxx 3

2
9 ,3f(x _ T f(x,y)
ax( ¥ ) = 9x Jy - fyx !
2
8 ,8f(x 3 f2({x .
(HEh - R .

2
B 3t(x.y)y | f(x,y) _
9y Y ay2 vy
Té%el; Ha £(x,y) olyan kétvdltozds fiiggvény, amelynél
fxy és < BE (a,bs hely kdrnyezetében 1létezik &s e helyen
—folytonosak, akkor fxy(a’b) = fyx(a,b). (Young-tétele)

A fentiekhez hasonld mdédon értelmezhetd a kétvdliozds
vektorfiiggvények parcidlis differencidlhatésdga. Egy két—
vdltozds vektorfﬁgggény r{u,v} az (a,b) helyen u szerint
parcidlisan differencidlbaté, ha az r(u,b) vektor-skaldr
Iliggvény a helyen deriv4ihatd.

. dr(u,v) dr(u,v)

Jeldlégek: I = In i TFy =Ly »

illetve a mésodik parcidlisokra

illetve

2 d(w,v) 2Pr(u,v) 5 Bz(u,v) 8%pfu,v)
futT ou T g2 twdd T av /T ouw v Svul
ng(u,v) Bag(u,v)

dvou - fuv’ gg2 '

Beldthatdk a kbvetkezd itételek:

Ha r(u,) fliggvény differencidlhatdé 2z (u,v) helyen,
akkor dx{u,v) dr{u,v)

’
= = I e = ve———t—tas = T
gu u th ©8 gv av =y*

(Telidt differencidlhatd =z{u,v) fligyvény els3 nurcidlis de-
»ivaltjai 1éteznek. Igaz tovdbbd, hogy ha egy zlu,v) flgs-
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vény 1, és 1, parciflis derivdltjai az (u,v) helyen 1léiez-

nek és folytonosak, akkor az r(n,v) fliggvény differencidl-
haté e helyen.) _

Ha r(u,v) misodik parcidlis derivdltjai léteznek és
folytonosak, akkor & misodik.vegyes parcidlis derivdlindl
a derivdlds sorrendje felcserélhetd, vagyis x,. = I,

Feliileti gtrbe

Ha a feliilet el8411{t§sdban szerepld paramétertarto-

mdnyon tekintink egy u = u(t), v = v(tg pareméteres gbrbét,

akkor ennek (bizonyos feltételek teljesiilése esetén) sz
r(u,v)-vel el8dllitott felilleten egy r(t) = x(u(t), v{%))
zekt?r-skalér filggvénnyel megadott gbrbe felel meg (23.8.
bra ).

E felﬁlati'gﬁrbék kozil a iegegyszeribben adddnak azok,
amelyek a po. amétertartomdnyon haladdé u = u, s v = v, esve-

nesdaraboknax felelnek meg, és az r(u , v), illetve x(u, v,)

alaki vektor-skaldr fiiggvények alakjdben 411 {thatdk eld.
Ezeket a gdrbhéket neveszzilk a felillet paraméiervonalainak:

r{u, vo) az tn. u paramétervonal (v0 = konstans}, )
g(uo, v) a v paramétervonal (uO = konstans).

4 térgﬁrbék_dirferenciélgeometriéjébél kdvetkezik, hogy az
r{u, v) u, illetve v szerinti parcidlis derivdltjai a pa~
rametervonalak r , illetve r, érintdvektorait adjdk.

__ Megjegyzés: Egyszerlaég kedvéért és ezzel a gyakorlatl
igényeihez alkalmazkodve s tovdbbiakban az r(u, v)-vel eld-
£11{tott feliiletrdl feltételezziik, hogy elsd és misodik
parcidlis derivdltjai léteznek és folytonosak, tovdbbi
€s ¢, nem pirhuzamosak a feliilet vizsgdlt pontjdban.

Felilleten haladd girbe elddllitdsa

Egyszer(i esetekben a paremétertartominyon adott u =
= u(t), v = v{t) paraméterezési gdrbének megfeleld
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£(t) = pu(t), vi(£))

felilleti gbrbe a megfelelS helyetteaftéssel el8411{thaté.
Pé1d4ul, ha a fellllet Gauss-féle el8dll{tdaza

r(u,v) = (u2-2v); + (u3ﬁuv)1 +uvr k
és a paramétertarioményon az u(t) = -2%, v{t) =

=-3t2 paraméterezdal garbének megfeleld felllleti
gdrbét akarjuk el§illf{tani, akkor 8z u, illetve v
behelyettesitésdvel az :

r(t) = (4t2-612)1 + (-8t3:6¢3)] + (-28).3t% ,
vagyls az :
£(t) = ~28°L - 14831 - 67k
térgbrbe adddik. . :
Pelilleti gbrbe érintfie. Erintfsfk
Ha adott a paramétertartoményon egy u =.u(t), v = v(t)
gorbe, amelynek u(t) és v(t) koordinétatﬁggvényei t szerint

differencidlhatdk, akkor a feliileten hala: -
r{t)=r(u(t),v(t)) gorbe differencidlhaté és drintbvektora

az » . »
£ht) = LU + I,V

alakban 411{thaté els. 4 _
Bz egydttal azt is Jelenti, hogy a fellilet egy P pont-
Jén dthaladd felilleti gbrbédk érdmtéi az Iy éa z, vektorok

linedris kombindcidjaként &11{thatdk el§, vagyis a két vek-
tor 4ltal meghatérozott sf{kban vennak (1.23.8.4bra). Bzt a
afkot nevezzilk a feliilet gﬁiﬁgggjgjgpak. : .
A fellllet érint8sfk] 8 normfliss — amit a folil-
let normdlisgnak is mondunk — ezek szerint -
B=T, X I,

vektoridlis szorzattal szdmithaté ki. Ennek ismeretében
mér fel tudjuk frni a feliileti normilis egyenesének sgyen-
letrendszerét, illetve a felilleti érintés?i egyenlatét,

_Megjegyezzilk, hogy az Buler-Monge-féle feliiletmegadd-
gl nddban a z = £{x, ?Yfﬁggvény parcidlis derivdltjail

aszokds a ktvetkezdképpen Jeldlni: p = oy a=1£f, 7= L

8 = fxy’ t = fyy. Ezekkel a memnyiségekkel is elvdgezhetd

szdm{tdsaink Java réaze, de egy-két esettSl eltekintve ciak
az 4ttekintend§ ,képlet"-anyagot névelnénk eméltal. Az e-
setek tobbségében egyszerdbb a mir meglemert médon e Cauns-
-féle megaddsi médra dtfrni a felilletet. Az egyik kivéte-
les eset, amlkor egyszerGs{tést jelenthet a fenti jel®lé-
sek alkalmazdsa a feliletl normdlis-vektor eldé&llitdsa,

ami a kBvetkezd formfben lehetséges: m(-p, ~q, })»

Az F(x,y,z) = O implicit alakban adotf felilet normdlis-
-vektora: 1(Fx, F&, Iz). -
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Pé1a4ul: tekintsiik az r(u,v)=i(u’-2v2 )+ juvssk(uv-u)
feliileten haladd gorbét, amely a paramétertarto-

mény u = tz, v o= —2t3 gbrbéjének felel meg. Hatd-
rozzuk meg & t = l-nek megfeleld ponthan a feliile-
ti gtrbe eérintdjét! _

A vizsgilt pont az u = 1, v = -2 pont, a feliileten a
P(-7,4,~3) pont, amelyben a paramétervonalak érin-
61

T

1t

se3uleiviek(2uv-1)  (3,4,-5)

=u
r, = 1(~4v)+j2uv-+Hcau® (8,-4,1)
u = 2% o 8t = 1 helyen 0 = 2, v = -6.
Vo= ~-6%
Tehdt a feliileti gdrbe érintdje a P pontban
T =2r, - 6xr, (-42,32,~16).

A feliileti normilis-vektor:

i3k
m=mr, xz, =|3 4=5|=-161 - 43] - 44k,
8 -4 1

A feliileti normdlis egyenesének egyenletrendszere:
" x=-7T-16% y=4-432 z = ~3 - 44
A feliilet drintdsikjdnak egyenlete:
-16(x +7) - 43(y - 4) - 44(z + 3) = O,
Feliileti gtrbék hajldsszige:
A felillet egy P pontjdn dthaladd feliileti gbrbék haj-

14s926gét érintdvekioraik hajldsszbgeként szdm{tjuk. Ennek
megfelelfen a feliilet két paramétervonaldnak ¢ hajidsszige

e

cos = l?.,u .I_‘V|

tsszefiiggés alapjdn szdmithatd.

Két feliilet metszésvonalaként adddd térgbrbe:
Az P(x,y,z) = 0 és G(x,y,z) = O egyenletekkel megadott

feliiletek metszdsvonaldt a két egyenletbdl 4116 egyenlet-
rendszer hatirozza meg. Az elmélet részletes kifejiését
melldzve, konkrét példdn mutatjuk meg, hogyan lehet a met-

azésvonal e

pontjdban & térgirbe jellemzbit (gorbillet,

torzid, kisgié triéder stb.) meghatarozni.

Legyen a ké% felililet F(x,y,z) = 2x2+3y2+22-47 =0 és

G(x,y,z% = x2+232~z = 0. Vizsgdljuk a metszésvonslat
a P(-2,1,6) pontban. (Meggydzddhetiink arrdl, hogy ez
a pont mindkét feliilet egyenletét kielégfti.)
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A két feliilet metszésvonalidi tekintsiik olyan vektor-
-skaldr fiiggvénynek, amelynek paramétere valamelyik
koordindta, pl. x. Ekkor az r(x) = xisy(x)j+z{x)k.

A& térgbrbe jellemzlinek meghatdrozdsira az r{x) Ffigg-
vény derivdltjait kell mg%haté;ozni a, tekiniett P
pontban. Ekkor #(x) = is¥(x)i+2(x)k, ¥(x)=F(x)j+Z(x)k
és {gy tovdbb. kK koordindtafuggvények derivdlitjait

gy hatdrozzuk meg, hogy y-t €3 z-%t az x fiiggvényének
tekintjiik és eszerint derivdljuk az egyenleteket x

gzerint, Ekkor 2x2+3y2+z2-47 = 0 derivdltjia

4x+6y§+2z% = 03 x2+2y2-z = 0 derivdlija 2x+4yy-z = O.
Az x,g,z helyébe a P pont koordindtdit helyettes{tve
y és 3-ra egy egyenletrendszert kapunk:

-8 + 65 + 122 = O
Emek megolddsa y = %% , B = f% , tehdt a gbérbe érin-

] 1,28 4
tovek‘l;ora ]:_(3_ 3 27 5 27 ) .

Az (0,¥,%) vektor koordindtdit dgy hatdroghatjuk meg,
hogy a 4x + 6yy + 222 = 0 és a 2x + 4yy ~ 2 = 0 egyen~
leteket x szerint derivdljuk: 4+63°% 4655 428%422% = O és

2+43°+435-% = 0. Egekbe P, illetve & koordinitdit be-
helyettes{tve, az ¥ és z-ra kapolt egyenletrendszer-
b8l szédmithatjuk ki az ¥ koordindtiit.

Ez az eljdirds folyiathaté s {gy T is meghatdrozhats.
Az r(x) flggvény derivdltjainak Ismeretében a metszés-
vonal adott pontjdhoz tartozd gbrbiilet, torzid, kisé-
r8 triéder az ismeri médon szdmithatd ki. #

Peliileti zorbe gbrbililete. Adott felilleii ponthan a

felllet gorbuleti Viszonyainak vizsgalats

A feliileti gorbe egy pontjiban az érintdvektort az
és r, vektorok linedris kombindcidjaként

Tu

4 u v
= .
E U+ T

Iy

alakban nyertik. Lithats, hogy U §s Vv pontos ismerete he-
lyett elegendd ezek ardnydt az u/v hdnyadost ismerni, mert®

51 = s PR ) *
az =¥ + r_ vagy r. + = r_ linedris kombindcidk az r-tal
$u = “u g =V g =

egyirdnyd vektorokat, tehdt a felilleti gtrbe érint§jét 41-
11tj4k el8. A vizsgdlat tovdbb folytathatd, meg lehet ha-
t4rozni a feliileti gorbe kisér§ triéderét, gbrbiletét, tor-
zi8jdt stb. : .

Szdmunkra a feliileti gtrbe gdrbiilletének meghatirozasa
szilkséges, mert egy feliileti pontot a rajie Athaladé felii-
leti gbrbékkel, illetve azok girbiiletl viszonyaival aka-
runk jellermezni.
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4 felilleti gbrbe gbrbilletét. meghatdrozd szdmitisok
bgszetettaédge miati, a Jobb LttekinthetSsdg c81jdbél jels-
1éaeket vezetiink be. :

PE1ddul- 14haté, hogy £° = rotPeepr G4r2i? kife-

Jjezés az g§ =B, gx, = F ég r, = G jeldlések bevezetéad~

vel Bi° + 2FOV + Giz'altkra hozhatd, amelyet elag alagfgr—
@%pak és a benne szerepl§ E, F, G mennylségeket Gauss-24le
els

Srendd t8mennyiségeinek nevezlink _
 BevesetjUk tovdbdh & D = VEG - F2 = |z X r,| Jels-
lést.
- A Gauss-féle mdsodrendd ffmennyiségeket 8 kiveikez§
definicioval a megs

r, K= % r

1 : 1
L = § Sl ¥=5 Zuviuly Lyviuiy

Suu=u=v

-

A mdsodrend( f8mennyiségekben a misodik parcidlis derivdl-
tak és az els§ parciflis derivdltak vegyes szorzatal sze~
repelnek. A mésodrendd fémennyiségekbsl képezett mdsodik

§l§22§ggg_Lﬁ2 + M3V + N¥2 elakd, ) .
a.egy felllleti girbe érintéje r = ryu + r,v alakban
irhaté fel és a felilleti gBrbe fénormdlis vektorénak a fe-

lilleti normdlis vektorrel bezdrt szdge ¢, akkor a feliile-
t1 gbrbe %-gﬁrbﬁletét az
K 182 ¢ 2mh% o+ W2
. CORP  EAT 4 2RV + GF

kifejezéshl szdmitjuk ki. -
' Példéul:‘vegyﬂkBa kordbban tekintegt felliletet

' ' 2; 2 | ;

r(u,v) = {{u’-2v%) + juv® + k(u®v-u) és emek
F(-7,4,-37 (u =3, v,i -2) pontjédn dthaladé

L

=2, - 6x, érint8jd felilletl gdrbét, amelynek

fggormélisa a felllleti normdlissal ¢ = g szbget
A 12131221 gbrbe glrbiletdnek kiszémftdsihoz suilksé-
glink van az elsf 48 mdseodrendd parcidlis derivdl-
takra, illetve a Gauss~féle f8mennyiségekre:
T, = 1-3112 + .'1v2 + k(2uv-1)  (3,4,-5)
y = 1(=4v) + jouv + ku? (8,~4,1)
9 + 16 +.25 = 50
24 - 16 ~5=3
64 + 16 + 1 = p1

L]
L}

[

¥
E
F.
G
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T X Ey(16,43,44)

D= VEG - Faf;,{g;;{g;{ = 4047 = 30449
Lyy=ibutkev.  (6,0,-4) TEuEe=-96+176=80
Lyymd2vsken.  (0,74,2) £ mx =172-8884
Ly d(-4)Hi2e (~4,2,0)  zoiw p =64-86=-22

L= —2% oy 84 y_ =82
.39 3faas T afas
RTINS T W R
cos8 (P,h='.'é* L .-;:- = :E =— "5‘.1
Tehdt e feliileti gorbe gorblilete:.
1o,k 804168(=3)-20:9° - .1 =622y
R . 3@ 50+6 (=3 :1-8' 9 3@ 761
KR -7, Y S
R 2283449

A féluleti gbrbe girbliletének meghatirozdsire szolgh~
16 kifejezéabll és konkrét szédmit4{sainkbdl is kiolvashatdk
a kbvetkezdk: =~ _ o L '
_ a) A roggitett P feliileti pontban az r(u,v) fliggvény
o Ly Zus Tys By Parclflis derivdltfa, veldmint a bels-
1tk képezett E, P, G és L, M, N fSmernyiségek 41landék,.
fuggetlenil a P-n dtmenG felilleti gdrbétél., -~ -
T BY A P pontban k6zs .érintji felilleti girbékre néz-
ve 32 érintd irdnydt megha tdrozd /v, hinyados értéke 41-
Jandd, - ' T ' o : L
. LC) A P.pontban kbzds fSnormilisi feliileti ‘gorbékre a
fénormdlis és a P ponthoz tartozd felitleti normilis ¢ haj=
Iisgzbge 411lgndd. . C "
Ezek gzerint az ilyen felilleti gbrbék gbrbiilete a.P
ponthan ugyenazt az értéket adja, mint az érintd &s a £6-
normélis altal kifeszitett (simuwld) sikkal adddé sikmet-
szet gbrbilete. — E-tény.-lehetdvé teszi, hogy egy felii-
-letl ponton dthaladd feliiléeti gbrbe gdrbiilet %t a. feliillet.
egy sikmetszetének girblileteként 411itsuk e18. Tehdt &
tovdbbiakban — a feliileti térgdrbék melldzégéyel —— csu-~
pén e feliileti sikmetszetelk gbrbiilleti viszonyainak vizs~"

‘galatdra szoritkozhatunk.
Meusnier: tétele: 7

... Vizggdljuk most a- P feliilleti pontban kSzls érintdjd
fellileti gikmetszetek gorbilletét, Ez azt jelenti, hogy a.
felﬁleti’gﬁfbe’%ﬁrbﬁletének képletében: caupdn a@-t val-"
toztatjuk, vagyls a f8pormdlist as. érintd koryil Torgatjuk.
@ =1 esetén a cos¢@= 1, a f8normilis és a. feliileti normi-
1iz ragybeesil €s ekkor a feliiletd normilis és a2z érintd
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41tal kifeszitett s{kkal kapott ‘m. normdlmetszet ﬁt-gﬁr-
. .2 . -2
biiletdt kapjuk: s = I‘u2+2M“"+NV2 .
Bn 7 museritect
Meusnier tétele: .
Rbz6s érintdjd ferde metszet és a normflmetszet gir-
biilete kozott az

1 1 1
= R-; . EBE_(?- ill. R = Rn'GOSCP

Osszefiiggés 411 femn; vagyis a ferde metszetek girblileti
sugarai a normilmetszet gdrbiileti sugardnak mergleges ve~
tiletel., .

E tétel lehetdvé teszi, hogy a tovdbbiakban csupdn a
normilmetszetek gbdrbilleteinek vizsgdlatdra szoritkozzunk.

Most a P feliileti pontban a fellileti normalis koril
forgatjuk az érintdt. Minden érintdirdnyhoz tartozik egy-
-egy normilmetszet.

Dupin-féle indikdtrix

4 feliilet P pontjdn 4dthaladd normdlmetszetek a felii-
leti drintds{kbdl kiilénbozd P ponton dthalads érintfird-
nyokat (egyeneseket) metszenek ki. E normilmetszetekhez
tartozd gdrblileti sugér'Rn,abszolﬁt_értékének négyzetgys-
két a megfeleld érintdirdnyokra P ponthdl mindkét irdnyban
felmérjiik. Velamennyi érintSirdnyra felmérve a ‘“Bh|-t a
végpontokbSl vagy ellipszis vagy pérhuzamos egyenespar,
vagy konjugélt‘hiperbolapér rajzolddik ki. Az érintlsik-
ban fgy adddd gdrbéket a feliilet P pontjdhoz tartozd
Dupin-féle indikdtrixdnak mondjuk (23.9. dbra).

23.9 5bn1

~ felilleti pontot elliptikusnak nevezziik, ha az indikfdirix
ellipszig, parabolikusnak mondjuk, ha az indikdfrix pdrhu-
zamos egyeneSpar (elfajult parabola). Ha az indikdtrix
konjugdlt hiperbolapdr, akkor a P pont hiperbolikus pont.

FSirdnyok, fégbrbiiletek, foémetszmetek

Az indikdtrix a P feliileti ponthoz tartozd érintdsik-
ban mindhdrom esetben kijeldl két egymdsra merSleges érin-
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t6irdnyt, amelyeket a 23.9. dbrdn §-vel, illetve m-val je-
181tiink. Ezen irdnyokhoz tartozd normilmegszetek Zfémetsze-
tek) gérbiilete, illetve a gtrblileti sugara a P pontban
extremdlis tulajdonsdgd. BEzeket az irdnyokat f8irdnyocknak
(1, rz), a hozzijuk tartozd gorbiileteket w5 és = -t £8-
=47 = : 1 2
girbilleteknek nevezaiik.

fa az indikdtrix ellipszis, akkor a P ponthoz tartozd
valamennyl merdleges. metszet, gy a fémetszeiek girbiilletei
is azonos el§jeliek, ennek megfelelden az indikdirix egyen-
lete a f£8irdnyok (§,m) koordinidtarendszerében

§2 2

Ha az indikdtrix két pdrhuzamos egyenes, akkor az e- .
gyiﬁ{fég&rbﬁlet pl. ﬁ; = 0, az indikdtrix egyenlete qa =

= IRzi .

Ha az indik{trix két konjugdlt hiperbola, akkor asz
egyik hiperboldhoz tartozd érinitdirdnyokhoz tartozdé nor-
milmetszetek gbrblilete pozitiv, a misikhoz tartozdk nega-
t{vok. Az aszimptotdkhoz tartozd normdlmetszetek girbhille-
te 0. Az indikdtrix egyenlete '

?2 2 ~
—_ —!ﬁgr—'!%zl-ai}-

A f8irdnyok meghatdirozdsa tulajdonképpen két érintlirdny
el8411{tdsdt jelenti az r_ és T, linedris kombindcidja-
ként, tehdt csupdn az W/v vagy v/4 ardnyt kell kiszdmi-
tani. Bz a kovetkezS determindns-alakban megadott mdsod-
fokil egyenletbdl lehetséges:

.2

2 o ol ; 1T % x°
E F G |[=0 ill.pl. 2=kesetén (E F G |=0.
I M ¥ v I M N

A k-ra kapott ky és k, értékekbSl Uy, ¥y, illetve uy, v
értékek meghatdrozhatdk, és igy a két f8irdny 1y = ﬁ}gu +
+ WL, illetve g, = Uor, + Vor, alakban 411 el8. Mint-

hogy a két firdny egymdsra merSleges, ezért az egylk 8-
metszet normilisa a masik f£8irdny és viszont. Ennek alap-

jén a fémetszetek sfkjdnak egyenlete kinnyen felirhgté.

A £8gbrbliletek kiszdmftdsa a f8irdnyokat meghatidrozd uq,
vy, illetve u,, Vv, értékek alapjén a normilmetszetre ko=
rébban megismert gorbillet-képlet segitségével is lehetsé-
ges. L
A mdsik lehet8ség az, hogy a fégorbliletek szorzatara

és Beszegére konnyen kezelhetd szédmitdsi mdédszer vezethetd

le.
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A t3gbrbiletek szorzata: Gauss-féle vagy sgorgatgirbilet
1. - N2 V
Ka U = .
TRl
A f8gtrbilletek Bmezege: Minkowski-téle vagy Bsszemglrbillei

o . A .1 EN - 2FM 4+ GL
TERTRy T g i

A Gauss—~fdle gidrblilet el jelagmegadja a feliilsti pont
jellegét, AK >Q elliptikus— K = O pa.rabglikug-', K<©

hiperbolikus pontot jelent. Minthogy EG - F2 > 0, tehdt a
pont jellegét{ LN - ¥’ el§jele adja meg. (Az Buler-Monge-
~féle felilletmegaddis esetén az rt - g2 = rxxf - 12 elf~

jele megegy2zik a szorzatgbrbillet el§jelével, tehdt meg-
adja a felileti pont jellegét.)

Euler—t%’cele: Az 11 28irdnnyal ¥ sziget alkoté"rini:&-
irdnyhoz tartozd normdImetszet gorbiiletss

14 2 % "

£ = £ cos % + sin®d.

Re ™ % - R .
P41ddul: Hatdrozzuk meg az r(u,v) = ;(u.2 + vz) +

+ j2uv + k(u'= v) felillet u = =}, v = -1 pontjé-
" ban (P(2,2,0)) a f8irdnyokat, a f6metszetek sik-

juinak egyenletdt, & szorzat és Ugszeggtrblletet,

tovdbbé dllapitzuk meg a felliletl pont Jellegdt.

 Ty=Lidutj2vk {(-2,-2,1)
z ~i2veiu-k (-2,-2,-1) . % .
Tyu~ke2 (2,0,0) . L XIy g :2 .%‘
Lyv=2d {0,2,0) 4
Toy=i+2 {2,0,0) L XLy (4,-4,0)
29 F=27 G=9 b= J'3—2-
8 . -8 .8 -
L = e H F 1 —A_.- N = =
m "t T
A tdirdnyok: :
2 1w 128 2
=9 79 {=0 £z (Jx%) =0 imen
tehdt
Ty = T, v By ¢ 4% - 43

=41-4]

klul ,
ka"".‘
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Fometszetek sfkjai: 2z = 0, ill. ~4(x-2) - 4(y-2)}=0.
Szorzat-, illetve Bsszeggdrbiilet: X = 0 5 H = V2.
A feluleti pont parabolikus pont.

Utolsd példdnkban a megadott feliiletet nem egy pontjd-~
ban, hanem az egész felilletet vizsgdljuk. Ennek
megfelelfen 8 parcidlis derivdltakkal (és nem azok
adott paraméterértékekhez tartozd behelyeties{iett

. értékeivel) szdmolunks

Allapitsuk meg, hogy milyen jelleglek az

r{u,v) = (u-v)i + (vl + uvk
slakban megadott feliilet pontjai.
A feladatndl nyilvén sz LN - ¥2 el§jelét kell megha-
tdrozni; minthogy azonban IN -~ M? =
= -D-[(r TuEy N Eyy ey )~ (T 2 z_:_v)z], és D > 0, ele-

—uu=u=v .
gend$ a zdrdjelben levé vegyesszorzatokkal dolgoz-
ni.

T=ibjevk, ro=-itjuk tovdbbd S LR ) SR S

L4thaté, hogy

i j k
L XLyx vV vi= (u-v) - (usv)] + 2k
211
innen 3
zuuguz_‘v=£v v?.u:?.v:() €3 :Euvgugv:z M
(Tputuly) EyyIuly) = (Eyefyk,)” = =4

a fellllet valamennyi széba johetS§ pontjdra, tehdt
o fenti feliilet minden pontja hiperbolikus pont.

Gyakorlésra javasoljuk: Geometriai feladatok: 133-144.
~1ld. 78-164, feladatokat és 125, old. 27-28. feladatokat.

Tlméleti tunanyag: Tanktnyv 256-272. pontok.
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24. AZ ELEKTRONTKUS GEPI RAJZOLAS ALAPGONDOLATA -

Az elektronikus szdmitdgépet felhasgzndld ember a gép-
pel 4ltaldban egy monitor (televizids képernyd) segitségé-
vel tartja a kapcsolatot. A képernySn jelennek meg s beirt
program scrai, illetve a gép vigszajelzései is. Ha pl. egy
monitoron 20 sor fér el, és soronként 30 karakierhely van,
akkor bizonyos karskterhelyek valamilyen kitdltésével egy
sfkalakzat {mondjuk egy betlalak) 411 eld. Ez az eljards
hasonld ahhoz, amikor egy né%yzethélés papiron bizonyos
négyzetek beszfinezésével {11{tjuk eld ugyanazt az alakze-
tot. Bdr az emberi szem rdismer az alakzatra, de annak fer-
de egyenesei, vagy gbrbeivei kordntsem vonalek, hanem eré-
sen lépes8zetes kbvetSi a tulajdonképpeni vonalaknak. Ha
ugyanilyen méretd alakzatot milliméierpapiron, a kis négy-
zetek beszfnezésével dbrdzolunk, akkor a szemiink sokkal el-
fogadhatdbbnak 1itja a vonalak még mindig kis 1épesSkbll
4116 megjelen{tését, Ez a finomodds az elektronika eszks-
zelvel is elvégezhetl; a szdm{tdgép Un. grafikus tizemmdd-
jdban a monitort ,finom felbontdsban' kezeli, mégpedig &
képerny8n lev§ keretvonalak 41ltal meghatdrozott sikbeli
koordind tarendszerben — annak korldtait figyelembe véve.
A koordindtdival megadott, vagy eldzetesen kiszdmitott
(és a gép memdrifjdban elraktdrozott) pontokat, azok Gssze-
k6t8 szakaszait a szdmitdgédp a moniforon meg tudja jeleni-
teni. Ha gorbevonalat akarunk a moniforra nirni“, akkor ez
gy tdrténhet, hogy az Abrizolandé girbe igen sok pontjdt
(rendezett sorrendben) a szdmitdgéppel kiszdm{ttatjuk,
majd ezeket sorrendben Usszekdttetjilk. Ha elegendd sirin
vettilkk fel a gdrbe pontjait, akkor a ,megrajzolt" beirt
poligon gbrbének ldtszik. A képernyén létrehozott 4brit
in. printerrel {midtrixnyomtatdval) g&piron is meg tudjuk
jeleniteni, de ez is finomabb lépcsdzetességeket mutat még.
i finomitds tovdbb folytathatd, de ehhez a szdmitdgéphes
kapcsolt rajzgépre {(im. plotterre) van szitksdg. Ennek elvi
alapja is az elS5z8kh6z hasonld, de itt egy elekironikusen
irdny{itott rajzfej {golydstoll v. filctoll) rajzolja le a
rajzlapra tizedmilliméter (esetleg néhdny szdzadmillimé-
ter) pontossdggal az egyeneseket, illetve gorbevonalak ese-
tén a befrt poligonokat, amelyek mdr valddi gbrbéknek 1lat-
gzanak. :

Az elektronikus gépli rajzolds mdsik problémdja a tér-
beli nlukzatok sikdbridn torténd megjelenitése. _

n geometria tanuldsa sordn tanult szdmoldsi eljdrdsok
gzinte kivétel nélkiill olyan algoritmusok, amelyekbdl szd-

mitézépi program készithetd. Ha az 4brdzcld geomeiri.i
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nddszereket megvizsgdljuk, akkor arra az eredményre jutunk,
hogy ott geomeiriai algoritmusokat alkalmazitunk, amelyek
koordindtageometriai- meggondoldsokra Attehetfk s {gy szdmi-
tégépre vihetlk.

Az axonometrikug dbrdzolds (Zerde és merfleges), va-
lamint a Monge-féle &brdzolds (€s a t8bbi dbrdzoldsi méd-—
szer) a szdmitdgépes rajzoldissal egyardnt megvaldsithatd.
Alapjal tisztin geometriail ismeretek, amelyek nélkiil a
wlegintelligensebb" gépek sem programozhatdk be geometri-
ai jellegl abrdzoldsokra. Az elektronikus gépi rajzolds
technikailag 41lend$ fejldédésben van, és szdmos alkalmazd-
ga lesz a jovSben. (Pl. mapjaink egyik djdonsdga a lézer-
printer.) . ‘

Ezen ditekintd ismertetés utdn néhdny elekironikus
rajzoldssal kéaziilt 4brdit mutatunk be. Mindenek elditt meg-
eml{tjiik, hogy a ,Geometriai feladatok" jegyzet differen-
ciflgeometriai részének 4brdi Un. Digigraph elekitronikus
rajzgéppel késziltek. '

A 24.1, Zbrdn a két polidder gthatdsdt — a megfeleld
program alapjén —— Commodore 64 személyi szém{tdgéphez Xkap-
¢solt rajzgépen rajuoltuk meg. A 24.2. dbrdn térusz sik-
metszetédt, a 24.3. Abrdn egy élesmeneti nyitott esavarfelli-
letet, a 24.4. 4brdn egy csavarvonal érintdi d1tal alkotott
feliiletet rajzoliattunk meg. (Megjegyezzilk, hogy a 24.4.
dbrdn bemutatott csavarfelillet az egyetlen kifejtheid csa-
varfeliilet, de technikai alkalmazédsra aligha alkalmas.)

A 24.5. 4brdn gépi Gton rajzolt hurkolt epicikloist muta-~
tunk be.
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(i1l. m4dsodik kiaddsa)
Strommer Gyula: Geometria
Tanktnyvkiaddé, 1987,

- ofs5 .






FUGGELEK 1.
TRANSZFORMACIOK






A miatrixszdmitds legfontosabb fogalmalnak
Gsszefoglaldsa

r

A matrixok kbzll az dn. négyzetes (d41taldban 2x3~as)
mitrixokra, valamint a sormdtrixokra, illetve oszlopmdt-
rixockra van szlikséglink.

==

Két mdtrix egyenldsége: Az A és B mdtrixok

344 240 a13 illetve b11 b

013
A7 |2y 8y, 2)y B 7 P54 Dy, Dy
231 235 253 b33 P3p B35
akkor egycalék, ha'aik = by (i=1,2,3; k=1,2,3).

Matrixok Osszevondsa: A és B bsszege, 111etve
killbnbsége

11-b11 12‘b1“ a,5*b 3
21- 21 22 boe 23%053
31' 31 32 32 33— 33

=
(2
rw
I

Matrixok szorzésa egy szammal:

11 A8qp AZyz
a1 Alpy Adng

31 A%z Algy

a

A

Wi

Hatrixok szorzdsa: Az A és B méatrix az A .B sorrendben
Osszeszorozhatdk, ha A oszldpaindk a szdma nebngezL< B 5o
rainak a szémaval EkKor azt mondjuk, hogy A &és B e scPrend-
ben konformdbilis. = =

. : =n . 1 : ix=1.2."
ahol € elemei c,y=a by +a,,b, +a 3b~ (i,k=1,2,3).

(Ez a sor oszlop szorzés: iy elem az A matrix i-ecdil sori. sk

a B mitrix k-adik oszlopdval vald komponildsdbdl adddix.
llaTom métrix A B,C, anelyek A,D illetve B C sorrendbea
Tormdbilisak, akl'or ¢ sorrendbén minden TsOportositdsban
Ssszeszorozhaték:

(SR
H

4(eC) = (AB)C

tehdt .a mdtrixok szorzdsa asszcociativ.
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P&lda: mitrixok szorzdsdnak tényleges elvégzése a Falk-
médszerrel:

2 4 2
B |o-1 1
3 5 2
2 1 5 7 6
A= -1 3 2 |4 3 5| =348
2 -2 (-4 -8 0
7 1 5 2 11
A oszlopOsszegeinek sorit a 1.2+7:0+1+% = §
B oszlopaival komondlva az 1¢4-7.1+1:5 = 2
AB oszlopdsszegeit adja: 1e2+7¢141-2 = 11

O5zlopbsszeg-préba (alapjdt a mitrixszorzds disztribu-
tivitdsa képezi).
A médtrixok szorzdsa dltvalsban nem kommutativ:

AB # BA

& métrixokra értelmezett milveletekre érvényes a disztribu-
tivitds:

- (&B)C = AC ¥ BC

S(asB) = cA + CB
Egysépmdtrix: Zérusmatrix:
1 0 0 60 0 O
E=10 1 0O 0={0 0 O
0 0 1 0 0 0

Két nem zérusmitrix szorzata lehet zérusmiétrix.

Szorzdsok sor- illetve oszlopmitrixokkal:
1)[_)(1 X, x};] Vi | 7 KqVetra¥atRays
Y2

Y3

2 fvq) [x2 %2 %3] = [yyxg vi%p va%s
y Yok, ¥5Xo ¥aX
2 oy Ya¥p VoXy
Vs, Y31 Y3¥5 Y3%3
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3 [xy %y ‘;] 8y 84p 243 = [B1y%1t8p Xata5q%y 81p% t0p5%, 08050y 815X, 253X a5 Xy ]

331 835 233

832 333
B) lagq 840 93| [%q |7 [ 211X 780X % 3%
8p3 80 2p3 1 %2 By1¥qt8p X ta,gXy

+
&31 a32 9.3:5 x3_i 8z4%y 332x2 a33x3
Hétrlxtranszponéltga' fiz A’ mitrix A* transzpondlt jd--
hoz auzunk, ha ﬁ. sorait A oszlopaiba IrJuk

Példaként :
% _ . x _
[ Xy X, 13J = ix | dlletve |y, -[ ¥y 95 33]
X2 B RF
3 V3

Négyzetes mdtrix adjungdltja: Az A métrix adjungdlt-
ja adjj, ha CI helyébe a hozza tartozd A, ik aldetermindnst

{a sakktdbla szabdlya szerint elfjelesen értve) tessziik:

ayq 81p 243 Apq A5 A43
adj fasy 25 353 Rog Apy Aoy
a3y 835 333 Bgq A3p Ay

Matrix inverze: Az A mdrix interverze az A—1 matrix,
ha az A—hoz tartozé deteFmingns: detA#O (vagyis A reguldris

métrlx) és AA~ “E. A jobb inverz és a bal inversz megegye21k
mivel a miveletek elvégzésével beldthats, hogy

A(adjh) = detAE és (adjg)é = detAE
Innen mér kovetkezik, hogy

At adjd |
= debé
A definicidé alapjén b?léthaté tulajdonsigok:

@Ha @hrEh™h e et
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Ortogondlis mdtrix definicidja: Az A mdtrixot oﬁtogoné;
lisnak nevezzilk, ha inverze a transzpondltjdval egyenld,
AZaZ

aa* = 2% = g oilletve a71 = A%,
Tétel: két vagy tibb ortogondlis mdtrix szorzata ismét orto-
gonalis métrix,

Tétel: az J mitrix akkor és esak akkor ortogondlis, ha min-
den oszlopdban az elemek négyzetdsszege 1, kiildnbdzd oszlo~
painak kompozicidia (kilénbsdz8 oszlopvektorok skaldris szor-
zata) 0. (Ami az oszlopokra fenndll, az a sorokra is igaz.)

Bizonyitds:. legyen M
811 21 213 L | 211 %21 %3
A =185y ay; 855 | €5 A" =] a4, 3y, ag,
831 %33 %33 213 %23 %33
Minthogy A ortogondlis, ezért 5?&=“£*=E. Ennél fogva
a2 +32 +a2 =1 a,,a,,%a, 8,48, . a.,.=0
11 721 731 illetve 11712 "21722 31732
2 2-,.2 _ . -
a12+322+a32-1 illetve a11a13+§21a23+a31a33-0
2 +.2 2 g

313 a23+333= al2a13+322a23+a32a33=0

Amennyiben viszont a fenti egyenlidségek fenndllnak, akkor

£p=pa -
Megjegyezzllk még, hogy madtrixok szorzatdnak transzpondltjira
fenndllnak a kdvetkezlk: :

A BR* = piAT
(ABC)* - 2?2’&?-

Koordindta-transzformicid (vdziscsere)

Az i 111, j 10|, ¥|0 jortonormdlt bdzisban az x vektor az
0f: 11 0

oli |o 1

x, | koordindtdkkal adhat$ meg, vagyis felirhaté
<2 |
3
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i 0 0 .x1 x1

_}E = o 1 ) 0 X2 = x2l
0

o 1 x3 x3

ahol az egységmdtrix oszlopvektorai bontosan az i,i,k éektardk.
Vegyilk az e, j 24,1, €5 | %15}s & |%93| ortonormdlt bézist,
Zoq A

Z31

22 %23

%32 Z33

azaz, e, €, g az origébsl kiindulé, egymdsra pdronként

merSleges egységvektorok (és e sorrendben Jjobbrendszert al-
kotnak), akkor e rendszerben az x vektor a [fy koordindtékal

fa

¢

3
Jjelliemezhetd, azaz x= €1 1t {28 + §3e3
A kétféleképpen felirt x vektor koordindtdi k&zdtt a kbvetke-

z8 koordindta-transzformicid frhaté fel:

Xl = 211 212 Z’13 fl ahol 211'—'008(;,21) 2122303(_]'_-,22) zjj:cos(i}g})
%, Zpq Zpp 2ozl | £ z§1=cos(i,gi) z22=cos(j;ge) za3=cos{i,§3)
Xs gy Zxp 233l | 5 z5,=cos(K,e,) z5,=008(K,e,) z}3=cos(g}§5)

A koordindta-transzformdcidé mdtrixdnak oszlopvektorai az
i,Jj,k vektorok transzformidltjainak koordindtd4ibsl adddnak.
Ortonormdlt bézisok k¥zti transzformicié mindig ortogondlis
matrix-szal adhatdé meg, tehdt a madtrix inverzét a transzpo-
‘naltja szolgdltatja:

f1] * 1211 %p1 Z3q|| ¥

1
P Z12 %22 Z32|l %2
15 213 %23 %33{| ¥3

Leképzések linedris transzformdcidval. Linedris ope-
rétorok

A kbvetkez8kben olyan leképuzésekkel foglalkozunk, ame-
lyek a koordindtarendszerben a P(x,y,z) megadott ponthoz
a P (x?,y?,2?) pontot rendelik Ggy, hogy a koordindtdk kb-
zotti kapcsolat’llnearls trarszformicidval a k¥vetkezd alak-~
ban irhaté fel. : ,
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X

> .
07 1®11 212 243
3
J 831 Bpp 823}V
, ,
z 834 a32 a33 Z
A linedris leképezés - misnéven linedris operdtor - métri-

@nak oszlopvektorai az i,j,k vektorok képei: 344 s al2 ’-aij

21 [%22] | B23
31} {2321 {933

a
a

Néhdny egyszerii linedris operdtor mitrixa:

1., Koordinsdta-sikokra vald sikrdzés mitrixa:

xy sikra: yz sikra: xz sikra;
1 ¢ 0 -1 0 0 1 ¢ 0
T = 10 1 ¢ T = g 1 9 T =J0 -1 0O
=¥ lo o0 -1 =yz 00 1| =¥ 10 0 1

2. Koordindta-tengelyre vonatkozé tilkrdzés mitrixa:
pl. az x tengelyre vald tikrdzésnél:

1 0 olli o o1 o o
T * Deglyy = |0 -1 00 1 ofsjo -1 o
0o o 1|]lo o -1fj0 o0 -1

3. Az origéra vald tikedzés mdtrixa:

-1 0 o]
5= Eyzzxzzxy = 0-1 0
9 0 -1
B, Nydjté vagy zsugorits mdtrix:
]ﬂ{:1 0 0
N=]0 k2 0 | matrix a megadott P(x,y,z) pont koordi~
o 0 k3

dinatiit kl,kz,k3—szoroséba viszi 4t, tehdt a pont képe:
P’(kix,kzy,ksz). '

5. Vet{téemitrix: A tér pontjait aez x,y koordinftssfira me-
rélegesen vetitd leképuést a ¥ mdtrix ldtesfcis
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Ju

_ o o j1 0 o X.
Y= {0 1 .8|, tehdr 0 170{ |y
0 0 0 0 ol |z

leképezésten x’;x, y_’:y, z'=0 ad 831k,

Az x,y koordindtasikban az orlgo kdril poz:.tlv 1ranyban
valc <Pszogu elfor'gatas

Feorgassuk el,a P pontot a P’

helyzetbe. . dbra szerint
vk X, ¥ 1{ ;= -OP cos a- ,
o ¥y .= 0P sina, illetve
3 - ope _
X7 = 0P%eos(@+®) oo gpazgp.
vvy’. = OP’sin{a+¥)
Ennek alapjdn
Plx,y} x’:OPcosaéosw—OPsinasint;’:
9 =Xcos¢g-ysing
s o y’:QPsinacosWO?cosasimP:
0 X =xsinP+ycosy
1. &bra tehst
Xl ={ cos-¢ -sing x.]
-y, siny cose|ly |’ vagyls a forgatds matrixa
" Teos@ -sinv]., . P s e o
E-= sing éos(?}lzathato, hogy a métrix oszlopvektoraiban

az i, illetve j égységvektorok ¥ szogl elforgatott,]alnak a
koordinatai vannak Az F‘ midtrix ortogonélls, detF=1. F 1mrer--

ze az F* matrlx, ami ‘a (-V)-szogu elforgatést hatérozza meg.
' B forgatémétrlx ismeretében kbmiyen felirhaté a tér .

pontjamak az koordinétatengely kériil-¢# sz&ggel valé elfor-
gatdsat elddliitd F métrlx is:

cosy¥ -siny 0
E, = siny  cos¢ - O
1

0, 0
Az'f_z mitrixrsl “is- 14thaté, hogy ortogondlis matrix. és
det_§:2=1.'
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o
2
Cant
<

Az x,y koordindtasikban az origén dthzla

G
1
egységvektorral megadott egyenesre valéd tiiiirzés

P pont tikbrképe a P’ pont a
negfelelu helyvektorok x és x° 74

2. dbra.) £ PP’ szakasz ¥ .
eevenesére esd M felezéspont-
Jaba,m4,af6 m helyvektor két-
Eppen ;ellrnaté:

o x+x’

iLom o= ==, mésrészt

1
{¥x), ami mdtrixos fel-
xx alakid, tehat

F :

X=X = [233’-2} X -

tilkrszé mitrix elddllitdse
ovetkezo Z. dura

- 2 - 2 .2
a o -1r
[ﬁl [Yi vg 10 2vy 2v1v2 : Vi x2 2v1v2
2 - - .

2 ‘ 2_.2
| 0o i -
V%J o ?vlv2 2vy 101 2V, VoV

'-:‘Rva

minthogy vi+vg=1. A T mitrix ortogondlis és detf=-1.

: Uggarl"en elvek alapjdn dllapfthaté meg térbeli koordindta-
rendszer Lezcopont ‘41 dthaladd egyenesre vonatkozd tilkrdzés
mitrixa is

Hz 2 g vektort v Fcosa , vzsintz alakban adjuk meg, ak-

kor T métrix a k8Bvetkez8 alaki:
o= cos2 o sin2 &«
= sin2 o -cos2 &
érbheli xoordlnacn—rendszerbeq a ylcoso, 51n<x 0) és

veltoror Zltal meghatirozott sikra vonatlozd tuxro-
sds 3 matrixs :
-3

3 l'x‘{t-a

|t

. cosza sinza O
kbzvetleniil felirhztd:

B+
'

s _ |sinza -gosza D
0 o
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Térbeli koordindta-rendszerben az origdén dthaladd
"Tvilgzi_l) iranyvektoru egyenes korul pozitiv értelmi

pszpd rorgatds

2|

I

\
T \
¢ A\
// p'
’//
Ia
0 £ P
Y
X
3. dbra
Mindenekelstt tegylk fel, hogy =1, €s a 3. dbra sze-

rint a P ponnot a p? helyzetbe ¢ szogﬁ forgatés viszi 4¢t.
Legyen az 0P=r, ekkor 0T=(gg)1 és EP—E {rv)v. Legyen az n
vek*ur n‘vx@g-vxr (rv)[vxv], vagyis n=vxr. (L4thatd, hogy

}lPI LT? |.) Ezek szerint a TB* vektor a kivetkezd alak-
ban rhaté fel:

5?’=%§cos¢4251n¢, vagyis
TP>= [_x:-(gy_)_\g] cosy+(vxr)sine
iz OB’ vektort r’-vel jelsljik, alckor

p? = OF + TB? = (ry)y + TP’ illetve

r’ (rv)v.+t?;(r§}v]cds L 4 + (ﬁxr)ain.? =z

‘réos ¢ + {1~cosW(rv)y + (¥xr)sin?
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Az 'r’ ‘vektor az r vektor képe: r’ = Ar. Tékintsiik tehdt azt
az A matrixd, linedris operdtort, amely a v egyenése kirtili
forgatést végzi. Az A mitrix elsd oszliopidta az i vekfor Al
képének a koordinatii kerulnek

Ai = icosy +{1-cos@) ﬁii”i“ﬁ”i“’f.ﬂ“ (vxi)singy

ahol

k

¥xi o= Vid 7 VoX 5

ﬁehét

ki ='[c_bs ¥ + {1-cos w)vi] i+ L(i—cz_as_‘!,f’).viv2 +. v35i_n<p] o+

+'[( :_1-cos“{p )V1V3 ~'."\;2.§in_¢ ,_l_c_ .

Hasonldan A, métrix mdsik két' oszlopaba ﬁ.}_, illetve Ak kogr~ -
dindtdi keFlilnek: '

éi_’ '[:(1-005 'gp)viv' ~v3 siﬁ qﬂu [(1 cosgv)v1 3* 251:11{}_1_
+ [cos tp+(1-costp )v ]_3_* il‘letvé [(1 cosKP)vzv_,) v s_uru%lv}
[(1 cosﬁ.ﬂ)v2 3+v131nq-f]_15 + [cos<p+(1 -cos (,P)v ] :
Tehdt a forgatds 4 mdtrixa:
cosgo'+(1-cos<p)v2- ft—cosiip)‘vivz—v.jsimp {ljcosqa)viv3+v sing}
A= (1~cc:stp)v1 ot 351111,0 cos +(1—cosgo)v2 (1~cos'ga}v -vis:m(p

31 _ccstfa)v..v1 '3—.\:231_:11,0. (1 costp)v2 3vv suntp cos +{1- costp)v

amely ortogondlis matrlx, inverze tehat a transzpondltja,
detA=1. Az A mitrix felbonthatdé a kdvetkezo matrlxok lined~
rzS"komblna01ogara

S 2 - - "
cos @ 0 0 vy vy, v1v3 0 —v-3 Vs,
_ . .2 . ! c TR B
A=) 0 cosp 0 j+ v_2viL V5 v,V 3 {1-cosy)+ _v3 Q-, ~v,|sing
. v v '
0 0 cosy v3v1 v3v2 3 vy, vy 0
L - - -~ . I -

Terbell derekszﬁgu koordlnata—rendszer origdjiin.
dthalacé dltalanos helyzeti. sikra vald. merdieges.
vetites

A vet;tés_képéikjét”az é3 egysebvektorra merolegesen

vesszik fel. 'Aé ej‘vektort a ¥ és ¥ és szogek (H ébra)?egy-

értelmﬁen meghatérozzak az {1,i,k} ortonormalt bazis dital,
meghatdrozott koordinéta-rendszerben?
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83 = sifn¥cosP i + sin ¥ sinffpfi» + eos YK

Legyen a képsikot kifeszits egyik egysegvektor‘ ey TAZ K,y

koordma.tas:mban, ekKkor’ ez a 51 egysegvekborral ¥ szbget al-
Kkot, e szerint’ '

ey = _-,-s'in—!p;;_ + cos¥Py ; léthatdg, hogy'_g_h]fg_‘}_:

A masﬂc kepsﬁ{bell e2' ngségvektorralqalkosson az e, és e
JObbaOdI"&SU_ ortonormalt bdzist, vagyis. e

=1
S aQ Xe

2 =37=1"

i, sbra
i ik
egxe, =-l sin dcos ¥y sin¥sin¥ cos?| , tehdt
| ~sin ¢ ‘cos @ 0
g, = ~cos¥ cosy i~ TosTsing jo+ sinvk.
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A két ortonormdlt bdzis kdzti koordindta-transzformdcid Z
métrixdnak az oszlopvektorait az €45 £5s 93 egységvektorok
koordindtdi képezik: ’ .

-siny -c0s9 ¢os ¥ sin®cos¥

zZ = coSip -cos ¢ sin ¥ sin¥siny :
' 0 sin ¢ cos ¥

Ez a métrix az'{gl, €55 53} bAzisban értelmezett koordin&-

tdkb6l {i,j,kl-beli koordindtak e1641litdsdra szolgdl, Mint~-
hogy Z ortogondlis métrix, ezért inverze a transzpondltja:

Z*. A térbeli koordinidta-rendszerben megadott pontokat z*
Tatrix-szal {e ,e,,e,} bdzisra tudjuk dtszimolni. =

i 0 0
Most a ¥ = 0 1 9| vetits mdtrix-szal a pontok vetille-
- 0 0 0 tének a

koordindtdit kapjuk meg az €::85 (és 33) 41tal meghatirozott

koordiné_ta-réndszerben. Ha a vetilleti pontok koordindtdit az
eredeti koordindta-rendszerben akarjuk ismerni, akkor még a
2 41tal meghatdrozott bAziscserét kell végrehajtani.

x? .
y'| = zvz*| y
z? Z

Kdnnyen l4thaté, hogy az iménti eljdrds alkalmas az or-
togondlis axonometrikus sbrdzoléds megvaldsitdsédra is.
Legyen adott az axonometrikus képsik normil-egységvektora
n{a,b,c). ey n helyettesitéssel, az axonometrikus képsik

ax+by+cz=0 egyenletébSl adédik az x,y koordindtasikkal vald
ax+by=0 metszésvonala, tehdt az €4 egységvektbor:

d

b a
?_1(’
\ /a2+b2 \ /a2+b2

-20), ennek megfelellen g,=e;Xxe,,

vagyis
i ] k
- - _71 -22
es¥ey ~ a b ecf = {~aci-bej+(a"+b )k),
a+b° b a 0 a~+b
azaz

o, -ac . Zhe ’»:\A/az,,b‘a' E
_ \/_a2+h2 Va2 452 .
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A -n irényﬁ vetitéssel az réi,ez sikra merSleges vet{itést

nyerunk, amely az X,¥,%2 koordinfta-rendszer x° +¥7 ;27 képét
65 a koordindta-rendszerben elhelyezett alakzat ortogonélls
axonometrikus képét adja. - Jelentse A azt a métrzxot, amely-
nek oszlopvektorait 91,92,e3 -bdl kepezzuk vagyis a megfelie-

16 bdziscsere mdtrixdt. ~ Ezt a leképezést a kdvetkezd 1i-
nedris operdcid valdsitja meg:

I |

n| = ¥A* |, |, anhol £,M, % az {31,32,33} bézisban

3 ¥
adédé koordindtdkat jelentik, természetesen £ =0,

Axonometrikus vetillet el841litédsa kepernyé-
koordinatékkal

A szimitégépes gralfikus lehetéséget'a monitor képernyd-
Jén dlraldban olyan derékszbgi sikbeli koordindta-rendszer
szolgdltatja, amelynél az origd a képernySkeret bal felsd
sarka, igy az y tengely lefelé mutat. A tovébbiakban a kép-
erny6~koordindtdkat nagybetlikkel kiillénbdztetjik meg a tdbbi
koordindtdtdl.

Paralel-perspektiva (kavalier axonometria)
megvaldsitisa képernyd-koordindtidkkal

e
0 ‘z X
i”lmy:)
|
|
Iz
» {A.B) |
-( o | /gx
— e e
¥
%
| A
5. &bra
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Taldn leginkdbb kézenfekvé ennek az dbrdzoldsi médnak
a képernydre.vitele, ahol az y,z Koordinitastkot képsiknak.
tekintve, a koordindta-rendszer. (tengelykereszt} kezdopont-
jat . a kepernyé' (A,B) pont jdban hel;yezzuk el (5. dbra). A ré-
v1dﬁ1esekre a4z q =q, =1 teljesill, az x téngely képe az

y-nal 0<0€<—:g— szoget alkot Ekkor 2 vetitési’ :|.ranyt a
v{- J.,"QCOSGC -qsnxoc) ‘vektor- adJa meg, és a P(x,y,z) pont
képernyd koordlnétalt az 5. dbrahdl le tudjuk olvasni?
X A+ y - xgeos«
Y = B. -z 4+ xgsina .
Ortogondlis axonometrikus ébrazolés megvalSsitédsa
képernyé ~koordinatakkal :

Mint 1smeretes, ortogonéhs axonometrléban a bengely-
kereszt félegyenesei egyméssal péronként tompakzﬁgeb alkot-—
nak tovébba mindhirem rovidiilés Ays A Ags A & <. 1, de tA +

+ A + 2\ =2, Veg;yunk fel egy kép,sikkal pé.rhuzamos nyomhéz’pm-'

szdget, amelynek a- megfelelé tengelyeken ‘levs csucspont,]a:L‘
X,¥,%2;, oldalai pedig a ‘megfeleld tengelyekre merolegesek, a
talppontokab jelsljuk Xi’ illetve Y. {~BYel (6. -4bra). Az XY

szakasz felezéspont.]ét ,}elol,]e M, e pont kéril ragzo}_t Tha-—

lesidy pontjai X Yl,X Y, tehit-

M= XM=Y H =Y =1,

25 g2

- A M B TN
X . Y
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Az-X 1‘1, 111etve ¥, M egvenesekkel huzzunk pérhuzamosokat az

0 por{tonaat XY-nal alkotott metszespont,}alkat Jelolguk A,
illetve B~vel Az.dbrdbdl leolvashatd, hogy XA=A0, 111etve ]
BY=BO. Az X0Y haromszdg X, iiletve Y. csucsanél levo szbgeit.
Jelolguk o -val, illetve ﬂ,—val Nyhvanvalé hogy

¢+a<g

Host forgassuk be’ X X egyenes kdrul az XOX héromszoge'c a
nyomharomszog sik,}aba., Az {0) pont az XX, fble ranolt Tha-
les-kor és a . 0-<ban X}Ci—re éllltott meroleges metszespontwa.
A A, Pov1dﬁlesre adédik az X(O)X derékszbgil hiromsz8gbfl:

. 0% - (o)X 2. 0X . 0A
AX-.W-,XX ,ahonnan AX_—'}.E(:__I‘ .

Hasonléan kapjuk a -3 rov1dulesre - hogy

y
. 0Y _ (0)Y 2 _ 0Y-_ OB
A'y * 1YY - YYi ,» ahonnan Ay = —-———-YY1 e
Minthogy A +A2+ A2—2 tehdt AZ A;,—B lehet.

Az AQB<Y = J( —z(och), tehat 51nAOB<I- sin2{ol+f3} .
Az ABO hiromszigre alkalmazva a sinus-tételt

2 S 82
A . X
X . 0A _ sin2p x_%_ sin2 3 cas «
-;-é' 88 C sindo .)\2 = = —m——y addédik. Ebbol
y g
2.,2 2,2
b > N . y ) AT+ A
2 §1n2oc-f31n2(o(+f_3), illetve 1+—4L 2% - 2 pmiatt.
22 sin2f3 - A2 22
X X X
2 2sin2f . s
)Lx_— sm20<+31n2(o<+ﬂ)+sm2{3, . Analég médon kapjuk, hogy.

2 _ -~ 2s8in2« . 2.2, 2.,
AB’ T Sindx Fsind(o+ @) +sing@ * °° At Ayt A =2 miatt
P 2s5in2{cC+f3)’

z © SInee +sin2(a+ P ¥5iA23

Ennek alapjén a révidillések szdmithatdk az x tenpely, illet-
ve az ¥ tengély; o, illetve B-lehajldsi szBgeibsl (7. ébra).
bz Abrébzn mepadiuk a tenpelylkereszttel epylitt 2 P(y,;,e)
pont axonometrikus vetiiletét a révidill: koordindtdl feltin-.

- 233 -



tetésével. Most mdr leolvashatd az dbrabdl a képernyS-koor-
dindtdkat meghatdrozd transzformicids képlet:

X = A - }\xxcos (o O ] ;\yycosﬂ

‘Y = B + Axxsino( + Ayysin{j -Azz

Pixy.zl

7. dbra



FUGGELEK H.

] SIMA GORBEK
ES FELULETEK ELOALLITASA
SPLINE-FUGGVENYEKKEL






Sima gdrbék és felilletek el8411f{t4sa:
spiiﬁerfﬁggYéﬁyekkel '

- . Az ipari gyakorlat szémos esetben olyan. feladat elé
él;itjara‘konstruktér&ket,1hqu-meghatérogdtt;sorrenQbén,
illetve‘elrendezésbén’megadbtt pontokra gtrbéket, illstve
-felilleteket illesszének. Ez elsd, kdzéelftésbén jelentheti o
poﬁtbkatfﬁsszek&té‘p@ligont,-illeﬁvéla'felﬁieti‘ﬁontok'éltal
meghatdrozott sikrészeékbél 4116 poliédert: Ndgyobb igényt
tdmaszté feladatok esetében az a kbvetelmény szokott fHime-
rilni, hogy a pontokon dthalads, illetve azok elhelyezkedé-
sét j61 kbvetd sima.gbrbéket . vagy felileteket ‘kell meghata~-
rozni. ’

“Mint ismeretes,- egy irbe "egy-.intervallumban akkor si-
ma, ha ott létezik olyan r(t) eldillftsasa (beleévtve az '
¥=T{x) el64111tdst is}), hogy a’ gdrbe minden pontjdban van a
gorbének folytonosan vidltozé érintéje, azaz r{t)#0.1étezik
és P(t) folytonos. : ) ‘

- Egy felillet sima, ha minden pontjdban létezik folytono-
san -vdltozd érintdsikja. Ez pontosabbanazt jelenti, hogy léte-
zik olyan r{u,v) elédliitdsa {beleértve a z=f(x,y) el8411i-
tdst is), amely folytonosdn differencidlhaté és r xr #0.

A szerkesztd rajzolasban a sima és egymdshoz is simdn
csatlakozd girbeivek megrajzoldsa alkalmas gbrbevonalzéval
torténik; ennek angel elnévezésébdl szdarmazik a sima gbrbe,
illetve -felilletillesztést WMegvaldsits fliggvényeknek spline-
fligevény névvel t8rténd megkiilénbdztetése, A spline-fiiggvé-
nyeket a matematika kiilénbdzé fejezetei més-nmis szempontbsl
vizsgdljdk. E vizsgdlatok a spline-filggvények egzakt &s abszt-
rakt definidldsdtél az approximicibelméleti vonatkozédsokig
minden teriiletre kitérjednek. A SORféle;spline—fﬁggvéhyt a
gyakoriati igények sokfélesége magyarédzza. Ezek kdzll csak
néhdnyat tudunk bemutatni. Tdrgyaldsunkban a gorbék és a fe-
lliletek el16411{tdsa polinomok segitségével torténik, ezért
ezeket d spline-okat: polinomidlis spline-oknak nevezziik.
Hogy ténylegesen egy.adoti probléma mggolddsdnsl melyik spli-
ne~figgvényt alkalmazzuk, az szdmos egyéb kériilmény ~ mint
pl: a. szédmitSgépes grafikus rendswzeriink kifejlesztése - mel-
1eétt elsdsorban magdtél a problémétsl figg..

Vektor-spline filggvények

De finifc.ié: Légyen adva megadott . sorrendben
(n+1) pont, amelyek helyvektorai BgsPqs+-+Py» tOVADDE (n+1)
egyvdltozds f.(u) (i=0y1,...n) flgevény. Ezekhsl

n
plu) = Egb £, (u)p,
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alakban képezett,fuggvényt egyvaltozds vektor-sbline fligg-
vénynek nevezzilk. A EO’Bi""’En pontokat a kapott girbe

kxontrollpontjainak mondjuk, mig az fi(u} fliggvényeket blen-

ding-fuggvénxeknek (keverd fillggvények) nevezzilk, amennyi-
ben az 4italuk létrehozott gbrbe a kivdnt tulajdonsdgokkal
rendelkezik. A kontrollpontokat sorrendjiiknek megfelelden
asszekdtd poligont a gdrbe karakterisztikus keretének momdjuk.

Bezier—féle'egévéltozés vektorfiiggvényekrdl beszéliink, ha a
bilending Luggvenyek az un. Bernstein-fuggvények, amelyeknek

alakja a kdvetkead:

By (W) = £5(w) = prhigyy wH0TE (0D (20,1, L)

(az egylitthaték a binomidlis egylitthaték).

Elsd és masodfokd Bézier-fiiggvények
A A 20,31 helyvektori pontok &ssze-
kbtd szakaszit a

p(u) = (1-u)pytup, (0%uf1)
fliggvény adja meg, €z az elsdfoki Bé-

zier-figgvény.
- A BgsRqsBp helyvektori pontokhoz

tartozd Bézier-girbe

Q(u)=(1-u)290+2(1-u)ugl+u222 (0%u31)

azt a PO pontb6l P,~be vezets parabola-
1. 4bra . {vet hatdrozza meg, amelynek P,P,, ill.
P1P2 egyenesek érintéi (1. abra). .

Megjegyzés: Két érintdjével (ti,tz) és érintési pont-
jaival (T1’Tz) megadott paraboldra ismeretes, hogy az érin-

tési pontok 4ltal meghatdrozott szakasz M felezéspontjat az
grinték K metszéspontjdval Ssszekdtd egyenes a parabola ten-
gelyével pérhuzamos (1/a) &bra). Ezen ismert Usszellggés fo-
lyoményaként az MK egyenesen levd ‘1‘3 parabolapontot a TlK,

il1. T2K szakaszok $1, ii1. Sy felezépontiait 8sszekdts t3,

érintd jeldli ki. Ennek 41taldnositdsaként kimutathatd, hogy
ha



akkor az igy kapott 8182 szakaszt

5P

PS 2‘ 1-x

ardnyban oszté P pont a szdéban-

Tforgé parabola pontja €s ebben a

P pontban a parabola érlntéae az
1 2 egyenes.

Az 1, dbra jeldléseire visz-
szatérve Q pont a P 1 szakaszt,
ill. R pont a PistzakasztzEE
ardnyban osztja fel, tovdbbd a P .
pont a QR szakaszt ugyanilyen

arényban osztja .fel, azaz ’ i/a 4bra
" P,@ P.R :
0 1__@2_ u < Z

QP RF, TPR T (0 Fui ),

tehét a megfeleld g,r,p helyvektorok el&éllitésa a kbvetke~
z8 alaki:

= (1~ u)20+u21 illetve r = “ru)=21+u22,

ezekbll

p = (1-u)gtur , ahova a q és r behelyettesitése
utdn -
P =-(1~u}zga+(1-u)u21+(i-u)u31+u222 , tehét

a plu) =‘(1-&)220+2(1—u)u21+u292 (0 S u.é'i)

misodfoki Bézier-ghrbe adédik.

.1. Példa: A 2. dbrédn feltiintetett Ro,ﬂl,.;.,RS pontokra ha-

tdrozzuk meg a parabolaivekbdl 8116, hurkelt, z4réds gérbe-
illesztést. =~ Az 4brabél ldtszik, hogy az R, (10,0), Ry (10,5,

h2(0 0) pontokra felfrt El(u) vektorfﬂggvényhez telaesen ha~

sonl$ médon frhaté fel a gdrbe tovdbbi hérom része., (Ezt 8n-
4116 gyakorlédsként végezzilk el!) Tehst gl(u) {1~ u)2r +

72(1~u)ur1+u2r2, Oéugi, vagpylis g u) [10(1-u)2+20(1 u) u]i+
ri“{f—u)J;, et véridi p,{ u)=12(¢_ﬁ 1i+10(u-u")j alakra hoz-

natsd,
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Re Ry
. 71 110,5)
R, Ry Ry
~— Dl-i
Re R
Ry Ry
2. dbra

mindkét gbrbénél O &
adottak,

3. dbra

igy

u-

£

2. Példa: TIllesssziink a.3. db-
-rén megadott pontokhoz olyan

masodfokd spllne—£Uggvényt,

:amely -8Z- RO’Ri’ R2, 3 pontok

menetét J6L- kﬁvet1, -~ Nyilvéan-
valé, hogy itt két parabola-
ivet kell elhelyezni gy, hogy

_kozos pontguk az R1R2 szakasz

5 felezespontaa legyen. -Ezek
szerint

Eltu)=(i-u)2§ r2(1-ujury +u2§ és

Qz(u) (1-u) s+2(1 u)ur +u’ r3 s

1. Minthogy a pontok helyvektorai

_Ri(u)}[E(1—u}2+6(1~u)u+2u2]i+[(1-u)2+h(1fu)u+%u2]is_il;etve

py{u)= [2(1—'u)2'+2(1-u)u];t[%(i—u)2¥2(1—u)u],i.' végil a

-Rl(u')_i.(h_—zu')'i%(42,-5u?+gu41)1, i11.

p5(u) _:-(-2_—2u)'§5+'(2 ,5u3-3u+0,5)] alakot’ Kepjulk.-

gézier—féle k8bds vektor- spllne fdggvéna

\eg"~L fel a. PO’P"PZ’P3 kontrollponto&at aﬂe13e?nek

ne¢)vextora1,ga,p1, 2,p3._£ nég3 pont altal neghatarozo

~’"1eﬂa €ie kbids, FUL;re—'ﬁ venﬁ.‘
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p(w) = (1-u)py*3(1-w)up +3(1-wudp,m’p, (0 F w E 1).(1)

A felirt fﬁggvéﬁy a Py pontbdl a P pontba vezetd girbét
ad meg. Vizsgdljuk meg a pfu) érintéit, amit p(u) derivélt-
fliggvénybhdl kapunk: o

plu) = -3(1-u)220+3(1-u)221-6(1—u)u21+6(1fu)u22-3u222+3u2E3,
innen
B(0) = 3(p;-pg) 65 E(1) = 3(p5-p,)

addédik, tehat a PO, iil. P3 pontban a gdrbe érintdje a P0P1’
311, PZPB egyenes. A gbrbe nem megy at a P1 és P2 pontokon

(4, 4bra). Természetesen a gyakorlat t&bb pont 41tal megha-
tdrozott gdrbeillesztést is megkivéan. Ha (n+1) pont dltal
meghatdrogott karakterisztikus ke~
rethez egyetlen Bézier-féle gdrbeiv-
vel (szegmenssel) akarjuk a gdrbeil- B
lesztést megvaldsitani, akkor n-ed-
fokd spline-fiiggvény adédik. Mdsik
lehet8ség példiul az, hogy tObb har-
madfokd szegmensb8l dllitjuk el a
gbrvét. Ha az elébbi gdrbéhez olyan
QO,Ql,Q2,Q3 pontok d4ltal meghatéro- P

zott (1) alakid gdrbeivet akarunk il- . &bra
leszteni, hogy a gdrbe érintdje foly- *

tonosan valtozzék, akkor a Ug29495593 helyvektorokra telje-
siilnie kell a

Py

B3 * 4y €5 (2)
4479 * A(p_3-p_2-) (A>0)

feltételeknek (5. dbra).
Hogyha még azt is megkive-
teljitk, hogy a P399 pont-~

ban g gdrbillet is folytono-
san viltozzék, akkor 2

- p(e) és g(u) gbrbék gdrbl-
Tete a csatlakozédsi pontban
meg kell egyezzék. Ez a-
q{0)= Ap(1) miatt csak dgy
érhetd el, ha

3. &bra

..2-['?_



(3) 19€0) x 3C0)] = A2|p(d) x p(1)y].
Minthogy e pontban.a simulésik is ua. a sik, amely tartal-

mazza & p(i)-et &s q(O) t (ezek &ltaldban neim kollinedris
vektorok), tehat :

(1) - g{o) =.gp(1)+ v p(1) = pp(1)s /\25(1)

11neaxls kombindciéval fejezheté ki, ahol azonban {(3) miatt
¥ = A lesz. Mivel

B(u) = 6(1-u)py+ [f§(14u)+6u-6(i—ui]2if[-6u+6(1-u}—&a;2§6u23
ezért §(1)=6g1—122é+633 és §(0)=630—12g1+6g2,'tehét (2).és-
(1) ﬂigyelembéﬁételévei’§(0)= pé{1)+1?§(i)?

1t

3 u(23—22)+64A321f12 Agngﬁszgﬁ =

-'633«12A.23+'12)gp_z--ll-'zp_}%ﬁg‘z-l_adddiig'; amibsl g,~t kifejezve
= A%p (2 A%2 a3 w)p v (a%e2 A +3+L 1) p.-at kapjuk

4, Bymie A reAars BIR, 2 A PS5 L Ipg-e pJjuk.

Ezek szerint & mdsodik szegmens kontrollpontgalbél a A ésp

megvalasztdsa utén csupén a- g helyvektori pont nem deter~
mindlt, azaz tetszSlegeésen felveheto.

3. Példa: frjuk fel. a’ 20(1 '1,0), p1(3 2 227, p2(h 5,30,
p3(2 6 5) konrollpontok dltal meghatdrozott Bézier-féle it~

bbs vektor-spline fliggvényt, majd illesszik hozzd (folyto-
nos gbrbilletet biztositva) a 957B3 A=1l, R=2 feltételek-

nek eleget tevd g3{10 10,0) ponthan vegzédo Pézier-szegmenst.

3

uegoldés' g{u)-(i—u) EQ+3(1—u) u21+3(1~u)u pzTu B3 tehat

(1 u)3+9(1 u) u+12(1~u)u +2u3 = 72u?~3u tbu+l

3+éu2;6u+1

plu) (1 u)3*6(1-u) u+15f1—u)u +6u37 -l4u

2+5u

6(1-u) u+9(1—u)u ¥5u3 = 2u3~3u
Ezutén a-gﬁrbgillésités.miatt3
9,42, '6:5)‘, 44735*p3R, " (0, 7, 1)

9,7B4" 5p,+ p3( ? 7,12} g3(10 10,0)
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Ennekélapjén,g(u)=(iru)5§d+3(1=u32ﬁ§i+j(1-ﬁ§§2§2;a3gé”

- & Bézier=féle. k5bds vektor-splﬂne fﬂggvény métrlxos
formaban_a kbvetkezo alakid:

30003 Al gl um3 PR3 p3J
NS

20 .Q} By

’ ghor:it

Gyakorlé feladatok
'1.-Hatérozzuk meg az: Ry{0, 3), R, (4,4), R,(3,0) pontok dltal
megadott masodfoku.vektor spllne fuggvenyt.

2. Adott a 6. ‘sbrén megraj-
zolt hatszdg. Illesszink a 'ﬂr
hatszéghdz olyan parabola-
iveket, amelyek a hatszdg (0,4)
oldalait felgzdpontjaiban
‘érintik.

3. A 7. .4brdn O ponttél P. -2,21 (2.2
- pontig-haladé térétt~vona-
lat 4brdzoltunk. Hatdroz-
zuk meg a t8rdtt-vonal -me-
netét j61 kbvetd mdsodfoku X

vektor-spline fliggvényt -
gy, hogy a gbrbe 0 és P
pontokon dtmenjeéen és a to-
rétt~vonal minden .szakd-
sz4t érintse; a gdrbe
érintdje vdltozzék folyto-
nosan. -

4, Irjuk fel az R,(2,0,0),
R;(4,3;4); Ry(2,5,5), |
_R (0,1, 0y pontok éltal meg— 6. .4bra

-hatérozott Bé21er-féle K-
bés- vektor spline figgvényt, ‘majd illesszilk Hozzd a .
QO 2> AS =2, p=4 feltételeknek eleget tevd, QE( -10,-30,

-=hoy- pontban végzodé Bézier-gdrbét .,
5. Allitsuk el8 a Py(0,4,1), P (- -%,0,3), P, (0, -y, 7) P (4,0,1)

pontok Altal meghatérozott Bé21er féle kbbos spllne—t és
illessalik hozzd az 8y=P '35 Asly, H=k felt ¢teleknek ele-

get tevs. S (10 10,-20} pontban végzédo goroét.

F2. 0N {2,-21

10, -4}
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(-6, 6] {6.6)
B
0 X
L
-6,-6} . {¢,-6} Pi6-6}
7. dbra

Hermite-féle egyvdltozds kibls spline—fﬁggvény

Legyen adott az [a,b] intervallumnak egy
as x0 CX g <aen <x =b felbontasa és egy {x) fdggveny, amely-

nek értékeit, 111etve derivaltjdnak értékeit T©supdn a fel-
bontds helyein ismerjilk:

£5 0= £(x;) " illetve £2 = £2(x;)  (i20,1,...,n).

Hermlte ~-féle kdbds spllne—fﬁggvénynek mondjuk az f(x) figg-
vényt kdzelitd

S {(f3x) = 83(;) fliggvényt, ha kielégiti a kdvetkezd
feltételeket:

1. az [xi,xi+1] kdz8k mindegxikére az $3(x) fiiggvény az

_ _ v 32 v 3

(6) SB(X) = Ai+Bi(x xi)+Ci(x xi) +Di(x gi)

alakban 4llithatd eld. ]
2. S (x }= £:5 iil. 3(x )= f. (i=0,1,...,n).

Az 1-edlk 1ntervallumra [k. +1] -re felirhatd a kdvetkezﬁ
négy egyenlet: *s

S (x.)=f., S (x1+1) f1+1’ S’{x_)=f!, Si(xi+1)=fi+1

A (6) és S’(x) B, +2C, (x xg )+3D (x—x ) alapjédn a{2. )felté-

tel szerlnt felirt négy egyenietbél kapauk, hogy A f €s
B f., valamint
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e ips - _ 2, _ 3.
B0 Ry, Xy )40 (g =) oDy (X mXg )72 g

PR - v }2-
£3420, (3, =% 043D (x5 4 =% ) "= 08y

Vezessiik be a hi=xi+1—xi jeldlést, ekkor az egyenletrendszer

, =T, £2 4213
. 2 3 _- _f 3 ~ $1+1 i “i+1 i
C;hi+Dshy = Fy 4-F;-F5hy G333 E;
i

és megoldidsa

: £1 4f1 £,

2 _ sz _po . _tiel i i Tit1
Cizhi+Di?hi__ fi*l fi . Di - hz + 2 h3
i i

Tehdt a tekintett intervallumon az SB(X) fliggvény egyértel-
" o - .

miien meghatdrozott. Az 83(x).fugg§§2§t axz fi, fi+1’ fi,

£ értékek segitségével és a t=—p—" s Fl(t):

ﬂ 1 ..
-(1-6)2(1426), F,(£)=62(3-28), Fy(6)=t(1-6)%, Fy(e)=-t“(1-t)
jel8lések alkalmazdsdval az

(7" SB(X} z Fi(t)?i+32(t)fi+1+F3(t)hif;+FH(t)hifi+1

alakban tudjuk felirni (0 z Qgﬁi), és a jelBl&sek szerinti
behelyettesités alapjén szdmoldssal kimutathats a (6) és
(7) alakok ekvivalencidja. °

Az SS(X) filggvénynek az [xi,xi+1] intervallumra valé

praktikus meghaﬁérozéséhoz vezets algoritmus a kdvetkezd:

f...-T. P i
' ENPYE L 143 U .2 M
Legyen Ki =-2 hi + (fi+fi+1) és Li- Ki+ hi fi »
akkor | . :

- - - 3
(8)  S5(x) = S5y5(x) = £ (xm%y) [r1+e(uyrek,)] .

A (8) alak és a (6), il1. (7) alakok ekvivalencidja ugyan-
csak szémitdssal verifikdlhatd, s

-

j, Példaképpen hatdrozzuk meg a2 83(x) Hermite-féle kdbids

_spline-fiiggvényt, ha a {-0,7;0'1;2;2,?} helyekhez tartozd
fuggvényértékek {1;1,7;2;1,7;1; , ill. a deriv&ltértékek
{1,7;0,6;0;-0,63~1,7} adottak. - Az adatokat és a sz4molé~

sok eredményeit az aldbbi t4blézatban foglaljuk Ussze:
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ﬁﬁﬁm:xm 0~%° 0- vium+w 0= VMHM+m Otu (2=X)+L°T . .Axgmmm

uBqUNTTRALSIUT musmmmu

L(1-X)E90-2 = [(0+ (T-%)+€70-) (1-%)40] (1-%)+2 = (%)%Tg
| | ‘ueqUNTTEAJLQUT [2¢1]
(XE€029°0)X+L°T = [(0-X+E°0-)X49 0] X+L5T = ccﬂ
, cmnﬁdﬂambnuuuﬂ ﬁﬁ.ou.
0 ¢
mAm 0 th+xiﬁ VN o+ﬁ +4 ﬁu (L°0+X)+T = Axvmom

cmnesﬁam>&mu:a_.ﬁdquon

1 Q-1 iz |y

9c0+12¢f0 | ¢fo- | 1s ¢fz- | L0~ i) 9fo-|lT |z |¢

1 0-€f0-0 0 ¢*o- .,  9%0- | o | T | o e |tz
9°0-E°0+0 0 g0 - 5% o ot foto [l e |1
LfT-t+Cf0- | €50 N A Lo flasof 2t | T [Lf0-0
Ti-Feuyo | Fy=TasTe- [T O R 0 2.0 S 8 8 LR
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Gyakorls feladatok:

1. Hatdrozzuk meg a {=-3,-2,-1,0,1} helyekhez tartozé . { »10%
73565-1,25051,2} Figgvényértékek 65 a {10;3,831,5;1:1,5).
derivdltértékek dltel meghatdrozott Hermite-féle egyvil-
‘tozbés kdb0s spline-Tilggvényeket az egyes intervallumokon.

2. A {-1,0,1,2} helyekhez tartozé Pitggvényértékek - {1,531;
1,5;3,8} 5 i1l. -derivdltértékek {-1;2;0314,253,6} . A1lit~
suk elf-a hédrom intervallumhoz tartozé kdbds Hermite-ré~
le spline-filiggvényeket.

3. Mi.lesz a {0,1,2,3 } helyek 41tal meghatdrozott interval-
lumokon a Hermite-féle k&bds spline-filggvények alakja,
ha a megfelel§ fliggvényértékek {032,4;7,2:20} ,.a deri-
valtértékek pedig {2;33;7,6:20]},
Ha az a=0 <1 ¢ ... <i <i+1< .., < n=b felbontdsra
Irjuk fel_az_SB(x) fuggvényt, az [i;i+1] intervallumban, ak-

kor a t=x-i.és h,=1, tehdt az

(9) Si(x) = Fji'(t)fJ.L+F2(1;)f'i?‘1'+‘J.=‘3_(j:)fifﬁiu(t)fi+1

alakot kapjuk. - Ha i=0,Avagyis-a'[o,l];intervallumra irjuk
fel a Hermite-féle spline-figgvényt., akkor az 83(x)= S

=F1(x)fO+Féﬁﬂfi+F3(x)faqu(x)fi formdra jutunk, €s az x=0 he~
lyen csak Fi(O):i a tibbi 0 értéket vesz fel, az x=1 helyen-
csak F2(1}=1, a tdbbi 0. E‘fﬂggvények>deriyélbjai koziil az
x=0 helyen csak:F%(Q?=1,'a Fébbi 0, tovdbb4d az x=1 helyen
csak Fj(1)=1, a tdbbi 0 értéket vesz fel.

Ferguson=-féle kbbds veéktor-spline fiiggvény
Ha olyan vektor-spline fliggvényeket kell konstrudlni}
amelyeknek a megadott kontrollpontokon 4t kell menni, és is-
meretesek eZen‘kivﬂl'az-adptx-pontokpan a&gﬁrbe'érintéqek~
‘torai, akkor ezt a Teladatdt a karakterisztikus keret sza-
kaszaira kiilon-kiildn oldjukimeg, és a kapott . gbrbék egymds~
utdnja adja a kivdnt -gdrbét, amelynek az €rintdje folytono-
san valtozik. Kdnnyen béldthaté, hogy a megoldds kodrdindta-
flggvényei Hermine-féle k¥bls spline-filggvények.
_ A feladat egy szakaszra tehdt a kdvetkezd: Adott a By

€s p, helyvektord pont és a hozzdjuk tartozé by és p, érin-
tévektorok. Allitsunk e1d olyan p{u) flggvényt, amely a

0 £ u 21 értelmezési tartomdnyon kielégiti a p(0)=p,,
p{1)=p,, EKO):EO és g(ii?Ei‘feltételeket. Verifikdldssal be-
1athatd, hogy a ’

(10)  p(W)=F, (Wlpg+F, (Wp +Fy (W #F, (wp, (0 % u 2 1)
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in. Ferguson-féle Kiblis vektor-spline figgvény a fentl fel-
tételeket kielégiti, ahol tervészetesen Fy (w)={1-u¥ (1+2u),
Fz(u)~u (3-2u), Fy ﬁﬁ—U(Tﬂﬂ s Fu(u)‘—u (1-u)

Me zés: Az ilyen médon konstrudlt gbrbeivek {az tln.
szegmensek§ csatlakozdsi pontjaiban nincs garantdlva a gbr-
biilet folytonosséga.

5. Példa: Irjuk fel a 20(1 0,0}, 20(2 1,0), 21(0 2,10),
El( 2,0, 1) adatokkal meghatdrozott Ferguson-féle kbbds vek-
tor-spline egy szegmensét.

Megoldds: g(u)=go(1—u)2(1+2u)+21u2(3-2u)+é0u(1-u)2+
+p (-u?(1-u)), vehdt

L 1),

tih

(u)=(2u3—5u2+2u+1)i+(-3u3+uu2+u)'+(-19u3+29u2)k (0 % u
P » i+(-3u i “)k

A TFerguson féle kibls spline-figgvény mitrixos felira-
sa a kdvetkez§ alaku:

(11) plw) = [uBugu:l] 2 -2 1 1] Polt~ E__I’E[Eg_ﬂiflgél}x
-3 »3 -2 -1 24
6 0 i 0 éo

*

1 ] 4] .0 Ei
?ehét
(12) F(u) = [Fl(u)Fz(u)F3(u)Fu(u)] = UM

Gyakorld feladat:
Hatdrozzuk meg az ry(0,3,1), r,(-3,0 $3)s r,(0,-3, 7}, P3(3 0,1}

helyvektoru pontokon éthaladé Ferguson- féle kdbds spline-
fliggvényt el64111té gdrbedarabokat ha a megfelelo pentokban
vett érlntovektorok {(-1,0,1), » (0 -1,1), r (1,0,1),

_3(0 1,-1).

B-spline fliggvények

Ha adottak egy vektor-spline kontrollpontjai
B3 (i=0,1,2,...,n) és a blendingfiiggvényeknek - az alébbl re-

urz1és definicidban meghatdrozott - N (u) k~adfokd poli-

nowokat tekintjlk, akkor az igy létre;ﬁvﬁ spline-figgvényt
5-spline Tuggvénynek nevegzik.



WA

t

c i { L 6: = £
De finicié: Legyen Ni,O 1, ha ti u 1417
egyébként pedip a 0 értéket vegye fel.

Legyen tovdbbé tetszdleges 0343k esetén

u-t, t, ~u
. t+1 -
(13) ¥, ,(u) = o N, ,_ (u) + A N, ()
it ti+£ ti 1,{ i ti+t+1 ti+1 i+i,¢-1
ahol
t.=0, ha 1 <{k+1
t £

=i-k, ha k+1 ¥ i 2 n »
t;=n-k+1, ha i>n, tovdbbd i hatérait a O £ i %n+kel

egyenllitlenség gatérozza meg, €s a flggvény értelmezési tar-
tomdnya 0 2 u = n-k+i. :
A definfciébél kdvetkezik, hogy az értelmezési tarto-

miny két végén tdbbszdrds alappontok alakulhatnak ki, és
ezért a rekurziés képletben % VAEY % {(S#0) alakok is eléfor-

dulhatnak; egek értelmetlen kifejezések, és kizdrdsukat az-
41tal tudjuk biztosfitani, ha értékilkket definicié szerint
O-nak vesszilk. Az értelmezési tartomdnyban levd belsd alap-
pontok ekvidisztans pontsort képeznek. (Uniform B-spline)

T4rgyalésunkban konkrét példdn mutatjuk be a B-spline-
ok létrejdttét. Vegyiink hat kontrollpontot, azaz n=5 és
legyen ’

a) k=0. Ekkor az Ni 0 egylittha-
)

5 M.0
tékat -és a E(u)igomisk,(u) B — ——t—
fuggvényeld4dllitdst a kodvet~ Nio
kez8képpen kapjuk (8. dbra}) - :
a (13) definfcidé alapjéan: - g — — e e
' ) K
0
=N +N + 4 4
p(w)=Ny o(ulpg+iy o(upy ——t— y .
+N2’0(u)22+ . Ns(o 2!
+N5,0(u323+ —— e — ——— -
) N
+N + Lo
4,0 MRy _
8. ~{wWpe, R
5’0 '5 - NS,O
vagyis a p(u) fliggvény az egyes ¢ 1 2 3 k-5 6
intervallumokban: t # t t Pt
3 - : I L T T A
0 f uf 1 -ben plu) = p4 )
1 £ uf2 -ven plu) = 21 8. dora



1"
ey -
N

22 uf3 -panplu) = p
354 ¢y ~ben p{u) = 23
h§u§5~beng(u)=gu
5% u % 6 -pan p(u) = Rs

b) Legyen k=1 és n=5. Ekkor (13) szerint agz alappontok

to=t1=0 t2f; t3=2 tu=3 t5=q t6=t7=5.

Az N, , egyltthatdk és a p(u) flggvény elSdliftdsa az
51
aldbbiak szerint térténik (9. dbra):
Ng,q=(1-wINg 4

N1’1=uH1’0+(2-u)N2,0

N2,1=(u—1)N2’0+(3-u)N3,0
Ny g=(u=2)Hy o+ (h-ulNy o

Nq,].:(u."})Nq,O‘l'(s-u)N

5,0
~ ={u~}
pri (u )NS’O
¢S — T T T T —KET —T—T— 7T
N
N&O 01
&
RPN N S N NN N D a—
Mo &
. =1t =T AW~ T~
NZ‘O 7 . . +
T T T AN T T
N3'D .’
I I T T T T /AN
Ny o
Ng g
NSJ
& 1 2 3 3 ﬂe 2 3 - p]
g, dbra



rehdt a p(u) flggvény:

.0 £ u £ 1 -ven p(u) = (I-u)pytup,
1% u %2 -ven p(u) = (2-u)p,+(u-1)p,
2 £ 4 % 3 -pan p{u) = (3-—u)22+(u—2)g_3
3 £ u %y -ben plu) = (H-u}23f(u-3)2u
hfyt 5 -ben p(w) = (5-u)py+(u-1)p

Ez a linedris flggvény lényegében a kxarakterisztikus kere-
tet dllitja el8. Az H egydtthatéknal jé1 érzékelhetd az

Ni 0 egylitthatdk szerepe ‘ezek a megfeleld intervallumra

mlntegy “pekapesoljak" a hozzdjuk tartozd iinedris flggvé-
nyeket. Ezért az N O—kat kapcsoldknak is nevegik, mivel k

nagyobo értékei eseten is hasonlé a szerepilk.
¢) Legyen k=2 és n=5. Ekkor az~alappontok {13) szerint:

- t0=t1=t2=0 t3=1 tn=2 t5=3 t6=t7=t8=u.

Az N ,2 egylitthatdk el6dllitdsa a kovetkezo fokozatokban
tortenlk (10. és 11; &bra): '
Ny 4= (1w,
_N2!1-uﬂz’0+(2-u)N3’0
NS’1_=(u-im3,o+(3‘-‘umn_’o
Nu,1=(u-2}N4;0+(h-u)N5,0

N , 1:(“_3 )NS,O

O 2—(1 u)N

N, peully —?-(2-1;)912’1
N2 ”’%““Na 1*”‘1“‘3‘“)“* 1
Ny 2_1(11 )My SNy .
uh 5% 2 ——{u-~ 2)Nii 1+(lt u)N5 1

Ng o= (w3005 4
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— e — = e — T — =
No gl N1o -1fq1

JURDE SININRNS ISP DI SV GUERpEY B B

0 1 2 3 4 {9 1 2 3 &

10. dbra

Az N 2(u) egylitthaték, vagyis a blending-fliggvények a kap-
csolékkal klfeJezve.

0 2(u) {1-u) N2 0
2(u)- (uu 3u )N +1(2—u)2ﬁ

3, 0
2 2£u)~ u H2 0 2(6u 2u ~))Y3 0 2(3 ~-u} ”H o
(u)=§(u 1)24 ‘+~(10u 2u? 11)Nu ots Loy N5 0

Nq 2(u)- {u- 2) Ny, 0+2(20u Su 32)N5 0

Ny (W)= g

A blendlng—fuggvényeket dbrdzolja a 11. dbra, amibdl az is
kideriil, hogy a kapcsoldknak megfeleld egyes intervallumok-
ban az N 2(u) k felirdsdban megadott misodfokd fuggvények—

bol melylk lett 4dbrdzolva.

(u) figgvény aldkja a PgaRy+Rss S’BH’ES’ konbrollpontok—
kal kifejezve: ) .
pl{uw)= Do 0, 2(u +01H (u)+ggd2 1(u)+EBN3 q(u)+puh 2(u)f

+ESN5, {w).
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Ennek alapjén a p(u) az egyes  gem—mepe oo
intervallumokban a kdvetkezs N
alakia: 0.2

{14} 0

(11

uf 1 -ben p(u) =

(‘.l-u)2&}&»%(1111—3112)RiwL e e

1.2 Nyo
+§u 22 1,2
1% u¥ 2 -ben plu) =
= de-wdp deuwalap s | T T
2 12 2 /\ Nz.z

‘+—§—(u—1)223

V]
1",

f 4?3 -ban pu) =

e vy e e e s e e —— e —

i, 2. .1 2 .
=§\3-u) 22"5(1011—211 "1‘1)231 ' /\ N33z

.1 2
jr-é-(!l'2) El;

s e e o e ] s e e o e o d

2ufy -pen plu) = -

37 N2
2denongn slron a2 : 1"
=5{l-w) P3#5(20u-3u"-32)p, + i _//\.
3 _ —
+ - .
| NB)% N I I
A mdsodfolkii-B=spline gdrbék Hg 9
tulajdonsdgai: A gdrbe atmegy '
o felvett kontrollpontok kézill
az elsén és az utolsén (p,,p,), o 1 7 3 4

ezekben a pontokban a gérbe 1i. 4bra
€rintéje a py-Bgs i1l. p.-p, 4 .

vektor', tovdbb4 a girbe <rinti a karakterisztikus keret ol-
dalait {(12. 4bra). .

A kontrollpontok szdmdnak ndvelése nem befolysdsolja a gérbe -
fokszdmdt, mig a Bézier-féle spline-filggvények esetdn 2 kont-
rollpontok szémdnil 1-é&l kisebb a girbe fokszdma.

‘Kidolgozott feladat:

Gyakorlasul elvégezzilk a B~spline blending-filggvényeinek
meghatdrczdsdt-n=7 (8 db kontrollpont &s k=3 egetén, vala-
‘mint felirjuk a p(u)} figgvényt valamennyi- széba j&vé inter-
vallumra. A {13) alapjan az alappontok

t0=t_1=t2=t3=0 t;‘=1 t5=2 taf’-} _t7=l| t8=t9=t10:t11=5 s
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fgy az értelmezési tartomdny
. £ 4
g0 = ut®s5

A 0-ad és elséfokd blending-fugg-
vényeket a 13. ébra szemlélteti, ame-’
lyek (13) szerint a k&vetkezd alakban
irhatdk fel:

Np,q=(mwily o0
N =ulN
3,1 3,0+(2-u)1~1u’0

Nu’1=(u-1)nu,0+(3—ﬁyns’o
Ns’ié(u-a)N5;0+(ﬂ—uiN6’o
N6’1=(u-3)u6’0+(5-u)ﬁ7’0
N7’1=(u-4)u7’0

Ezutdn ugyencsak (13) szerint
felirjuk a misodfoki blending-filggvé-
nyeket, majd mindegyiket kifejezzik az
Ni 0 kapcsolSkkal is: . .

3

12. dbra
TN, 2 (1-w)N =(1-u) N
1,2 2,1 _ 3,0
- . P I PTR 1oo_ 012
N2’2~UN2’1+"§(2 u)N3,1 ‘2(1“1 3“ }N3’0+2(2 U.) _Nll’o
1 J12

21 - ) 1 - ' _1_ - 2
N3’2~§UN3,1+2(3 u)ﬁﬁ,i 54 N3’0+2(6u 2u B)Nq,q+2(3 u) N5’0
-1 - 1 - -l - 2 ;1_ - 2-- .1; - : 2
ﬂu’z-i(u 1?Nu,1+§(ﬂ ums’1 =={u-1) Nu,ciz(iﬂu 2u 11}H5,0+2(H u) “6,0

2
_1 1, 1542 Lo unerula 1os_ 32
Ny ph(u-2)Ng 4+3(5-uNg 4 =3l 2)2R; o+5(1hu-2u%-23)Mg o+5(5-w) Ny g
.1 i, _ay2 1)t
Nﬁ,a‘ﬁ(u-j}nﬁ’1*(5"“)“‘7’1 "E(u 3) NS,O*z(zou 3“» 55)”7,0
- S atuey?
N,{’z—(u—ll)]\l.‘,’1 ={u~l}) N?,O

A mésodfokd N_-,{u) figpvényeket a 14, dbra szemlél-

i
teti: A kdvetkezd lépésben mdr a harmadfokd blending-fligg-
vényeket &1llftjuk eld (13) alapjén: '
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ey e ——

N R I

o

N 21

s Dt PR P FRp R s Eandiand uad

N34

Ng 4

T and

-13. ébra

N0 3=(1-u)!\11’2’

. - 1 _ T

Ny g=uly o*5(2-wi;

N, =dun, L +:(3-wIN
2,322,233 3,2

I | S P o

Ny g=qulg otz(i-wly

1ou- ke
Hy 551Ky (5N

4 Aue2yi +i(s-
R, 3=3(u-2)ily +3(5-wilg 5

R L asw Y
hﬁ,}‘f(u 3)N6,2+{5 u)d?.’2
n7,3;(u-u)x7’2
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Az N (u) fiiggvények ismeretében kifejezzik az Ni 3(u)
fﬁggvényeket a kapcsolokkal

O 3-(1 u) N3 0
Al B e 2 an N . sdifooy)
N1,3‘ﬁ(7“ 18u +12u)N3 0+§(2 u) Nu 0

3 - - 3
2 3—T§(18h ~11u )N3 0 12(7u 36u +5hy 18)N§ 0 6(3 u) N .0
N3,3=%u3N3 orE(12u°-3u-12us Ny (45 1(3ud-24u2+60u- ~HENg o+
- +E(4-u) N6,O
1, a3 1 2_<.3_
Nu,j—g(u 1) Nq50+'6(21u 3u 145u+31)N5,0+
+%(3u3-33u2+11?u—131)N6 SrE(5mWAN,
N ed(u=2)3N. +-5(69u°-Tu’~219u~227)N
5,3 6 5,012 6,0%
+f%(11u3-1u7u2+6h5u~925)n7‘O
1o 2yD 1 2_. 3_ -
N6,3fﬁ(u 3) N6,0+H(87u Tu 357u+483)N7’0
PRy
Ny, 37 (i)™ Ny g
Ezeket a blending-fliggvényeket rajzoltuk fel a 15. &brén.
A plu) = :E Nl 1{(u)p el84111t4s0 vektor-spline figg-

i=0
vény az egyes 1ntervallumqkban a kivetkezd alaku:

0% ut 1 -ben 2(u):(1—u)320+%(7u3—18u +12H)EJ+Z§(18u —1143)22+%u323
1 £ % 2 -ben E(u)=%(2—u)331455(?u3~36u2+5hu—18)32+

+%(12u2—3u3—12u+h)g3+%(u—1}32u
2%4%3 -pan B(u)=%(3~u}332+%(3u3—2Hu2+60u-Hu)33+

+%(21u2-3u3-u5u+31)2“+%(u-2)325
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fILY

=
H

£ 4 -ben 2(u)=%(1l-u)39_3%(3u_3-33u2+117u-131}Eh+

+T12—( 69u2-7u3-2 19u+227 )25+]1I(u-3 )326

S
ik

=
sih

Ui 3 i 2.
5 -ben plu)=g(5~u)’p,ri5(1107-147uP4645u-925)p +
*%(87u2-7u3-357u+u85)25+(u-'i)31:_7

Megjegyzés: A B-spline gbrbék szémitdgépes kezelését
erre a c%lra kidolgozott algoritmusck teszik lehetdvé.

Periodikus B-spline gbrbe

A k=2 esetben, ha n lényegesen nagyobb k-nidl, akkor az
din. belsé pontokra (vagyis ott, ahol a blending-fliggvények
egybevdgdk) az if¥y%i+1 intervallumon a p{u) mdsodfokd B-
spline alakja a kdvetkezd:

E(u):%(i+1—u)22i+%[}u—i+1)(i+1-u)+(i+2-u)(u—iX]Bi+1+%0rdJ29i+2

(v6. pl. Ny o kapesoléhoz tartozd 2%u%3 intervallumbeli (1)
3

alakkal). Ha ezt a figgvényt a 0%uf1 intervallumra Atparamé-
terewzilk, akkor azt kapjuk, hogy

(15) p{u) = %[(1—u)2£i+(—2u2+2u+1)3i+1+u221+2]

Amennyiben (15) alakd részekbdl épitjilk fel a gbrbét, akkor
Un. misodfokd periodikus B-spline-hoz jutunk; ekkor termeé-
szetesen el kell tekinteni attdl, hogy a gorbe a kezddponton
és a végponton 4thaladjon. Ez a gdrbeelsédllitdsi médszer alkal-
mas zdrt gbrbék elddllitdsédra is.

A (15) alakban az (i+1)-edik gbrbedarab egyenletét ir-
tuk fel. Ha az i-edik gdrbedarab egyenletét akarjuk felirni,
akkor az i helyébe (i-1)-et kell helyettesfteni. Az i-edik
gérbedarab mitrixos felirdsban a kbvetkezd alaku:

1§ 2 !
plu} = 3 [u ,u,i] 1 -2 1|psq
-2 2 0 B;

110 Bis1

Harmadfokd periodikus B-spline i-edik szegmensének mat-
rixos alakja:

plu) = %[uB,u2,§1,1] -1 3 -3 ilPiq
A — 3-6 3 0)ip;

<30 3 OBy

1 4 1 0f|Rg,s



Végezetil megemlitjilk, hogy mind a Bézier-féle spline, mind
a B-spline rendelkeszik azzal a j6 tulajdonsdggal, hogy nem
vdlnak oszcilldlévd (kis tartomdnyon hulldmzdvi) az Zltaluk
leirt gdrhék.

Hermite-féle kétvdltczdés kdbds spline- fﬂggvények

Jelblés: az f(x,y) kétvdltozbés fliggvény elss, i11. md-
sodik v3dltozdja szerinti elsé parcidlis derivéltat az x., y.
helyen pls0 fx. y )= f(IJOB ill. Do 1f(x ,y 3= f(osi)—vel je-
1013uk tovébba a mésodik vegyes parclélls derivdlitas

pl» f(x., )f(i‘}i),}eldll.

3

De findcié: Legyen adott az x,y sikon egy
AZXg < Xg <ae <xh=b, i11. C=Yp < ¥y <onn <ym=d helyek dltal

méghatédrozott, derdksztigli négyszbgekre vald felbontds. Csu-
pédn az (xi,y ) pontokban ismerjiik az f(x,y) kétvdltozés fiigg-

vény fl i értékelt, az elsd parcidlis derivédltak f(i 0) s

(0 1)’rtéke1t, valamint az f(iai)vegyes parc1élls derlvélt

értékelt Az f(x,y)} kétvdltozds fllggvényt k8zelitd Hermite-
féle kbbds spline-fiiggvénynek mondjuk az S4 B(X,y) =55 BUTx,y)

fliggvényt, ha minden téglalap alakd tartomanyon

3 ) ’ _
(16) 83,3(x,y) = E{ adﬁ(x-xi)d(y-yj)ﬁ
o, $=0
alaki, €s kielégiti a kbvetkezd feltételeket: S3 3(x.,yj)=

- 1,0 (1,0) ;0,1g (0 1)

5,57 33,3(’%”{’5’ fi,j » D775y 3("1’3’5’ fi,j ¢
i, 1 i,1

D 3 3(xl,y )= Ty ¥ i=0,1,2,...,0 és j=0,1 2,...,m.

Kimutathato, hogy ha &gy téglalap alakd tartomidny mind-
egyik csidcesdban 1smert a megfeleld négy-négy érték, akkor
erre a tartominyra az a«ps egyltthatdk - az egyvéltozés eset-

hez hasonldan - egyértelmlen meghatdrozhatdk. Nyilvanvals,

hogy (16) az 84 3(x,y): begx* yPalakra is 4tirhaté.
3 &

]
Az egyvdltozds Hermite-féle kdbds spline-fiiggvény isme-
retébdl kdnnyen kdvetkezik, hogy az S3 3(X,y) fiiggvényben,
3

111. x szerintl elsd parcidlis derividltjdban x értékét 2y
vagy %41 d4l1landéval helyettesitve, a kapott egyvdltozds flgg-

vények g3 3 véltogdt6l U@l egyvdltozds Hermite~féle kibds
spline fugavények, vagyis -
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' 1,0 )
(17) 85 5(x,¥)=85 [£(x,,¥)39] és D778y S(x ,y)=

4
=S3£D*’°f(xp;y);y] p=i,i+l
alakban Irhatdk fel,

" A tovabbiakban azzal az egyszerfisitéssel vizsgdlijuk =z
Hermite-féle kétvdltozds spline-ok elfdllitdsat, hogy az
X,y sfkon alapul vett felbontds egységnégyzetektsl 411 és a
cslicspontok koordindtdi egészek, vagyis

0<1<.e, <i<it1<,vs <nj 0 <1 <uss <j <j+1< ov. <M.
Az egyvdltozdés eset (9) alakja szerint (1T7)-et felirva

55 (200, 7Y 53] =F, (y-3)1, P, (y=i)E +F3<y~3)f§f51’+

psj+l
o (0,1)
+Fy(y-3)g, 3,y 411,
1,0 S lew pe v e(1,0) v p(2,0) (1,1),
S D ERRS SOTDEN [ M CA PN iDL DEASE FPES CLS DEMS:
iy o (1,1)
R S A DRI

{(p=1i,i+1) adédik.
Az y-t paraméternek tekintve, az 53 {x,y) fluggvényt

- az x szerinti egyvédltozdés spline (9) alakgat alkalmazva -
a kbvetkezd médon &1liftjuk e18:

33’3(x,y)=F1(x-i)sj[f(i,y);yJ+F2(x-i)S3[f(i*1:¥3sY] +
+F3(x—i)sj[n?’°f(i,y);y]+
sy (x-1)85[D10 £(3+1,3) 59]

85 3(x,y)-ban szerepld tagokat részletesen kiirva:
3

Fi(x—i)SB[f(i,y);YJ=F (a-1)f g 5P (y=30eF (D)5 50g Fo(y-id+

+F (%~ 1)f(0 Vg 5 (¥=3)+F, (x- 1)f(031%F(y~j)

P, (x-1)8,[£(1+1,5) 5] =P, (%~ 1)f1+1 NLASarl

+F {x-~ 1)f1+1 J+1F2(y-j}+

o2, ) {0 e (- em,y e £{03 1) oy )
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. 1,0 . . _ 3 (1,0} s
FE(X"I)S}{D f(l,Y),Y_]- FB(X 1}fi,j Fl(y J)+

SRS ACE I

+F3(x—i)f(§z§)F3(y-j)+

+F3(X~i)f(1§f}+1Fu(y-j)
(1,0)

. 1,0,.,. .
{ = ¢ ey = - -3y
Fu\z 1}83[9 4 f\1+1,y),y]-Fq(x l)fi+1,jF1(y J)+

L (1,0) B
+FH(X 1)fi+i,j+1F2(y j)+

(1,1)
i+,

(1,1)

+Fu(x—i)f FB(y-j)+Fu(x—i)fi+1’j;qu(y—j)

Ennek alapjan S (x,y) matrixos alakja kdnnyen elddllitha~

3,3
£6. Ezt az elddllitast az i=j=0 esetre - vagyis ha a tekin-
tetttartopéfy agz origé‘csdcsﬂ egységnégyzet - fel is irjuk.
Tehdt a 0Zx%1 és a 05yZ1 négyzeten

18

~ 0,1

53’5(I.y)=[fl(x)Fz(x)Fj(x)Fk(X% foo  To1 rigaiz rEOI i F (y)
0,1 0,1

Ty0 Ty Dyg 0 Tl fFew)

,0 (1,0) {1,1)  (1,1}|F.(y)

f(éo b oelg" 5 : f(o1 ) 3

1,0 (1,0 (1,1 1,1
f(ia ) ox 11 f(lo £33 f|Fa9?

Az ilyen elemi feliiletdarabokat patch-eknek nevezzlk.
Mindkét valtozbiaban Kobos vektorfiggvénnyel eldSdllitott
elemi leliiletdarabot bikubikus patch-nek nevezzilk, amelynek
algenrai formija

-E(u,v) = ji- édﬁud.vﬁ 0fufti1,0fvin
ol A=0
€s matrixos alal-wan.
p(u,w) = ww'ullayy ag, ay ay “z - oy
323 oz 21 Epo| |V
213 232 211 2yo| |V
1

253 2c2 201 200

A felfiletet a p{u,0:, £{1,v), p(u,1), p{0,v) gbrbék hatdrol-
jdk, ezek a hatdrolé gdrbék (16. gbra) a (10), ill. (11)
alzakl Perguson-leéle szegmensel.

sarcrponvox, czekben vetu. e

A EUC’ 201’ 40 Ell 180

par«sidlis Jderiv  tvektorok:

- = '2 -



(1,00 _(1,0) (1,0) (%,0)
Poo 2 RBoz1 B0 s Eag

és (o 1) (0,1) (0 1) (0 1)
s Bpi 2 B4d s By

vagylis a hatérolo gorbeknek .

a sarokportokban vett érin-

tévekiorai, tovdbbd a %03 1):

it oD, ot e

gyes parcidlis derivdltvek-

torok ismeretében a feliilet-
darab Hermite-féle el64811i-

tdsa (18)-hogz hasonléan ir-

haté fel:

16. dbra
E{u,v):lé?i(u)Fa(u)F}{u)Fu(uil P_OO 201 pé(g 1) (03_ 1) F1(V)]=Mﬁ;‘,'
0,1) (0,1} .
Bip P11 B’ Bit’ Fylwd
p{1:0) Eéi N N R P
1, (1,0} 51 1,1
E§0 U) 2\ 4 E(lé } 2( }- ‘\FH(V)J

Minthegy (12) szerint F(w)= [F (u)F (u)P (u)F (uﬂ JH €g

F(v)=§=£ s tehdt plu,v):= UMBM V = wm? 1nnen A- %BN , Anibdl

B =A@
Ezdltal megkaptuk az A mitrix elemel és B mitrix elemei
x5z8tt fenndlldé algebrai kapesolatot:

A B matrixban szereplé vegyes parcidlis de. l‘d‘t“Vug

torokat “twist-vektoroknak nevezzlk. Ha a twist-vautor.l L-kK,
akkor az elemi fellletdarabot Ferguson-féle patch-nuak nzve-
zik. Az ilyen elemi feltilet kdzepe sikszerden lagovs. a twiat-

vektorok alkalmas viltoztatdsival ez a helyzet a 1isdnt wmérbli-
ben médusithatd.

pézier-felilletek

A bézier-réle feliletmegadds feltételer e ¥ uérteii
gwontrollpont-hdlézatot, amely tulajdonsepner egy {r+2}s n%1)~
es térbsli pontricsot kepez. Lzt a ponurdcsot o T2lilles

rakterisztikus polidderének nevezik, (lLegjegyz.nald duL“le,
hogy ez a pontracs altaldban nem képezl ey pol Ldde2r éivi-
z4t.) Ennek alapjin a B i kontrollpontek $s a Berpsteln

QoL 1nonok segitségével a fellllet elddllitnsa o «Hvatiezd
a3

O B> LR S



1
v i.

Specidlisan a bikubikus Bézier-féle elemi felililetdarab
matrixes alakja: . }

E% fi 0 =zu

plu,v) = i=0 j=0 EijBim(u)Bjn(V) 4]

ne Ha

ne un

plu,v)= [{1-u)?3u(1—u)?3u2(1-u5,u3] 20 Bo1 Rop Bgs (1-'1)32 » - ahol
' P10 Byy Bya Ry3lf3vii-v) 0Futa
Bao Bzy Bap Bp3) i39Il gy
B30 B3z Bsz B3z | ¥

1.9
e

A felillet dtmegy a Boo» Bo3s 930, 233 pontokon, hapdrold gdrodi

kébds Bézier ivek, amelyeknek a sarokpontokban vett érintéi
a karakterisztikus poliéder ide csatlalkozé élei, ezek a fe-
lilet érintdsikj4t hatdrozzdk meg mind a négy sarokponban.
Tovébbil kérdés, hogy miként folytathaté valamelyik irényban
sima felilletillesztéssel a P Bézier-fellilet (18. 4bra).

A folytatdshoz tartozd karakterisztikus poliéderre(goo,
oqs *oes g33)teljesulnie kell a gy,= B3> Qo1 = B35 Ypp 7
*Pzps o3 = Ryzznak, tovdbbd a fellllet simasédgdt a Bézier
gorbéknél (2) alatt felirtakkal analég médon a

91079007 *(B307Bog)s 9117901 = MR317Ppq)s 94579057 Ap3omDysy,
4137903 A(R357Rp3)

egyenldségek biztositjdk; tehdt ha A -t megadjuk, akkor a Q
csatlakozé fellilet karakterisztikus poliéderének csak 950+

951> pps Yp3 €8 93097 9312 93ps Q33 csucspontjai vehetSk fel
szabadon. ' :




A 203, 313, 323, 233 pontok
dltal meghatédrozott hatérvonalhez illesz- R S
tett S felilletrészre az elSbbieknek meg-
felelSen kell eljérni.

A Q és S felilletekhez simdn illesz-~
kedd R felilllet karakbterisztikus poliéde-
rének més csak négy csticspontja nem de- a P
termindlit.

B-spline feliiletek 18. dbra

A& felilletek felfrdsa a B-spline gdrbék felirdsdval ana-
156g médon t8rténik.
Adott a By; kontrollpontok {(m+1)x(n+i)-es térbeli h4lé-

zata &s ismeretesek a (13) definfcié alapjén meghatérozott
Ni k(u) blending fliggvények. Ennek alapjédn a B~-spline felll-
3

letek

pl{u,v) = z > Pyl L (WN: (v)

alakiak, ahol 0 £ u % m-k+1 és 0 £ v & n-g+1.

Lzen felifiletek tovédbbi vizsgdlata meghaladja tdrgyalédsunk
korlatait.
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