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ELOSZO

E példatar els6sorban azokhoz a gépészmérnok hallgatékhoz szdl,
akik az emelt szintd matematika ¢. tirgy eldadisdt és gyakorla-
tait latogatjdk. Szokatlan tartalma miatt kissé nehéznek tiinhet a
példatar az olvasé szdmara, kiilonosen, ha hozzaszokott a kilonb6z6
"szabvanyos” feladatgydjteményekhez. Mas hasonld jegyzetektél
eltéréen nem az egyetemi matematikaanyag formalis elsajatitdsit
tuzte ki elsodleges céljaul. Ezért szinte teljesen hianyoznak a
példatarbdél a mechanikusan, elemi modon megoldhaté ”sablo-
nos”, gyakorlé feladatok. Sok olyan feladatot is kozlink, amely-
nek a szbvegezése is eltér a szokvanyostdl, illetve azok megoldisa
kivinja meg az eredeti gondolkoddst. A feladatok egy része a
kiilonféle zarthelyiken és szigorlati irasbeliken kiprébalt, szép fel-
adat. Csillaggal jeloltik meg azon feladatokat, amelyek a szerzék
véleménye szerint nehezebbek. Persze nincs kizarva, hogy az olvasé
konnyinek taldlja egyik-mdasik csillaggal megjeldlt feladatot, vagy
éppen forditva, komoly nehézséget okoz neki valamelyik feladat,
amely mellett nincs csillag — hiszen nincs olyan objektiv kritérium,
amelynek alapjan egyértelmien meg lehetne allapitani egy fela-
dat nehézségi fokat. A szerz6k meggy6z0dése viszont az, hogy
- érdeklod6 egyetemista hallgatok szamara egyik feladat sem okoz
megoldhatatlan problémat. Néhany egyszeribb feladat kivételével
az Osszes feladat részletes megolddsat is megadjuk. Tobbek kozt
ezért is ajinljuk jegyzetiinket minden matematika irdnt érdekl6doé
egyetemi hallgaté részére.

Kiss Krisztina és Négel Arpad






1 A matematika alapjai

1.1 Halmazok és fiiggvények

1. Igazoljuk az aldbbi halmazalgebrai azonossagokat:

a, XNY\Zy=(X\YU(XNnZ)

b, ( X\Y)*\Z=(X°\2Z)U(Y\2)

(Itt A C X esetén A° az A halmaz kiegészité halmazat jeloli, azaz
=X\A)

. Legyen A,B és C hirom halmaz. Igazoljuk az aldbbi azonossagoka.t
a, A\ (A\ By=ANnB

b, AA\(BUC)=(A\B)n(4A\ )

c, A\(BNC)=(A\B)U(A\C)

d, (AnB)U(A\ B} = A\ (B\ A)=(AUB)\(B\ 4) =

. Mutassuk-meg, hogy minden f : X — Y leképezés esetén tel-
jesiilnek az alabbi Gsszefiiggések:

a. AC B C X esetén f(A) C f(B).

b. A= UA; C X esetén f(A) = Uf(A;) tetszoleges 1 € J indexhal-
mazra.

c. AC.BCY esetén f~}(A) C f~Y(B).

d. A = UA; CY esetén f~{A) C Uf1(A;) tetszbleges 1 € J
indexhalmazra.

e. A=NA; CY , A CY esetén f HA) C Nf1(A;) tetszdleges
1€ J mdexha,lma,z esetén.

f. B,C CY esetén f~Y(B\C)= f~(B)\ f(C).

g. AC X esetén f71(f(A)) D A

h. ACY esetén f(f~1(A) C A.

. Mutassuk meg,ha f : X — Y injektiv leképezés, akkor minden
A C X halmazra f~1(f(A)) = A.



5. Mutassuk megha f : X — Y sziirjektiv leképezés, akkor minden

ACY ha.lma.zra‘f(f'_l(A)) = A.

6*. ‘Mutassuk meg, hogy az f : A — B fiiggvény pontosan akkor
injektiv, ha minden X,Y C A esetén f(X NY) = f(X)n f(Y).

7. Adjunk bijekciét a kovetkezo halmazok kozott:
a, {z€ R:2>0}é R.
b, (0,1] és [1, 00) intervallumok.
c*, (0,1] és [0,1] intervallumok.
d, {(z,y) € R x R:z* +y* = 1} és [0,1] intervallum.

8%, Mutassuk meg, hogy egy f : R — R valés fiiggvény szigori
maximumbhelyeinek halmaza legfeljebb megszamlalhatéan végtelen
szamossagu lehet.

9. a, Legyen f : R — R fliggvény. Legyen z; ~ 2, ha f(z1) = f(z2).
Mutassuk meg, hogy igy egy ekvivalenciarelaciot értelmeztiink.
b, Legyen X C R olyan, hogy a fenti ekvivalenciarelaci6 ekvivalen-
cia osztalyaibdl pontosan egy-egy elemet tartalmaz. Bizonyitsuk

be, hogy f | X bijekcié.



1.2 Elemi iiton megoldhaté feladatok

10. Mutassuk meg, hogy minden egész szam felirhaté A = +1 + 6 +
11 £... & (5k + 1) alakban, ahol k € N adott szam és az elSjelek
koziil a megfelelét kell kivalasztani.

11. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valés szamok kdrében:

ve+5=2z2-5.

12*. Oldjuk meg az alébbi egyenletet a valés szamok halmazén:
' 44z —-1=0,

13. Mutassuk meg, hogy pontosan egy olyan, a valés szdmok halmazan
értelmezett f fliggvény létezik, amelyre minden 2 € R esetén:

f2)+3f(z) =2
teljesiil. :
Differencilhaté-e a fenti f fiiggvény? Szamitsuk ki f' (0)-t!

14. Mutassuk meg, hogy- az f(z) = cosz + cos 2z fiiggvény nem
periodikus.

15*. Legyen az f fliggvény periédusa py, és o olyan valds szam, amely
irreducibilis po-hez, azaz 2 irracionilis. Mutassuk meg, hogy ez
esetben a g(z) = f(z) + f(ox) fiiggvény nem lehet periodikus.

16. Allapl'tsuk meg, hogy az

fl > 07f2 > G
és

>0, i+ f:>0



egyenl6tlenség-rendszerek ekvivalensek-e.

17. Igazolja az aldbbi egyenlotlenséget!
1+71=2-+71§+...+%2\/ﬁ, n>2 neN.

18. Igazolja az alabbi egyenl6tlenséget!
ntl<(n+1)*, n>3, nelN.

19. Mutassuk meg, hogy ha @ > 0 és n olyan természetes szam,
amelyre n < a, akkor [a] > Zya (itt [a] az "2’ valds szam egész
részét jelenti).

20. Mutassuk meg, hogy tetszSleges a, b valés szamra

0<fa+b—[a]—[B] <1
21*, Mutassuk meg, hogy mindén n természetes szamra

LS SEUNE SRR B
2 n+l n+2 m 4

99*. Mutassuk meg, hogy minden n > 1 természetes szamra teljesul:

i i
1<n+1+—n+2+"-"+3n+1

93*. Mutassuk meg, hogy 300, & < §!

<2

24. Igazoljuk az aldbbi egyenlGtlenségeket:
a, Ha n > 3 természetes szam, akkor

SRR S SUUNE S Y Lt
n — —— » e — —_—]n,
V2 3 Yn 2

b, Ha n > 2 természetes szam, akkor

10



1
1+-—<1+

1+1+ +1<n+1
21 3! n! 2

25*. Mutassuk meg, hogy minden n természetes szémra teljesiil:
1, = 1
(1+-) "*“<e<(1+;)“+f

26. Igazolja az alabbi allitdsokat! (n € N)
a, Lk B(3) = (2 ~ 1)n.
b, 3k=a(=1)*(}) = §ﬂ:§':2
o Sk = (3 K m 21
dELﬂ(D%U,nzz
e, Y rok(k— 1)2") =n(n-1)2"2,
f, 2 ohmo (& )(nik) = (1), n21,4,b€N, a,b#0.

27. Igazoljuk, hogy minden z > 0, a > 0 val6s szdmokra és n > 1
természetes szamra teljesiil a kovetkezd egyenlétlenség:

rta < vVrr+a* <a+z!

28. Mutassuk meg, hogy minden n > 6 természetes szémra teljesiil az
alabbi egyenl6tlenség:

(§r<M<n§r;

29. Bizonyitsuk be, hogy minden természetes szamra
a, (n+1)(n +2) (2n+1)(2n) = 2" 134 5%...% (2n — 3)(2n — 1),

! 1*;*3 + 551 2*3*4 +- 4 (n—2);n—1)n = —(2 : n(n-—l))

30. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra

1 <1*3*5*...*(2n—1)< 1
2\/n 244 %6 % ...%(2n) VBn+1)

11



31. Melyik szam nagyobb?
(1.000001)1000000 yagy 2 7

32. Mutassuk meg, hogy ha ¢ # b pozitiv szamok és n természetes
szam, akkor '

a+nb

"ab <
n+1

33. Igazolja az aldbbi egyenlotlenséget!
nl< ()", n>1,neN,

34. Igazolja a kovetkez6 egyenlitlenséget!
1< {a< el ahola>0, n€R.

35. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 1 természetes szamra teljesiil
az aldbbi egyenl6tlenség:

(< (L,

36*. Mutassuk meg, hogy minden k egész szam legalabb egyféleképpen
el6all
k=+4124224 ... £ m? alakban, ahol m valamely természetes szam

és a =+ jelek koziil a megfelelst kell kivalasztani.

12



1.3 Numerikus sorozatok

37. Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértéket :

vn!

lim
n—00 K )

38. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozat hatarértékét!

1
-

aﬂ=n

39. Igazoljuk, hogy a kovetkez8 sorozat konvergens!
k
an=(1+;)”, k€ R.

40. Hatarozzuk meg a kbvetkezd sorozatok hatarértékét!

1 n
a, aﬂ=(1+§)

1

b, bn=(1—fn—2-)".
6 = (1+2)"

» o= (14 =)

1

g = (1 - 2)".
& d=(1-7)

41. Hatarozzuk meg a kovetkezd sorozat hatarértékét!

a, = [——(1 t;)n]".

42. Hatarozzuk meg a b, sorozat hatarértékét, ha
b -— ! + 1 +...+ .
T VnT ] Vai+2 O Vnl4n

13




43. Hatérozzuk meg a kdvetkezd sorozat hatarértékét és adjunk meg
kiiszobindexet, amelytdl kezdve a sorozat a hatarértéket ¢ hibaval

kozelitil
_FI-¥m
T Vatl-m
44. Hatérozzuk meg a kovetkezd sorozat hatarértékét!
V2 +1+/n
Vi Tnon

45. Mutassuk meg, hogy a kdvetkezd sorozat konvergens!

Ay =

arctg (== 11.2+10)
Vel fn—vnt—n

46. Adott ¢ > 0-hoz hatdrozzuk meg a kiiszobindexet, amelytol kezdve
a kovetkezd sorozat a hatarértékét e-nal kisebb hibdval kozeliti meg!

an =

n+n+3sinn+2
In24+n+1 )

an =
47. Adott 2 > 0-hoz hatdrozzuk meg N(2) > 0-t, hogy minden
n > N(f) estén a, > Q teljesiiljon!

n"4+n4+2nt-6
1llnt = n34n—-12

Ay =

48. Tekintsiik a kdvetkezd sorozatot: an, = 1((k—1)an_1 + =), ahol
n=1
ke N, a>0ésap=p>0. Szdmitsuk ki lim,_, an értékét!
49. Egy sorozat tagjaira @,4+1 = ;f% teljesil, &1 = 2, a; =
Bizonyitsuk be, hogy a sorozat konvergens és adjuk meg a

3
2°
hat arerteket'

50*. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket!

lim sin{7v'n? 4+ 1).

14



51*. Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatarértéket!

lim sin{7vn? + n).

52*. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket!

lim sin®*(7v/n? + n).

n=—+00

53. Hatdrozzuk meg & kovetkezo hatarértéket!

. 2n 2n + 1)sin’n
lim %/costn + )
ﬂ_1_,1{.10 cos“n -+ o

54*. Mutassuk meg, hogy ha a, > 0 és lim,_,c E‘;nﬂ

lim, o /an = a.

= a < oo, akkor

55*. Hatirozzuk meg a kovetkezo hatarértéket!

n

lim .
n—oo 8/(n4+1)(n+2)---2n

56*. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket!

: ! (2n)
lim .
n—00 n
57. Bizonyitsuk be, hogy lim,_, 4o 22 =0 !

58. Mutassuk meg, hogy lim,_. V! = +oo

59.  Tetszoleges ¢ > 0 szam esetén adjunk meg olyan N(e)
L
kiiszobindexet, amelytdl kezdve az a, = "(—"I):l sorozat elemei a

hatarértéket e-nal kisebb hibaval kozelitik!

15



60. Hatarozzuk meg az aldbbi rekurziv alakban megadott sorozat
hatarértékét:
zo=1 , Swn= i

61. Legyen a; =0, an41 = 3{(20% — a2 + 3a, +1).

Mutassuk meg, hogy az @, sorozat konvergens és adjuk meg a
hatarértékét is.

62. Hatérozzuk meg az alabbi hatarértéket!

lim (n)72 .

n-—00

16



2 [Egyvaltozés valés fuggvények

2.1 Elemi tulajdonsigok

63*. Mutassuk meg, hogy az f(z) = 22, z € R fiiggvény nem 4ll elé
két periodikus fiiggvény Ssszegeként.

64.  Tekintsiink egy tetszSleges olyan f periodikus figgvényt,
amelynek értelmezési tartoménya a valés szémegyenes egy valédi
részhalmaza. Ki lehet-e terjeszteni f-et az egész szémegyenesre gy,
hogy periodikus maradjon, azaz létezik olyan g: R — R figgvény
(Dy =R), hogy g(z) = f(z), ha = € D; és g periodikus?

65. lgaz-e, hogy ha f : (a,b) - R, 2o € (a,b), és f az (@, zo] inter-
vallumon monoton névé, az (zg,b) intervallumon monoton fogys,
akkor az xo-ban lokalis szélsGértéke van?

66. Van-e olyan ¢ > 0, hogy az f(z) = cos > fiiggvény az egész (0,¢)
intervallumon monoton?

67. Tegyiik fel, hogy egy fiiggvény az értelmezési tartomanyanak min-
den értékére folytonos és invertalhaté. Kovetkezik-e ebbél, hogy a
fiiggvény szigordan monoton?

68. Adjunk példat olyan f fiiggvényre, amely
a, nem folytonos egy (a, b)-n, de felveszi maximumat és minimumat;
b, folytonos és korldtos egy [e,00)-en, de nem veszi fel sem a ma-
ximumat, sem a minimumét.
¢, nem folytonos egy (a,b)-n, de felvesz minden f (a) és f(b) kozé
esd értéket, azaz vin. Darboux-fiiggvény.

69. Legyén f az [a,b]-n értelmezett valds értéki fiiggvény. Melyek
igazak és melyek hamisak az alabbi allitdsok koziil?

17



a, Ha f invertalhaté, akkor szigorian monoton.

b, Ha f szigorian monoton, akkor invertalhato.

¢, Ha f monoton, akkor invertalhatd.

d, Ha f invert4lhaté és monoton, akkor szigorian monoton.

e, Ha f invertalhaté I, és I részintervallumokon, akkor a két
részintervallum unidjan is.

70. Legyen f intervallumon értelmezett bijektiv valds értéki figgvény.
Melyek igazak és melyek hamisak az aldbbi allitdsok kozil?
a, Ha f korlatos, akkor inverze is korlatos .
b, Ha f szigordan monoton ndvekedd, akkor az inverze is ilyen.
¢, Ha f péros, akkor az inverze is paros.
d, Ha f pératlan, akkor az inverze is paratlan.

18



- 2.2 Hatarérték, folytonossdg

71. Adjunk meg olyan f,g: R — R fiiggvényeket és olyan a,b 1C, Zo
valés szdmokat, hogy lim,_. g(z) = ¢, lim., f(t) = b, f és g
figgvények kompozxcmja értelmes, de lim,_, f(g(z)) # b.

72. Legyen f : R — R egy fiiggvény és a € Dy = (a, b).

- Tekintsiik az aldbbi definiciét: ‘
Létezik olyan A valds szém, hogy tetszoleges € > 0 esetén létezik
olyan z € (a,b), hogy a < z < a +¢ és f(z) < A. Vizsgdljuk meg,

- hogy mit definial a fenti tulajdonsig.

73. Legyen f az (a,b)-n értelmezett valés értékdl fiiggvény és zo €
(@, b) Tekintsiik az alabbi definiciét:
Létezik olyan A valds szdm, hogy tetszbleges ¢ > 0 esetén létezik
olyan § > 0, hogy minden z € (a,b) esetén: ha |f(z) — A] < ¢,
akkor |z — zo| < 8. Vizsgdljuk meg, hogy mit definial a fenti tulaj-
donsag.

74. Legyen f az (a,b)-n értelmezett valds értékii fuggveny és zg €
(a,b). Tekintsiik az aldbbi definiciét:
Minden ¢ > 0-ra létezik olyan § > 0, hogy ha = € (a,b) és
|z — 20| < €, akkor |f(2) — f(zo)| < 6.
Vizsgaljuk meg, mit definial a fenti tulajdonsag.

75. Legyen f az (a,b)-n értelmezett valés értékii figgvény és zo €
(a,b). Tegyiik fel, hogy a fenti f fiiggvény az aldbbi tulajdonsaggal
rendelkezik:

Van olyan A és § > 0, hogy minden ¢ > 0 esetén létezik olyan
z € (a,b), hogy 0 < |:L'-—.'1:0| <6é|f(z)—~A] <e.
Igaz-e, hogy az f fiiggvénynek 1étezik hatdrértéke zq-ban?

76. Legyen f folytonos az [a,d] intervallumon. Létezik-e olyan ¢

19



fiiggvény, amely az egész R-en folytonos és amelyre f(x) = g(z)
minden z € [a, b]-re?

7. Legyen f folytonos az (a,b) intervallumon. Létézik-e olyan g
fiiggvény, amely az egész R-en folytonos és amelyre f(z) = g(z)
minden z € (a, b)-re?

78. Adjunk példat olyan (a,b) intevallumon értelmezett folytonos
fiiggvényre, mely
a, nem korlatos;
b, korldtos, de nem veszi fel sem a maximumat, sem a minimumat;
¢, felveszi a maximumat és a minimumat is.

79*. Létezik-e olyan f : [0,1] — [0,1] fiiggvény, amelyre teljesiilnek
az alabbi tulajdonsagok: :
a, semmilyen részintervallumban nem monoton,
. b, egy pont kivételével sehol sem folytonos,
¢, invertalhaté?

80. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatirértéket!

1
lim 1+ 2 =€
z—0 . T

81. Szamitsuk ki a kovetkezd hatdrértéket!
sinsinsin T

lim
g=r T —T

82. Vizsgaljuk meg, léteznek-e, és ha igen, mivel egyenldk a kovetkezo
hatéarértékek!

. s . = 241

a, limg_o4 4/cos+/z, b, limg_o(2esT —1)= ,
22 . 1—-y/cosx
e T

e, lime 5,
f,  limy_e z({/a — 1), ahol @ > 0 adott,

20



& llmxﬂo(—s—ﬂi)? a,b > 0 adott,

h, llmw_.oo(\/a:+a1)(:c+a2) (m+aﬂ)—m)
ahol ¢; €R, i =1,...,n, n € R adott. |

83. Adjuk meg olyan 2 € R-et, melyre teljesiil, hogy z > § esetén a
kovetkezo fiiggvény ¢ = 1072-nél kevesebbel térjen el a végtelenben

vett hatirértékétol:
‘ z? —sinz

et
f(=) = z2 +sinz
84. Adott Q > 0-hoz hatdrozzuk meg &6(Q) > 0-t, hogy minden
|z — 2| < 8(2) estén |f(z)] > N teljesiiljon!
_ (z+1)
1= ey

85. Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértéket!

1 1 e

Jim (14 ) |

86*. Mutassuk meg, hogy a folytonos valés fiiggvények C hal-
mazdnak a szdmossiga 2%, (R, a természetes szdmok halmazdnak
a szamossaga.)

87. Igazak-e a kovetkezé 4llitasok? _
Az I C R intervallumon egyenletesen folytonos fiiggvények a,
osszege, b, szorzata, c, Osszetett fliggvénye is egyenletesen folytonos
az I-n.

88. Legyen f az [a,b]-n értelmezett valds értékii fiiggvény. Tekintsiik
az alabbi tulajdonsigot:
Minden € > 0-ra létezik § > 0, hogy ha |f(z) — f(y)| < 6, akkor
|z — y| < € minden z,y € [a, b]-re. '
Vizsgaljuk meg, mit definidl a fenti tulajdonsag.
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89. Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezo fiiggvények a megadott
intervallumon?

a, f(x) =z, ("00) OO) b, f(l!?) = %5 (11 2)
¢ f(m) = 3:2’ (—OO, 00) dr f('r) = (012)
e, f(z)=+/z, [0, o0) f, f(z)=sinZ, (0,1)
g fl@y=hz, [l,00) h,  f(z) =22% - 32,(1,3)

flz) =422, (0,1)
f(z)==zsinl, (0,1)

iv f(.‘l:) = sin T, (—00, OO)
k, f(z)=sinz? (—o00,00)

m, +/1—(z-1)% (0,1)

|sinz|
n, f(m)={1,,- yheeZ0 pe)

~

et Gt 4
-
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2.3 Differencidlszdmitas

90. Legyen adott n € N-re p,(z) = ((22—1)")"). Mutassuk meg, hogy
a pp(z) polinomnak a [—1,1] intervallumban pontosan n szdmi
valds gydke van.

91. Mutassuk meg, hogy ha z > 0, akkor (2 + cos z)z > 3sinz.

92. Mutassuk meg a Rolle-tétel alabbi altaldnositisat:
a, Ha f az [z, 00)-en folytonos,
b, az f az (z¢, 00)-en differencidlhaté és
C, limyoo f(x) = f(w0), akkor 1étezik & > z¢, hogy f'(a) = 0.

93. Tegyiik fel, hogy az f fliggvényre teljesiilnek az aldbbi feltételek:
a, f folytonos a [0, co) intervallumon,
b, ha z > 0, akkor f kétszer differencidlhatd,
¢, f(0)=06és
d, az f’ derivéltfliggvény szigoriian monoton novekeds.
Mutassuk meg, hogy ez esetben a g(z) = %ﬂ figgvény szigordan
monoton novekedd, ha z > 0.

94. Megvalaszthaté-e az n € N értéke ugy, hogy az

_f 2" hazeQ
f(x)'"{O, ha:r:GQ*

fiiggvény kétszer differencidlhaté legyen az xo = 0-ban, de méshol
az f fliggvény nem is folytonos?

95. Létezik-e olyan fliggvény, amely egy pontban differencialhaté, de
semmilyen més helyen nem is folytonos?

96. Hol differencidlhaté a kovetkezd fliggvény?
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f(z) sinxz, ha z racionalis
z) = e e
z, ha z irracionalis

97. Hol differencislhaté a kovetkezd fiiggvény?

f(z) sinz, ha z raciondlis
z) = e e e
tan z, ha z irracionalis

98. Milyen r € R-re lesz folytonos, illetve differencilhaté a kovetkezd
fiiggvény?
z7cosl, haz#0

f("’)={ 0, ° haz—0

99. Tegyiik folytonossa az z = 0 pontban az f(z) = gesg=coslde

fiiggvényt! Differencidlhaté-e az igy kapott fiiggvény? Ha igen,
adjuk meg az & = 0 ponthoz tartozé érint&jét!

100. Mutassunk példat olyan f fliggvényre, amelyre
a, limy o, f(z) = 400 és limyo f/(2) = ¢ # 0;
b, lim4o f(2) = 400 és limyo f/(z) = 0;
¢, imy o f(z) = 400 és limyo f'(z) = +00;
d, limy e f(z) = 400 és limyo /() nem létezik.

101. Mutassuk meg, ha ¢ differencidlhaté, nem allandé és periodikus
figgvény, akkor az

_ [ z4(3), haz#0
f(m)—_{(), haz =0

fliggvény nem differencidlhat6 az = 0-ban sem jobbrél, sem balrél.

102. Mutassuk meg, ha a ¢ korlatos, differencidlhaté és periodikus
fiiggvény, akkor az

i@={ 3% i
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fliggvény differencidlhaté az z = 0 pontban.

103*. Mutassuk meg, hogy az

z?sinl, haz#0
f(.‘”)‘{ 0, haz =0

fiiggvény derivaltjanak végtelen sok gydke van az zo = 0 pont
tetszoleges kornyezetében!

104*. Mutassuk meg, hogy az

_J 2*(2+sinl), haz#0 -
f(a:) —'{ 0, haz =0

fiiggvényre teljesiilnek az alabbiak!

a. f-nek az zo = 0-ban szigoni lokalis minimumhelye van,
b. f differencidlhatd,
c. Az f' fiiggvény az zo = 0-ban nem valt elSjelet!

105. Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvény szélséértékhelyeit!

e, ha z < -2
flz)=1¢ 22+ 322 -8, ha —2<z <2
log, z, ha 2 <g

106. Legyen a, b, ¢ pozitiv valds szamok és tekintsiik figgvényt:

f(m)=\/x§+a2+\/($—b)2+c2 (z € R).

Hol veszi fel a fenti fliggvény a minimslis értékét?

107. Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvény 10. derivéltfiggvényét:

f(a:): (1 = z*)sin z!
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108. Blzonyltsuk be, hogy tgz >z + %, hal<z <!
109. Mutassuk meg, ha z > 0, akkor ;%= <In(1 + z)!

110. Legyen a,b,c > 0,# 1 és tekintsik a kovetkezo figgvényt:
flz) = a® + b° + ¢® — 3. Lehet-e f-nek hirom kiilonboz6 valés
gyoke?

111. Legyenek ¢; € C, ¢ = 1,2,...n olyan komplex szamok, amelyre
o+9+2+...4+2+ ;_;}— = 0. Mutassuk meg, hogy a
co+ar+...+cz = =0 egyenletnek van legaldbb egy gyodke a
(0,1) intervallumban.

112. Mutassuk meg, hogy az f(z) = e” — p.(z) = 0 egyenletnek leg-
feljebb (n + 1) valds gyoke van, ahol p, n-ed foki polinom.

113. Adjunk példét olyan mindeniitt differencidlhaté f : R — R
fiiggvényre, hogy az f' fliggvény egy korlatos zart intervallumon
korlatos, de itt nermn folytonos.

114. Adjunk példit olyan mindeniitt differencidlhaté f : R — R
fiiggvényre, hogy az f' fiiggvény egy korldtos zart intervallumon
nem korlatos.

115%. Adjunk példét olyan mindeniitt differencidlhaté f : R — R
fiiggvényre, hogy az f' fiiggvény egy korlatos zart intervallumon
korl4tos, de f' nem veszi fel sem a maximumat, sem a minimumat
ezen intervallumon.
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2.4 Integralszamitas

116*. Szamitsuk ki a kévetkezd hatarozott integral értékét:
T xsinz
f _Lame g,
o l+cos?z
117*. Szamitsuk ki a kovetkezd integralt:

had 2
/ e " coszdz.
0

118*. Szamitsuk ki a kovetkezd integralt:

1 —
/ d 1d,':z:.
o lnx

119. Szamitsuk ki a kovetkezd integralt:

/ (_lgwdx.

120. Szamitsuk ki a kovetkezé integralt:

| v
(:c2+a:+1)3$'

121. Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely Riemann-integralhaté egy
korlatos zért intervallumban, de itt nincs primitiv fiiggvénye.

122.  Adjunk meg olyan fliggvényt, amelynek létezik primitiv
figgvénye egy korlatos zart intervallumon, de itt nem Riemann-

integralhato.

123. Adjunk meg olyan figgvényt, amely egy korlitos zart interval-
lumban Riemann-integrdlhatd, integralfiiggvénye differencidlhatd,

de itt nincs primitiv figgvénye.
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3 Végtelen sorok

3.1 Numerikus sorok

124. Konvergens-e a .2, fi—eg;= numerikus sor?

125. Hatdrozzuk meg a 37, Uchl)' sor Osszegét! Legaldbb hanyadik
részletdsszeget kell kiszamitani, hogy a sor Osszegét 10~3-nél
nagyobb pontossiggal kozelitse?

126. Adjunk példat olyan véltakozé elSjeldl Y o0 | a, numerikus sorra,
melyre a,, — 0, de a sor divergens.

127. Adjunk példat olyan konvergens 3 °° | a, pozitiv tagi numerikus
sorra, melyre lim sup 2% = oo,

128. Igazolja, hogy a kovetkezd sor konvergens és hatirozza meg az
Osszegét!

= n—2
Zn(n+1)(n+2)

n=1
129*. Szdmitsa ki a kovetkezd hatarértéket! _
lim ( + 1 + !
nl»n-}o n+l n4+2 2

130%*, Legye’{l a, 0-ba tarté sorozat. Mutassuk meg, hogy ekkor
limy o0 —*ﬁﬂ = 0.

131*. Legyen a, — «, o € R sorozat. Mutassuk meg, hogy ekkor
a, lim, o ':'; E:=1 ar = a,
b-,limn_.oozr."—L=a,ha.a,-#0, VieNé a#0,

k=1 ay

¢, lim, o Yajaz-a, = o, ha a; > 0,¥i € N.
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132. Mutassuk meg, hogy ha k természetes szam, akkor

e (1 1 1
Sm (o gyt ) = oo

133. Konvergens vagy divergens az aldbbi numerikus sorozat?

. . 1
Jim >4
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3.2 Figgvénysorozatok

134. Hatéarozzuk meg az alabbi figgvénysorozat limeszfiiggvényét és
a konvergencia minoségét! :
2, fa(z) = 15, z €(0,1), n € N.
b, f,,(a:)—(x_l_n) z €0,1], n € N.

135. Konvergens-e, illetve egyenletesen konvergens-e az
3 1
fule) = n({fz + )
fiiggvénysorozat az 1 < r < 400 intervallumon?

136. Egyenletesen konvergil-e az f.(z) = nf‘:‘ﬁ fiiggvénysorozat a li-

meszfiggvényhez a [0, 1] intervallumon? (n € N)

137. Tekintsiik az aldbbi fliggvénysorozatot:

R v

a, r € R, lim,_,, fu(z) =? Egyenletes-e a konvergencia?
b, z € R, lim,_ f.(z) =? Egyenletes-e a konvergencia?

138. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvénysorozat konvergenciatar-
tomanyat, limeszfiiggvényét és a konvergencia minGségét!

’fn($)¥ M’ €N

n
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3.3 Fiuggvénysorok

139.  Adjunk példat olyan végtelen sokszor differencidlhatd f
figgvényre, amelynek egy adott pontbeli Taylor-sora mindeniitt
konvergens, de ez a sor nem allitja el6 az f figgvényt!

140. Hatarozza meg a kdvetkez6 hatvanysor Gsszegfiiggvényét!
“~ n(n+1)

141. irja, fel a kovetkezo fliggvény hatvanysorat a megadott pont koriil
és hatdrozza meg a konvergencia sugarat!

5

— = 2.
2243z -4’ o

142. Hatarozza meg az alabbi fiiggvénysor konvergenciatartomanyat!

oo "
Zl_xn'

n=1

143. Hatarozzuk meg a kovetkezo hatvanysor konvergenciatar-
tomanyat! :
i In(n+1) ,
g,

n3
n=1

144. a, Milyen = € R-re lesz konvergens az alabbi figgvénysor?
b, Egyenletesen konvergens-e a (—3, —1] intervallumon?

E 22+ 2
(22 + z + 1)+t

n=0

145. Egyenletesen konvergens-e az alabbi fliggvénysor a megadott
tartomanyon?

hd T

E ) | — : .
( ) 1+n’3$2’ 1‘6[]52]

n=0 -
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146. Egyenletesen konvergens-e az aldbbi fuggvenysor a megadott
tartomanyon?

Z(—- s z €[1,2].
n—() 1 + n4 .

147. Egyenletesen folytonos-e az aldbbi fiiggvénysor dsszegfiiggvénye
a megadott tartomdnyon?

n=+oco
DY e e U !

148. . Hatdrozza meg azokat a tartomdnyokat, ahol az al4bbi
fiiggvénysor feltételesen, abszolit, illetve egyenletesen konvergens!

= 2" sin"(z)
2

n=1

149.  Vizsgdljuk meg az fu(z) = 22~ z > 0, n = 1,2,.

14nPz?
figgvénysorozattal definidlt .20, f, fiiggvénysor konvergenaa,ja,t

a p=0,1,3 paraméterekre!

150. Egyenletesen konvergens-e az alabbi fiiggvénysor a megadott
intervallumon?

sinnze
Z ﬁ, —o0o <z <00,

n=1
151. Vizsgéljuk a 3 7> z%e~*Il sort a konvergencia szempontjabol!

Milyen z értékekre lesz egyenletesen, illetve abszoliit konvergens a
sor?
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4 'Tobbvaltozdés valds fuggvények

4.1 Hatarérték, folytonossig

152.

153.

154.

155.

156.

157.

158.

Létezik-e az alabbi fliggvénynek a (0,0)-ban hatérértéke?

2
f(m’y) = $4 +y2
Szamitsuk ki az aldbbi hatarértéket!
) o

lim
(z,y)=(4+00,0) 1 + z¥

Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértéket!

. (2 +y)s 1 1
im (z sin — cos —
(z/y}—(0,0) y T Yy
Hatarozzuk meg az aldbbi hatarértéket!
2
im —
(@a)=(00) 2% + y*

Hatarozzuk meg (amennyiben 1étezik) az aldbbi hatirértéket!

2c+y
13111
(z9)-(00) T — 2y

Létezik-e az alabbi fiiggvénynek a (0,0) pontban hatarértéke?

- 1
f(w’y)_-\/:c+y-—\/:c—y

Terjessziitk ki folytonosan az egész szamsikra a kovetkezd

kétvaltozos fliggvényt!

— 3 3y o
f((l?,y)—(ic +y)Sle2+y2
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1

W kétVéltOZés

-159*.  Egyenletesen folytonos-e az f(z,y) =
figgvény az

M={((z,y): 0<z<l, -1<y<1)halmazon?

36



4.2 Differencidlszamitas

160. Differencidlhaté-e az aldbbi kétvaltozés fliggvény a (0,0) pont-
ban?

f(-’ﬂ,'y)= W

161. Tekintsiik az aldbbi (paraméteres) kétvaltozés f fiiggvényt:

[ @ ysin i, ha (a,y) # (0,0)
f(x,y)—{o, ™ ha(z,y) = (0,0)

Milyen o valds szamra lesz az f fiiggvény differencidlhatd?

162. Differencialhaté-e az aldbbi fiiggvény?

f(:l’,‘) = { %{—?7’ ha ('Tsy) ‘71" (0,0)
0 ha (z,y) = (0,0)

163. Hizzunk érintdsikot a (0,0) pontban a kovetkezd fiiggvényhez!

f(:c,y)={ \/J?:% ha (“”y)f (0,0)
0, ha (z,y) = (0,0)

164. Tekintsiik az aldbbi kétviltozds fiiggvényt! Folytonos-e a
figgvény a (0,0) pontban? Létezik-e az z, illetve az y szerinti
parcialis derivaltja a (0,0) pontban?

_f (x+y*)cos ?21'5: ha (:c,y.) #(0,0)
e ={ § "™ ha (5,y) = (0,0)
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165. Differencidlhaté-e az aldbbi fliggvény?

_ 333‘, ha,(..'r;, )#(030)
f(ﬂ’)“{ a,/_ ha (at,:)=(0,0)

166. Differencidlhaté-e az alabbi fiiggvény a (0,0) pontban?

f(:c,y) = \3/5‘_::W27
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4.3 Szélsoérték-feladatok

167. Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliggvény lokalis széls6értékhelyeit!
flz,y) =243z + 12y — 2° — °
168. Hatarozzuk meg a kovetkez fliggvény lokalis széisﬁéftékhelyeit!

flz,y) =2 + y* — 2 — 20y — ¢

169. Hatirozzuk meg az f(z,y) = z — Lzy + y figgvény maximumat
és minimumét a T = {(z,y) : z? + y? < 1} tartomanyon!

170. Egy négyszog oldalai rendre a,b,c,d hossztiak. Mikor lesz a
négyszog teriilete maximalis?

171. Fektessiink at a P(a,b,c), (a,b,c > 0) ponton egy sikot! Mikor
lesz a P-n atmend sik és a koordinatasikok altal hatarolt tetraéder
térfogata minimalis?

172. Adja meg a kovetkezd fiiggvény maximumat és mlmmuma,t a
megadott tartoméanyon!

flz,y) =2+ ¥ + 2V32 + 29 + 10, T = {{z,y): 2* +¢y* < 9}.

173. Hatédrozza meg az f(z,y) = 2* + zy — y* fiiggvénynek az
z=0,y=0,z4+y=6 egyenesek altal bezirt haromszoglemezen
a maximumadt és minimumat!

174. Végezziink lokalis széls6érték-vizsgalatot az aldbbi fiiggvényen!

flz,y,2) =2 +y* + 2 —zy + 22 — 62
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4.4 Integralszamitas

175. Szamitsa ki az aldbbi kettds integralokat!

1 1
/' f z sh ydyd:n
0 vx ¥
1 p1
f / y ch zdzdy
i) y2[3

176. Szamitsa ki az aldbbi kettds integralokat!

2
// 3—J'-—d:cd;gr,
T. T

ahol a T tartomany hatdrolé gorbéi a kovetkezs fiiggvények:
y=z,y=4z, y=35,y= 5%

2
/ f ¥ dzdy,
) Y

ahol a T tartomany hatdrolé gorbéi a kovetkezo fliggvények:
y=2%, y=32% y=1,y=1

177. Szamitsa ki az aldbbi kettds integralokat!

ahol T = {(z,y) : |z — gl +ly - 31 < 3}-

[

ahol T = {(2,y) : [2] + |y| < F}.
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178. Szamitsa ki a o(z,y, ) siirldségli test tomegét, amelyet az alibbi
feliletek hatarolnak: '
z=—1,z=1—-/22+ 32, 2 +y* =1 és g(z,y,2) = 2.

179. Szamitsa ki a z = 2% — y? nyeregfeliilet felszinét az |y| < ¢ <

4/1 — y? tartoméanyon!

180. Szémitsa ki az alabbi gorbék altal hatarolt g(z,y) = \/%
ZeTyY

siirtiségili lemez silypontjanak koordindtdit: z%+y% =1, (x —2)2+
y2=4, y==x, ¥y =-—=x, z> 0

181. Szémitsa ki a 0 < z < /1 — z2 — y? félgomb silypontjénak
z koordinatajat, ha a siirliség egyenesen aranyos az origétél mért
tavolsiggal!

182. Szémitsa ki a nyolcadgdbmb silypontjanak koordinatait,
ha a stiriség forditottan ardnyos a gémb kozéppontjatél mért
tavolsiggal! (Helyezziik el a nyolcadgdmbét a koordinita rend-
szerben igy, hogy a gémb kozéppontja az origé és a nyolcadgdmb
a cstcsan all a z tengely pozitiv irdnyadban.)

183. Tegyik fel, hogy egy H magasségi R alapkdrsugard kipot Hy
magassagig megtoltiink vizzel. Hatérozza meg Hy-t tigy, hogy a kip
tehetetlenségi nyomatéka az y-tengelyre éppen a fele legyen annak,
amit akkor kapnank, ha tele lenne vizzel. (A kip az alapkérén 4l
az (z,y) sikon. Tekintse a kip hatédrolé feliileteit elhanyagolhaté
tomeginek!)

184. Szamitsa ki az ﬁ; + g; = g— és z = ¢, a,b,c € R felilletekkel
hatérolt homogén test koordindtasikokra vonatkozé tehetetlenségi
nyomatékat!
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1 A matematika alapjai - Megoldas

1.1 Halmazok és fiiggvények - Megoldas

1. Megoldas:

a, Felhasznalva a de Morgan-féle azonossagokat:
XN(Y\Z)=Xn(YNZ°) =XN(Y°UZ)=(XNY)U(XNZ) =
(X\Y)u(Xn2Z). :

b, Teljesen hasonléan bizonyithato.

2. Megoldas:

A szokasos halmazalgebrai eszkozokkel egyszertien igazolhatdk.

3. Megoldas:

A szokésos halmazalgebrai eszkézokkel egyszertien igazblhaték.

4. Megoldas: :

A szokdsos halmazalgebrai eszkozokkel egyszeriien igazolhato.

5. Megoldas:

A szokasos halmazalgebrai eszkozokkel egyszerlien igazolhatd.

6*. Megoldas:

Tegylik fel, hogy f injektiv és legyen b € f(X) N f(Y) tetszbleges
elem. Ekkor létezik egyetlen a elem, amelyre b = f(a) ésa € XNY,
azaz b € f(X NY). Igy IX)Nf(Y) C f(XNY). Az ellenkezd
irdnyid tartalmazas mindig teljesil, igy f(X NY) ="f(X) N f(Y).
Tegyiik fel, hogy minden X,Y C A-ra f(X NY) = f(X) N f(Y)
és f nem injektiv. Ekkor létezik = # y elem, hogy f(z) = f(y).
Legyen b € f(X) N f(Y). Ekkor b lehet egy a € X ésegy a’' € Y
elemnek is a képe, azaz f(X)N f(Y) # f(X NY).
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7. Megoldas:

a, f(z) =lga.

b, fga:) ==

c*, Ertelrnezzﬁnk egy olyan f fﬁggvényt, amelyre

f(z35) = 737 minden (n € N)-re, f(3) = 0 és f(z) = x egyébkent.

Megmutathatd, hogy ezen fiiggvény teljes1t1 a klva,na,lma.ka,t
d, Legyen f(z,y) a (0,1) ™ (=, y) kériv hosszanak ;--szerese.

8*. Megoldas:
Ha egy zo pontban szigori maximumhelye van egy f fuggvenynek
akkor definicié szerint az z, pontnak létezik olyan U, e-sugard
kornyezete, hogy minden z € U, esetén f(z) < f(zo). Legyen
B, azon pontok halmaza, amelyekre a szigord maximumbhely de-
finiciéjdban ¢ = 1 megfelel. Ekkor z,y € B, , = # y esetén
az z és y korili 51; sugart nyilt intervallumok diszjunktak. Mi-
vel nyilt halmazbél 4116 diszjunkt halmazrendszer R-ben legfeljebb
megszamlilhatéan végtelen (minden nyilt halmazban van ugyanis
racionalis szdm), a szigord maximumhelyek halmaza is legfeljebb

ilyen szamossagu.

9. Megoldas:
a, Megmutatjuk, hogy ez a reldcié szimmetrikus, reflexiv és tran-
zitiv. z, ~ z2 akkor f(z;) = f(z2) azaz z2 ~ 2. Ha z1 ~ 22 és
x4 ~ z3 akkor f(z,) = f(x2) = f(xs) miatt z, ~ z3. Végil 1 ~ 21
mivel f(z;) = f(z1).
b, A bijekcié definiciéja alapjdn nyilvanvalé. Megjegyezzuk hogy
az gy kapott fiiggvényt f (egyik) maximdlis bijektiv lesziikitésének
nevezzik.
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1.2 Elemi tton megoldhaté feladatok - Me-
goldas

10. Megoldas:

Matematikai indukciéval:
0= -14+6+11-161=1,2=1+64+11=16 3 =
—1-6-11+16-21+26,4 = —1—6+11, 5 = —1+6. Tegyiik fel,
hogy A-ra igaz a fenti 4llitds. Megmutatjuk, hogy ekkor A + 5-re is

teljesiil. A feltétel szerint A felithaté A = £1+6+11+...+(5k+1)
alakban valamely & € N-re. Mivel 5 = —(5k + 6) + (5k + 11),
A+b5=214+6+11+...£(5k+1) — (5% +6) + (5% + 11). Ezzel
az allitast igazoltuk.

11. Megoldas:

Legyen f(z) = 22 -5 z € R. Ekkor f-nek létezik az z > —5
tartomanyban inverz fiiggvénye: f~'(z) = vz + 3.

Igy az egyenlet jobb és baloldala a megadott tartoméanyban egymas
inverz fiiggvényei. Ezek alapjin elég megoldani az ¢ = +/z +5
egyenletet. Ezen maésodfoki egyenletet megoldva kapjuk: z, =
1%@. Megmutathaté, hogy mind a két szém kielégiti az eredeti
egyenletet. Geometriailag is lé,thaté, hogy az eredeti egyenletnek
pontosan két valds megoldasa van, igy az egyenlet minden gyokét
meghataroztuk.

12*. Megoldas:
A baloldalt 2? + a alaki kifejezés négyzeteként irjuk fel alkalmas
dllandéval: z?'+4z—-1=2"+222 - 222 +4z2 -1 =(a?+1)? -1 -
202 +4z—1 = (22412 ~2(2? - 224+ 1) = (2? + 1) - 2(z - 1)’ =
[2? + v2(z — 1) + 1][z® — v2(z — 1) + 1] = 0, ami két mésodfoki
kifejezés szorzata. Ennek valés gyokel: 14 = M

13. Megoldas:
A feltételeknek eleget tevo fliggvény létezik, ugyanis egy valds

45



egyiitthatés harmadfokd egyenletnek mindig létezik valés me-
goldésa. Megmutatjuk, hogy egyetlen ilyen fiiggvény létezik
Tegyiik fel, hogy két ilyen fiiggvény van, fi és f; ugy, hogy fi# fe
és teljesiilnek az aldbbi osszefiiggések:

f+3fi=x

f g + 3f2 =

Ekkor a feltételek miatt:

B-B43(h- )= - R+ A+ f+3) =0, amicsak
ugy lehetséges, ha fi = fa.

Lathaté, hogy az £ — f3(z)+3f(z) fiiggvény differencidlhaté. Dif-
ferencialva az f3(z)+3f(z) = = egyeni6ség mindkét oldalat kapjuk:
fl(z) = 5(77(%3?5’ azaz f'(0) = 1.

14. Megoldas:
Indirekt médon: tegyiik fel, hogy létezik olyan p # 0 valds szam,
hogy minden z-re

cos ¢ + cos V2x = cos(z + p) + cos(v2(z + p)).

A fenti egyenl8ség x = 0-ban is teljesiil, ezért sziikségképpen

cos p + cos \/ip =2

Ezen egyenlet csak tgy teljesilhet, ha cos p = 1 és cos V2p=1.
Ezek alapjan kapjuk, hogy

p = 2kw és /2p = 2lr valamely k és [ egész szdmra.

Ebbél kovetkezleg v2 = %, ami ellentmondas.

15*%. Megoldas:
Tegyiik fel, hogy a g fiiggvénynek a periédusa . Legyen

h(z) = f(z) - f(z + B)-

Megmu_tatjuk, hogy a h fliggvénynek pp is és 2 is periddusa.
Ugyanis az f fliiggvény periodicitasa miatt

h(z + po) — h(z) = f(z+po) = flz +po+ B) — f(=) + flz+5) = 0.
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Mivel a feltevés szerint a g fliggvénynek 8 periédusa,

9(z+B) —g(z) = f(z+ B) + fla(z + B)) - f(2) — flaz) = 0, azaz
h(z) = f(az + af) — f(az).

Igy

h(z+8)—h(z) = f(az+potafB)—f(az+po)—f(az+af)+flaz) =
0,

a h fiiggvénynek po is és I is periddusa.Ismeretes, hogy egy legki-
sebb periddussal rendelkezo6 fiiggvény periddusainak a halmaza pZ
alaki, ahol p a pozitiv periédusok minimuma. Mivel « irreducibilis
po-lal, ezért ez ellentmondésra vezet.

16. Megoldas:
Nem ekvivalensek. A masodik egyenl6tlenségrendszer nyilvan
kovetkezménye az elsének. Azonban az elsé rendszer a masodiknak
nem kovetkezménye, mert fi + fo > 0-bSl f; > 0 esetén csak az
kovetkezik, hogy f2 > —fi, de nem kovetkezik, hogy f2 > 0.

17. Megoldas:

Ittt tE>ttht.  th=nk=Vn

18. Megoldas:
Ismert, hogy (1+ 2)" < 3.

19. Megoldas: '
Legyvenea=m+r,aholme NésO0<r<1.
Ez esetben a feladat azzal ekvivalens, hogy

>—£——(m+r)
m n+1 T

Azonos atalakitasokat elvégezve ez
m > nr alakra hozhaté, ami a feltételek miatt nyilvan teljesdl.

20. Megoldas:
A 19. feladathoz hasonléan, esetszétvalasztdssal egyszeriien igazol-
haté. '
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21*, Megoldas:
Eloszor megmutatjuk, hogy teljesiil az alsé becslés:
Trivialis becsléssel lathato, hogy
1

Ftartootg>ng =i

A fels6 becslés kissé ravaszabb; ehhez eloszor csoportositjuk a ta-
gokat

i tag ot =1%(‘42-1T+"1'+
(n+1 + 2n—13 +- +l('2_ : =) T =
2Zk_om w < 32 k=02m7
Megjegyezzik, hogy

hmn_,_,_oo(nﬂ + m +---4 %) = ln2

2en-t=fE )+
1 n 1 1 1
?Ek}:(}(%&—k ;" +11c) _35 =
n = §(n+1)%—;< 1

22*. Megolda,s
3n + 5051 +1 2n + 217; = % ezért ezt figyelembe véve
m+m+ t+ s +(Ln+3n+1)<(2n_1)n+n‘:2-
Masreszt
E-T;)' ittt =i(Gitam) tGata)t+Ea+
n+1

1/__4nt2 dn42 4n+42 (4n+22‘ _
2((2n+1)2—n2+(2n+1)2 (n— 1)2+ +(2n+l) )> (2n+1)(2n+1) =1

23*. Megoldas: .
© 1

=t gy < Zn_zm + 1. Parcialis tortekre bontassal

adédik, hogy Z:n—2 (n—-l)n(n—2) = 2 2:;2 (n+1) - ‘(,215 + (—n}tﬁ
(1-3+)+G -3+ D+G 245+ A (o —at )t =
(ui. a sor konvergens) azaz Y oo, n3 < 2. Megjegyezziik, hogy
Yo, % irracionélis szam.

o ap

24. Megoldas:
Trivialis becsléssel mind a két bizonyitandé egyenlStlenség egy-
szerlien adodik.
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25*. Megoldas:
Legyen f(z) =1 ,haz > 0.
Mivel az f fliggvény konvex,
Vel 1
,f\/r? :=h(l+1)7 <(+APWrtl-vn) = R
Igy ,
In(1+3)< \/‘n_l\fﬁ yazaz (14 V™4 <e,
asrészt

L7 5=m+3)> gp endrt (1+ )7 > e,

26. Megoldas:
Matematikai indukciéval adédnak. Hasznéljuk fel:
a, esetben, hogy 3¢, (}) = 27,
b, esetben, hogy }~F_(—1)¥(}) =0,
c, esetben, hogy 3%, k = 2zti),

2
d, esetben, hogy (") = (}) + (,2,) é Tho(=1)*(}) =0.
e, esethen, hogy (*F1) = (£) + (;72) és Topy B(Z) = n2
f, Matematikai indukcidval is bizonyithaté, de ez kovetkezik az (:)
kombinatorikai értelmezésébdl is, e szerint ugyanis ez az n elemi
halmaz 6sszes k elemt részhalmazdnak a szdmaéval egyenld.

27. Megoldas:
ve"+a* < a+ x a binomidlis tétel kovetkezménye. Igazoljuk,

hogy v”% < {/z* + a™. Ehhez vezessiik be a kovetkezd jeldlést:
flz) = Jﬂ@ Megmutatjuk, hogy o
flz) 2 75\/%, ha z > 0.

a(mn_'l _ an_l) . < 0, ha.._m < a
fi(z) = =¢ =0, haz=a
V(e" +am)*~1(z + a)? >0, haz>a

Azaz f(z) szigorian monoton csokken, ha z < a és szigordan mo-
b4 a . n
noton ng, ha z > a, minimuma van z = a-ban, azaz f(a) = Jzé =

V—IT".——,, igy f(z) 2 %InT;
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28. Megoldas: Matematikai indukciéval.

29. Megoldas: :
A bizonyitas n szerinti matematikai indukciéval torténhet.

30. Megoldas:
A bizonyités torténhet példaul n szerinti matematikai indukciéval.

31. Megoldas: _
Ismeretes (példaul a Bernoulli-egyenlétlenség miatt), hogy minden
n természetes szamra
1+ i) >2, ezért
(1.000001)100000 > 2,

32. Megoldas:
A szémtani és mértani kozép kozti egyenltlenségbol kovetkezik az
a,b,b,---,bn+1 darab szimra alkalmazva. :

33. Megoldas:
A szimtani és mértani kozép kozott fendlld egyenlStlenségbol

adddik.

34. Megoldas:
Alkalmazzuk a  szdmtani-mértani kozép kozt  fennalld

egyenldtlenséget!
1< 2= 1la< =l = nt(a=1)

n

35. Megoldas:
A szamtani-mértani kozép kozt fenndlld egyenlétlenséghol
kovetkezik.

36*. Megoldas:

Elegendd megmutatni, hogy az allitis teljesil tetszoleges
természetes szamra, ugyanis ekkor az elSjelek értelemszerd
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megvaltoztatdsaval elérhetd, hogy minden egész szamra érvényes
a bizonyitandd Osszefiiggés. Matematikai indukciéval bizonyitjuk
-az allitast.

Ez igaz 0, 1, 2, 3 és 4-re, ugyanis

0=124+22 -3 +42-52-624+7%,1=1%,2=—12 — 22 - 32 4 42,
3=124+22és4=-12-22432 _
fgy a fentiek szerint elegendé megmutatni, hogy ha az allitas tel-
jesiil egy k > 0 egész szamra, akkor teljesiil & + 4-re is.

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz k-ra. Ekkor létezik m € N
természetes szdm, hogy

E=4124224+---+m?
Mivel

4=(m+1)" - (m+2)" ~ (m+3)" + (m+ 4%,

az indukcids feltevés miatt

k+4 =£12£2%% - tmP+ (m+1)2 = (m+2) = (m+3)? +(m+4)?

Igy az allitas igaz minden természetes szamra, igy minden egész
szamra is.
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1.3 Numerikus sorozatok - Megoldas

37. Megoldas:
Legyen a, = :—,', Ismeretes a 131*. feladatbal, hogy lim,,_, a—:nﬂ =

!n-}-l!!
(n+1)"

limp o0 /. Mivel limg_q 225 = limg,q &5

n
. ah _ . 1 _ 1 . .
limy oo s = hmn_,oo(] — ;)n = o lim,—oo Van =

1' ¥Ynl 1
1My 00 n e

38. Megoldas:
Ismert, hogy (n!)? > n", azaz n! > n?. Igy a]—n—et feliilrél
becsiilve a szamtani-mértani kozép kozt fennallé egyenlotlenséggel
"%] > 31: > +/n irhato, azaz ﬁ; < a, < \/LH A renddrelvet alkal-
mazva kapjuk, hogy lim,_. a, =0

39. Megoldas:

a, Megmutatjuk, hogy a sorozat monoton novo, azaz a, < @nt1-
" - 1

Ehhez elegendd beldtni, hogy {(1 + -f;)"] o< 1 4 n—’-‘—-ﬂ Alkal-

mazzuk a baloldalra a szamtani és mértani kozép kozott fennallé

egyenlStlenséget! [(1 + f)“]‘n‘éﬁ = "1+ %)(1 + f) <
ntlik — (1 4 nk?) Ezzel belattuk, hogy a sorozat monoton névo.

n+1
b, A sorozat felilrol korlatos. Ehhez tekintsik az H_+)k+,an ki-

fejezést. Alkalmazzuk erre a szamtani és mértani kozep kozott
fennalls egyenlotlenséget. fﬁil)k?an = ﬁ e k_}_—l(l + f) (1 +
) < (Fadkyntit o g, igy an < (k+1)¥*, azaz a sorozat feliilrdl
korlatos. Azaz a sorozat konvergens.

40. Megoldas:
2, 1. Megoldas: Ismert, hogy 2 < (14+1)* < 3, n > 2 esetén. Alkal-
mazzuk ezt a kovetkezbképpen: 2 < a? < 3, azaz V2 < a, < V3.
A rendérelvet alkalmazva kapjuk, hogy lim,—, a, = 1. '

a, 2. Megoldas: Az 1 > i = (1 - n21+1 )* kifejezésre alkalmaz-
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zuk a Bernoulli -egyenlotlenséget, ami minden régzitett n-re igaz,
azaz 1 > = > 1~ A rendorelvet alkalmazva kapjuk, hogy
lim, oo an =1.
b, Az a, rész 2. megoldasahoz hasonléan: 1 > b, > 1 — 5, azaz
hmn_,oo b, =1.
¢, Az a, rész 1. megoldasahoz hasonléan: 2 < /¢, < 3, igy
2* < ¢, < 3*, azaz lim,_,o ¢, = 00.
d, Az a, rész 1. megolddsdhoz hasonléan: 7== =1+ 51+

1

(1 +

;1%{), azaz 2 < m—_—; < 3, fg _1)ﬂ < d, <
=14 25)", azaz limuooo dn = 0.

n__
2+1'

41, Megoldss:

Vezessiik be az ¢ = 1 helyettesitést (n € N) és végezziik el a
kovetkezo é,talaklta,st s

1 '.']5 1 T :: ex[)( = Es ) T
() = By = g = ee(™F-D) =
exp(ln!1+:z:!-:r:) '

Mivel az exponencialis fuggveny folytonos
limz o exp(ﬂl—"'ri)—'—“i) = exp(limy_o _11_+§l—_§) = (L’Hospital-

1
-1 =1

szabély) = exp(limg_o H2—) = exp(lim;—o 2_17(3‘_4_1)) =e7.

42, Megoldas
A sorozat altalanos tagjat megbecsulve alulrol és felulrol n\/—l——+—n

b, < n—=— \/2_+1’ igy a rendorelv szerint lim,,. b, = 1.

43. Megoldas:
0 = Yari-vm (VAR YRt e )+ VR (VT
" nH-vn o ﬂ+1—ﬁ)(%/(n+i)2+\/n{n+1)+\3/,;5)(\/m_|_\ﬁ;)

. J/aFi+/m _ 1+ 50 mivel
3 - b
Y412+ n(nt1)+ Va2 8 lnt 1)+ /nn:1 +e/ﬂ+1)
kénnyen latszik, hogy a szamlalé 2-hoz, mig a nevezoben 4ll6 kife-
jezések mindegyike végtelenhez tart. Becsiiljik most meg feliilrol
ezt az utolsé kifejezést igy hogy a nevezé utolsé két tagjat elhagy-
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juk, és a szamlalét pedig noveljik, azaz

n3
Y G

< 2i = -g—,—— < ¢, ahonnan 64 <

\/6 ('n-+1)+ n+1+ _n_+—1-)-3' ntl ntl ’

n+ 1) és n > & — 1 adddik. ‘Igy a keresett kiiszobindex
p g

N(e) = [E]+1.

44. Megoldas:
n-nel osztva a szamlalét és a nevezdt konnyen lithaté, hogy
limy, oo ¢n = —1.

45. Megoldas:
n24nty/nZ—n 1 2

” 1 _ .
fimy o0 Ny lirmn oo 2n
lim,_. arctg (m) = 2, azaz limp 0 tn =

~ln

46. Megoldas: . _
N(E) — max{? [3151 + 1} ugyanis n?4n43sinn+2 1 _ nt9sinnd5 <

) 3 3n24+n+1 3 7 9n246n+3
Mo <, han>T.

47. Megoldas:

limy e @ = ©0.

n? +n +2nt—6 n +n n’ — g_‘:’_
1int=nd4n—=12 = 1lni-n34n 2 lln* - 11 > Q

ha N(Q) > 2, hiszen ekkor 2n* — 6 > 0 és —n® +n < 0. igy
n > YT1Y/A. Tehat N(Q) = max([/11v0Q] + 1,2).

48. Megoldas:

Megmutatjuk, hogy a sorozat monoton csokkend és alulrdl

1 ek —a

korldtos. @n — Gnp1 = an — $((k — e + ,,“f_,) = 7T,
"l n

de a szidmtani és mértani kozep kozti egyenlbtienségbol a, >

\/am_pczn_«i ---an_l—f— = Va, azaz an, > /a minden n € N-re,

igy ¢/a a sorozat alsé korlatja. Ezért a, — any1 = k-‘h;:—f' >0. A
fentiek miatt az a, soroza.t konvergens. Legyen A = Nima oo tn.

Ekkor 4 = +((k — 1)A 4+ 4i=), amibdl adédik, hogy A = Ya.




49. Megoldas:
o] Gndl _ _an faacr a3 _ 3
Mivel T e @ sorozat mértani, ¢ = £2 = 3. Igy ¢, — 0.

50*. Megoldas:
Mivel VRI4+1 = (\/m-n)+n = m+n, igy
sin (1v/n? + 1) = sin (ﬂ\/;,%_l_n +nm) = sin (wﬁ——,———il:;)cosmr +
cos (wﬁ;) sinnm. Mivel cosnr = (—1)" és \/fﬂ_~lﬂ+n — 0, ha
n — 00, ezért limp,_,q sin(wx/nT-_Jr—l) = 0.

51*. Megoldés: . '
vnt4+n = (vVal4+n - n) + n = e T o™
sin (7vn? +n) = sin (7 ==+ n7) = sin (7 7=f=—) cosnr +
cos (ﬂ'ﬁ%‘_—;—ﬂ) sinnr. cosnw = (—1)" és = :n+n — %, ha n — 00,
ezért lim,_, sin(rv/n? + n) nem létezik. '

52*. Megoldas:
Vel +n = (Val+n—n) +n = e+ n, sin? (rVn? +n) =

sin® (7 omde— + 1)
n

[sin (ﬂm+n)cos nT + cos (T mpl=r in+n)sizln1r]2. cosnw = (—1)
és e — 3, ha n — oo, ezért lim,_.o sin(rv/n? +n) =1

53. Megoldas:
A sorozat n-edik eleme a, = %/ % A renddrelv miatt

lima, = 1, ugyanis 1 < 2{/1+%1Z—’1S 2{/l-l-gl,;< ¥/2.

54*, Megoldas:

A 131*. feladat miatt lim, e ¥/a@n = liMpa 2 alﬁf%:- .- a—:’_-‘*_? =

a. Megjegyezziik, hogy a forditott allitis nem igaz, ui. legyen
Qop_y = klz és ag = ;}3—; k € N. Ekkor lim,—o /@, = 1, de
My oo “—:—:l nem létezik.
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55%. Megoldas:

n" ang1 _ (L+3)"(n+1)? :
Legyen an = ropymisyan: Ekkor =2t = Gri(@nry %, ezért
Van — £ n — oo esetén a 131*. feladat miatt.

56*. Megoldas:

Mivel a = (37) = (Gl & oo = ot — 4, ha

n — 00, a 131%. feladat miatt &/a, — 4 n — oo esetén.

57. 1. Megoldas:
Konnyen 14thats, hogy: 0 < 22 < lC ,han>1.
A rendérszabily miatt ebbol kovetkemk hogy lim, 00 1'—:1— =0

57. 2. Megoldas:
Legyen a, = In {/n. Ismeretes , hogy lim,_. ¥/n = 1. Mivel a
logaritmusfiggvény folytonos, lim,_, % = 0.

57. 3. Megoldas:
Legyen b, = %’l Megmutatjuk, hogy a b, sorozat monoton
csokkeno és alulrol korlatos. Konnyen lathatd, hogy a b, so-
rozat monoton csbkkenése azzal egyenértékii, hogy (%)" < n.
Ezen egyenldtlenség viszont nyilvanvaléan teljesiil, ugyanis ismere-
tes, hogy minden n természetes szamra (1 + 1) < 3. Lathats,

hogy a b, sorozat alulrol korlatos: a 0 also korlat. igy az ismert
tétel szerint a b, sorozat konvergens. Jeldlje z a sorozat limeszét,

azaz legyen £ = lim,_o b,. Tekintsiikk a sorozat paros indexi
részsorozatat, by,-et. Ekkor lim,_.. b2, = z, ezért lim, . l—‘%—f} =
lim, oo 1“—22'1;1“—“ = %limn_,oo l% = %:c Ebbol kovetkezoleg x = %:c,
azaz x = 0,

58. Megoldas:
Tetszoleges p > 0 szamra ;L’: — 0, ha n — oo, ezért p-hez létezik
olyan np kiiszobindex, hogy minden n > ng esetén 0 < p— < 1.

Ezt atalakitva adodik: minden p > 0 esetén létezik olyan ng
kiiszobindex, hogy minden n > ng-ra ¥/n! > p, ami definicié szerint -



éppen azt jelenti, hogy lim,,_, W = +00.

59. Megoldis:
El6szor megmutatjuk, hogy lime, =1, ha n — oo.
Ismeretes, hogy (1+1)" < e < (14 -15)" minden n > 1 természetes
szamra. Ebbdl kovetkezdleg
141« exp() < 1+ L, igy i < exp(i) -1 < L= | azaz

n—1
1y
1 < ip(«g)—i 7. A renddrelv alapjin igy limae, = 1. Az
1y
el8bbiekbdl az is lathaté, hogy 0 < ZRE)L _ 1 < L ezért adott

n

€ > 0 esetén az -1 < ¢ egyenlétlenség megolddsa n > [2] +1. igy
legyenN(e) = [1] + 1. Ez esetben minden n > N(¢)-ra |a, — 1| <e.

60. Megoldas:
irjuk fel a sorozat néhany elemét:
330:1,311:%,332:%,133:%8131).
Megmutatjuk, hogy z, = ﬁ]—’ ahol (a,) az Gn. Fibonacci-sorozat,
aZazZ Anyg = Qpy1 + Ay, @9 = a; = 1.
Matematikai indukciéval: Tegyik fel, hogy n = k-ra ez teljesiil.
Ekkor az (z,) sorozat definiciéja és az indukcids feltevés miatt

_ 1 1 — _Ok41  __ Sp4 T . -
Tht1 = T30 = 1 +a:+! = T Gteert T akga Igy rmnden n természetes
szamra teljesill, hogy z, = -2—, Elsallitjuk zart alakban a
’ Gpt1

Fibonacci-sorozat 4ltaldnos tagjé?t.

Allitsuk el6 a Fibonacci-sorozat n-edik elemét valamilyen y™ alak-
ban! Ha a, = y* , akkor a feltétel szerint y"+? = yn+l 4 yn_
azaz y’ —y—1=0. fgy Y12 = Eéﬁ Konnyen megmutathaté, ha

' 1 5 - " 15 P ' r ro, " " "

a, = —'tzﬁ és a, = —424: eseten ., = a,y;+a,ésa,,, =a,., +a,,
r . ” > ! H . .
akkor hasonlé tulajdonsagi a b, = a,, — a, sorozat is. Ugyanis
! M ! ! 1 " 1) " !
b7'1'+2 =l0p42— Upyop = Gy + Byt —CQpyq —a, = (an-i-l - an+l) + (an -
an) = n41 + bﬂ‘ . .
: : — 1 (148 1-vByn :

A fentiek szerint legyen a, = 7#((B2) = (158)") . Ekkor

Qnt2 = Gni1 + . Ezért




hm z, =

n—00 1+

B

61. Megoldas:
Megmutatjuk, hogy az a, sorozat monoton novekedo és felilrol
korlatos.
1. Megmutatjuk el6szor, hogy a, < -;— minden n természetes szamra.
Matema.tikai indukcioval:
a=0 < 3 Tegyuk fel, hogy a, < 2. Ekkor

Gnt1 = (2a ~al+3a,+1) <3 1 azaz a sorozat feliilrdl korlatos.
I1. Az a,, sorozat monoton novekedo ugyanis
Unt1 — 1(203 —al +3an +1) —an = 1(2a, — 1)(an — 1) , de

mivel an -12- any1 — @n > 0.

Ezekbdl kovetkezik, hogy az a, sorozat konvergens. Legyen
limp—oo @n = A , ekkor az A valdés szamra teljesill a kovetkezo
egyenlet: A = (2A3 A? +3A +1). Ezt szorzatta bontva adddik,
hogy (24 — 1)( —1)(A + 1) = 0. Ebbél csak A = ; lehetséges,

ugyanis ¢, < 2. Igy lim, oo @n =

[ ol

62. Megoldas: ,
A szamtanl és a mertam kozep kdzti egyenldtlenséget alkalmazzuk:
1< (r)s < "’;—L:—ll mtl | ezért

1< (n')T}*r < §/L. Megmutathato, hogy ¥/n+1— 1és V2 -1,

. . 1
ha n — 00, ezért a rendérszabaly miatt limy, o0 (n!)? = 1.
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2 Egyvaéltozés valés fuggvények - Meg-
oldas

2.1 Elemi tulajdonsagok - Megoldas

63*. Megoldis:

Tegyiik fel indirekt, hogy z* = h(z) + g(z) alakd, ahol h és g
periédusa p ill. ¢q. Ekkor (h{z + p) + g(z + p)) — (h(z) + g(z)) =
(h(w+p) h(z})+(g(z+p)—g(z)) = y(:v+P) 9(z) = (z+p)* -2’ =

p? + 2pzx, azaz g(z + p) — g(z) = p* + 2pz, Vz € R-re. Igy
g(z+p) = g(w)+p +2pz, és g(z+p+q) = g($+Q)+p +2p(z+9),
azaz g(z) + p* + 2pz = g(z) + 2p(= + ) + p*, fgy ebbél ¢ = 0
kdvetkezik, ami ellentmondas.

64. Megoldas:
Igen.
Egy lehetséges kiterjesztés példaul:
_§ f(x), haz e Dy
9(=) = 1, haz¢Dy -’
Ugyanis ha f periédusa p, akkor g(z + p) = ¢g(x) minden z € R-re.

~ 65. Megoldas:

Nem. N : (a,0]
z, arci(a,o

Legyen pl. f(z) = -z + (a+b), haz € (z0,b)

(Ha f folytonos, akkor igaz a Bolzano-tétel miatt.)

66. Megoldas:

Nincs.

Ugyanis a figgvény az xo = 0 tetszoleges kornyezetében felveszi az
y=14ésazy=—1 értéket is.



‘67. Megoldas:
Nem.
Egyszert ellenpélda az f(x) = 1, ha z nem nulla valés szdm.

68. Megoldés:
‘a, f(z) = signz, ha r € (-1,+1).
b, f(z) = (1 — e )sinz, ha z € [0, 00).
¢, f(z) = x — [z] tetsz8leges olyan [a, b]-n, amelyre valamely n € N-
ren € [a,blésn+1E€ [a,b)].

69. Megoldas:
a, Nem igaz. b, Igaz. ¢, Nem igaz. d, Igaz. e, Nem igaz.

70. Megoldas:
a, Nem igaz.
Legyen f(z) = 1+m, ha. z E (0,00).Ekkor |f(z)] < 1, ha z > 0, azaz
korlatos, de f~'(z) = =% nem korltos a (0, 1)-en.
b, Igaz.
Indirekten Tegyiik fel, hogy y1 < yo-re f~ (yl) > f~(yz). Mivel
f szigorian monoton novekedo igy yg < 31, ami ellentmondas.
¢, Nem igaz.
Ugyanis nem is invertalhaté egy paros fuggveny
d, Igaz.
Ez kovetkezik az alabbi osszefliggésbdl:
fH=y) = 1= S@) = F(f(=2)) = =2 = = f7'(3).
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2.2 Hatarértek, folytoﬂosség - Megoldas

71. Megoldas:
Legyen:
'1') haze€eQ,z=2t, (paq)=1

= q
9(z) { 6, ha z € Qx ’

_J 0, hat#0 '
f(t),.‘{ 1, hat=0
ésa=b=c=x9=0.
Ekkor kénnyen ~ megmutathato, hogy
limzo g(z) = 0, limy—o f(¢) = 0, de limy—o f(g(2)) = limgg 1,
ha ¢ € Q* és lim,o f{g(z)) = limy—o0, ha z € Q. Azaz nem
létezik, igy nem is 0.

72. Megoldés:
A fenti tulajdonsig minden olyan (a,b)-n értelmezett figgvényre
teljesiil, amelyre nem igaz, hogy az o-ban a jobboldali hatarértéke
+00.

73. Megoldas:
Semmit. A fenti feltétel minden fiiggvényre teljesiil: § = |b — a]
megfelelo lesz.

74. Megoldas:
Az f figgvény korlitos z¢-ban.
A fenti tulajdonsdg nagyon messze van az f fiiggvény folyto-
nossagatol, példaul az in. Dirichlet-figgvényre a fentiek tel-
jesiilnek.Legyen ¢ = —1, b = 1, z5 = 0. Ekkor § = 2 minden
e>0—ra”jd".

75. Megoldas:
Nem. Legyen ugyanis a = —1,b=1és z, =0 és
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1, hateN
- A
(@) { 0, egyébként
Ekkor A = 1 megfeleld lesz és a fenti f fliggvénynek az zo-ban nem
1étezik a hatarértéke.
Természetesen ha egy fliggvénynek létezik hatarértéke xo-ban, ak-
kor rendelkezik a feladatban kitiiz6tt tulajdonsaggal.

76. Megoldas:

fla), haz<a
f(b), haz>b

Igen. Legyen pl. g(z) =

{ f(z), haz € [a,}

77. Megoldas:
Nem. Legyen ugyanis f(z) = 1, ha z € (0,1). Ekkor f folytonos
(a,b)-n, viszont ha g(z) = f(z), Yz € (a,b), akkor limy—o4 g()
nem véges.

78. Megoldas:
a, flz) =1,z €(0,1).
b, f(z) =z, z € (0,1).
c, f(z) =sinz, z € (—m, 7).

79*. Megoldas:

. A _ | = haz € Q et g2
Igen. Egy ilyen példa: f(z) = |-z, haze Qs Lathato,
hogy az f-re teljesiilnek a feltételek.
80. Megoldas:
A Bernoulli-L’Hospital szabaly alkalmazasaval:
4 T b= _ x
lim;_.o (4z)¥-e 1m0 {t+e) (”:2 In(ites)) lim;_o(1 +
1., —Ez—ln 14z s e
;1’,'):!: l]mx_)o (ﬁ'_._xT(__)_). = Cllmg;_gg(-—aﬁ_}_—x)z—) = —3
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81. Megoldas:

Vezessik be az y = z — 7 valtozdt! Ekkor:
—sinsinsiny sinsiny siny _
llIl’Ly_.o sinsiny siny vy 1.

82. Megoldas:
a,,71=, b,€e? ¢,0, d,—5, €1, flng, g, Vab, h, ateatedten

83. Megoldas:
limgoo f(z) = 1.

Zrrans — 1] = |82 | < |zh5] < 1072 Ez pedig @ > V201 =
esetén teljesil.
84. Megoldas: (
. z+1)
limgy f(z) = oo, |[g= 2)2(a:+5)| 15|a:-212 2 3|a,-1—2i > £, ha

6(€) < 1, hiszen ekkor |z +1| > 3 és |z +5| < 2. fgy | —2| < 33
Tehat §() = min(z5, 3). .

85. Megoldas:

1 1
14 =) < (1 + =)k
(+ i <+ 3 < (4 )
(itt [z] az x valés szam egészrészét jeldli.) , ezért a fiiggvény
hatarértékre vonatkozé renddrszabaly alapjan: lims—4oo(1+ 1)" =
e.

86*. Megoldas:
Mivel minden folytonos figgvényt meghatirozzék a raciondlis he-
lyeken felvett értékei, igy
[C] < |R3 = (2% = 2%,
A konstans fliggvények folytonosak, ezért
= 2“0

87. Megoldas:
a, és c, igaz, de b, nem. Pl. f(x) = = egyenletesen folytonos az
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R-n, de az f%(z) = 2% mdr nem.

88. Megoldas:
Ha f(z1) = f(z3), akkor | f(z1) — f(z2)| = 0 < § tetszleges & > 0-
ra, igy |1 — 23| < € minden € > 0 esetén teljesill, azaz igy z; = z2.
Kovetkezésképpen a fenti tulajdonsig az inverz fliggvény egyenletes
folytonossidganak a definicidja.

89. Megoldas:
a, Egyenletesen folytonos.
Legyen € > 0 tetszoleges. Ekkor a 6 = ¢ valasztas megfelel6, mert
Vz,y € Resetén [f(z) — fly)l=|z—y|<e halz—yl<e.
b, Egyenletesen folytonos.
A Heine-tétel miatt az [1,2] intervallumon egyenletesen folytonos,
igy még inkabb az a sziikebb (1,2) intervallumon.
¢, Nem egyenletesen folytonos.
Legyen 6 > 0 tetszoleges és legyen z€R olya,n hogy = > — , vala-
mint y = 4%, Ekkor |z —y| = £ < §és |f(z) - f(y)| = |=? —-y2| =
(m+y)[:n—y| (2z+£)E > (-+g)2 1—I—-;1- > 1, azaz € = 1-re
minden 6 > 0 esetén van olyan z,y € R, hogy ]f(x) - fy)| > 1,
holott |z — y| < 6. '
d, Nem egyenletesen folytonos.
Egyenletesen folytonos lenne, ha Ve > 0 esetén 36 > 0 ugy, hogy
ha |z —y| < §, akkor [——-—| < g, ahol z,y € (0,2). Legyen z = § és

y olyan, hogy tel]esuljon ( JO<y<zés () |3 — 1[ > ¢. Ekkor

(**) miatt y < 1+€5 fgy ha y € (0, 1_I_s‘.;) akkor y < z = 4. Igy
|z —y| < 6, de |:— —| > g, ami ellentmondais.
e, Egyenletesen folytonos

A [0,1] intervallumon egyenletesen folytonos a Heine-tétel miatt.
Az [.1,00) intervallumon pedig |\/z — \/y| = |ﬁ”—ﬁ| < |z -yl
alapjan é = e valasztas megfelelo.

f, Nem egyenletesen folytonos.

Tekintsik az z, = %, Y = 2‘,:“, k € N sorozatokat. Ekkor

|zx — y&| — 0, ha k — oo, de]sm——sm—l = 1 minden k € N
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esetén.

g, Egyenletesen folytonos.

Legyene > 0¢és,1 <z <y. Ekkor |Iny—Inz| = In ¢ =]pSH=2
In(1+%2) <In(1 4 (y — z)). Legyen 6 olyan, hogy In (1 + ) = ¢,
azaz § = ¢ — 1. Igy ha |o — y| < 8, akkor |Iny —Inz| < «.

h, Egyenletesen folytonos.

Az e, feladathoz hasonléan megmutathatd, hogy a h(z) =222 és a
g(x) = =3z fiiggvények egyenletesen folytonosak az (1,3) interval-
lumon, és két egyenletesen folytonos fiiggvény osszege is egyenlete-
sen folytonos.

i, Egyenletesen folytonos.

Legyen |z — y| < £. Ekkor |sinz — siny| = |2cos 2 sin 24| =
2| cos ZHE || sin £5¥| < 2|sin 2 <21 <.

i, Egyenletesen folytonos.

Legyen ugyanis g(z) = {,(a:), E: z i g . Ekkor a g(z)
figgvény egyenletesen folytonos a [0,1] intervallumon, igy
méginkdbb az a sziikebb (0,1) intervallumon, de f(z) = g(z), ha
r €(0,1).

k, Nem egyenletesen folytonos.

. Tekintsiik az z; = vk, Ye =1/ L%—';IE, k € N sorozatokat. Ekkor
|2k — y&| — 0, ha k = oo, de |sina? — siny?| = 1 minden k € N
esetén. '

1, Egyenletesen folytonos.

g,(x)’ i: i i g . Ekkor a g(z)
fiiggvény egyenletesen folytonos a [0,1] intervallumon, igy még
inkabb az a szlkebb (0,1) intervallumon, ‘de f(z) = g(z), ha
z € (0,1).

m, Egyenletesen folytonos. :

A fiiggvény folytonos a [0, 1] intervallumon, igy ott egyenletesen is
folytonos. Még inkabb az a (0, 1) intervallunon.

n, Nem egyenletesen folytonos.

A fiiggvény nem is folytonos, hiszen lim,_.q_ flz) = ~1.

Legyen ugyanis g(z) =
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2.3 Differencialszamitas - Megoldas

90. Megoldas:

Legyen g(z) = (z — 1)"(z + 1)*. A Leibniz-szabaly miatt:

¢ () = Tro (@ — 1)W(z 4+ 1)*H. Ekkor i = 1,2,...,n -1
esetén gt (x)-nek +1 és —1 gyoke. {gy a Rolle-tétel értelmében van
legalsbb 1 gyoke g’(z)-nek, ugyanis g(1) = g(—1) = 0. Hasonléan
g"(z)-nek van legalabb 2 gyoke. Hasonléan adodik, hogy g™ (x)-
nek legaldbb n szdmi valés gyoke van a [—1,1] intervallumban.
Mivel g(*)(z) n-edfokid polinom, ezért pontosan.n szamu gyoke van
a [—1,1] intervallumban. '

91. Megoldas: '

A baloldal elsé tényezdéje mindig legaldbb 1, igy ha = > 3, ak-
kor az egyenlstlenség nyilvdnvaldan teljesil. ElegendS tehat az
egyenlGtlenséget 0 < z < 3-ra bizonyitani. Tekintsiitk az f(z) =
9z + xcosz — 3sinz fliggvényt, ahol z € (0,3]. Megmutatjuk,
hogy f(z) szigorian monoton novekedd, ha z € (0,3]. Ez ele-
gendd, ugyanis f(0) = 0, igy-ekkor f(z) > 0, ha z > 0. fl(z) =
9 — 9cosz — zsinz. Ekkor f/(0) = 0 és f' szigorian monoton nd,.
ugyanis f/(z) = sinz —z cos z > 0. Ez utdébbi egyenlotlenség azért
teljesiil, mert f7(0) = 0és f"(z) = cosz+zsinz—cosz = Tsinz >
0, ha z € (0,3].

. 92. Megoldas:
Tegyiik fel, hogy minden = € [0, 00)-re f'(z) > 0 vagy f(z) < 0.
Ekkor az f szigorian monoton , de ez ellentmond a c, feltételnek.
fgy létezik z1,73 € [#o,00), hogy f'(z1) > 0 és f'(z2) < 0. f
Darboux-fiiggvény, igy minden értéket felvesz az értékkészletbol.
Specidlisan a 0-t is felveszi, azaz létezik olyan o > o, hogy

f(a) =0.

93. Megoldas:
Ismeretes, hogy ¢ monoton névekedd pontosan akkor, ha g’ nem ne-
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gativ, azaz ¢'(z) = (—(—l)’ M > 0. Mivel a nevezé mindig
nem negativ, vizsgaljuk a sza,rnlamlot1 Legyen h(z) = z f'(z) — f(z),
ha z > 0. Megmutatjuk, hogy h(z) > 0, ha = > 0. A(0) =
(c, feltétei), ezért ehhez elegendé megmutatni, hogy a h fiiggvény
szigoriian monoton névekeds. h'(z) = zf"(z) + f’( )— f(z) >

ha z > 0 (a d, feltétel miatt). fgy a b fiiggvény szigorian monoton
novo és a fentiek miatt ¢ is ilyen tulajdonsigu. :

94. Megoldas:
Nem. (Ugyanis ilyen tulajdonsigi fiiggvény nem létezik!) Definicié
szerint f(0) = lim,_ ﬂf};—f’@, ezért az f’' figgvény létezik a 0
pont egy kornyezetében, igy itt folytonos is.

95. Megoldas:
2
Igen. Pé&déul f(z) = { o ﬁiiig*

rencialhaté. Ugyanis |J£)'—f@| = |%2| = |z] — 0, ha z — 0, igy
F(0) = lim,_o —(iti@l =0.

az rg = 0-ban diffe-

96. Megoldas:
Ha z # 0, akkor nem differencidlhaté, mert akkor nem is foly-
tonos. Az z = 0 helyen pedig f(0) = 0, és Iimh...g-f-%l =
{ Siﬁh, ha h racionélis
1, ha h irracionélis
rencialhatd.

= 1, igy az z = 0 helyen diffe-

97. Megoldas:
Ha = # km, k € Z akkor nem differenciilhaté, mert akkor
nem is folytonos. Az z = kr helyeken pedig f(k7) = 0 és

h
) k ism ha A raciondlis
limy,_,q £k2th) ?h = ’ L. =1 igyazaz=kr

tg h ha A irracionalis
helyeken diﬁerenciélha,té.
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98. Megoldas:
Latszik, hogy r > 0 esetén folytonos és Iimh_.ghrc—;:”‘- =
limpo k"' cos ; létezik, ha r > 1, azaz r > 1 esetén diffe-
rencialhato.

99. Megoldas:
Konnyen megmutathato, hogy
limo ee82=c0s22 = 3 ezért legyen f*(z) = f(z), ha = # 0 és
f*(0) = 3. Ez a fiiggvény a folytonossig definiciéja miatt foly-
tonos lesz az egész szamegyenesen M fmuta,tha,to, hogy a kapott
fuggvény differencialhato. limg_,o £E=00) = 0, ezért a (0,3) pont-
ban az érinto az y = 3 egyenes.

100. Megoldas:

a, f(z) = cz.
b, f(z) =lgz.
¢, f(z) =2".

d, f(x) =z +sinz.

101. Megoldas:
Az f fiiggvény akkor differencidlhaté az ¢ = 0-ban, ha

oo J(B) = £(0)
h—0 h

. i
= lim 45(5)

létezik. Legyen a ¢ fﬁggveny periddusa p és tetszOleges n
természetes szamra h, = - +np Ekkor minden ¢ € R-re ¢( n) =

$(x), ezért limy_o ¢(;) nem létezik sem jobbrél, sem balrél.

102. Megoldas:
A 101. feladat gondolatmenetet alkalmazva ko6nnyen megmuta-
thatd, hogy

SR - f(0) _ . 1, _
i L = ) =
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103*. Megoldas:
Lathaté, hogy f(+:X) =0, n € N. Igy a Rolle-tétel miatt az f'
figgvénynek minden (L, = +1)1r) intervallumban van legaldbb egy
gyoke.
104*. Megoldas:
f1(0) = Hmyyp _L)_f{g) = limy—02*2 + sinl) = 0, ezért f min-
dentitt dlfferenmalha.to és '
T [4.1:(2 +sinl)—cosl], haz#0
flz)= haz=0
Megmutathato, hogy f-nek lokalis minimumhelye van az ¢ = 0-
ban, ugyanis f(0) = 0, és ha = # 0, akkor f(z) > 0, viszont
f' a 0 pont tetszbleges kis kornyezetében felvesz pozitiv és ne-
gativ értéket is. Ugyanis példaul f'(5) = ﬁfﬁf[ﬁ; -1 <0
+1]>0,ha k€ N.

’ 1 —_ 1 4
€5 f'((2k+1)1r) = (2k+1)2n2[(2k+1)p

105. Megoldas:

e, haz < -2
fl(z)=< 6z +6z, ha-2<z<?2

;ﬁ, ha2<«z
f'(z) = 0 megolddsai: z = 0,~1,£2. Mivel f*(0) = 6 > 0,
az £ = 0 helyen a figgvénynek lokalis minimuma van. Mivel
f(—1) = —6 < 0, az ¢ = —1 helyen a fiiggvénynek lokélis ma-
ximuma van. Az z = —2 helyen a fiiggvénynek lokalis minimuma

van, ugyanis a 23+ 3z%—8 itt lok4lisan novekvd, és az z = 2 helyen
a fliggvénynek lokalis minimuma van, ugyanis log,  itt lokalisan
novekvo. ’

106, Megoldas:
Eszreveheto, hogy az f fliggvény értéke egy z € R pontban
nem mds, mint a (0,a), az (z,0) és a (b,c) pontokat Gsszekotod
torottszakaszdarabok hossza. Ebbdl az észrevételbdl kovetkezik,

hogy ezen szakaszok 6sszhossza akkor lesz minimalis, ha ¢ = ;%
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107. Megoldas:
Leibniz-formuléval: f0%(z) = (2 — 1)sinz — 20z cos z — 45sin z.

108. Megoldas:
Legyen f(z) = tgz —z — %, 0 <« < %Z. Ekkor f(0) = 0,
fi(z) = tg2z — 2% tgz > z,igy tgz > 2?, azaz f'(z) > 0. Azaz
f szigorian monoton névekedd, igy f(z) >0,ha 0 <z < 3.

109. Megoldas:
Legyen f(z) = In(l + 2) — %, f(0) = 0. Ekkor f'(z) =
o - @ +1x)2 = iy > 0, azaz f(z) [0,z]-ben szigorian mono-
ton névé. Igy f(z) 20,haz >0.

110. Megoldas:
Tegyiik fel, hogy f-nek hdrom kilonbozé valés gyoke van. Rolle
tétele értelmében az f'(z) = a® In a4+ In b+¢® In c fliggvénynek leg-
alabb két gydke lenne és hasonléan: az f(z) = a®*In’a + b°In® b+
¢® In? ¢ fiiggvénynek legaldbb egy gydke lenne, ami ellentmondas,
hiszen f"(z) > 0.

111. Megoldas:
Legyen F(z) = coz + 51-29?- + 92;—3 +...+ Eﬂf_l-'_'—lﬂ Ekkor a feltétel
miatt F(1) = 0 és F(0) = 0. Mivel az F fiiggvényre [0, 1]-en tel-
jesiilnek a Rolle-tétel feltételei, 1étezik (legaldbb egy) zo € (0,1),
hogy F'(zo) =0, de F'(z) =co+ iz + ... + cuz™.

112. Megoldas:
Tegyiik fel, hogy legaldbb (n + 2) gybke van. A Rolle-tétel miatt
az f' fiiggvénynek legaldbb (n + 1) gySke van, az f” fiiggvénynek
legaldbb n gyoke van. Hasonléan az f(*) fiiggvénynek legaldbb 2
gydke , de f™™(z) = e — ¢, ami ellentmondds, ugyanis az expo-
nencialis fliggvény szigorian monoton.
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113. Megoldas:
Legyen
z?sinl, haz#0

f@={5" nilo-

Lathato, hogy a fenti f fiiggvény differencidlhaté minden = # 0
valds szam esetén. Megmutatjuk, hogy az f fuggveny z = 0-ban is
differencialhaté. Definicié szermt
limpo ﬂﬁ%—l = limp_o hsin + h =0, igy az f fiiggvény mindeniitt
differencidlhaté. Tekintsiik a [—1,+1] intervallumot. Lathatd, hogy
az »
2msm —cosi, haz#0
fi(=)y = ha z =10
1ntervaI1umban korlatos, de a £ = 0 pontban nem folytonos.
Ugyanis a lim, o f'(z) hatdrérték nem létezik, igy nem is lehet
0-val egyenlo.

derivaltfiiggvény a [—1, +1]

114. Megoldas:
Legyen
z’sink, haz#0
f(x)_{ﬂ, haz=0 "~
Lathatd, hogy a fenti f figgvény differencialhaté, ha z #£ 0. A
113. feladat megoldasahoz hasonléan megmutathatd, hogy az f
leképezés az z = 0-ban is differencidlhaté és f'(0) = 0. Ebbdl
kovetkezoleg '
2msm1 —2cosL, haz #0 .

’] 2 z .'1:2 b} _
fl(z) = 0, haz =0 Konnyen megmutat
haté, hogy az f' fiiggvény a [0,1] intervallumban nem korlatos,
ugyanis Hmg—. 400 f’(;};) = +00.

115*. Megoldas:

Legyen : ,
_J (1 -3z)2?sinZ, haz#0
M=) = { 0, ha x=0

Ekkor z # O-ra f'(z) = (22 —92%)sin 2 —(1—-3z) cos 2. A 113. fela-
dathoz hasonléan megmutathaté, hogy az f figgvény az & = 0-ban
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is differencidlhaté és f'(0) = 0. Tekintsiik a [0, ;5] intervallumot.

Ekkor fi(z) < 1-3z4+2x-922 < 1-2,ha0 <z < 55 és
limk—++oo f'(@T-Il-l—);) = L Igy sup f’(w)[o,%} = 1, de fl(m) 7£ la
[0, ] intervallumban. Ebbdl kévetkezdleg az f' fiiggvénynek nincs
maximumbelye a [0, {5]-ben, de itt nyilvan korlatos.
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2.4 Integralszamitas - Megoldas

116*. Megoldas:

Legyen f : [%,7]> R,  flz) = etz & F o
[0,2]- R, F(z) = % Ekkor minden § < zp < w-re

f(z) = F(m — o), azaz az f fiiggvény grafikonjinak a tiikorképe
az T = 7 egyenesre a F fiiggvény gra,fikonja Ebbol kovetkezik az
alabbi ata.iakltas N 1“‘““" ZHnE dy = fo lf_s'” dr + f ; ZHRE oy

+-cos? cos? 14cos? z
s sing 7 (x~a)sinz _sinz__
-.[;) 14cosla Treos 507 + f 14cos? z dr = j;) Ttcos?z"

Ez utébbi hatirozott integrdl egyszeri helyettesitéssel -
kiszamolhaté;

= ta 3 sinz 1 _
cosz = t helyettesitéssel kapjuk: [ as—dr - [ ppo 1
—arctgt+C = —arctgcos 2+ C. Ebbdl kovetkezoen fo ————li:'o';fx de =

(5.

117*. Megoldas: '
Legyen f(t) = f0°° e costzdz (¢t € R). Kiszamitands f (1) értéke.

filit)) = = e -’ rsintzdz. Ezt parcialisan integralva kapjuk:
fit)y=[—3e” o s:nt:n —t e ~2* costrdz, azaz fi(t) = =Lf(2).
Igy f(t) ce~T. Felhasznilva, hogy fn e dy = lg, adédik

f(0) = ,ezert fi) = che‘%.

118*. 1. Megoldas:
Legyen f(z,y) = 2av Ekkor nyiiva,n teljesul hogy
1
f;fgl flz,y)dzdy = fo fg (z,y)dydz: Igy fo ki “lady =

fo 2 |Vdz, azaz fo =1ldz = In2.

2. Megoldas:
~ Legyen f(t) f01 “’ln;]d t € [0,1]. Mivel az integrandus folytono-
san klterjesztheto a [0, 1] intervallumon, ezért f'(t) = j: e

.{‘E )tdm _ t+lf3(]%y fi(t) In|t — 1] + ¢. Konnyen latsmk, hogy
0) =0, igy f(1) =1In2.
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119. Megoldas: A
Legyen z = tgi. Ekkor fm};z?diﬂ = fmﬁdt =
Joosttd = [(3 4+ 4 Sl = § o eBE [ iy, =
% arctg = + sin(2 a.ict&) + sin(4 a3r2ctg x) + c.

120. Megoldas:
Teljes négyzetre hozva a nevezdt és 4talakitva az integrandust

adddik: f mdx = (%)SJ‘ [[2331?2_}_1]3 de. Legyen 2%/-"3;1- = tg t.

Vatgi- 3
Ekkor 1(2) f@gil%ﬁrf@dt = & feostt(vItgt — 1)dt =
& [ costttgtdt — gaj@fcos“ tdt =
(a 119. feladat miatt elég az els6 integralt kiszdmitani, ez viszont
f'f™ tipusy,)
o (e B (s 38 o= (3] cost(arcig ) -

= sin(zarctg 22kt)  sin(4arctg =)
3:%4@(% a.l‘ctg 2\/-;_1 + ’ -j";- + 32gﬁ_ )+ c.

121. Megoldas:
Legyen f(z) = sgnz , haz € [-1,+1]Ekkor az f fiiggvény
Riemann-integrilhaté, ugyanis korldtos és egy hely kivételével
folytonos. Viszont f-nek nincs primitiv fiiggvénye; nincs olyan
F fiiggvény, amelyre F'(z) = f(z), mert minden fiiggvény de-
rivaltfiggvénye Darboux-tulajdonsagd.

122. Megoldas:
Megadunk egy olyan F fiiggvényt, amely a [—1,+1]-en diffe-
rencialhaté, de a derivaltja nem Riemann-integralhatd.Legyen

2 1
g¥sinz, haz#0

F("’):{o, haz=0 °

Megmutathaté, hogy a fenti F fiiggvény mindeniitt differencialhato,
de az F' fiiggvény nem korlatos a [—1, +1] intervallumban, igy nem
is lehet Riemann-integralhaté.(Ld. 114. feladat.)
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123. Megoldas:

Legyen
_f 1, haz#0
f(”’)‘{'o, haz=0 -

A fenti f fiiggvény nyilvanvaléan Riemann-integrilhaté a [—1, +1]
intervallumban, ugyanis korldtos és egy pont kivételével folytonos.
Lathaté, hogy az f integrilfiiggvénye differencidlhaté, de f-nek
nem lehet primitiv fiiggvénye, ugyanis egy differencidlhaté fiiggvény
Darboux-tulajdonsigu.
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3 Végtelen sorok - Megoldas

3.1 Numerikus sorok - Megoldais

124. Megoldas:
Ha n > 16, akkor logyn > 22, igy log,log,n > 2, azaz
log, nlog, log, n > 2log2 n = log, n2. Igy kapjuk, hogy ha n > 16,
akkor (log, n)l"g"?ﬂ > n?. Ebbél kovetkez1k ,hogy a2 o W
SOT gy Majorans sora a Y eeis 5 konvergens sor. Mivel véges sok

tag nem valtoztat a konvergencm minoségén, ezért az eredeti sor is
konvergens.

125. Megoldas
Egyszerii atalakitdssal adédik: 3 oo, (kfl), Yool m — =5 +1)'
Ezért s, = (1 {ﬂ_{l_l),)q 1, azaz, E:‘_’_] 0 fl), 1. Ezek alapjan
|sn — 1| = (n.-l-l)' < 107, ha n > 5. Igy elég a sor elsé 5 elemét
osszeadni, hogy a kivant feltetelt elérjuk.

126. Megoldas:
pl. 371 (2 — ). Lathaté, hogy a sor véltakozé elSjeldi, 4ltalinos
tagja 0-hoz tart, de nem konvergens a } .-, 1 sor divergencija mi-
att.

127. Megoldas:
Legyen (ng = fg, Aokt = -% Ekkor 3>

B2k41 . K
azk (-'¢+1)2 - oo

n=o @ Nyilvdn konvergens

sor és

128. Megoldas:

Yoy H(?T-;ll)(Tz) < Yoo o5, tehdt a sor a majorans-kritérium
alapjan konvergens.
0o 2 o0 i 3 2\ _1: 3 __1__
n—l n('n+ni)(n+2) Zn_] (—; + ntl~ nt2/ T hmﬂ—’w(_l + 27 2
_3_ —_
n+1 + 24 n+l n+2) 0.
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129%. Megoldés: !

(11+1 + m + . 2111) = 1(n+1 tamt 2171)’ ezért legyen f
olyan fliggvény, hogy Fits L) = M= oot =12 Ek-

kor a [0,1] intervallumot felosztva [<=L l], i = 1 2,...n alakd
részintervallumokra, ladthatd, hogy hmn_,oo(—l— + == + o) =

fol &;dm =In2.

]M

130*. Megoldas:
Legyen ¢ > 0 adott szdm. Mivel ¢, — 0, e-hoz létezik N; € N,
hogy minden n > Nj-re |a,] < 5. Legyen K = a1+...+an,. Ekkor
minden n > Nj-re .

|a1+ Aan| < K+|“N1+1|+|‘1N1+2|+ +ian] <Ky (n— Nl)—g < %-l-';'
Legyen N, = 2]+ 1. " Ekkor minden n > N2 e £ < % Legyen

N = max{Nl,Nz} Ekkor minden n > N-re [&tetin| < £ 4 £ = ¢
Megjegyezziik, hogy a megforditis nem igaz; pl. an, =(— 1)“ eseten
;11-2?;1 a; — 0, de a, hatarértéke nem zérus.

131*. Megoldas:
a, Mivel llrn,,_,oo ay = a, limyo (an —a) = 0. Igy a 130*. feladat
miatt lim, oo & 13 k=1lar — @) =0, azaz imp—eo = 2D ket Gk = O

b, Mivel lim,_o ¢n = @, limyoo ;1;- = é Igy az a, rész miatt

. n .
liMnoo £ Y, £ =1, azaz lim, —E—:,.“—_,_: a.
k k=1 aj

c, Tegyiik fel, hogy a # 0. A szamtani és mértani egyenltlenség
kozotti Osszefiiggés miatt e < Paaz---a, < Zﬁ——l—

k=1 ap

Igy a rendorelv mlatt ofajag e, — a Ha a = 0, akkor
1“/0,1&2 T, < —Z—!‘—l—— — 0, ezert ebben az esetben is fennall, hogy

109 Ay — 0.

132. Megoldas:
Azonos atalakitasokkal:



Fot gt > (e kg (b k) ook
(s -+ ) > né gl by = 3L L

Igy minden k természetes szamra a E::_‘; % sor minoralé sora a fel-
adatban kitlizottnek, kovetkezésképpen annak a limesze is +oo.

-133. Megoldas:

n? 1 k=n? 1 k=n 1 - . ' +oo 1
Z1¢=n+1 BT luk=t BT 2uk=1 k1 ©8 tudjuk, hogy Ek:l 7 konver-

ens (értéke e), ezért a feladatban kitiizott numerikus sor konver-
B ’

gens és Osszege 0.
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3.2 Fiiggvénysorozatok - Megoldas

134. Megoldas:
a, Lathat6, hogy lim,_ fa(z) = 0. Meghatarozzuk az ¢ > 0-
hoz és z-hez tarfozé N, . kiiszobindexet. (Feltehets, hogy ¢ < 1.)
Konnyen levezetheto, hogy az 1-T-:r- < ¢ egyenlotlenség teljesiil,
%ji Ebbdl kovetkezik, hogy egy adott e-hoz alkal-
mas legjobb kiiszobszdm az N, = “’lif. Azonnal léthaté, hogy
limg—1- N = 400, ezért a fliggvénysorozat nem tarthat egyenle-
tesen a limeszfiiggvényhez.

ha n >

b, Lathatdé, hogy lim, o fu(z) = 0. Meghatarozzuk az ¢ > 0-
hoz és z-hez tartozdé N, , kiszobindexet. (Feltehetd, hogy € < 1.)

Kénnyen levezethets, hogy az (;37)* < € egyenldtlenség teljesil,

ha n > x—%—‘f‘. Ebbdl kovetkezik, hogy egy adott e-hoz alkal-
mas legjobb kiiszibszdm az N, = 7=(1 — V). A megadott tar-
tomanyon ﬁ(l —E) > 71— V€), ezért egy z-tdl fliggetlen
kiiszobindex példaul az N, , = \/i;(l — \/€), igy a fliggvénysorozat
egyenletesen konvergens a megadott tartomanyon.

135. Megoldas:
Koénnyen latszik, hogy limy, o0 frlz) V.
- 1 1 .
Ifn(l?:) — limp oo fn(w'ﬂ)l = ;(z+;1;)§'+(a:+1;}ém%+x§ A fenti
egyenl6tlenségben felhasznaltuk, hogy a tortet noveljiik, ha a ne-
vezbben az z-ek helyére 1-et {frunk és a nevezoé masodik két tagjat el-
hagyjuk. Igy |fa(z)=limamco fa(z)| < L <&, n > 1. Akiiszobszdm
pedig Ne; = [1] + 1. De mivel N, nem fiigg z-t6l ezért N, = N,
igy a fliggvénysorozat egyenletesen is konvergens a megadott inter-
vallumon.

3=l

<

136. Megoldas: -
Lathat6, hogy limy o fu(2) = 2z. Legyen ¢ > 0 tetszbleges és
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z € [0,1] valds szam. Megha,té,rozzuk az g-hoz és z-hez tartozé N, ,
kiiszobszdm. A |35 2“” —2z] = - +$2 <2 < ¢ egyenlotlenség teljesiil,
ha n > 2 ebbol kovetkez1k hogy N“. = [zf—a] + 1 egy alkalmas
kilszobszam. Mivel 241> Ney N, = 2 11 egy még "jobb”
olyan kiiszObszam, amely z-t6] fiiggetlen. Kovetkezésképpen a
fiiggvénysorozat a [0, 1] intervallumon egyenletesen konvergens.

137. Megoldas:
a, lim, o fo(z) = |z|.
fe2 41 1l = s L : =1
[v/22 + = — |z|| T < 7z < & igy N(e) = 4, azaz a
konvergencia egyenletes.
&, h

b, lim,o fi(z) = lim,_4 #f = { (')“:" h: z fg = sgn z.
Azaz a konvergencia nem egyenletes, mivel f, € C° és lim,,o, f’ ¢

CO

138. Megoldas:
A konvergenciatartomdny: 00, 00), limﬂ_.oo L(z) = 0.

(-0
2
arctngnx < g <éghan> X Azaz N(e) = -, tehat a kon-

vergencia egyenletes.
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3.3 Fiiggvénysorok - Megoldas

139. Megoldas:

e's%, haz #0
fl=) = { 0 haz=0
Ekkor az f végtelen sokszor d}fferencmlha,to minden z € R-ben.

Ha = # 0, a.kkor ez nyilvanvalé, ha z = 0, akkor lathatd, hogy
(n) _les g(m), ha z # 0 .
™ (z) { 0 ha o =0 ahol ¢ adott polinom. - Igy

f™(0) = 0 minden n € N-re. Igy az « = 0 pont korili Taylor-sora
azonosan nulla, de az f fiiggvény nem azonosan nulla. Igy az f
fiiggvényt nem 3llitja elé a Taylor-sor a nulla pont kérnyezetében.

140. Megoldas:
ffley=32 (1-z)y 1= T'Tf—_xi Lflg)=he+e,ész=1
helyettesitésével adédik, hogy ¢ = 0. f(z) = zlnz — z + c3, és
z = 1 helyettesitésével adddik, hogy c; = 1.

141. Megoldé.s:
— - 1 — 00 k k
x2+gw—4 1 - Eﬁ - 1- (;—:r:) - %1_2;_3 = Zk:o(“l) (z-2)° -

2 Ek—o("‘) ( 2) = Zk—o l)k(l - Elt?)(w - 2)1:, ésr=1.

142. Megoldas:
A hényadoskritérium szerint 22t = - f:;l, I;f" = a:l_l_;ﬁil .
Ha |z| < 1, akkor lim,.co |5§f—1-r= |z] < 1, azaz a sor konvergens.
Ha z = £1, akkor nem értelmezett.
fla || > 1, akkor limp—e0 @n = —1 # 0, azaz a sor nem konvergens.
Igy a konvergencxatartomany (—1,1).

143. Megoldas: ,
limp— o0 4, In(ntl) 1, hiszen 1 < {/In(n+1) < Un,han > 2,

n3

ezért ¥/In(n+1) — 1 és ¥/n® — 1. Azaz |z| < 1 esetén konver-
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gens.
z = —1 esetén a sor Leibniz-tipusu.

. . . l
z = 1 esetén is konvergens, mivel E:’_l :;t" < Yoo B =
Y o 1 5, € a majordns sor konvergens. Igy a konvergencia tar-
toméany: [-1,1].

144, Megoldas:
_J 0, haz=0, vagy z = —1
f(m)*{l, ham<—1 vagy z >0 °’

z2 2
+a . x4z 1 _
ugyanls 0< 2+:L'+1 <1 és zﬂ_o (32+m+1)n+! — i+l I—ﬁ = 1.

a, z < —1, vagy z > 0.
b, Nem, mert a hatarfiiggvény nem folytonos a (—3, —1]-ben.

145. Megoldas:

Alkalmazzuk a Weierstrass-tételt! Mivel = € [1,2], |22 | < o2
minden n € N-re és j6l lathaté, hogy a > . 5 +2n3 numerikus sor

konvergens. igy a fliggvénysor egyenletesen konvergens a megadott
tartomanyon.

146. Megoldas:
Alkalmazzuk a Weierstass-tételt! Mivel z € [1, 2] t{l__l_ll‘:f | < 22
minden n € N-re és jol ldthatd, hogy a Y oo 72 Ti.r numerikus sor
konvergens. Ezért a fiiggvénysor egyenletesen konvergens a mega-

dott tartoméanyon.

147. Megoldas:
Mivel z € [2, 3], érvényes az aldbbi becslés:' |
PP —3 6s j6l lathaté, hogy a 211—0 e 3
igy a Weierstrass-tétel miatt a figgvénysor egyenletesen konver-
gens. Folytonos fliggvények egyenletes limesze is folytonos, ezért a

fuggvénysor osszegfiiggvénye is folytonos a megadott tartomanyon, -
igy a Heine-tétel miatt egyenletesen is folytonos.

nz 3n
n3z+‘2n+1| S 2n342n+1 <

numerikus sor konvergens.
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148. Megoldas:
A fﬁggvénysor nem lehet konvergens ol{an z valés szamra, amelyre
|sinz} > 7, ugyanis ez esetben a 2¢in2)” _ 5 fiiggvénysor altaldnos

tagja - nem tart 0-hoz. Ha vala.mely z-re |sinz| < }, akkor

M < L, azaz ekkor a fiiggvénysor abszolit és egyenletesen
konvergens a Weierstass-tétel miatt. Ebbol kovetkezoleg sehol sem
feltételesen konvergens.

149. Megoldas:
1, p=10eseténa y .. =& T

dlvergens, mivel f.(z) # 0
2, p = 1 esetén a En_l i +m sor x = O-ra konvergens, de z # 0-ra
> -ésa ), i divergens.

dlvergens, mivel {3E- 2 45 S & _
3, p = 3 esetén a =1 Tz sorra alkalmazzuk a Weierstrass-
kritériumot, tehat 5 Ty < ;15- Yz > 0-ra, igy a sor egyenletesen

konvergens mmden z 2 0-ra.

sor z = 0-ra konvergens, de = # 0-ra

150. Megold&is

sm nr

Voirr < g & Lom

att a fuggvénysor egyenletesen konvergens.

= konvergens, 1gy a Weierstrass-tétel mi-

151, Megoldas:

Alkalmazzuk 2 Weierstrass- kritériumot‘ |z2eHol| = z2e*lel =
2

z? _ 2 o0 2
;f';;r En_om‘:'m = 1+-J—l+__lii3 < _l_i_ =& A PR =1 5z SOT

konvergens igy a fuggvenysor abszolit & egyenletesen konvergens
az egész R-en.
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4 Tébbvaltozés valds fuggvények -
Megoldas

4.1 Hatarérték, folytonossig - Megoldas

152. Megoldas:
. 4
Nincs, mert ha y = mz?, akkor f(z,mz?) = P eyl 1+1m2, m €
R és ez (z,y) — (0,0) esetén kiilonbdzd értékekhez tart m-tdl

fiiggoen.

153, Megoldas:

Megmutathaté, hogy

limy oo (limy—o ﬁ%) = % és lim, ,o(lim, 400 T-%) nem létezik.
fgy nem létezhet a feladatban szerepld hatarérték sem.

154. Megoldas:
A hatarérték létezik és 0. Mivel a sin és cos fuggvények korlatosak,
ezért _
(= +y)sin g cos I — 0| < |z +y], ezért a hatdrérték definicidja sze-
rint tetszOleges € > 0-ra legyen § = £.

155. Megoldas: _
Eszrevehet('i, hogy az y = z egyenes mentén a limesz létezik és 0,
mig az y = +/z gorbe mentén a limesz -;; Ebbol kovetkezik, hogy a
feladatban szerepld hatarérték nem létezhet.

- 156. Megoldas:

limg_olimyo f(z,y) # limy_o limy—o f(z,y), azaz a felcserélt li-
meszek léteznek, de nem egyenldk, ezért a feladatban kitiizott
hatarérték nem létezik.
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157. Megoldés
\/F = = \/E'-l-_y;; VZy Térjiink at polarkoordinatékra, azaz
legyen ¢ = rcosp, ¥y = rsing, 0 < ¢ < o0, T —
0. fay limpoo) yoptypmy = limy o CIEmSREEmmal
lim,—o ‘/CT’“”JrSi“?"’S'i"n\{:"S”'Si“"’VI-; = <400, azaz a hatarérték nem
létezik.

limr—)ﬂ

158. Megoldas:
Megmutathaté, hogy lim(, y)—s(o,o)(173 + y3) sin = -T-yz =
ha példaul § = £ akkor |(z® +y°)sin 57> — 0] < |23+ 4% <e. A
fiiggvény az orlgot kivéve folytonos, ezért legyen f*(z,y) = f(z,y),
ha (z,y) # (0,0) és f*(0,0) = 0. Ez a fiiggvény a folytonossig
definiciéja miatt folytonos lesz az egész szamsikon.

0. Ugyanis

159*%, Megoldas:

A fiiggvény nem egyenletesen folytonos a megadott M halma-
zon. Legyen 0 < ¢ < 1 tetszbleges szdm. Megmutatjuk, hogy
léteznek 21,22 € M elemek (ahol z1,z; kétdimenziés vektorok),
hogy || 21 — 22 [|< 6, de |f(z1) = f(@2)] > e

Legyen n > . Ekkor léteznek olyan z1,z; € M, elemek, amelye-
kre || #; ||= = T és || z2 ||= n+1 Ty Ugyanis a (0,0) pont az M halmaz
torlodasi pontja. Ekkor

2
| z1 — 22 ||$|| zy || + 22 i< 7 < 6,
de
1 B 1
|20 12 |z |f?

igy, noha az f fiiggvény folytonos, nem egyenletesen folytonos.

|=1>e.

|F (1) = flz2)l = |
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4.2 Differencidlszamitas - Megoldas

160. Megoldas:
Eloszor kiszamitjuk az z és y szerinti parcialis derivaltakat. Defi-
nicié alapjan
Dy £(0,0) =limp_yo _(ﬂ)zjﬁl = limp_g 2 # = 0. Teljesen hasonléan
D;f(0,0) = 0. Ez alapjan elegendd az alabbi hatarértéket vizsgalni:
limz y)—(0,0) \ﬂ:—zﬂi_——; = lim, o @ lim,_o </sin ¢ cos? ¢,
ahol &ttértink (r,4) polarkoordmata—rendszerre Viszont jol
lathaté, hogy ez utébbi limesz ¢-tol fiiggben mas és mas, igy nem
létezik (nem is 0), ezért a feladatban meghatérozott figgvény sem
differencidlhaté a (0,0) pontban. '

161. Megoldas:
Legyen el6szdr a < 1. Ez esetben az z illetve az y szerinti parcialis
derivaltak a (0,0) pontban nem léteznek, illetve nem korlatosak,
ugyanis definicid szerint

= gin
Dif(0,0) =  limpoo BRSO - gy, MERE
hmh_.o hosin 75 h2 = D;f(0,0) nem létezik, illetve nem korlétos.

Igy ez esetben az f fiiggvény nem lehet differencislhaté.

Megmutatjuk, hogy ha a > 1,-akkor az f fliggvény differencialhato.
A fentiekhez hasonléan D,f(0,0) = D,f(0,0) = 0. Ebben az
esetben polarkoordindta-rendszerre attérve megmutathatd, hogy a
f figgvény differencilhaté a (0,0) pontban. Mivel a megfelelé
parcialis derivaltak a (0,0) pontban léteznek és 0-val egyenlSek,

ezért a differencidlhatdsag defin1c10_]a szerint elegend6 megmu-
: : Hy%)sin iy
tatni, hogy lim; 4)_.(0,0) E”—)::}—L létezik és 0. Tekintsiink egy
z2 4y?
tetszbleges r = r(¢) olyan sikgorbét, amely ¢ — +oo esetén az

origéba tart. Térjiink 4t az (r, ) polarkoordinata-rendszerre:

Legyen z(¢) = r(¢) cos ¢ és y(gb) = r(¢)sin ¢, ahol 0 < ¢ < +0o0.

Ez esetben a fenti hatarérték az alabbi alakot olti:

limg s 400 'a(¢)[5i“‘:_((i))+°°sa(¢)l sin 5. Mivel @ > 1 és mint 18thaté, a
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¢ — sin®(@) + cos*($) és a sin % korldtos fiiggvény, a hatarérték
létezik és 0-val egyenlo, azaz a fuggvény differencidlhaté az
origoban. Latszik, hogy a fiiggvény differencidlhaté az origét kivéve
is, igy a > 1 esetén differencialhatd az egész szamsikon.

162. Megoldas:
D1 f(0,0) = limy_o L9210 — ¢ & hasonléan D,f(0,0) = 0.

Mivel
lim(z 4y (0.0 f(w,y)-f-(0,0):I/J;jiZZO)w—sz(B,OM = lime ) (0,0) 72357 nem

is 1étezik (azaz nem zérus), a fliggvény nem differencilhaté.

163. Megoldas:
Definicié alapjan Dy f(0,0) = 0, D2f(0,0) =0, igy z = 0, tehat az
(z,y)-sik az érintSsik. '

164. Megoldas:

. hcos . ) . ’
hmh_,o_-rﬂ = limp_ocos Elg', azaz Dy f(0,0) nem létezik, és

1 . .
D, f(0,0) = limpo &,-T—S—F'- = 0. A fiiggvény folytonos a (0,0)-ban,
mert [z| < £ és |y] < % esetén |(z + y?)cos 5—| < |z + ¥?| <

T4y
el + IS 45 e -

165. Megoldas: _
D1 f(0,0) = limh_,gi(@L;—f—@’—gl = 0 és hasonléan D,f(0,0) = 0.

Mivel : ves

M f(xry!_fgoaol"le!OrO!m"D f!U.OIy I Ty
llm(a:,y)—b(0,0) el : - hm{z.y)ﬁ(o,o) Ve
lim, o 7~ ¥ /cos psing nem is létezik (azaz nem zérus), igy
fliggvény nem differencialhatd.

o

166. Megoldas:
El6szér kiszamitjuk az x, ill. y szerinti parcidlis derivéltat. Defi-
nici6 szerint

Dif(0,0) = lLmuo¥E = 1 = D,f(0,0), ezért a diffe-
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rencidlhatésdg definicidja miatt a kovetkezd hatirértéknek kell
létezni és 0-val egyenlének lenni:
lim Vet amy

{(z.¥)—(0,0) e

Polarkoordinata-rendszerre dttérve azonnal 1athaté, hogy a fenti
hatarérték még csak nem is létezik, igy az eredeti fiiggvény sem
differencialhaté a (0,0) pontban.
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4.3 Szélsdérték feladatok - Megoldas

167. Megoldas:
A stacionarius pontok a

Dif(z,y) =3 — 32°
sz(:r:, y) =12 - 3?}2

')

egyenletrendszer megoldasai, azaz Pi(1,2), P(1,-2), Ps(—1,2),
Py(—1,-2). Allitsuk el6 a Hesse-determinanst:

" | -6z O
f(may)“" 0 —6y

Mivel f (P;) < 0 és f"(P1) > 0, a P, pontban a fuggvénynek
lok4lis maximuma van, melynek értéke: f(Py) = 23.

Mivel f (P;) < 0és f"(P,) <0, a P; pontban a fiiggvénynek nincs
lokalis szélsaérteke. :

Mivel f* (P;) > 0és f"(Ps) <0, a P; pontban a fiiggvénynek nincs
lokalis szélsGértéke.

Mivel f2(Ps) > 0 és f"(Ps) > 0, a P, pontban a fiiggvénynek
lokalis minimuma van, melynek értéke f(FPy) = 19. '

168. Megoldas:

A staciondrius pontok a

Dif(z,y) = 42° — 2z — 2y
Daf(zyy)=4y" — 22 -2

i

o)

quenletrendszer megoldésai, azaz Pi(0,0), P2(1,1), Ps(~1, -1).
Allitsuk els a Hesse-determinanst:

" | 1222 -2 -2
f ($1y) - -2 12y2 -9

" (P) < 0és f"(P) =0, igy a P, pontban szemidefinit a kvad-
ratikus alak, tehat tovébbi vizsgalat sziikséges. Vizsgaljuk ehhez
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eloszor az z = 0 egyenes mentén a szélsoérték jellegét. Ekkor ez
lokalis maximum. De az £ = —y egyenes mentén lokélis minimum
adédik, igy P pontban a figgvénynek nincs lokalis szélsoértéke.

Mivel f’x(Pg) > 0 és f'(P) > 0, a P, pontban a fuggvenynek

lokalis minimuma van, amelynek értéke f(P2) = —2.
Mivel f7 (P3) > 0¢és f'(P3) > 0, a P pontban a fiiggvénynek
lokélis minimuma van, melynek értéke f(P3) = —2.

169. Megoldas:

A stacionarius pontok a

Dif(z,y)y=1-3y =0 }
Dy f(x,y) = —%m-i—l =

egyenletrendszer megoldédsai, azaz P(2,2). Allitsuk el8 a Hesse-

determindanst: )
’ g

._.;.()

f(z,y) =

Mivel f"(P) < 0, a P pontban a fliggvénynek nincs szélsGértéke.
(Sét, P ¢ T.)

Vizsgaljuk most a szélsGértéket a hatiron! Paraméterezzik a
hatart: z = cost, y = sint. Ekkor f(t) = cost — ;sintcost +

sint, t € [0,2r]. f'(t) = —sint — jcosi +cost = 0, azaz ha
(cost —sint)(1 — —(cost +sint)) = 0, amlbol t=%+kr, k=12
ad6dik. Legyen t; = I, t, = 2, f”(t) = —cost + sin2t — sint.

Mivel f"(t1) = 1 — \/_ 2 <0, ;- ben maximum van, mig f7(t;) =
1+v2> 0, igy t,-ben minimum.

170. Megoldas:
Legyen az a,b oldalak &ltal bezirt szog o és a c,d oldalak &ltal
bezart szég 8. Ekkor a négyszog teriilete: T(a, ) = absina +
cdsin 8. A cosinus-tétel miatt: a? + b — 2abcosa = ¢® + &% — -
2cd cos 3. Legyen G(a, 8) = a*+b2—2abcos a—c?* —d?+2cd cos B =
0. A gradT(«a, 8) = Agrad G{a, B) és G(a, B) = 0 egyenletrendszer

megoldasai z +y = 7,27, ahonnan az £ +y = 7 megoldés értelmes;
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tehat a négyszdg hurnégyszog.

171. Megoldas:
A sik egyenlete: £ + £ + & = 1, ahol  + 3+ & =1. A térfogal:
V(A,B,C) ~ ABC. A grad V(A,B,C) = A grad G(A, B,C) és
G(A,B,C) = £+ £ + & — 1 = 0 egyenletrendszer megoldésai:
A = 3a, B = 3b, C = 3c. Geometriai megfontolassal konnyen
latszik, hogy ez valéban minimum.

172. Megoldés:
A stacionarius pontok a

Dif(z,y) =2z +2V/3 =0 }
Daf(z,y) =2y +2 =0

egyenletrendszer megoldasai, azaz Po(—v/3,—1) (P € T). Allitsuk
elé a Hesse-determinanst:
=2 3]

" (Po) > 0és f'(Po) > 0, igy a Po pontban a fiiggvénynek lokalis
minimuma van, melynek értéke f(P,) = 6. Weierstrass tétele mi-
att a fliggvénynek van maximuma és minimuma is. Megvizsgaljuk
a fiiggvény viselkedését a T hatdron. & = 3cost,y = 3sini, 0 <
t < 2w paraméterezéssel: f(t) = 194 6v/3cost+6sint, 0 < t < 27.
f'(t) = —6+/3sint + 6 cos t = 0-bdl kovetkezik, hogy t, = §, t3 =
7" . Elemi eszkozdkkel megmutathaté, hogy f-nek a hatdran #;-ben
max1muma., mig {;-ben minimuma van. f(t;) = 31 és f(t2) = 7.
Igy a_FPo-ban globa,hs minimum van és f globalis maximumat a

(—‘C 2)-ben veszi fel.

173. Megoldas:
A stacionarius pontok a

le(m,y) = 2z +y
D2f($:y) == zy

‘)
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egyenletrendszer megoldasai, azaz Py(0,0) (P, € T). Allitsuk el8 a
Hesse-determinanst:

" 121
f(may)—‘l -2 1

J"(FPo) <0, a P, pontban a fiiggvénynek nincs szélséértéke. Weier-
strass tétele miatt a fliggvénynek van. maximuma és minimuma is.
Megvizsgaljuk a fiiggvény viselkedését a hatdron. a, Ha y = 0,
akkor f(z) = 2%, 0 € 2 < 6. ZTin = 0, f(Tpin) = 0 és
Tmez = 6, f(Zmar) = 36. b, Ha z = 0, akkor f(y) = —y?,
0< ¥y < 6. Ymin = 6: f(ymin) = —36 és Ymaz = 05 f(mmaz) = 0. ¢,
Ha z + y = 6, akkor f(z) = —2? + 18z — 36. Elemi mddszerekkel
adédik, hogy az eredeti kétvaltozds fiiggvénynek a megadott feltétel
melett a minimumhelye P;(0,6) és a maximumbhelye P,(6,0).

174. Megoldas:
A staciondrius pontok a

le(x,y,z)=2:i:—6—y =0
D f(e,y,2) =2y —z =0
Dsf(:c,y,z)=2z+2 =0

egyenletrendszer megolddasai, azaz Py(4,2,-1). Allitsuk el$ a
masodrendu derivaltakbdl all6 matrixot:

2 —-10
fz,y,2)=1 -1 2 0].
0o 0 2|

Konnyen létszik, hogy ez a mdtrix pozitiv definit (a bal felso
sarokaldeterminansok mind pozitivak), ezért a P, pontban a
figgvénynek lokalis minimuma van.
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4.4 Integralszamitas - Megoldas

175. Megoldas: '
fol fxl -”-%bldyd:c fn y x—s—liadxdy = %j}; y shydy = Ly chylf -
%fol chydy = 5.

fo lea y ch a:2da:dy fol foxm y ch x?dzdy = %fol z3 ch z2dz =
Ha?sh2?)p — 1 fg 2z shz?de = % — .

176. Megoldas:

Vezessiik be a kovetkezd 4j viltozdkat: u = 2%y, v = L. Ekkor
= % y= vauvésl<u<21<v<4 A Jacobi-

v?
determinéns pedig 1—\/=-—- A valtozdk transzformacm_]aval kapjuk,

hogy [.f }Ld:cdy = [} [} vdvdu = L.

Vezessiikk be a kovetkezo 4j valtozokat: v = zy, v = % Ekkor

r = JYuv, y = -f/%ésiﬁuﬁ?., % < v < 1. A Jacobi-
determinans pedig —3-. A valtozdk transzformiciéjaval kapjuk,

hogy [.f xy—zd:cdy = flz f; tdvdu = —¢.

177. Megoldas: :
Vezessiik be a kovetkezo 4j valtozdkat: v = z 4y, v = z — y.

Ekkor:c=ﬁ2'1, y=*—‘—;—£és§§u§%’i, -5 <v < 5. A Jacobi-
determinans pedig —%. A valtozdk transzformacidjaval kapjuk,

n 3 3n

1 _ 3 (7 1 e T _
hogy [/ (e dedy = 22 — g dudv == [-rctg3]f =
2.
Vezessiik be a kovetkezd 4j valtozdkat: v = 20+ y, v = 2z — y.
Ekkorxzud—i—‘i,y=“4—'—”és—§§u§%,-——<v< A Jacobi-
determinans pedig —%. A vé,itoz()k tra,nszforma.(:lo_]a,val kapjuk,
hogy [pf cos(:H)dzdy = f f 1 cos(%)dudv = [Zsin %]f% =
/2

7 -
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178. Megoldas:
Térjink at hengerkoordinatdkra: = = rcos t,a, y =rsing, z = z.
A hatarok: 0 S e <27, 0<r <1, -1 <2< 1~r. Igy
= 27 [0 J107 0 cos? pdzdrdyp = 0, 3.

179. Megoldas:
Paraméterezziilk a feliletet: r(u,v) = wucosvi + usinvy +
u?cos2vk, -F <v <% 0<u<} |t x ril = uv14+4u?, F =

2 ¥ [uv/T+du dudv 5[ 8uy/1 +duldudv = Z(5v/5 - 1)

180. Megoldas:
Térjiink 4t poldrkoordinitikra: = = rcosy, y = rsinp. A
haté,rok -2 < o <4, 1 £ 7 < deosp. gy m =

4
f f14cos<pd dlp _ 4\/—_ E

4 cos
f__f Y r cos pdrdp = 5(85—32-‘53;).

= 0 a szimmetria miatt. z, =

181. Megoldas:

)
_ :“ j;l fn 1=r crizdzdrdy ?1_’5’-(;»_ 16 0
- 2r 1 1—r2 2 —E—m’(c> )
0 j; J; crdzdrdy S
182. Megoldas:
Szimmetria miatt z, = y, = 0. Gombi koordinatakra attérve
e cfog fog fDchossﬁr2 sinﬂ%drdtpd’ﬁ _ R

y ,'19 = =, R. i s = '
o(ryp,9) = 2, c€R. lgy z o [F 5 [Fr2ainoLdrdpds 3

183. Meiolda.
(z + 72 cos? p)rdzdrdp =

2f fo fh . (2% + r? cos® p)rdzdrdyp, ahonnan

IR?H(H? + Rz) = 2L RYh(h* + {RY), igy h o= \/_H, ahol h =
H — H,. (Ez hasonléség alapjan is kijén, mert a masodrendd nyo-
maték 5-dik hatvannyal ardnyos.) ’
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184. Megoldas:
Legyen z = £pcost, y = %Qsiu t, z = z. Ekkor
Ly = [[f, 2%V = N foz fozﬂ zzg:—fdtdgdz = Eg'gc_s .
L. = [[f, 2%V = [ [ [, (Zecos £)?% pdtdpdz = zgbe,
Hasonldan I, = fffv yidV = L;b;-c.
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