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A konvergencia definici6jdval és ktzvetlen
kovetkezményelvel kapcsolatos feladatok

®
j P 8 AZ a sorra lim a = 0 teljesiil.
n—» @0
=1

Kdvetkezik-e a sor konvergenclija az algbbi feitételek valame-
lyikébdt ? »

a}) an\ 0.
‘b) a_ >0 és (Sn) korlitos, -
c) (Sn)-monoton csdkkend.

d) a >0 és (Bn)-nek van konvergens részsorozata.

{ Sn }) konvergens sorozat.

w
2. Konvergensek-e az alébbi Z a_  sorok,
ha n
=l
;1" ha n=k2 (k=1,2,...})
a =
n | 0 egyébként
r1
5 ha n= 5k (k1,2,...)
8, =
° 1
Y egyébként
\ n

ba o=k (e1,2,...)

egyébként

R



( 1 k
ha n=2 =1,2,...
logzn { )
Lo @ oa=
S egyébként
a
L 2
1 2
oo ha n=k (&=1,2,...)
e) an = ¢ .
35 egyébként
L n
@
2. Bizonyitsuk be, hogy a Z (ak - skﬂ) sor konvergencidjdnak
k=1

azlikséges &3 eldgséges feltétele az (ak) sorozat konvergencifijal
Memnyl a sor $sszege? .

2. Hozzuk a kBvetkezd sorokat

a
E (ak - ak+1’ alakra, és hatdrozzuk meg a sorfsszegeket,
=1

ha léatezik!

kz-k

@ >
k=2
gﬁr—i—,—?

@ D (fFT - af¥+fw)
k=1



[+ +]
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2. 2. d) E —k——z——-—-—
2 <01

Lo ¢]
> w5
=2 k

oo
k
@ z {k+1)!
k=1

[a¢]
g) ————————-—-‘; -
=1 (2k=1) (2k+1)

3. Allapitsuk meg, bogy konvergensok-e az aldbb! sorok és ba igen,
pzdmitsuk ki az Ussgeglket!

L8 3]
@ 2. mas+p
=1
Q
b D In{-g)
k=2
® 2
+ 2 .
@ . wa-(Er)
k=3

Q
@ &
=0



®
2
2. =
k=0 8
a0
n D cpfe"
k=1
© k
B Z —(—Lk
k=1 25

@

k+l

M > 5
k=0

§
n D =
k=1

. Tegyilk fel, hogy

® w }

E a ésn E bk konvergens sorok, valamlni

k=1 k=1 :
a < t:k S bk {k > N eseotén)

@
Bizonyitsuk be, bogy a Z ¢, Sor 18 Ronvergems!
k=1



L L ]
4. 1. b) mtmondhatunka'E ©, sorrél, haa _S_'ak és a

k=1 k=1
) @

Z b, sorok divergensek?

=1

2. Az aldbbl feltételek kizil melylkb8l kBvetkezik a
®

E a, sor konvergenctdja 7
k=1

a) nlf:nm (an + an+1+"'+an'+p) = 0 .minden p-re.

b) Minden £ -hoz és p > O~hoz van olyan N, hogy ha n > N,
akkor

lag * apqteectag, | < €&

¢) Minden £ > 0-hog \%an olyan N, hogy ha n > N, akkor
tetszSleges p-re

Ian+an+!+"'+_én*pl<§'

Viltakoz6 elGjelll sorok

5. Allapitsuk meg, hogy az aldbbl véltakoz6 elojeli sorok koziil melyik
konvergens €£s speciflisan Leibnlz tlpusu, &s melylk divergens!
n+1

2

(—;- ) ' ha n péré_tlan

[0}

®
1. E ., ahol an=
o=0

- (%_) , ha n péros

®
. R 1
@ Z( nn n-in n
=1



i1+i-1+1-\1+._.+
, -1 Zar 3.1 fBn

M S S
o1 fan

© n

1

4, E (-1+;)
=1

Miveletek sorolkal

e}
Kbvetkezik-e a E (ap + bn) sor konvergenciija vagy divergencid-

k=1
Ja ax aldbbi feltételekbdl ?

Zan konvergens 68 an divergens

b) Zan és an divergens

|=
-

@ ay + IJ1 ta, + b2 tooutoay + bk + ... konvergens

2. Konvergensek-e az alibbl sorok?

(0]
b3
1 8o

n-i
) I S
B> - 5
Y n .



a
6. 2. @ > (F—-—-2

- +1
=1 n-1 Vn+1

3. Az a,b,c paraméterek mely értékeire konvergens a

w
n n

E -‘—1—:—,-)—- sor és mennyl az Osszege?
n=0 ¢ '

® 1 ha n=k2

' +=1,2,...)
Konvergens-e a E a sorha a =
n n 1
=1 - kiilénben
o2

5. Lehet-e a Y a sor konvergens, ha a

.
a) E (-1)n a, sor divergens
=1

o
Z (-1)n ]an| sor divergens?
n=1 '

6. a) Felhasznilva a Riemann tétel bizonyltisdnak médszerét, adjuk

w
meg a E (-1)‘1-1 %= 1n 2 feltételesen konvergens sor
n=1

1, 5-htz konvergilé itrendezésének elsd tiz elemét!
© .
b) Adjuk meg a Z(-l)"-1 -rl;= In 2 feltételesen konvergens
n=1 .
sor divergenssé dtrendezésének elsS tiz elemé;‘..
c) Kbovetkezik-e a Ean sor konvergencidja abbél, hogy a -~ 0

és van a részlettsszegsorozatinak konvergens részsorozata?

4_“9' _



|=

a)

b)

c)

a)

b)

ool

A E {a at bn) sor konvergens és lim a = 0.

n—
n=1

Bizonyitsuk be, hogy a zardielek elhagyisival keletkezd
sor is konvergensl

P) Igaz-e az 4llitis, ha az an—»o feltételt elhagyjuk?

Bizonyitsuk be, hogy ha a Ean sorra teljesiil, az a, — 0

feltétel, 6s a sort k-asival zardjelezzik ugy, hogy a ke-
letkez8 sor konvergens akkor a gan sor is konvergens és
ugyanaz az Osszege. .

Hatdrozzuk meg a kdvetkez8 Ssszegeket!

(44]
n
Bizonyitsuk be, hogy ha an\ 0, akkor a Z 2 a(an)
n=1
e o]
€s E a sorok azonos ;élieguek, azaz
n=1

o) ha 2% a @% tonvergens = }:an konvergens;

) ha ZZna n. divergens = a divergens.
P 2 n

Hatirozzuk meg, hogy az of paraméter mely értékeire kon-
vergens, {lletve divergens a

o

ol
; n .logan sort
n=1

—lu-



w
7. @ Készitsiik el a E (-}.)n-l % sor Ynmagival vett szorzatit
=1

('négyzetés szorzatit) és @auchy-szorzatit, és adjuk meg mindket-
t8 Gsszegét!

@ Szdmitsuk ki a

w e o]
1 2"

Z — &5 ——— sorak Cauchy szorzatit!
ni n!

n=0 n=0

@ Igazoljuk, hogy az

[0 4] [}
3.n 3.n-1 1
1-> 3" esan 1+ (3N (2“+2m)
n=1 . =1

sorok divergensek, Cauchy szorzatuk mégis konvergens!

« (_l)n-i
Igazoljuk, hogy a E - — kanvergens sor Onmagival valé

n=1
Cauchy szorzata divergens!

Abszolut-konvergencia vizsgilata

L0
B

8. (1) Bizonyitsuk be, hogy ha a Ya, @ >0 ésa Th (b > 0)
" sorra

a ,
a) lm <=0 és Y.k koovergews, akker a S a
B—=® n e n

sor is konvergens.

a
b) Hm —E—n-= © &5 N bn‘ divergens, akkor a Zan
R~® n .

sor is divevgens.

-n-



|
®

Igaz-e, hogy minden ):an (an > 0) konvergens sorhoz van kon-

vergens majorins sor?

3. Keressiink megfeleld majorins vagy minorins sort a kivetkezd
sorokhoz és dllapitsuk meg, hogy konvergens-e!

[s0)
> (sany
=1

@®
1
> e
n=2
1e4]
D
@ =1 Vo.th n
o sin n
@ e
© 1
z sin n
=1 .

(o0
Y
® Za , (0<a<y
=1

9. @ A 'Zan (an > 0) sorra ekvivalens-e az aldbbi két feltétel:

a
+1
a) van olyan q <1, hogy—i—l—-sq<1 (ha n>MN)
) n

-12-



a
9. 1. b) —k <y ha n > N)

: n
@ Z a (all > 0) konvergens. Teljesiilhet-e végtelen sok n-re, hogy

a
n+l

a) a—'>l

n

n
b) [/ an >1
@ Bizonyitsuk be, hogy ha a Zan (an> 0) sorra

n
a} lim VZ; <1, akkor Zan konvergens

n .
b) lim Va_n' >1, akkor Zan divergens

a
¢} lim :H' <1, akkor Zan konvergens

d) lim ——> 1, akkor ebb8l nem kovetkezik a Zan sor

divergenciéja.

Bizonylitsuk be, hogy ha egy sor konvergenciija hinyados-krité-
riummal eldénthet, akkor gySk-kritériummal is az.
Igaz-e ez forditva?

10. A hényados-kritérium alkalmaz4sdval déntsitk el, hogy konvergensek-e
az aldbbi sorok!

Q0
2n
D
=1

-13-



les ,
® > 4
nl'l
=i
@
@ Z sn.n!
P
=1
©
- i)
4 Z n
n
=3

18, A gyokkritérlum atkalmazisdval ddntsiik cl, hogy konvergensek-e az

aldbbi sorolk}
2.2
0>
n

n=3 2

© _
1
@ Z (inn)n
w3

@ 2
@5 e-

n=3 _

<0 mﬂ

@ 2 a-h

2



Tes)
11. @ Z (al:'f.:tgn)n
=1

o
Z (sin LK
=1

(o0}
nn
@ Z (n+(-n1) )
=1

12. Az integrilkritérium alkalmazdsédval dontsiik el, bogy konvergensek-e
az aldbbi sorok!

e
©
1
@ Z n.ln n
=2
(4]
® > —
=2 nlonn
Ivs)
4 > == (@ € R)

i+ch n

n=1
w0
sh n
5.
=0

- 18 -
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oy ®
‘Bizonyitsuk be, hogy ha a E a és a E bn sorra
1

=1

s ¢]
a

n—
lim -E-——A#O és an>0, bn>0' akkor a E a

n
N n

n=1

w ,
és a E : bn sorok egyszerre konvergensek, illetve divergensek!
=1

© @
(Jelben: E a ~ E bn)
n=1 n=1

Konvergensek-e az alibbl sorok.

» [13}
>

-=n

n=1
fo e}
1
b) Z 2
=2

©
c) E 1
+
o m+38lo+1
®
1
d) Z 3 2
n -n +1
=1
@
e) z —1 ol tetszOleges
n d
2" -n
n=1

- 16 -



1.

1
b Z n+1lnn

03 ()

o
i) Z(l-cos%)
r=1

Az alapvetS kritériumokra vonatkozé vegyes feladatok

Igaz-e, hogy ha lim a = a, akkor a
n—-

w
E ] a -a i sor konvergens?
=1

Konvergensek-e az aldbbi sorok?

m
a > OyE
=1

2 0]

b > CyEy (1< a)

=1

O

a0 > a-"ym (0<a<1)

=1

- 17 -



u @ o > a

1
cos n)

1
e) nsinn)

X

1112
Ho> fe-@+—3) )

n

n
a+D))

g) Z(e

15, @ Bizonyitsuk be, hogy ha Zan abszolut konvergens, akkor
> an2 is konvergens.
b) Igaz-e az a)-bell dllitis megforditisa?

c) Igaz-e az a)-beli 4llitis, ha Zan feltételesen konvergens?
@ Bizonyitsuk be, hogy ha

Zanz és anz konvergens, akkor Zan b abszolut

konvergens.
a

|
>_a,2 konvergens, akkor z 1 nn

is konvergens.

a

is konvergens. :

s kkorz
@ Zan (an> 9) konvergens, a

2
Zanz és anz konvergens, akkor 3 (a, +'bn) is

konvergens.

- 18 -



Legyen Zan konvergens,

a) létezik-e mindig a lim n a hatirérték?
n-~co

ha létezik, mennyi lehet?.

a) Bizonyltsuk be, hogy ha 3’ a, konvergens és an\ 0,
akkor

limn. a = 0.
n
n— @

b) Elhagyhaté-e az a ~ 0 feltétel, (ha _an> 0)?

a) Lehet-e a Zan sor koanvergens, ha végtelen sok n-re

b} Lehet-¢e a Zan sor divergens, ha végtelen sok n-re

Igaz-e, hogy ha Z a konvergens és a, ~ 0, akkor
n=1
1
a < 5 tha n >N)?

n

Elhagyhaté-e az a ™~ 0 feltétel ?

-19-



Abszolut_konvergencla eldontésére vonatkozd
tovabbi kritériumok

a b
+ +1
17. 1. Bizoayitsuk be, hogy ha —:——l—ﬁ bu tha n>N), ak-
n n

[al .
kor ha an koavergens, akkor Za is az, ha Zan

divergens, akkor J. b s az.(a >o)

: w
n
€ nl
@ Konvergens-e a ~—a sor?
n
=1

:! a) Igazoljuk a kivetkezd 4llitdst (Raabe-féle kritérium):

a4
ha a >0 & lim n(o"—-1)=f, akkor
n-—= nt+l
©
> 1 esetén a E a  sor konvergens;
=1

[3, < 1 esetén pedig divergens.

®
b)  Milyen a-ra k > _n!
) soir_v{en a-ra konvergens a @ 1)as2). . @) {a> o)
) n=o
w
118, E] Bizonyitsuk be, hogy ha a E akbk sorra teljesiil, hogy
k=0
n w
b 0 és hz—‘a SK akkor a E a b sor
n k ' k 'k

k=o k=o
konvergens! )

" .20 -



118, @ Konvergens-e a

@
n
n=1

19. 1. {a)] Bizonyiteuk be, hogy ha lim a, = a, akkora
n—m

Z|lnan- ina| ¢sa yla -al
(an > 0) sorok egyszerre konvergensek {lletve divergensek !

@ Az In x filggvényen kivilt milyen flggvényre igaz még az
aj-beli Allitis?

[e 0]
2. {a)} Bizonyitsuk be, hogy a S a,la,>0 ésa
w1

Z In (1 + an) sorck egyszerre konvergensek illetve diver-
gensek!

b) Az Ia (1 + x) figgvényen kivijl milyen fiiggvényre igaz még
az Allitds?

n
@ Bizonyitsuk be, hogy a bn = ] l (1 + ak} (ak> 0) sorozat
k=1 o
akkor és csak akkor konvergens, amikor a g a_ sor kon-
vergens! =1

119, Konvergensek-e az alsbbl sorok?

a0
1. Z(I-__nln(1+-r1-i)}
1 ’
® n
® > e-a+iy)
=1 .

-21-



s3]
9. 4. (3 Z(I-V;os %)
n=1

Maradékiag becslések .

W .
20. Mutassuk meg, hogy ha a g_, a,  sorra vagy
n=1
< S b
a) - a, >0, a, = bn €s ismerjik a 7 bn = B Osszeget;

vagy

w .
b) E a, Letbniz sor; vagy
n=1 :

@®
c) E a_-re alkalmazhaté az integral kritérium, - akkor

n=1
n

meg tudjuk becsiilnt az Sn= Z 2y osszegnek a sordsz-
szegtSl vals eltérését. k=1
2, Adjuk meg, hogy a kivetkezd sorokbél hdny tagot kell vennt,
hogy a sordsszegtSl valé eltérés legfeljebb 1(}-'4 legyen!

[ea)

n.zn

a) Z (n+ 1)1
n=o

® n

-1)

b) Z n.ln n
n=2

- 922 -



b)

c)

@ Bizonyitsuk be, hogy a g Lz sorra

Bizonyitsuk be, hogy ha a > a, sorra

an+1 .
. <g <1 (ha n>N),.

n

. q
akkor [Rn[ <fan[ ﬁ

Bizonyitsuk be, hogy ha a Zan sorra

a
n+l <
R — |<cn és cn_q<1
n
tha n_> N),
c
n
akkor an]<]anf Tc,

Becsiiljilk meg azt a hib4dt, melyet elkdvetiink, ha a

e ¢}

2n-2
0 > n
n=o
© (-l)n-ln
poo2Eh
n=o

sorok Osszege helyett az elsG n tagjinak Ssszegét vessziik!

@

“R T =.
a n 'n
n=1

- 23 -




Paraméteres sorok

'_2_1_@ Vizsgiljuk meg, hogy a

(e}
;ﬂ (%,p.€ R)
=2 {Inn) n

sor az o és /3 paraméterek mely értékére konvergens és di-
vergens!

@ Konvergensek-e az aldbbl sorok?

w
b |
1
a) L in n
=2
@
1
b} Z nlnn
=2
(4]
) 1
¢ j_, n (1n n)2
=2
w
1
O D> e
n=2
w
e) 1
=2 n 1nn
w
; 1nn
n >
=2

- 24 -



3
monop S e’

0=2 n
o
w >
= (o)’ V/n
[0 0]
D__Z: (in n)
@

22, A paramétetek mely értekelre konvergensek az aliabbi sorok?
(o, [3 € R)

w - e
-~ ._lﬂ
"l - —
&> a-D
n=1

ni

3. > (1-‘:1—‘)



10.

11.

12.

1w~ {1+ %) ( Vn+1 - Vn-l)[s

si* L 1P 1+ 1
n n

of

@y, 1
1n (1+n2)

(n[/_n—!)[s(OL > o)

a-—=)

Yo

n

1
(1 cosn)

ol

- 926 -



Veg’jes feladatok

2_3_ Dontsiik el, hogy konvergensek-e illetve abszolut konvergensek-e az
aldbbi sorok!

w
' 1
1. E sh ;
=1
0
@ ; sin (T + -ll-]-)
n=1
o
sin n
3. E s
n=1 1
1
1n cos '/—E—
1
(ch ; - 1)

1
(1 - cos n)

iMs iMs i[\/J‘s

© 1[l 1[‘]
Q@ g-(-1+;) a-<)
=1
Q
n 1
8. E 1) tg —5
=1 n

- 97 .
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0
< 1
20
2 3.,
n=1
QO
&3
5 1n @)

a, b € R)



n
) e . nl
26D > R
n=1 o
wm
1
2. > e
1n (nl)
n=2
lo4)
1
29,
9 Z alnu
n=2
®
! 30, 1
In n 1 a
=2 a . (In n)

@®
31 1
* 2 Inn
n
n=2

(4]
1
2. —_————
3 Z (1n n)?
=2

® > e,

=2

(a >0, a€R)

(a>o0, a€R)

30-



41,

43.

44,

1n n
n

{in n)n

n
sin —

cos nr

sin n

i L
(sin n)

1 1
—~ 8in =
n n

-31-



w
47, (sin n2 )n
=1

Fiiggvénysorok

Vezessiik be a kivetkezd jeldléseket, r‘dvlditéseket,’elnevezéseket!
I : = zdrt, nyilt korldtos vagy nem korlitos intervallum

(fn(x)): fl(x), fz{x), cen g fn(x), ... fiiggvénysorozat
o
E i:‘n x) = fl{x) + fz(x) +.. .+ fn(x) + ... fiiggvénysor
n=1

f(x) = lim fn(x) limeszfiiggvény réviden t‘n(x)-—> £ix)
n—aq

Q0

S(x)=§ fn(x) Osszegfiiggvény
=1

rn(x) = f(x) - fn(x) maradékfiiggvény

o0

Rn(x) = S(x) - Sn (x) = E fk(x) maradékfiiggvény

=ntl

-32-



KT: = konvergencia fartomény, vagyis az a tartomdny, melyben a fiige-
vénysorozat ill. fiiggvénysor pontonként konvergens.

AT: = abszolut konvergenciatartomény, vagyis az a tartomény, melyben
a sorozat ill. a sor abszolut konvergens. 5

{ET}: = egyenletes konvergenciatartomény halmaz, vagyis azon tartom4-
nyok Gsszessége, melyben a sorozat illetve a sor egyenletesen
konvergens.

ET: = ha létezik, az a legbGvebb intervallum melyben a sor ill. soro-

zat egyenletesen konvergens.

fn(x) = f(x) roviden jelol, hogy (fn(x)) fﬁggvénysorozat egyenletesen tart
f(x) fiiggvényhez.,

Pontonkénti konvergencia

24. Hatlrozzuk meg a kivetkez$ fiiggvénysorok KT konvergenciatarto-
mény4t!

w

]

]

® x"
=0
[00]
1
>
=1 O
(s ¢)
5. 1
Z xn
n=1

- 33 -



A kbvetkezd feladatoknsl haszndljuk fel a 21. és 22.-es felada-

tok eredményét.

®
a) L -
-9 (1n 1)
o]
1
b)
Z n{ln n)x
=2
W
1
0 > =
n 1lnn
=2
]
d) g a-=)
n=1
f¢)
e) E -2"
=1

-84 -



Konvergenciatartominy meghatirozisa

a} Bizonyitsuk be, hogy ha
n
lim ‘“ fn (x)[ <1 minden x € (a,b)-re és
n—
n
lim an x| >1 minden x #[a,b] -re
1 —=00
0
akkor a g fn(x) fiiggvénysor konvergenciatarto-
n=1
méinya a és b végpontu intervallum.,
n n
b) Mit mondhatunk  lim It @ . tm  [lf o)
értékérdl? n-»m n n— n
a) 1Igaz-e az 1. a)-bell allitas lim-ra is, ha a limesz nem
létezik ?
n
igaz-e az 1. a)-beli Allitds, ha lim jfn x|
n-~
L, ®
helyett lim n—ﬂ—-—-l szerepel?
£ &)
n
Hatdrozzuk meg a
-2 3 4 5 2k 2k+1
l+§+x_+l‘_+_’.‘__+x_+ .S S
203 g% g3 gt g2k g2kt

sor konvergenciatartomanyit!

- 35 -



Fiiggvénysorozat egyerletes konvergenciija

27.  Irjuk fel a kovetkezd fiiggvénysorok'r'észlettisszeg-fﬁggvény sorozatat,
annak limeszfiiggvényét 6s KT konvergenciatartomanyst, valamint az
Rn(x) = S(x) - Sn(x) maradék fiiggvényst.

@
@ Z X" {1-x)
=0

[+ ¢}

2, Z (cos x)n

n=o

28. Hatirozzuk meg a kiévetkezd fliggvénysorozatok KT konvergenciatar-
tominyat, és f(x) limesafiiggvényét! ’

= X
@ fn(x)_lan

= X
2. fx)=Q+ 5!

3. fn(x) = gin n x
L g x"
. e —2;'
a
f= [[1+x", &2

2. 5
D X+nlnx+x

f (x)=
n n.+nx3+sln,x
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- Fiiggvénysorozatok egyenletes-konvergencia kritériumai

29. 1. Bizonyitsuk be, hogy ha van olyan (¢ ) numerikus sorozat,
hogy |r ()| S c  azi-ben (ha n>N) és

lim ¢ =0, akkor f (x) —= f(x) I-ben!
n-—-~o n n

b)  Allapitsuk meg; igaz-e, hogy f &) == fx) KT-n, ha

sin nx

) g =

) £ (x) = arctg xn
P o

@ t’(x)=-1-_stn-JE
n X n

2. a) Bizonyitsuk be, hogy ha fn(x) =F f(x) I-ben, akkor
minden I-beli (xn) pontsorozatra
lim lrn (xn)|= 0.
n-—o
b} Bizonyitsuk be, hogy ha van olyan (xn) C 1 pontsorozat,
melyre lim | r (xn) ] # 0 akkor fn(x)#f(x) I-ben.
n-sm
@ Allaplitsuk meg, hogy fn(x) egyenletesen konvergil-e a 1i-
mesz figgvényhez a konvergenciatartomanydn.
2n

o) fn(x) =x" - x

1
p) fn(X}-

nx
sin X

RURIE
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b)

Bizonyitsuk bhe, hogy fn(x) —= f{x* "-ben akkor, és csak

akkor, ha sup [rn(x)i =a  nu ~rikus sorozatra
xel

lim a =0,

n— n

Allapitsuk meg, -igaz-e, hogy £ (x) == £(x) KT-n, ha
oL) fn(x) = x"- xn+1 (x > o}

_1n nx
=T

_ -nx
'K) fn(x) =X e

Bizonyitsuk be, hogy ha fn(x) folytonos (minden n-re) az
[a,bj-ben &8s itt f(x}-hez tart, valamint fn(x) = f(x) az
(a,b)-ben, akkor f(x) folytonos [a, b] -ben!

Allapitsuk meg, igaz-e, hogy fn(x) = f(x) KT-n és a.meg-

adott I-intervallumon!

) fe)=e T, 1= (0, ®)

P) fn(x) = arctg nx, I = (0, )

7 Ee = ", I=(1,1)

Dontsiik el, hogy a kdvetkez8 4llitdisok kbziil melyek igazak!

a)

Ha nincs olyan cn--0 numerikus sorozat, melyre

~ ;rn(x)iﬁ ¢, tha n>N), akkor £ (x)F= £(x).

Vagyis minden egyenletesen konvergens fv. sorozathoz van
numerikus majorins sorozat.

Ha minden (xn)C I pontsorozatra |rn(xn)|q 0, akkor

fn(x) = f(x) az I-ben.
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c) Ha fn(x) folytonos minden n-re [a,b]-ben, de f(x) nem
folytonos az a-ban, akkor fu(x}-#-: f(x) ta,b)-ben
d) Ha van olyan (xn) C 1 pontsorozat, melyre rn(xn)

divergens, akkor fn(x)-,«'ﬁf(x) I-ben.

Lisonyitsuk be, hogy ha (fn(x)) fiiggvénysorozat konvergen-
ciatartomdnya :

a) (a,b)
b) [a,b]

és dj rn(x)l jeltarto, akkor

dx

as fn(x) == f(x)

b) tn(X' —= f(x)

Allapitsuk meg, hogy az (fn(x)) fiiggvénysoroza't egyenletesen kon-

vergens-e a KT konvergenciatartominyédn, valamint a megadott T~
intervallumokon, és hatdrozzuk meg {ET} egyenletes konvergencia-
tartomény halmazt vagy ha van, azt az ET legbSvebb intervallumot,
melyben a sorozat egyenletesen konvergensl!

®

®

t =%, 1=Tabl, ab€R
n n B
. X+ n r
Fo(xo . =1a,b], a,b€ER
n n
f (x;= 1. i=1Tla o), a€R a>0
n Xx+n'’ i ’ ’ '
_ nx . - (e
fn(x)" 1+n+x ) I ( @, a]
£ (x) = x L=(¢L1, Lla,b) (1<a<b<1l a,beR)
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2 = _]l n . = -

0. 6 £ =+ SV 1= L,
12=[a,b](-1<a<b<1, a,b€R)

@ @ =0+%% 1= [abl, aben

' - 1 -
8. fll(x) - (1 + xn ) H Il - (GI co),

12 =[a, w), (a>0, a€R)
xn
9 f (x) = 1. =[- o, -1),
n 1+ x" 1 '
I2 = (-1,1), 13 = {1, m)
xn |
10. fn(x) === I=1(1,1)
. . nx . . . )
@ £ R L A CE N
I, = (-0, -1]
xl‘l
@ fn(x) T 1=[a,b] (a,bER tetszb’lgges)

@ £ (x) = nx"(1-x) L= (11 I, = Lalt@ <1y

fn(x)=fx2+% I=1( o + mw)

15, f ()= x2+n I={e, )

fn(X) =.n (il{x-+—:-- fx) : I=[a, ) (a>0)
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17.

19.

20.

2
@)

23,

24,

26,

fn(x}=n( x+-11;- =)

) = sin X
fn(x) = sin a
f x)=2 sin X
n X n
= X
fn(x) = n sin
= X X
fn(x) = sin n
- -nx
fn(x_) X e
_ -nx
fn(x) = nx e
_ n(x-1)
fn(x) e
2
= o x-n)
fn(x) e
X
_1lnn
fn(x) - X
: n
X x
fn(x) = 1n "
fn(x') =n
n
fn(x) = 1+ xn

I1=[a, @) (a>0)

i=7Tla,b]

I1={0,2a] (a 6,3;; '
I=[a,b] {a,b €R)
1= [a,b] | (a,bER)
I= (0, o)

I=[a, ® (a> 0)
I=(- o, 1)

1=[-a, a] (@€R)

I= (0, @)

I=(0, al -(aER)

n S
(fx-1&>0; L, = 0,1],

L=[L w; I,=[1,d] @<B)

x 2 0y

-41-
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31.

Opericick felcserélhet8aége fiiggvénysorozat esetén

Vilaszoljunk az aldbbi kérdésekre, vilaszunkat indokoljuk és téltsilk
ki a mellékelt szelvényt (lgen = 1, nem = 0).
1. Lehetnek-e egy f(x) = 0-hoz -

a) konvergens .
b) egyenletesen konvergens

filggvénysorozat elemei nem korlitos fiiggvények?

(]

I;ehetséges-e,' hogy lim sup fn(x) # sup f(x)
n—->o

a) ha f(x)— f(x), (-, o)-ben_

1b) ha f-n(x)r'- f(x) minden korl4tos I-ben

3. Tarthatnak-e nem folytonos fliggvények egyenletesen folytonos
fiiggvényhez ?

1. Tarthatnak-e differenciilhaté filggvények egyenletesen nem dif-
ferencidlhato fiiggvényhez? Vizsgaljuk meg ebbdl a szemponthsl

az fn(x) = x2 + —12 fiiggvénysorozatot!
n? -

5. Tegyitk fel, hogy fn(x)-nek van primitiv fiiggvénye minden n-re
és F(x)~hez konvergilnak I-n, valamint fn(X)———:f(x). Kovet-

kezik-e ebb8l, hogy f(x)-nek is van primitiv fiiggvénye I-n?

6. Lehet-o égy fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens (a, b)-ben,

ha az [a,bJ-ben nem konvergens?

@ a) Lehet-e egy folytonos fiiggvényekbfil 4116 figgvénysorozat

konvergens [a,b]-n, egyenletesen konvergens (a,b)-n, de
nem egyenletesen konvergens [a,b-n.

b) Lehet-e egy [a,bl-ben konvergens filggvénysorozat egyen-
letesen konvergens (a,b)-ben, de nem egyenletesen konver-
gens [a,h]-hen.
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Lehet-e, hogy (fn(x)) konvergens (-, o)-en, egycnletesen
konvergens tetszlleges [a,b]-n, de nem egyenletesen konver-
gens (- o, m)-en?

Igaz-e, hogy egyenletesen konvergeps filggvénysorozatok

a) Gsszege,
b) szorzata

egyenletesen konvergens?

a) Léssuk be, hogy ha az (f (x}) fiiggvénysorozat f(x) li-
meszfiiggvénye nem differencidlhaté xo-ban, akkor az
(fn’ (x)) derivall fiiggvénysorozat nem lehet egyenletesen

konvergens az X -at tartalmazé 1 intervallumban.

@ Egyenletesen konvergens-e az (fn" (x}) fiiggvénysorozat

az I-ben, ha

n
a) £ (x)= Ve + Y 1=1[0,2]
xzenx + X
) | (X)) =————; 1=[-1,1]
P n enx + 1
’H‘) fn(x) = X arctg nx; I=(1,1)

Mutassuk meg, hogy az aldbbi (fn(x)) fiiggvénysorozatok egyen-

letes konvergencia-tartomdnysban az f(x) limeszfiiggvényre

fx)) = lim f°' (x).
n— n

nem teljesii! mindenhol.

n
a) fn(X) =
arct xn
h) f (x)=-21E8X
. n : n
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sin nx

Vo

c) fn(x) =

Mutassuk meg, hogy az (fn(x)) = (—-—%) fiiggvénysorozat
.1 +e

f(x} limeszfiiggvényére és az (fn’ (x}} figgvénysorozat g(x) li-

meszfiiggvényére nem igaz, hogy f'(x)= g(x) a [-1,1]-ben!
Adjuk meg a és b értékét ugy, hogy a

b b
lim J fn(x) dx} = J lim fn(x) dx

n—o 4 n—oo

a) ha fn(x) =nxe ™
b) ha £ x)= nlx o ™
¢) ha fn(x) = n3x e-m(
d) ha £ x)=—" i

1+nx

Az fn(x) =n%x e ™ fiiggvénysorozat a [0, 1] intervallumban
milyen O -ra lesz:
a) konvergens
b) egyenletesen konvergens
1 1 :
c) j ( im £ (x))dx= lim qu(x) dx ?
n

— (D n—o0
0 0
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1
x" :
lim J dx = ?

nx

n—= e

o

s

2 .
lim f '{sln%dx=?
n—=e

)

a) Bizonyitsuk be, hogy tetszlleges folytcgnosan differencislhaté
g{x) figgvényre, az

gix + %) -g(x)

E=n(gx+3) - gm) =

1.
n

filggvénysorozal egyenletesen tart g’(x) figgvényhez min-
den [a,b]-nl )

b)  Bizonyitsuk be, hogy

X

lim f n[ln(x+£)-lnx-]dx=1nx
n-—=o o
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135, 12, Bizonyitsuk be, hogy

n
+Zak

X
k=1
fn""=f g (t)dt
X

fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens mindenhol, ha
w
E ak konvergens numerikus sor és g(x) folytonos fiiggvény!

k=1

Fiiggvénysorok egyenletes konvergenciija

36. Hatirozzuk meg a ktvetkezS sorok KT konvergenciatartomdnyAt!

® Z(1+—) x"

o
D ma -
n=1

317. 1. Igaz-e, hogy ha

£ (x) -
a) -lﬂ——l— Sq <1 ha a>N x€1-re,

5,
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1,

illetve

n
b) Illfn(x)|Sq<1 ha n>N  x €I-re,

w
akkor a E fn(x) sor abszolut és egyenlel;esen konver-
n=1

gens az I-n?

Igaz-e, hogy ha

£ m| |
a) Hm - —-LI- < 1 x € I-re,
n— lfn(x){ , :
illetve
. n
b) lim V]fn x| <1 ‘x€l-re
n—co :
) w
akkor a E fn(x) sor abszolut és egyenletesen konver-
el -
gens I-ben?

0
Bizonyitsuk be, hogy ha a E c (cn> 0) sor konvergems, és

=1

]fn+1(x)| < c
,fn (x}]

n+l

Xx€I -re,

(e}

@
ha n> N, akkor a E fn(x) sor abszolut és egyenletesen

=1
konvergens az I-n!
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Fiiggvénysor egyenletes-konvergencia kritériumai

w0
1. a) Bizonyitsuk be, hogy E fn(x) = S(x)} egyenletesen konver;
=1 ©
gens az I-ben, ha sup lfn(x)l =a és a E a nu-
xel

n=1
merikus sor konvergens.

b) Allapitsuk meg, hogy az alibbi fliggvénysorok egyenletesen
konvergensek-e a konvergenciatartoméanyon!

o]
o) E xne-nx
1

w
B DA™
1
w
X
fp IZ sin ————xz N n3

2. a) Bizonyitsuk be, hogy ha

a0
Z £ (x) = S(x)
n=1

egyenletesen konvergens I-n, akkor fn(x) =0 1I-n.

b) Allapitsuk meg, hogy az alabbi fiiggvénysorok egyenletesen
konvergensek-e a konvergenciatartoményukon!

[00]
) nxe

n=1

nx
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a)

b)

@© n
X
B > (%)

n=1
e o]
Bizonyitsuk be, hogy ha a E fn(x) fiiggvénysor egyen-
p=1
letesen konvergens az (a,bl-ben és fn(x) folytonos
®
[a,b]-ben minden n-re, akkor % f(a) konvergens sor!
4 n=1
Allapitsuk meg, hogy az aldbbi fiiggvénysorok egyenletesen
konvergensek-e a konvergencia tartomé&nyban!
o
ST O_L
OL) 4__.1 X
n=1 o
w0
o PX
H o>
n=1
(o}
0
= !
P>
n=1
w0
Bizonyitsuk be, hogy ha a E fn(x) sor az I-interval-
n=1
lumban Leibnitz sor, Efn(x)] Scn tha n>N) és

(o8]

c, 0, akkor a E fn(x) sor egyenletesen konvergens

n=1
I-ben!
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38, 4. b) Hatirozzuk meg a kivetkez§ sorok {ET} egyenletes komr
vergenciatartomany halmazat! '

w n
o) é —————('1;
n+tx .
=0
(0o ] . )
i 2““ (sin'J‘r{[—i + ) + sianT(%l- - n)
n=1

5, Dintsiik el, hogy a kbvetkezd 4llitisok kozill melyek igazak!
(Toltsitk ki a mellékelt szelvényt. Igaz = 1, Hamis = 0)

@

a) Ha nincs olyan E cn konvergens numerikus sor, hogy.

n=1
[fn(x)l _<.cn az I-n,

w
 akkor a. g fn(x) sor nem egyenletesen konvergens I-n.

n=1
(Weierstrass kritérium megforditisa.)

b) Ha egy [a,bl-ben folytonos fiiggvényekb®t 4116 fiiggvénysor
a -ban divergens, akkor nem lehet egyenletesen konvergens:
(a, b)-ben. .

c) Ha van olyan (xn) < 1 pontsorozat, amelyre

@ : ' w :
E fn(xn) divergens sor, akkor a E fn(x) fiiggvénysof%
=1 el

nem lehet egyenletesen konvergens 1 -n,

d) Egy folytonos fiiggvényekbdl allé figgvénysor nem lehet ‘_
egyenletesen konvergens (a,b)-ben, ha [a,bJ-ben nem egyen
letesen konvergens. ‘
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28 5, e) Ha van olyan (xn) C I pontsorozat, amelyre fn(xn)+ 0,

0
akkor a Z fn(x) fliggvénysor nem egyenletesen konver-
n=1
gens I-n.
fy Ha fn(X)Z 0 I-nésa sup f (x)= an _numertkus s0ro-
x€l
w ©
zatia a Z a sor divergens, akkor a Z fn (x) figu-
=1 n=1

vénysor nem egyenletesen konvergens 1 -n.
(Vagyis az 1.a)-ban megadott feltétel szitkséges-e?)

a) b) c) d) ey D

39. Hatirozzuk meg a kovetkezd fiiggvénysorok
AT  abszolut-konvergenciatartomanyit,
KT konvergenciatartomdnyit és
{ET} egyenletes kdnvergencia-halmazét!

(Ha létezik, egyenletes konvergenciatartomdnyit!)

.oa
® > =
n=1n

w
xn
® > %
n=1 n
© X
n
® >
n=1 e.
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10.

@
COS nx
+
n=o0 (x+n)
w
g arctg
n=1
W
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20,

@

39. 13. Z sin nx

=1 n VE—

@
14 2 EEE&L“-
- 2
r=1 n
o
e — T
(X+n)
=1

®
<2
© > =
0o

1+ x

=2 LBl
7. x
> )

n
=0 e
w
Inn x
> S
n=2
w
:_'1 nx
Inn
=2
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X
=2 n (In n)
© X
23, > nn
n
=2
- 2
xn
24, ;
S n!
n=o
w
~ CcOS nx
. > S5
n +x

n=o

w©

~ X - ; " P

@ > (1 - cos nm ) O valds paraméter fiiggvényiben,
n=1

@O

n
o ST
: In {{x] + n)
=0
a
ot BN X
1281 ‘i arctg 9 3
X +n
=1
o

@ 1. a) Legyen E a konvergens numerikus sor. Milyen g{x)

n=1
W

fiiggvényekre igaz, hogy > g(x)an sor egyenlctesen kon-

n=1
vergens I-hen?



40. 1. b} Egyenletesen konvergens-e a

S
7 % ———— fiiggvénysor a (-1,1] -ben?
) , n=o0 2

2. a) 'Bizonyitsuk be, hogy ha (fn(x)) egyenletesen korlatos
©

fiiggvénysorozat I-ben és E a, abszolut konvergens

sor, .akkor a =1
w : :
E 2 fn(x)
n=1

fiiggvénysor egyenletesen konvergens I-ben.

b) Egyenletesen konvergens-e a

® n n

E‘” ('t’ X - x > 0)
2 1+ x

=0

fiiggvénysor [0, o) -ben?

w 297
¢y fx)= Z qn cos nx, (0 <q <1) J‘ fix)dx = ?
n=1 o

13. a) Felhaszndlva az aldbbi kritériumot bizonyitsuk be, hogy a

e o]

Z sin nx
n

n=1

fiiggvénysor egyenletesen konvergens lq, 2% -q2 (@ > 0)
tetszdleges intervallumon,
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40. 13. a) Dirichlet-féle kritérium:

[s4]
Egy E an(x) . bn(x) fiiggvénysor egyenletesen konver-
=0

gens I-ben, ha bn(x). monoton fogydlag egyenletesen tart
n

0-hoz minden x¢€Il-re és g ak(x) = An(x} részlet-

l=o
Osszeg fliggvények egyenletesen korldtosak I-ben.

'b) Bizonyitsuk be, hogy a

a0}

sin nx
E I. n

=1

fiiggvénysor nem egyenletesen konvergens (0,27 ) inter-
vallumon.

41, 1. Mutassuk meg, hogy ha f(x} é&s g(x) tetszOleges folytonos
figgvények, akkor a

[90]
E glx) Ex)"
=0

fiiggvénysor konvergens abban az intervallumban, ahol

" - &)
|fx)] <1 &s ossze‘ge S_(x)-—i_f_f—(g

2, Hatirozzuk meg a kovetkezl fiiggvénysorok KT konvergencia-
tartominyit és S(x) Osszegfliggvényét!
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2,

®

29 2n
c) E {sin x)  cos X
n=0

oo 1
a) Z {ln x)R
n=o

. w . oo
Igaz-e, hogy a Z g{x) fn(x) és a gx) E fn(x) filgg-

n=1 =1
vénysor ugyanabban az intervallumban egyenletesen konvergens?

Megadhat6-e a g(x) fiiggvény ugy, hogy a

©
> g A"
=0

fiiggvénysor egyenletesen konvergens lég‘yen [-1,1] ~ben?

Allapitsuk meg a kdvetkezd fuggvénysorok KT konvergencia-
tartomanyit S(x) ©sszegfiiggvényét és {ET} egyenletes konver-
gencla-tartominy halmazét!

a
a) Z {(1-x) xl-1
w=0
@
b) Z (1-x%) x®
n=0
e o]
1
0>
n=o
© 2
X
Z 2 2n
— (1+x )
n=o
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’ n 2
-1) x
w5 @ > U
(1+x)
=0
'oo
f) E VIX‘(1+X)-?
=0
w
DI
s

@ 1.  Bizonyltsuk be, hogy ha

© .
an(xr) "egyenletesen konvergil S(x) -hez [ a,b]-n, akkor
=1
ha x ¢ la,b] S
x - ox 0 X
a) f St dt = f fl{t)d;ai f fz(t)d£+,...+- f £ @t ..
xo % X, . X

minden e €[a,b] -re .
b} A jobb oldali sor egyenletesen konvergehs.
w

2. Lehetséges-e, hogy a _;_ fn(x) = g(x) filgpgvénysor egyenlete-

=1 .
sen konvergens az I-ben &s létezik minden n-re fn(x) primitiv

fiiggvénye Fn(x), és létezik s(x) primitiv fiiggvénye 8(x),
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@
S F_ () # S(x)
=1

Adjuk meg a és b értékét ugy, hogy

3. 1
b s o 7 © b 7
[0 a5 (] o
a =1 o=l ‘a

teljesiiljon, és ugy ls, hogy ne teljesiiljon, ha

)
Z £ (x) a kbvetkez§
n=1
© _
Z (xn . xn+1)
=0

@ . -
® @+ > g -g,, &) abol

=2
¢ 2n°x | ha  0<x <-§];l—

g, (%) =1 -2n%x + 2n ha L<y <-11;

L0 ha —]]:;SX<1

@ Bizonyitsuk be, hogy tetsz8leges [a,b] -lntervallumon

® b . b .. .
z : X0 - X
dx = dx
nx x
e g -xX
a

n=1




(=0}

43. @ Bizonyitsuk be, hogy a E fn(x) fliggvénysor nem integ-

=l
réilhaté tagonként a [0,1}on

1 -ha x,--g P,n) =
f {(x) { :

ha .
0  lkillsnben
, - ® _
Blzonytt’suk be, 'hogy az _f{x) = E -—]‘— fliggvény folytonos &s -
S n
n=1

' akarhényszor dlfferencmlhaté az (1, oo)—intervallumban.

@_ Igazoljuk a kﬁ_vetkezd azonosségokatl

X —=Q.

@ Hm Z(x e ——)¥1

K. 2 9
2, im > X . T
v 22 6
X— 00 1+n x
=1
3.
X—
®
4. lim E a-x75"= o
X—1
n=o
e o)
5 lim E & - x0Ty o
X—=1 o
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Hatvinysor konver'gen_cla-tartomﬁnya

46. Bizonyitsuk be, hogy
m<

a _;_ a <" hatvanysor abszolut konvergencia-tartomdnya nem’

=1

lehet szilkebb, mint a konvergenciatartomdnya. (Végpontokat leszf-
mitval) i . . ) )

47. Mely 4llitisok igazak a- (-R,R)-ben konvergens.

m L]
E o ay x° hatvdnysor R konvérgenciasugarirél?
— E )
n
1 - —
1. R Iim Man[
a -
2. 2o ym |2 ha létezlk -
R a :
n—~co n ,
a. L R
1 = | "ntl
3. i lim a

Toltsiik ki .a mell6kelt. szelvényt! Igaz = 1. Nem igaz = 0,

1. 2, 3.
48, Mely 4llitdsok igazak a (-R,R)-ben konvergens
. m -
E anxn hatvdnysor egylitthatoirsl?

n=1

1. Hm a "~ létezik
n-— @

2. hm |a <1  ha létealk
0@
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—_—n
8. Im Jja |<1
n

4. (an) korldtos sorozat

a
B

n

5. lim =0

n-—+o

6. Lehet lim all =
n-»@m

na
2l
7. lUm ——R-=p
n
n—0o
-_ a
8, lim|—BL §=o

Tosltsik ki a mellékelt szelvényti Igaz = 1. Nem igaz = 0

.. 2,7 78S 4l 5. 6. T 8.

Hatfrozzuk meg a kivetkezO hatvénysorok AT = abszolut konvergen-
cla és KT konvergencia-tartoményét!

@ 2
@+
@ > a+y
n=1 '. o

w
2. Z n! X"
n=1
3 5: (_l)n-l__}ﬁ
n
=1
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9. 4 >
n=o

oo

5. E
=0

11.

( oL tetszbleges)
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a
' X \n
gL;w. E ;)
r=1

56. Hatdrozzuk meg a kivetkezd hatvinysorok KT konvergenciatarto-
ményit, AT abszolut konvergenciatartoménysit, és 4llapitsuk meg, -
hogy egyenletes-e a. konvergencia KT-n valamint a megadott 1' in-

tervallumon?
o o) "
E x" ,
1. YR I1=1{abl] abé€R
’ =0
© .
T et
@ a —; 1= [-1,0
=1
® Lo
moy AL 1=y
=1
® .
. -
3, E: - (X € R) ; I=(-11)
K .
n=1

Hatvénysordk differenciflisa, integrilisa, ﬁsézegzése, soi'fejtések

©

@_ 1. a) Mutassuk meg, hogy ha f(x) = E anxn {(-R,R) ,
: =0
(R # 0)-ban, akkor az n-szeri tagonkéntl derivél4ssal
adédé
o o k2 n-k
Z T X T E n{n-1} ... (n-k+1) anx
=k =k
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51, 1. a)

b)

c)

sor konvergens (-R,R) -ben és Osszegfiiggvénye
f(l«:) [ " _ ; : ]
(x) Lf(x) fliggvény k-adik derivaltja | !

Hatirozzuk meg a kbvetkezd sorok Gsszegfiiggvényét a
(-1,1) -ben!

o) Z nxn_l

=1

@®

im Z n(n-1) x* 2

=2

Fejtsilk x hatvinyal szerint haladé hatvdnysorba. az

1
L)
(1+x)2
1
R 3
(1+x}

fiiggvényeket a (-1,1) intervallumonl!

4 4]
Mutassuk meg, hogy ha f{x) = g anxn (-R, R),

n=o0
(R # 0)-ban, akkor az n-szeri tagonkénti integraldssal

bt an.n! n+k
(0-t6l x-ig) adédé j}: W X hatvinysor konver-
=0

(k)

gens (-R,R)-ben és g(x) osszegfiggvényére g  '(x)= f(x).
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2. b) Hatirozzuk meg-a ktvetkez8 sorok &sszegfiiggvényét a

(-1, 1)~-ben!
m }"fn%-'l
%) Z s}
‘r=o
®. n+2
. N X
& Z (@) (02)
=0

c)  Fejtsik x 'batvdnyai szerint haladé hatvdnysorba az
B, 10 (T+x)
f) -aretg x

fiiggvsnyeket 'a (-1,1)-ben!

Bizonyitsuk be, hogy lim L IEPN

n
n fes) l/ ny

@
) n
(Haté.rozz‘u'!; meg a - E ) -z—l X" hatvinysor konvérgenciasugarat

=1

hanyados majd gydkkritériummall)

Hatirozzul«: meg a kidvetkez8 hatvianysorok S(x) tsszegfliggvényst és
KT konyergencia tartomény4t!

1. E "ﬁxh

1

0]

2. Z B{n+1) x°

=1
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=1
4]
" ; n-; 2n
=1 2
® nn
< Z (-1) x
9.
n!
=0
w
¢ Z 1+ (-1)" n
. ol
n=1
w
<0
7. E —_—
n
=1
@
Xn
8. Z (nt1)n
n=1
w
9. E —r:l—xn—l
n=1 3
Miiveletek hat&ényso.rokkal :
m N -
1. TIgazoljuk, hogy ha g(x)= E bkxk, (-R
[se) k=0
k&
f(x) = % - -
(x) akx (32,32} ben, akkor
k=0 '
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O

1. f(x)ig(x)=g (akibk) xk, és
k=0
(03]
fx).gx) = E (a, +a_ _b_+a _b_+ +}:))xk
’ k k-11 k-2"2 k ?
k=0

ha x <[-R,R] C(-R;, B) N (R, B,).

2

@ Fejtsilk 0-koriill hatvdnysorba a kovetkezd fiiggvényeket és adjuk
mag, hogy hol éivényes a sorfejtés!

1+x
a) 1n 1%

2
b) 1-r~x2
1-x

1n (1+x)

c) 1-x.

Hatirozzuk meg a kovetkezd fiiggvénysor S(x) 0Osszegfiiggvényst és
K1 konvergenciatartomAiny4t!

w
n n

'Z ‘ 3 +gn22 (x+1)n

n=1

fe4]
Bizonyitsuk be, hogy a E X" sor négyzete (6nmagival képzett

n=o
Cauchy-szorzata) és deriviltsora ugyanaz!

1. a) Igazoljuk, hogy ha .

¢ 0]

f(y)'=z ay" (R, R) -ben,

=0
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a) akkor ® . ‘
n
f(g(x)) =Z a [gx)] 1-ben, ha gy € (-R,R).
=0 ’

b} Specidlisan, ha g(x) polinom:

k k-1
g(x)—bkx +bk_1x +..._+ bo'

w
akkor E an(g(x) )rl az f(g(x)) flggvény 0 koriill

=0
hatvinysorfejtése.

Felhasznilva az

1. i ha X €(-1,1) azonosségot fejtsiik

0 koriillt hatvanysorba a kovetkezd fiiggvényeket, €3 adjuk meg,
hogy hoi érvényes a sorfeités! :

a) 1 2
1 -x
1
b) 1 +x
1
c) X
d) 1 {a tetszlleges)
a+ X g
e) 1
1 +x
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«© e

1. Legyen E anxn = f(x} . Végezzik el a E a = &8s

@ n=o =0
E xt  Cauchy szorzésit és mutassuk meg, hogy

=0 [44)
f(x) = (1-x) E Snxr1 (Sn =a, + ... +a)
=0

®
2. Mutassuk meg, hogy ha fix) = E anxn a (-R,R)~ben
o
©
; n_n - )
(R >0), akkor f(Rx)= a R x (-1,1) -ben, és
=0 ‘
) ©
; an_ § , TLh. h
anR X = {1-x) (ao+a1R +. . + anB 5.4
n=o n=o
)
@!1. Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) = E anxn konvergenciasugara
=0 !

R, és a sor az x = R (x = -R)-ben is konvergens, akkor

a) egyenletesen konvergens [O,B] (ill. [-B,O})-ban
b) S(x) ©sszegfiiggvénye x = R (x=-R) -ben folytonos fiiggvény.

Q O
S(R) = Zanﬂn [S(~B)-=Z a, (-R)")
n=o ' n=o0

{Abel tétele)

- 70 -



Hatdrozzuk meg az

oo
o ) 1l

= n 1
b) z -1) 2n+1
=0

numex\lkus ‘sorok Osszegét az 1n(l+x) 8s az arctg x fiiggvények
0 kordlt hatvanysora alapjén!

o

Valaszoljuik a E an(x-a_)n hatvdnysorral kapcsolatos alibbi kér-

=0

désekre, “& vildszokat tndokoljuk is meg!

1.

Létezxk“—e .0lyan hatvinysor, mely mindeniitt konvergens, de ‘schol
sem abszolut konvergens ?

Létézi&-e olyan hatvinysor, melynek Osszegfiiggvénye nem foly-
tonds ott ahol a sor konvergens?

Lehette hatvénysor csak egy pontban konvergens?

Lehet-e hatvanysor csak két pontban konvergens? :
Lehet-e egy hatvinysor egyenletes konvergencia tartoménya b~
vébb ljnt abszolut konvergencia tartominya?

Lehet-'e egy hatvinysor Gsszegfiiggvénye nem korlitos valahol

‘a 'konVergencia tartoményban?

,Kouei:kazik-e abbél, hogy egy hatvﬁnysor ogy X, > a helyen fel-

téteieSen konvergens, hogy minden a < x < X, helyen abszolut
komergens?

Toltsdk ki a mellékelt szelvényt!

Igaz =

1.

Nem igaz = 0

5 3. 4. 5. 6. 1.

¥
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Taylor-sorok

61. @ Adjuk meg a kovetkezd fiiggvények xo-kﬁriili Taylor-soriat a de-
fintcid alapiin! :

a) f{x) = sin x xo =,%"
x =1
b) f(x)= e xo =2
¢c) fx)= x2 X =10 x =1
o] ' o
3
dy f(x) = {x-1) x =0, x =1, x = -1

2, Irjuk fel az.y = 1n x X, = 3 koriili Taylor-sora 10, indexil

maradéktagjinak Lagrange-alakjit, probidljuk az elkvetett hib4t
becsiilni a [2,4] intervallumban, és mutassuk meg, hogy a
Taylor-gor el8dllitja a fiiggvényt!

62. @ Melyik feltéteth8! kovetkezik, hogy

£ (a) n
Z —ar (x-a) konvergens [ X-a |< R-ben és

n=o
f(x)-el egyeni&?
Abbél, hogy

a) t‘n(x) korldtos figgvény | x-a}<R-ben minden n-re;

by |f%x)] <K minden n-ve | x-a |]<R-ben

o
(2) Bizonyitsuk be, hogy ha a E anxn = £(x) (-R,R)-ben, akkor
n=1

n!

® ©
a) Z anxn = f(x) = Z o x", ha | x|<R.,
n=1 =0
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v o)
£(n)
62, 2. b) f(X)=Z —j—(xa), ha | x-a|<R -lal.

Bizonyitsuk be, hogy ha

(04}
fx) ='Z a.nxll i (- o, w)-ben és
=1
la | <= . ma  a> N,

akkor

f{n)( -
ftx) = E a) (x a) tetszGleges a-ra!

4. Bizonyitsuk he, hogy ha ff(n)(x)i S cn {c tetszBleges konstans)

| x - al<R -ben minden n-re, akkor

20

f(x) =Z an(x-a)n i | x-a|<R -ben!

n=o

@ Felhaszndlva, hogy a hatvdnysor &sszegfiiggvényének Taylor-sma, ‘
hatdrozzuk meg az

a) sin x
— ha | X#0
f(x) =
1 ha X=0
b) 1n ;1+x) ha x#0
g(®) =
1 ha = -~ x=0

fiiggvények n-ik deriviltjit az % = 0 pontban!
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Taylor-sor fejtési technikik

63. 1. Igazoljuk, hogy ha g{x) polinom, &s f(y) Taylor-sorba fejthetd
az y, = g(xo) pontban, akkor az f(g(x)) fiiggvény is Taylor-

sorba fejthet8 az x -pontban.

2. Felhasznilva az Gsszetett fiiggvény Taylor-sorara vonatkozé
-tételtl, igazoljuk, hogy ha y = f(x) Taylor sorba fejthetd az
x = x_ pontban és £ (xo) # 0, akkor az x = f~l{y) fiiggvény is-

sorba fejthetd az Yo = f(xo) pontban.

64. Fejtsitk 0 korili Taylor-sorba a kivetkez§ fiiggvényeket, és adjuk
meg, hogy hol érvényes a sorfejtés! :

1. 1
X-
e
1
2. 5
X
e
3. stnzx
2
4, chx
2
5. sinx

65, Hatvdnysorba fejthetS-e az f(x) fiiggvény X, kériil, ha igen, ad-

juk meg.
1. fx)= |x, x, = 0, x, =1
2, f(x)= x3/2’ X, = 0, X, = 1. .

1 ff‘

Ha az y = g(x) fiiggvény Taylor-sorba fejthett az x = X, pontban és a
z = f(y) filggvény Taylor-sorba fejthetd az Yo = g(x,) pontban, akkor a
z = [{g){x)) fiiggvény is Taylor-sorba fejthetd az x = xo-pontban.
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@ f{x)=x°", X =0, x =1, d ER

66. 1. Allapitsuk meg, hogy az (1+x)d' fiiggvény binomidlis sorfejté-
séten mely cl-i1a és xo-akra lesz a so: jelta.td, és melyekie

viltakoz6 elSjelii egy bizonyos indext8l kezdve!

2, [Fejtsiik binomiilis sor segitségével -0 koriili hatvanysorba a
kisvetkez6 fiiggvényelket!

aj 1+x
=
S f1-x
c) !
1-x
1
d) 5
(1-x}

87. Felhaszndlva a hatvinysorok tulajdonsédgait, fejtsiik 0 korill Taylor-
sorba a kovetkezl ﬂiggvénye.ket, és sllapitsuk meg, hogy hol érvényes
a sorfejtés!

7 @ f(x) = arctg X f(x) = 1n (1 + x2)

2. f(x) = arth x 9, f(x)= 1n (1-X2)

3. f(x) = arcth x

2
4. f(x) = arcsin x 10. £(x)= 1n I/(l +x7)

5. f(x} = arccos x ) 1+ x2

11. f{x) = 1n

6, f(x) = arsh x 1-x

T f(k) = arch x
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68. A megfeleld Cauchy-szorzatok elvégzésével fejtsiik 0 kdrili Taylor-
sorba a kivetkezd fiiggvényeket, és allapitsuk meg, hogy hol érvé-
nyes a sorfejtés! :

@ fix) = (1 + X)) cos x
@ f(x) = e* sin x -
[8) a) fx) =tgx
b} Mutassuk meg a sorfejtés segitségével, hogy egy abszolut
konvergens és egy divergens sor Cauchy szorzata lehet ah-

szolut konvergens.

69. Fejtsiik a kovetkez$ f(x) fiiggvényeket 0 koriili Taylor-sorba, és
adjuk meg, hogy hol érvényes a sorfejtés!

1. fx) = (a + x)° a,€R

2. ix)= 1
a® + x2
3. f(x)=log (L+x); b>0 b € R

4, fx) = logb (at+x); ab>0 a,b ¢ R
5. f(x) = 10"
6. f(x) = 1p cos X
2
7. f(x)= 1n (3 + 4x - 5x )
2
8. f(x) = chi{x + 2x")
. 2
9. f{x) = (arcsin x)

10. a) f(x) = sinx

by fx)= coszx

- 76 -



0.

a +x

11. f(x)= ln —— ; a€R
a - x
3I>/ X
12, fx)= e
I
13, a) fx)= g
by £ =21 . b 6]3-
) (X) = a + bX ¥ a,
-~
14, fx)= (a - X) ; aol ER

X

15. fix} = WT

f(x)=1n (x + 1 + x2)

@ ®

1
f(x) grctg x

2
f(x) = {cos x) . ex

® [E

COS X
fx) = 1+x

20. fx) = A0 (LX)
COoS X

f(x) = cos (e)

@ f(x) = earctg X

@ f(x) = 1n1(1++xx)

Irjuk fel a kbvetkez8 f£(x) figgvények X koriili Taylor-sordnak

ismeretében Xy koriili Taylor-sorukat!

1. f(x)=ex, X =0, X, =2, X, =4




70,

2, f(z) = sin x
x =0 X = T
o ! 1 4
f(x} = cos x
3.  f(x) = sin (x - %— )
f(x) = cos (x --ii- )
4. f(x) = sh x
f(x) = ch x %5 = 0, * = L,
5. f(x) = sh (x-a)
X = a,
f(x} = ch (x-a)
6. f(x) = 'ln X X, = 1, xl = g,
7. f(x) = 1n (@ + x) X, = 1, x1 = 0,
Hatdrozzuk meg a kivetkez8 sorok Gsszegét,
@ 1
1. E 2
k=0 k |
w
2. E n
o
n=
(o'}
E : 1
8. 2kt
- k=o
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k
(-1)
7. 4 2k+1)1
k=0
, 0
1
5. Z @)

Fiiggvények kizelitése Taylor-sorral, hibabecslés

72. Bizonyitsuk be a kbvetkez§ egyenlStlenségeket!

2 .
1. x--x—z—-'<1n(1+x)<x ha 0<x <1
_x3 | |
2. x-—é—<arctgx<x ~ ha 0<x£1
x3 :
3. x-—6-<slnx<'x ha 0<x
B g
4, shx>x+—6—— ha 0<x
. xz
5, chx>1+5
x3
6. arcsin x > X +T ha 0<x<K1
7. 1.2 3 3 1 1 0<x <2
-8-x +ZX+S<V;<2X+2 ha <
1
sin — '
8. LU <l; n €N
l n
n
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Legyen (au) viltakozé elSjelii sorozat és legyen

le o)
f(x) = E akxk '(-R,R)-ben. Becsiiljiik meg, hogy legfeljebb
k=0

mekkora a:bszolutértéku hibdt kdvetiink el, ba az f(x) figgvény-

n
" A § k .
érték kbzelitd kiszdmitdsihoz a Tn(x) = a, X polinomot
k=0

haszndljuk 0 <x <R -ben, azaz adjunk fels§ becslést a
[HEx) | = | £x) - T, (x) [ hibsra a (0,a] (a< B) ihtervallumbar;.

w
a) Legyen f(x) = g akxEc (-R,R) -ben. Mutassuk meg,
' k=0

hogy e sornak mindig van konvergens abszolut majorins

o
geometriai sora, azaz létezik E ' qk (0 <q <1),

k=0
melyre lakxk ]<qk (k € N)
o)
b) Legyen f(x) = E al{xk (-R,R)-ben. Adjunk fels8 becslést
' k=0 .
alH x)] = |f ) - Z akxk hibdra a [-a,a] , (a<R)
intervallumban. k=0

Becsiiljik meg, hogy az f(x) fiiggvény 0 koriili n-edfoku Tay-
lor polinomja legfeljebb mekkora hibdval kizeliti a fiigavényt a
0,a ] intervallumban, valamint adjuk meg az f(a) kozelitd ér-
téket &s hibdjat, '

f(x) = In{1+x) n=4, a=0, 5, H=?

f(x) = sh x, n=3, a=0,2, H=?
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4. 1. sin x ha Xx#90

¢) f(x) = . n=4, a=0,1, H=?
1 ha x =0
f(x) = e n=4, a=0,9,  H=?
1+x _ _ -
fx) = In1—, =6, a=0.5,  H=?
2, Adjunk meg egy ianlervallumot, ahol a Tn(x) polinom az f(x)

fiiggvényt H-nal kisebb hibdval kozelitil

a) f(x)=1In(l+x), =n=4, a=2?, H=T710°
. -4
b) f(x) = sh x, ) n=3, a= 17, H = 3.10
sin x
——x—- ha x#0
¢) f(x)= . =4, a=?, H=2.109
1 ha x=0
x2 -9
d) fx)= e n=4, a=7, H=3.10
1+x -3
e) fix)= ln—l—_—; s =6, a=?, H=3.10

3. Hatirozzuk meg, hogy az f(x) fiiggvényt hinyadfoku Taylor
polinomja kozeliti H-n4l kisebb hib4val a »[O,a] intervallumban,
valamint adjuk meg az fla) kozelit§ értékét.

f(x) = 1n (1+x), ~ ©=?, . a=0,5, H=7.10"°
: 4

®) fx)= shx, n=?, a=0.2,  H=3.10

sin x
ot = % XA o, a=0.1, H=2.10>

1 X=10

2 . -2

d) ix)=e , Con=?, a=0.9, H=3. 10
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Hatdrozzuk meg a kdvetkez8 kifejezések kozelitd értékét 3 tizedes

pontossaggal (kalkulitor segitsége nélkill) (H < 5.10

©

2.
3.

4.

f(x) = 1n i—f"? ,  n=?, a=0.5  H=3.10"°
1)
£(%) n'l a " f(a)
: -3
1n{1+x) 4 | 0,5 7.10 ° 0.401
-4
sh x - 3. | o,2 3.10 ©.0.2001
s‘—‘:cx x40 4 0,1 2.1072 0.9983
.1 x=0
xz -2
&~ 4 | 0,9 3.10 1.84
T .o 6 |. 0,5 | 8.10°. 1.098 |
1-x

Azaz toltsiik ki a fenti tiblazat

1. harmadik és negyedik oszlopii
2. mésodik oszlopit
3. olsd és negyedik oszlopit

ugy, hogy a tobbit adottnak tekintjiik.

1

n 3

sh 0.2

3

3

/30
f2e
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ﬁ Fejtsiik hatvinysorba a kovetkezd F(x) fiiggvényeker, es dllapitsuk
meg, hogy hol érvényes a sorfejtésl

X
..tz
@ F(x)=J e dt
Q

X

2, F(x)= j f—‘—tg—f-dt

[+]

X
3. Fx) = J i"t'ﬁ—t—dt
o]

77. Hatérozzuk meg a kivetkez8 integrilok &rtékét 0,001 pontossaggal,
felhasznilva a Leibniz-tipusu sorok hibijdra vonatkozd becslést!

t
e dx

V)

0

2 .

[ sin X
2 dx

X
J
0

In(1+x)
— dx

o .
5. j-——-

1+'x3
. 0
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1
7. j ax
4
o} 1+x
78, Hatdrozzuk meg a hiba megfeleld becslésdvel a kifvetkez§ integrilok

Sridkét 0, 001 pontossigyalt

sh x
X

dx

O .

1
2. f —dx
31/ 2
o 1-x

1n (9+x2) dx

Fourier-sorok
79, Fejtsilk Fourier-sorba a kivetkezd f(x) fliggvényeket
. fx) = sin x

1
2, f{x) = cos 2x
3. f(x) = sinx
4

. fx)= coszx
80. Fejtsiik Fourier-scrba az
f{x) = arc sin (sin x) fiiggvényt.

81. Irjuk fel az aldbbi fiiggvények Fourier-sorit, vizsgiljuk meg
konvergenciijukat!
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f(x)z{x 'ha -31’<x<ﬂ
: 0 ha  x= @2k + 1) (k=0,%1, +2,...) és

f(x) 2% szerint periddikus, azaz
cfx + 20 ) = f{x) minden x-re.
Egyenletesen konvergens-e a Fourier-sor?

a) f(x)=x2, ha -r< x £ X és f(x+2T ) = f(x)
minden x-re,

b) Hogyan kaphaté meg ez a Fourier-sor az 1)-ben meg-
adott fiiggvény Fourier-sora segitségével?
c) Hatiarozzuk meg a
fes) o (o3} - .
. .
E (-l)rl 1 —%— és a z —%— numerikus sorok
n n .
n=1 n=1

tsszegét a sorfejtés segltségével!

0 ha -7 < xS-%r-vagy %—Sxﬂar
f(x)=‘52f,x+1‘ha-£2-<x<0
2

s
-7 X+1 ha 0<x<-é—

fx + 27 ) =1f(x) minden x-re

4, -1 ha -%F < x<-ﬁ—£‘
- B AP S &
f(x) = X ha 5 Sx 5 5
[ 1 a L<xcy
L- 9 ha  x= 2k + 1) (=0, +1,+2 ...)

fix+ 2% ) = f(x) minden x-re.

ha - < x<0
ha << w

ha x = k¥ k=0, + 1, +2, ...

5. a) ,f
fix) = |

DOt e S

fix + 277 }y = f(x)  minden x-re
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b) Hatirozzuk meg a sorfejtés segitségével a

o0

E k 1 e

, (-1) e aumerikus sor Osszegétl
k=0

“1 ha -2 < x<o
fix}=4 1 ha 0 <x <2%
0 ha x = 2k o0, + 1, + 2,..0)

fix + 47 )= f(x) minden x-re,

; --_S]x[ ha 1xi< 1
,»(}-()'rv'ﬂ ha -25x<-1 vagy 1<x<2

fix + 4y = f(x) minden x-re.

f(x) = sin® x ; fx + 2% ) = f(x) minden x-re
a) ae W l
by X &N

82. 1. Fejtsikk az f(x) = % — x fiiggvényt Fourier-sorba a [0) inter-
vallumon

a) csupa koszinuszos tag segitségével

b} szinuszos és koszinuszos tagok segitségével
o)

¢) dllapitsuk meg a E : "'i—g sor Osszegét!
=1 (2k-1)

2, Fejtsilk az f(x) = xz fiiggvényt Fourier-sorba a [0,07)
intervallumon

a) csupa szinuszos tag segitségével
b) szinuszos és koszinuszos tagok segitségével

3. Fejtsiik az f(x) = x2 fiiggvényt Fourler-sorba a £0,1) intervallu
mon ‘ :

a) csupa koszinuszos tag segitségével
b) csupa szinuszos tag segitségével,
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|~

a)

b}

d)

e}

a)

Nem, pl

Igen,

MEGOLDASOK

Igen, mert ha 1.

2,

(IS, |—~8#0

, mert (Sn) monoton névS sorozat,

®

1

: Z(‘ E)
=1

ilyenkor (Sn) korlitos is.

|8,| —0=>8 —o0

és

n > N, igy Sn_—vs

Konvergens, mert

IRED I

n=

k—

1

- 87_
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2. b} Divergens, mert

1 1 1
s, -8 _|= + + +
2
lon 800 e (5ne2) (5n+3)>
+ 12+ 1 + 12+.,,+———1——>
(5nt+4} (5n+5) {5n+6) 5n + 5n
>0+0+0+0+———-1——+0+...+ L >
5(n+1) 5.2n
1.1 _ 1
25" a "0
@ divergens, mert |S -S> 2L, ...+-—1>-1-
! 2n2  “n?! 7 n+1 2n” 2
1
( 82 = % )
d) divergens (a k= 1 )
2 k
) . 1
e) divergens ( ak2 “ 2ok )
Sp= 8y " @) H@y -agt ... ey ma)=a ca
S= lim (a1 - an+1) =a, - lim a1
n—-o n—

Tehat (ak) akkor és csak akkor konvergens, ha a

w
g (ak - ak+ 1) sor konvergens.
k=1
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d

2. (b)

d}

f)

: i
= : =+t -
fierr + [ (Vk+1+ﬁ).(lﬁc—+_'lm),, '

a, =—|[l: . divergens, Sn végtelenheyz divergél..
(N1 - 2 e + (i) = (VT - Vi) - (UK - (D)
a k= 1-Vk lm (T - i) =

k—+m
= lim — . 0
k—oo VE+ Vm
a1= -1, S=-1
s-3

o1+ —)=1n —&%ﬂ‘—”i= In (k-1)-2 ink +
: i

i

]

k
+ 1n{k+1) = (In{k-1) - 1n k) - (In k - 1n(k+1))

_ . _ k-1
ak—ln {k-1} lnk—ln—-——-k 0

= 1a L. = 1p 1
al—lnz, S—ln2
k -—_1-..__L. - =i
(1)1 K e ¢ Tl o=y Sl
1
5=3
1 1 1
1n(1+—)+1n(1+—)+...+1n(1+—)=
1 2 - n

1n (1+1) (1 +%) (1;%)=

2 3 n+1
1In (I 3 ...—n—)= in (n+1),
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f)

g)

lim 1In (n + 1) = oo,- igy a sor divergens.

a sor -o -hez divergil.

1
S = =
1n6
- - 1 = 1,1
51—1, 52—1+2,. ’Sn"1+2+4
1n
(E)_l 1
= =2(1 ~—); S= lim S =
1 n
= -1 2 n—
2
. 2
Végtelen geometriai sor: q=§; a,
a
S = 1: 1 = 3
1-q 1_3
3
=1 = .1, = .1
5=-3 @=-33 3 =-3)
S = - 1
f2+1
2 n-1
1 1 1
= + —_ e —_—
Sn 1 22+3(2) +...+n(2) '
n
1
2 n-1 1 - ()
de 1+%+(%) +,,,+(%) = 2

1
2

_90_
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|

n-1
1 1 i
_1..+ (}.) + + _)n—l l 1—(2) = 2- 2
2B T ) =g 1 1
2 2
+ n-2 2
1 1 1
ERR R N U U
5 (2 5 1 1
2 2
T n-1 n
: 1 1
+ l):'1-1 2) - (‘2‘)
2 1
2
2 n-1
sn = 1+22+3 (2) +.,.+n (2)
n-1 n
1 1 1
) 1+2+,,.+(2) -n&) )
1
2
1 n
_ 1 - ('2-) ] l)n
= _]; n (2
1 4
2
i) divergens,
1. dJeldlje An = a1 +...+ an, Bn = b1 ...+ ]Jn,
C = L
n cl cn
Tetszbleges m, n > N-re:
A -A Sc -c <XB_ -B, wmert
m n m n m n

- 51 -



a)] a +...+a <ec +...+c <b +..+b i
n m n m n m’ &Y

m m
} ak’lZ"k)'
n . n i

Megjegyzés: ha ch pozitiv tagu sor, akkor persze elég

m

Z ¢ | < max (

k=n '

a ¢ < b, feltétel a konvergencishoz.

@ Lehet konvergens, pl.
(0] fod)
- § 1, - E 1
k=1 k=1
w
- k1
Se = > i,
k=1

és lehet divergens; pl, ha ak>'0' és

a, divergens, akkor ch mindenképpen divergens

k
@
a}) Nem kovetkezik a sor konvergencidja, pl. a 1
sor esetén minden p € N-re k
k=1
s ¢]
1 i L 1
1 T +n+p <p =1 0 és és - divergens
k=1

b) Nem, a) és b) ekvivalens feltétel.

c) Igen, ez s Cauchy-kritérium.

Nem Leibniz-tipucu, mert ]anﬂl {[an| fha n> N), de ab-

szolut konvergens, igy konvergens.

- 92 -



[«

Ic:

@ Leibniz-tipusu, mert tagjai abszolut értéke monoton cstkken,

valamint 0-hoz tart. Ugyanis 1n n < n miatt 'an >0 és

fx) =3 -111 monoton fogyé (mert £'(x) < 0, ha x > 1), igy
[2p411<]a, ] &8 lim a =0, mert 180 ) miatt
n—
In n 1 n n
0 < " <2(ha n> N), 1nn<2, in n > >
n-lnn}g- ——1——-<-2---0 Tehat a sor konvergens
' n-in n n ’ gens.
. 1 1 .
@ Nem Leibniz-tipusu, mert > és divergens,
fn+1-1 fn+1
o) .
mert kettesével zardjelezve a E ¢ 1. 1 } =

fo-1  yoeL

n=1

w
=Z n-21 sor divergens, igy az eredeti sor is az.
n=1
(Bar valtakozé eljelii és a —- 0).

4, Divergens.

n

1. Kovetkezik a divergencia ui. E a = A
n k=1

E bn = Bn jeloléssel (Sn) = (An + Bn) divergens

k=1

n

sorozat.
b} Nem.
@ Kovetkezik a konvergencia ui. a Z:(an + bn) részletissze-

geinek sorozata részsorozata az a1+b1+.. '+an+bn+"' sor
részletésszegsorozatinak,

2, a) Divergens.

b) . Konvergens.
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= - 1 11
2. c) Konvergens, meri Sn = (1 2) + {2 3) +.. .+

NS

n+l n+l 1
-1 2
d) Divergens, mert L. = P és
V-1 Vo1
§ 2 .
o1 divergens.
e {a<c
3. §=——+—2- ha
cra -c <b ¢
w © w
1 1
Igen, E a, = 2 E T E —4‘
k=1 L
= 1 1
5, a) Lehet, pl. a = (-1) "
Lehet, pl.
g =Ll 1.1 1.1 1 1 1,
n222r323424525
n
+ (1) —1--+ konvergens, mert két
n n
2
konvergens sor Usszege
; n L1 1 1 1 .1 1
mig Z(I) 3 T35t 3 +4 4+...
2 2
1 1 . ‘ : . :
+ n Tt divergens, mert egy konvargens &s egy di-

2
vergens sur Osszege.

- -



[®

+Ly
1

L

+
17 °°

1,
4

-
iy
o=

1 1 1 1
e
It3*vs 3% 7

O | =

_ Egy lehetséges itrendezés: addig vegyilink pozitiv tagokat,

c)

mig az Ssszeg sem lesz nagycbb mint 1, utina vegylink ad-
dig negativ tagokat, mig az Bsszeg nem lesz kisebb mint o,
majd ujra pozitiv tagokat, mig az Ssszeg nem lesz 1-nél na-
gyobb, stb. Ezt az eljirdst folytatva a sor részlegSsszegei
sorozatdnak két torlodasi pontja lesz a 0 és az 1.

Nem, lasd 6., 6. b)-ben megkonstrailt sor.

7. ayol)y (a, + b ) sor részletdsszegel S =a +b.,

b)

@

1 1

= g+ +b_, ... =a_+h_+,..+ a +
Sp = artbytagthy,.e., 8 ma v, 2, th,

+b_+a_+b_+...+a +b +... 6 i
a, bl a, b2 a, bn sor ?észletosszegelre

8! =a_  8l=a +b =8_; S!=gq +a_= 8 _+a

1 1 271717 371 "2 F1 g
SZk = Sk; Szk+1= Sk + ak+1 (=1,2,...)
lim & = lim Sn =8 mert lim SZk+1 =
n—o n —w k~~o
= lim (Sk+ak+1)=s {mert ak_]_l-—»O)
k-
(]) Nem, pl. a = 1., bn = -1

Hasonldan az a) feladathoz.

A 8. 7. b) alapjdn a sort zaréielezve (an—-O teljesiil)

1 1+1 1



Ic‘:

7. @ A =1+1+ _.+-——1—

n 3 2n-1

: 1 1 1
=gt Tt L b

Bn 2 4 2n

_jelbléssel a keresett sor S. Bsszegére S = lim A2n-B
n—o

n

g

| . 1
az elozo feladat alapjén, (An an) 5 In 2

(An - Bn) —1ln 2 (az eredeti sor)
+ (AZtl - BZD)—— In 2 {mert részsorozata)
1 "
+ (an An) ) In 2' Gsszeadva:

- — 3
»(AZn B) 3 h.l 2

a) . Mivel Z_ak' pozitiv tagu, elég megillapitani valamelyik cso-
portositott sordnak jellegét,

) +... S

; +a, +...
ob) a1+(az+a3) (@, + a7) + (38 +.. .4 a .

La,+2, +4a, + ... + 2%

1 . ny *e

Tehit ha a > 2%.a (
az. 2

' P)_ (a1+a2)+(a3+a4)+('a5+...+a8)+(a9+...+a

k) sor konvergens —> Zak is

| I P

16

> 2a_42a t4a +, ..+ 2% 1

gt2a, ta, a(zn), de ez a sor a

sza K -sorral egyiitt divergens, igy a Za sor
9 n
is divergens.

b) Alkalmazva a, -beli kritériumof, a
o ©

E o log2 n sor azonos jeilegii a’ E 2“,(2"‘)“:1 sorral,

n=1 & =1
mely 2 +1< 1, azaz o <c1-re konvergens.

- 96 -




1141 1 n-1 1
1- 5ty + S -
I 1
1 1 11 1 n
o AT SRR G5 ) L S
AR S T
....... J '
3
1 1.1 1 1 n-1 1
= . Dy st — 4 — + (- —
376 9 12715 1 3
1
1.1 1.1 1 n 1
I T S + (- —
s 12 e 0t T gy

101 1 1 01,1 1 1
-2z -z R N - -
1+ *3 293 59643
-1 2 2 2 1 2
st (=1) (n '2—:'1+3n+“'+ 2)+...—(1nz)
n
n
1.1 1.1 1 1
S d S eI d a2+ (=1) =
1/2 3 175 % e 4
1,1 1.1 1
2 27878 1o -
S
1 171711
3 69 12t ¢
1717 1 1
"2t8 12 1 20 te

Cauchy sorozat:

11 1.1 1 1111
L+ gt Gyt g g5 2

nl 1 1
.o (1) (!—1+——(n_1)2 + 0-2)3

+...+%)=(1n2)2
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2 1 2 2 1
+ + = _— = ==
e TR R TEE TR TR
3 2 n n-1
2° 2 2 1 2 2
*ar it Yoz T3ttt Treey
+__212_.+...+-2—n-k_—+-..+—1-)+- =
21{n-2)! kl(n-k)! n!
a
1 n nl n-1 n! n-2
= —_— 2+ — —
Z i ¢ (- 1)1 Zi@-2)1 2 oot
n=0
o) w®
n! n-k 1 n n
b T T L+ 1) = — @2+ =§ '
kl{n-k}! 1) n! (@+1) %—
=0 n=0
Divergensek, mert \.q-%—»—()
1 3 3 2 1 1 3
a czorzabt: 1+ (2 +—-7,+ 7 (& = -2 - g e
22 2 2 23 22 2
3 3 3
+,... = 1 +Z + E - +
; o1 -
5) .]:211-(2'1 10 2+,,_+2+1)+-—‘ (—1+ ,+l)—!+,,
2 n N 274
2 2
® n
3 32 3p-1 1 1. _ T35 _
Sl ) et ) (2n+1 p =, Q) =t
=
Szorzatsor:
1 1 1 1 1
et e CmrtEE om0
+ (-1)3'1 (—1-—+ 1 + 1 + + —1—) +
: /m V2T bkt Ik "7 ¥’ T

@ A Caucny-szorzat:

2




[~

4.

divergens sor, ugyanis a tagok nem tartanak 0-hoz, mert

Vk#1 . Jo-k ﬁ—nzi (szdmtanl mértani kézép)

1 ___ >_2
il i~k — n+l

1

2

1 1 1> 2 -~
—t ==+, +.t—=<In— 2
w1yt e jook TSt <t
n 2
a) Ha lim 3 - 0, akkor ' <1 (ha n > N), azaz
n— Q0 n n
a <bn tha n> N), igy véges sok tagtdl eltekintve a
an konvergens majorins sora a Zan sornak,i igy
koavergens.
by Ekkor bn <a.]:l (ha n> N) miatt an divergens mi-

norins sora Zan sornak, igy divergens.

w
Igen, pl. E 23.[1
n=1

a)

Mivel sin® n <1, igy (Si—';"—) < —12 miatt
. n
@ @
sin n 1 1 ‘s
E - ~—= konvergenciija
2 2
n
=1 =1
200 sin a 2 )
miatt a (_t—l—) sor is konvergens,
=1

@ {ln n < n) divergens

() ¢h n <1) divergens
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{ " < nl-l) konvergens

(0 < sin ;11' <§) konvergens

h
(a <-l2- , ha (n> N)) konvergens
n _

a) a)=>hb) de b) #> a), mert ha

an+1
lim —5—= 1 és ah+1 L an,
n—m n

: o w
akkor b} teljesiil, de a) nem (pl. E ﬁ)
=1
a) Igen pl.:

1+14i+—1-+1+-1—+.,+—1—+—1—+ 1 + 1 +..

: 3 2
4 8 9 27 n2 n (n+1) (n+1)3

. konvergens, de

1

2 3
n n
2
n

= > 1 (ha n> 1)

3

b} Nem, mert azokra az n-ekre an> 1, igy a tagok nem
tarthatnak 0-hoz.

a
ntl

a
n

n
Legyen lim Vi<p, lim <gq

a) Ha p<l1= an konvergens majordins sora a Zan-nek.

b) Ha p>1 végtelen sok tagra an'> 1, igy a - 0=
a sor. divergens.
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(-]
:

s}

c) Ha g <1=n>> N-re ay .. E qn konvergens

Q0 N
majorinsa a E an-nek.
N
1 1 1 1 1
dy pl.: T +—S+—]+. ..+ —+ + i
2 32 23 22n L 32n :
—_— an+1
esetén lim = o, a.sor mégis konvergens

n
(persze divergens is lehet).

a
+
Kovetkezik abbél, hogy ha létezik llm —22= p, akkor 16~
: n—w n
" T aln+1
tezik nllmw Va=q és p=q, valamint ha Ilim a < 1,

n
akkor lim ]/ a < 1, de forditva egyik sem igaz, tisd 3.d,,

an+1 2n+l nl

- : == 0 <1,
+
an (n+1)! 2n

igy a sor konvergens.

Konvergens,
+
®p+1 - 2" 1(n.+1)1 o 2 n°
- . =
2 @)™ 2% )t
2 2
= — —» = <1, igy a sor konvergens.
1.n e
(1+E)
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®

€)

®

® @

®

ntl _ 3 - 3 > 1, ezért a sor divergens.
a 1ln e
n (1+=)
n
Konvergens.

. 2 n —\2 .ﬁ
e L

n 2
lim (—V;F—)—= El(l.

n—-

Tehat konvergens.

n
V 1
an = oo -0 <1, konvergens

n . LB 1
V a = {1- E) ™ <1 konvergens

n 1\2 llfﬁ Vi
Van=(1 ‘I/E) =.|:(1-]f§) :l —0 <Z1, konvergens

n
/an = arctg n — %-> 1, divergens

n
_ n¥| — n I* V?

uE]-lsin -3—‘, lim|sln =31 5 <. 1, konvergens

n n

L!;; =1+ J% —- 1, de ha n pdros, akkor > 1

Integril-kritérium alkalmazhaté, mert —fn— N 0:

fe‘ﬁ'dp im (F(n) - F(0)), Vx=1u, =x=u

n—o
0
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Je® . 2udu=-e"20+fe" . 2du=

1]

J\e- vx—dx

=-¢ Y . 2u-2 e ! - Z_e-u(u+1)

2u+1) _ 2(¥x + 1)
a x

Q e

F(x) = =

[0 o) R
f e ™ax= lim (--ﬂ—E‘;—IL+ 2) = 2
i

n-—qao er—
(1 S5-o)

1
{f(x) =57} divergens

{f(x) = ;1(- (In x)-z) konvergens

f(x) = i ) o > 1 esetén konvergens

x o < 1 esetén divergens

sh x '
( f(x) = -—-—2-—) konvergens {f'(x) <o ha n > 10)
l+ch x
a .
lim 7= A # 0 miatt minden & > 0-hoz van olyan N;

n—-o n

. a
hogy ba n >N, akkor A-& —— <A +E& . (Legyen & > A

b
azaz A - & > 0). n
Ekkor b >0 miatt (A -€) b < an< A+ & b s
- - : fa
(A E)bn {a ~miatt, ha > a  konvergens an is az.

a LA+ E b miatt, ha Zan divergens an is az, azaz

2.3,~ 2 by
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b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

2 6 b= —-
2"-n 2

Alkalmazzuk az 1.-ben bizonyitott tételt.

Legyen a =

lim
n--0 2 -n- n—ow - = | miatt

azaz konvergens.

(~ > —-;— konvergens.

n

{~ Z %) divergens.

{~ Z %) kén\iergens.
n .

(~ Z —ln- ) konvergens.
2

{~ Z % ) divergens.

1 n -1 n 0
5w (T
1

{~ Z -11; ) divergens.
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. 1
i) (~ Z—li * mert ————i——n—- ~ 3) konvergens.

- Hem. Att5l fligg, hogy a "milyen gyorsan" tart a-hoz, lisd

pl. b) 1., 2., 8., divergens, de 4., 5. konvergens.

n n n
’ 1 : 1
-1 ™S » = = —
a) an, . ha n>(1+“), de (1+n) e

miatt igaz, ha 2> 3

= [

1
X n
b) lim 2L lim a';1=lna miatt
X-—=0 n—+ o
n
1
(r~ ZE) divergens.
1 1
n n
1 -a a -1
c) 1 = 1 —_ - In a a <1)
n n
~ z— divergens.
1 - cos —
d) lim 28X _ \im - =§1 miatt
X—0 b n-—a —_
2
n

~ Z —1-2- konvergens.
n
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f)

"\,’

b)

c)

lim 1 = lim = = lim X-Sl; £
n-— @ -y X—=0 x X—0 X
n
= lim l-cozs X =-é- miatt ~ 2-1—2- konvergens.
X—~0 3x n
2 2 2
1 B 1 o +1 1 n
e-(l+r—) < @+—3) A5 =
n n n
2
n
= (1 +__;.) [1 + __%.- 1]< -8, konvergens
n n n
n
1
e-a+ny
lim 1 = 3 mert
n—-m =
n
1
-+ Y
lim L-Qry g (L’Hospital szabély
y—-0 y segitségével. )

Z | an[ konv, igy

tha n >N) igy an2<|an[ miatt Zan2< Zlanl

an—-O miatt [an| < 1

2
igy Zan konvergens.

®
Nem. PI, E ’lz- konv., mig Zi— div.
: n

konvergens, de Z% divergens.

i n
Nem, PI. Z 1)
] a
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_n__n > 2 b%=1lal. b
n n

igy Zan bn abszolut konvergens.

1
Legyen Zb = Z‘E és alkalmazzuk a)-t.

Legyen Z( VTa—n )2 konvergens és % -—;——
n

a

konvergens, akkor 2. a) alapjé.nz is konvergens,

2
+ +
(a, b) Za +23a b +3b
konvergens sorok dsszege.

Nem, pl.: (-1) 1 esetén lim n.a_ nem léfezik.
n N O n

Ha létezik, akkor csak 0 lehei, mert

lim n.a = A >0 esetén lim —-‘i—-= AF0
0o -~ n-—-+~ow -
. n
e o] o]
{att Z E .
mia n a —E sorral egyiitt divergens lenne.
n=1 n=1

lim n . a =+ esetén V¥V K-hoz 3N, hogy

k 1
n.a >K@a n>N. gy 2> miatt )a > K. s
emiatt divergens lenne a sor.
; : 1
A< 0 nem lehet, mert akkor 7 ( a)>p Z " lenne.
Legyen & > 0. A tagok monotonitdsa miatt
n+l n+2

£,
2>|a + a + ... -I~e12n1>n.azn tha n > Nl)'
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b)

b)

vagyis & >. 2n ., 2y ha (n> Nl)

a paros indexli elemekre,

£ a ...+ ‘a2n+1] > n.a, o tha
28> 2n a 1 (ha
£€>8501 - fha

vagyis piaratlan indexii elemekre

n>N2)
n > N,)

n>N3)

n>> max (N2,N3)

& 2n -
> (2n 1)&12‘1_1 . ha
i e
vagyis & > n.a (ha n > max (Nl'NZ’Na)
Nem, PIl.
1 ba n= k2
n .
a =
n
L ha n# kz
2
n

Zan konvergens, de lim n . an
n—o

Lehet, pl. Zan konvergens, ha

1 ! k
ool ha n=2
a = _
1 k
5 ha n# 2
n .

kKE N
Lehet, pl. Zan divergens, ha

1_ ha n = 2k+l
2
n +1
an=
1
Y ha n=2k
kEN
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16, Igaz, mert lim n.a =0 miatt
n—-@

£ = 1-hez 3N, hogy

n.an<1 tha n>N), igy

1 .
an<-£ ha n>HN)

Az an\ 0 nem hagyhaté el, erre ellenpélda a 16, 3. a)-ban

megadott sor.

a a a
17. 1. bn+1 < ha n>N, miatt —bﬁ= K jelslés-
n+l n N
a : o
sel -i’—n— <K tha n>N) és a < K.bn-bol

kovetkezik az Allitis.

+
31 _ " 1(n+1)! o = ol n )“> n__
+ + +
a, (n+1)n 1 e® nl n+l - atl
1 ©
n+1. : E : 1
= 1 és n divergens.
n n=1

2, a)l. Az els8 esetben az E —:L— sor tagjainak hényadosaival ha-
g .

sonlitjuk Ussze a Zan sor tagjainak héanyadosait.
Megmutatjuk, hogy van olyan ¢ > 1, hogy

1
81 (1)
n n
a < 1 (ha n> Nl)
o
n

- 109 -



a

n{
n+1l

.
n(——-1 2 o +E& gy
n+l

{ugyanakkor 1 + %+ ‘E" >+

ha n> N mert lim
n—» o

ol

n

1

n &
A+ <1+ =),

a

Tgy >a+ 2y =

n+l

ha n> max {Nl, Nz), vagyis

n+ 1%

1
a oL
n+l < ¢ n ?L ___(nt1)
a nt+l 1
a —_—
ol
n

a

n+l
o
o)

1
1+

n

21

-1

n> N

igy a

- 1)—~p >1 miatt van olyan &> 1, hogy

ol
+ —

2!

-y
n

miatt

vagyis

% L (> 1) konvergenciija miatt a Za sor is
™ .

konvergens.
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17. 2. a) N, Ha n( -1 <1
n+l
a
n <—i+1:n_+1’
n+l n
a 1
n+l n o+l
a n+1 1’
n —
n

sor divergenciija miatt az

b) A Raabe kritérium alapjan

s nt+i
nlit:lm [n (1 ) atn+l )

ha

és igy

n>

N, akkor

és igy a 1
44 n

=1

2

J=a

gor is divergens,

miatt

konvergens, a <1 esetén divergens,

(1 -22) <1 miatt divergens.

nt+2
n
118, [1] Jelslve % a = A
k=0

n

k=0

‘n-1
SZ Ak(bk ) bk+1) * Anbn'
k=0

@

a>1

a=1 esetén

n
5, = E ab =Ab + E (A = A )by =
k=1

esetén

De a E Ak(bk = b, .) sornak abszolut majorins sora a

k+1
k=0
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w
— .
- - L > -
18 (1) ) Kby by, mivel Kby - bg)= AgBy,y)
k=0

4]
8 Z K(bk ) bk+1) = lim Kb - b )= Kb konvergens,
K=o n-— o n o

igy lim Anbn = ¢ miatt lim Sn létezik és véges.
n — n—@

18. () 1. alapjén ;11-\0 és

n n
E - 1 2 . 1_
sin k = o 1 sin k . sin 2
k=1 B2 &1
n
-1 E [cos &k - 3) - cos (k +'_-]=):] =
2 sin 1 2 2
2 k=1
= ———1—1— [ccs % - cos (n +%)]_<_' L
2 sinE sm-z-
korlitos.
19, 1. a) a = y jeloléssel, ha n — o, akkor y-+-a és
. Iny-1Ina 5 , Inan-lna 1
lim —f——————= =, igy lim - ==
y-a a a -a a
y—a n o n

miatt egyszerre konvergensek ill. divergensek.

b) Minden olyan differencidlhaté f(x)-re, melyre f'{a) # 0.
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19. 2. a) 1. lim a = 0, ekkor a =y jelbléssel:
n—-

in @ *y)_
lim Y 1 miatt 38 ~>n(l+a)

y—©0

2. lim a # 0, ekkor lim In (1 + an) #0
n— n—

mindkettd divergens.

b) Minden olyan f£(x)> 0 fiiggvényre, melyre
im 84

X-—-0

n [40] @
3. ln'bn = E In (1 + ak). de E In (1 + an) ~ E a
k=1 n=1 n=1

an> 0, és f{x} folytonos, igy egyszerre konvergensek ill,

divergensek a sorok,

1-nln(1+l)

4. 1. a) lim - B o lim (n-n’ln (1 +3))=
n-—o - - n
n
_ um_l__ln(1+x)= lim x-ln(1+x)=
X 2 2
X—0 X X —=0 b4
.1 —
= lm —F o oy 2D 1k
2x 2 2
X —=0 X—=0

~ % % divergens.

n
1
by  Ydne-ln( +%) y=>[1-ntn @) miak
divergens.
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19. 4. 2. S (V7T - |cos —11;) ~3(1 - cos %) {mert

’ 2 1 - < 1 1
(¥ =5 ¢ 3 - cos) ~Z:2—)

vagy

1- V sl 1-desE
.. . h 1
1 = - 1 miatt
Y {1+ |fcos =) —3
n .
>3
PN
2
n
w o .
20. (1] @ R = E a < E b <B-8  (R=SS)
k=n+1 k=n+1
.
) = . < .
b) IBDI E g | S a Leibniz soroknsl
k=n+1
2 © _
c) Rn = E a < f £(x)dx tha f(n) = an)
k=n+1 ntl -
n n
2
2, a) (1111+1)1 < == miatt
2t M .
al  (o+1)! B
n 2
SR S S ) S
n! o+l {n+1) (n+2)
n 2
< 2 a _.3_4. 2 + . .+ <



b)

c)

b)

c)

2 1. .12 _
<nl @+5+ Gy + ) =
n L n+1’
_2 1 _ 2 -4
== l_i_ﬂ! < 10 ha n > 12
2
2 1 )
(n+1 <2 ha n>3
i ---- -4 7
an[< (ntl) In(n+1) < 10 ha n>3
mert Leibniz sor.
w @
% e VE(I e V—X—dx=
k=n+1 n
/e @
2(Vx + 1) 2n+1+1< -4
= - | —— = — 10 ha n > 120
’: e[ﬁ? ] e|/n+1
n+1
2
1an+1| < q'anl * Ian+2] <4 Ian| ot
R, |= lag v vt <la I tla el <
2 = ~a.
<[an| q+]an| qg +... -]anl g

Az a)-beli gondolatmenetben nem hasznaltuk ki, hogy g
konstans,

a
+ +
®) —:—1— < l‘n—l ] 1l6 igy alkalmazhaté a b)-beli
n :
n+1
férium = — .
kritérium . = Tou <1 esetre
R < ngn+12)n_2
(150-1)4
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20. 3.
4,
21 1

n

¢, =55 &y Ja<1, hogy c, <a

n ntl
ha n>N |Bn|<2n -
. n+l

De ha Leibnitz sornak tekintjik | R | < oy Jobb
becslést kapunk. ' 2

dx _ 1

20

X
1 1 - 1 1

c) PB)
1
w
- r
Rn\J
n
R:
n

) (@)’

* Fee” TarD) 2) T (r2) (oe3)

1 1 1 1 1
* (1 "2 ) (2 v AR |
1) Ha [3> 1, akkor of minden értékére konvergens.
Ugyanis
1 Ha O 2 0;
ol
Mivel (In n) > 1, ——1&—<——é— és E 1
{In n) nﬁ n n‘B
konvergens.
2. Ha 0L <0; &s (5= 1 + & jelléssel ha & <&, ak-

ker mive. ('n n;a’ < nc" (ha d >0 és § > 0) telje-
siil, ha n nagyobb mint egy of &s @-tél fiigg8 kiiszob-
szam.

¥ iy
(In n} n_ 1 . & .
P S E T T hEs 1+€-0=6 >1

miatt
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© 0.8

21. 1. a) 2. E —1 < = konvergens.
{In n)d n@ - nG
' =2 n=2
Megjegyzés:

Felhaszniltuk, hogy

(In n)d' < of (eL,3 >0), ha n "“elég nagy".

1
Mivel ha p>0 lm 2o pm “p_l =
' n-—-@ n a0 pn
= lim L = 0,
p

n— Pn

) ,
o
igy  lim -ﬂieﬂL—= Um (22 V-0 miatt.
n - n'g

n—+ n
minden (ot,p } parhoz van olyan N, hogy ha n> N
e
akkor _(1_:1}[11__ < 1 vagyis (o n)* > n®

b) Ha (5= 1, akkor ol >1 esetén konvergens, o s 1
esetén divergens.

w
—-]'——-dx = lm (In x)"m'-"1 _ 1 -
ol ~gt+ 1 -0+l
2

XIln x X —w= 00
{o ha o >1
w ha o <1

w
f 1 dx= lim Inlhx= o
4 X—= 0
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21. 1. c) Ha [3<1, akkor O minden értékére divergens.

1. %9
Mivel (ln n)OL 2.:1; ——-1&—' 2 - és
{In n) np P

)
E -—16— divergens.
2 .

2. & >0 f=1-& jelsléssel, ha $<E akkor mivel
In p~ < n? (ha >0 &8 I>0) teljesiil, ha n

Helég nagy"
1 > 1 - 1
o 1-& § 1-& 1-£ +&
{lnn) n n n n

1-E+8= <1 miatt

@ w
E 1 > E 1 divergens.
=2 (ln n) n 2

2. Haszniljuk fel az 1.-.a)-beli megjegyzést
a) divergens, mert Ilnn«< n,
b) integrilkritériummal divergens.

c) integrilkritériummal konvergens.

d) dlvergens_, mert n >N esétén {In n)n<' n.
e} konvergens, mert In n > 1.

f) integrilkritériummal divergens.
i/2

H

g) konvergens, mert (In n)3< n (0 > N esetén)

h) divergens, mert ({ln n)5< n1/4, (n > N esetén)

i} divergens, mert - —
(In n)?

J) divergens, mert In n>1
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5.

Ha o.<0, akkor X = - jel5léssel a Zan sor tagjaira
-1 a_ —=0
a 1 » gy a) ,
o
e
ha O = 0, akkor a = l-—f—-—ﬂ,
n e
ol
ha ¢ > 0, akkor :L < —;— (mert e" > nz_, azaz
n “n

e
nd' > 2 In n) miatt a E —%— konvergens sor majorilja a Zan
. n .

sort, ) . E
Tehat konvergens, ha ol>0 kilénben divergens.

o -1 »
2Le-dT 2t e
]

oL>1 konvergens

ot <1 divergens

~ 1 —1 <o di\;ergens
E, n[B-l E anl -1

%) >0

e [3 >1 _konvergens
p 21 divergens
11 _ & - .
o " ok’ igy ha ' Inok > 1 konvg_rgens, klilénben
n .

divergens (ot > e)

1
i1 Z 1
o 1 —1lnot miatt ~ 5 igy tetszlleges O -ra konvergens.
5 n
PRI d‘ . .. e e e . = i ] -
{(~ E (.—1) . E ——-—-1-—-) €y (5>1 re konvergens,
[[n— na & +p 2 :
2
n°
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10.

11.

12.

1 - l: - 3 l ~ —
'sin('Jf’ +;)—cosﬁ7slnn {=1} sin n) { z }

(NZ(%?L [51 ) ; o+ > > 1-re konvergens.

n

1 1
(~v) — ———) & + 4> 1-re konvergens.
Z o { ﬁ)ﬁ - -g

(NE L L, ®+[ > 1-re koavergens.
2 of

1 1
("’5 ;._?.—o(, n_[” ) 2o +(5>1-re konvergens.

(~E L L) 2 0L + 3> 1-re konvergens.
2 'nl’5

1
o*- = 1 1 ~.
) ol 2 > 0 konv.

n 2 ol -
1 1"
wy |- =L ~> () )
L Y & < 3 div.
(A hatdrérték L’ Hospl_tal—szabély segitségével szdmolhats.)
1
(NZE) divergens.

1
n

Abszolut konvergens.

l-cosy— 1
n n

(~ % —21—) konvergens. .
n .

. 1 1
In cos || = 1-cos lf—
1 n n 1
(~ - ) divergens — — =
: n ‘ . 2 /
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10.
11.
12,
13.
14,

15,
16,

17.

18.

.21
1 1 sin —-n
1 - ==29 - A ) :
cos n sin °n és — 1 miatt

4n

1

"’E — konvergens.
2
4n

2n
1.n 1n n 1
- + - - = - - m—
C1+5) A-2) =¢) - )
(divergens mert a -~ o)
Abszolut konvergens.

Divergens.

Divergeans (an—%» 0)

n
£ abszolut konvergens ( E 1 <

e fn "

e

=

- konvergens, lisd: 22. 1. ( ;n— <"1'2— ha 1> N}
e n

Konvergens.
( Nzl } divergens.
n

f kritériummal divergens.

Konvergens,
1 N
{~ ZE ) divergens.

Leibnitz-sor, konvergens, de nem abszolut konvergens.

- 121 -



23,

19.

20.

22,

®)

25,

26,

2
a < -———05r
n (n-1)3/2

miatt) konvergens.

N :
{ f n3 73 ) konvergens.

Leibnitz-sor, konvergens, de nem abszolut konvergens, mert

1 . P
E P divergens f kritériummal.

1
In n

i J—
Ahszolut konvergeus, meri |/ian| = —0<1
Konvergens Leibnitz-sor, de abszolut nem konvergens, mert

Iln (1 - n_ll)l

1
n

(NE 12 ) konvergens, / 1 =I 1 2
(2n) Kn 2! &Zn V(—z; ) ’
1
2n — 2 \
o lasd -5—2—)
[en)t
1
(N; —-2—-) konvergens.,
—n
i n.— n
i Va n
Lo maes] rall I
|21 T Ta o b | = |omb|” Jinb] 2

miatt abszolut konvergens.
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23. 27.

1

[3n+1l _ e > n__nHl
Ia n n+1l
@+
n

+

nl

=M

a harmonikus sor hinyadosaindl nagyobb,igy divergens.)

28. (! < nn) divergens.

Inn In a a>e

29, (a =n ), konvergens, ale divergens.

r lnn In a
30, Ha a>>e konvergens, lisd: 21, Ka =n )

ha a = e konvergens,
ha a <e divergens.
9 :
31. (Inn>2 ha n’>e ) konvergens,
32, (Gybk-kritériummal) konvergens.

2
2
@ ({ In n,‘n]Ln n> n ha n> e ) konvergens.

34, (Gyok-kritériummal) konvergens.

nn 1
@ & < g5 ) konvergens (1d. 33.)

36, (n|/ In n — 1} divergens.

37. 0<la < é konvergens, a Z% divergens.
@ 0L> 2-re konvergens, o S 2-re divergens. (ldsd: 21.)
‘ nln ——
In{n!} nlnn In n In n! 2e
o CTx Tt ol > oL B
n n n n n
] 1n2—e S 1
A-1 o -1
n n
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40.

41,
42,
43,
44,

45,

46,

47,

In"n
=Inn
n n n 2
n € In n
konvergens ! lfa = = — 0, mert —
\ n In n Inn n

vagy
In a, = {In n} (In n) - n ln (In n)

n 2

n
In iq=%lnan=lin-lnlnn——--m———> V;;——’O

R | +
= ) (-1}n 1 __1 Leibnitz sor) konvergens.
=1

- g
(= 2 {-1) o Leibnitz sor) konvergens.
=1

(an—f—- 0) divergens.

n :
( lim } (sin %)n = 0) konvergens,
n-— @

I sin% 1
( f a <"-§- ) konvergens.
n
n
sin 2 1
l%— < -—r;-) absz, konvergens,
| 2 2
/ 1 . n HIEE!
""nsin — {— &s lim I o2 miatt konvergens.
: n n n 2
{ 2 2 n—m 2
/ (sin L ) n sin L
2 2
[ . n . n . 1 :
! lim = lim ————=1 ~ = divergens.
: 1 1 s
y I- 00 = n—-mw -7
n n2



24, KeresendSk azok az X, valés szfimok, melyre a

(s ]

E numerikus sor konvergens. Mivel

o

n=1

o ool

E 11 § 1 -

nxo = xo o o@ fiiggvénysor minden X -Ta

=1 =1

divergens, KT =4

w w

E -1y* 1 E :(-1)“
2, = — miatt KT = (- o, ®)

nx | X n

n=1 =1

@
3. E xorl g.c=.etrial sor mely abszolut konvergens,

n=o

ha |xo[ <1 kiilnben divergens KT = (-1, 1)

144
4. A g hiperharmonikus sor konvergens, ha
n ©
=1
X >1 KT = (1, o)
1 .

5. KT= (o, -1) U (1, @) (; hényadosu geometriai sor)
6. KT = (0, )
@ KT = {0} mert ltm e - % By % #0 -ra a

n—=

tagok nem taranak 0-hoz.



24, 8. a), b), c)a 21. feladat speciilis esetei

a) KT = ¢ & = x, =0
b) KT = (1, o) oL = x, f=1
¢) KT = {1, ) o® =1, f=x
d) 22.3 feladat o = x, f=1 esete KT =g
e) 22.3 feladat x = x, p=2 esete KT = (0, o)
25. 1. a) Az dllitds a gyokkritérium kovetkezménye.
n
{Ahol  lim lfn x| >1 ott a sor tagjal nem tartanak
n—
0-hoz.)
b) Ha fn(x) folytonos minden n-re, akkor
n
lim [“ fn(x)l =1 (ha a limesz létezik)
0 — 0O -
2. a) Igaz, a gyokkritériumbdl kbvetkezik.
@ Nem. Pl.:.
1, x x2 x3 x4 x5
—+ =4+ —+—+—+— + ... KT a (-2, 2) Jde ott
2 3 2 3 4 5
2 3 2 3
e | S | s
I f (x) me g
n n-—-~
KI = (-2,2) mert
<"
[ —— ha n = pAros
n
2
fn(x) = o miatt
T ha n = péaratlan
3
— n lxtn 1X
lim Vrfn(xﬂ = lim T TTg
n— o 2
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26. miatt a sor konvergencia tartomdnya Ixl< 2
(x = + 2-ben divergens)

27. @) Sn(x)=(1-x)+x(1-x)+x2(1-x)+... + x50 Y=

- - n
=1--x+x--x2+x2--...+xnl--xnl-x=1-xn

SE) = lim S (x)= lim a-x=1 ha IxI<3,
n—aoo n—qo

1 ha [xI<1
és 8(1)=0; KT = (-1, 1]; S(x) =

xn ha |x1<1
R {x) =
o 0 ha. x=1
n
cos x-1 1
2' S E e———— S =
n(x) cos x-1 °’ &) 1 - cos x

KT = (- @, o)~ {x:ix =27 , k € IN }

n
Cos X

Bn_(x) - 1-cosx

28, @ KT =( o, w), f&x)=1 mert minden xo-ra

X
; o]
lim =0
n—= 00
X
2, KT=(-w, w), fx)=¢e
3. xT= {0}
0 ha 2Lx<2

L
=
H
f

-2, 21, fx)=
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28. (5) KT = [0, w), f(x)= mert
X ha x>1

< < R S
ha 0 x5 1, Y, x jeldléssel
o
nr 1
lim V' l+—g—=1 és x_ >1-re
¥y o
n—=o )
nlf i
lim 1+x0 =
—_x . X =X
n-— X o o o

KT = {0, o), f£x)=x mert

In x X
X + + ~
lim fn(x)= lim ; =X
n— n--0 ., X si;x
n

minden x-re, melyre az f (x)-ben szereplS fiuggvények mindegyi-
ke értelmezve van. n )

29, 1. @ Legyen € >0, Ha cn——O akkor 3 N (&), hogy
~
jeg [<€» ba n>N Igy |r &) <c <&, ha n>N

minden X € I-re, ezért fn(x) =< f(x) I-ben.
by &) igen, mert f(x) =0, KT = (- w, ) &8 itt

r0 1=

SLnnx]S_L__’O_
n n

i(3) igen, mert f(x) =0, KT = (- m, m) és itt

| n
| arctg x ‘ <

r
|7® 1= | 7% o 0
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29. 1. b () igen, mert f(x)= o, KT = (- ®, ®) és

i X
sin <
BRI e

n n
. n '
tha n>N).
2. a) A definiclé kizvetlen kovetkezménye,
b) Az a)-beli 4llit4s itfogalmazisa,
© &) Nem, mert f(x)=0, KT = (-1, 1] , de az

xn =1 - 1—]; pontsorozat mentén

n
- T SR | 1.1
lim 'rn(xn}l— lim ’(1 ) - n) 5 2,#0.-
[06] - n-—-=ao e

n-—»

f)  Nem, mert fx)=0, KT: (- o, co)~{0]
de az X =n pontsorozat mentén

U re)] = 170

-¥)  Nem, mert f(x) = 0, KT = (- 0, ), de az xn-*n'
pontsorozat mentén:

lim 'r(x)"= lim IsinP-l= sin 1 # 0,
f-c0 n'n n n

-

3. Ha a_— 0, akkor ]rn(x)l Sa —0 miatt fn(x), = f(x).
Ha fn(x)z f(x}, akkor minden & > 0-hoz 3N, hogy
¥ x € I-re, lrjn(x)z<£ ha n >N, igy '
sup Irn(x) |<5 ha n>N.
XET
®) o) 1gen, mert f(x) = 0, KT: [0,1] &sa

n+l I

max ‘xn - X =a jeliiléssel
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29. 3. ® o« («"- ) = @ L es®) = o,

- =q - L i
ha x= 1 Xn =1 ol pontsorozatra veszi fel

Irn(x)] a maximﬁmét ,)

1 . P 1 n+l
an=|rn(xn)|= (I-;;I)_(l-nﬂ) =
n
P | (1.1 -=L,]=
= n+1) L1 b n+1)]
n
= -1 1
a n—!—l) n+l 0

[3) Nem, mert f(x)=10, KT: (0, o).

' lmnx » _1-1Innx _
(Irn(x)l = % ) = nxz =0

ha x=

=

, X =E), és itt |r(x)|=14~0.
n n n n ]

T) Igen, mert f(x)=0, KT:[0, o) .

1
|rn(x)| a maximumit x = n ~ben veszi fel és itt
| Tn (xn) T he 0.

4. [a] Be kell ldtni, hogy If(x) - f(a)l <& , ha Ix - al<J .

|£x) - f@)] = |fx) - fn(X) + fn(X) - f(a) + fn(a)-f(a)lé

<

fx) - fn(x)l + |fn(x) - £ (@) |+ £ (a) - f(@)] , ahol
lf(x)- fn (x)| < £ , ha x€f(a,h), mert fn(x) = f(x)

(a,b)-ben,lfn(x) - £ (a)] < ET , ha [x - al<Jd,
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29.

4. a)
b)
5. a)

&
mert £ (x) folytonos a-ban, |fn(a) fa)| < p
mert fn(x) konvergens a-ban és — f{(a), igy
|£x) - fla)l < &, ha |x - a] <.
0 ha x>0

o) Nem, mert f(x)= KT = [0, o)
1 ha x=10

nem folytonos [0, w)-ben, igy fn(x) == f(x)
(0, m)-en sem.

{
- % ha x <90
[3) Nem, mert f£(x}= KT = (-0, w)
0 ha x=10
% ha X >0

folyt f f - sam.
nem folytonos, igy n(x) = f(x) (0, ®)-en sem

’H‘) Nem, mert
fix) = 0, KT = (-1,1)
és a fiiggvénysorozat nem konvergens az x = 1-ben.

Igaz, mert a sup [rn(x) I = an numerikus sorozatra
x €1

]rn(x)] < a , mely 0-hoz tart, ha f (x) == f(x) I-ben
(ez az 1, a) megforditdsa).

Igaz, mert ha fn(x) % f(x), akkor van olyan (xn) C1

" pontsorozat, hogy Irn(xn)I—,L»O. Ugyanis, ha

fn(x) = f(x), akkor van olyan EJO > 0, hogy minden N-hez
van n > N és x €1, hogy lfn(x) - f(x)[ > E’o'

Legyen Nl-hez nN1> Ni_ an hogy
3 \‘ 1 \\
fn (xn ) - f(xn ¥l '€’o és N2/ B s hogy
N1 N1 N 1 2



r~ - -
5. E)ﬂ _t‘n (xn ) f(xN ),>€_0 stb., Nk hoz By hogy
N N, 2 k
2 2
~ 3 w
. an (an ) f(xNk)’ - 80' &Y. (xNk) pontso-
k k k=1
rozata r x  )]—0
: "N ™
k k

(ez a 2, a) megforditisa),
c) 1Igaz, lasd a 4, a)
d) Igaz.

a), by Ha pl. Irn(x)|’>0 (a,b)-ben, akkor ]rn(x)l mono-

ton nd, sup lrn(x){ létezik, &s 0-hoz tart, ha b-ben

fn(x) konvergens és nem tart 0-hoz, ha b-ben nem
konvergens.

fx)=0 KT ={(- o, ), deitt fn:#: f(x), mert X, =n

pontsorozatra Irn(xn)l = 10,
{ET} = {[é,b] ; a,bGEEj’ , mert

max {(lal, |bl)
n

[-rn(x)l — 0, ig fn(x) —= f{x) I-n.

f(x) = 1, KT = (- ©, ), {ET} ={[a,b] : a,bEIR}

fn(x) =z f(x) I-n

f(x) = 0, KT = (- @, o)\ IN, és itt £ (x)=£ £(x), mert

1
X, =3 -n pontsorozatra |rn(xn) [— 2 4~ 0,
{BT} ={[a, o)\ M ; a€ IR} , mert itt ha a > 0, akkor
: PR | 1
x)1 < — ¢ x)[< = —~
l);-_:h(x)] S —0, ha a0 akkor lrn(x.)l[_ =0,

fn(x-) = f(x) I-n.
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30,

4,

®

f(x) = x, KT = (- 0, @), {ET] =[[a,b] : a,b em}
£ (x) = f(x) I-n. '

0 ha -1<x <1 :
f(x) = KT = (-1,1] , de itt
1 ha x=1

f (x) >&= f(x), mert fn(x) folytonos minden n-re f£(x) pedig
n

= {-1,1)-en sem egyenletes, mert x =1 -%

nem. I1

cq . lp 1
pontsorozatra rn(xn) = (1 ) " #0

{ET} ={[a,b]: a,beR, -1a<b<1}, mert

]rn(x)l < c“—+0, ahol ¢ = max (|a], |b]), igy
fn(x) = f{x) Iz-n.

0 ha [x] <1 n
f(x) = {

€ 1= ¢1%-3  divergens. )
n [N
e ha x=1,

KT = {-1,1] , de itt fn(x) =#= f(x), mer £{x) nem folytonos.
I].
r &) =10, {ET} = {la,b]: abem,

1
= (~1, 1)-ben sem, mert x = 1- P pontsorozatra

-1,<a<b<1§, mert lr(x)|=‘r(x+—1-)n‘ﬁ(c+—1-)n
n n n
ahol ¢ = max (lal, |bl) &s van olyan c<d <1 szdm, hogy
1 1%
o =M miatt (x+ ) <d'—o0

tha n >N), igy f &)= () I,-n,

C+‘z'<d (ha n>

e'; KT = (- o, o), de itt £ (x) £ fx), mert x =n

f{x)
pontsorozatra Irn(xn)l = |2n-en; - 0; {ET} = {[a,b]: a,be]B},

x n X +
mert (1+;) Ae &s (1 +§}n1\ex x € R-re;



|eX - +§)n|<|(1 +§)ﬂ+1— (1 +§)“ =.

fl

30. @ |r ™|

|
(1+5n)n L R P g

1

ahol ¢ = max (lal, [bl), igy fn(x) = {(x) I-n.

i
8. fx)=e KT =( o, 0)U (0, oo)
{ET} ={(- w, -a]Ufa, ®) a€R, a> 0} hasonléan a

7. feladathoz, fn(x) = [{x) Il—en, fn(x) —_— f(;() Iz-n.

0 ha x| <1
9. f(x)= —;— ha x=1 KT ={- 00, -1)U (-1, m)
1 ha [xl >1

{ET} = {(- o, a]Ju [b,c]Uld, @) : a,b,c,d€E R,
a {-1<b<ec<1l <d}

fn(x);t;f(x) Il, 12 és Ig-on.

10 fx)=0; KT =[-1,1], ET =KT, mert | r )] < % -0
I CET, igy fn(x) = fix) I-n.
@ f(x) = 0; KT = (- ®, -1]U(, ), mert ha |x | >1,
nxo
akkor lim o 0 (az exponenciilis fiiggvény '"gyorsabb"
D~ X

mint a hatvanyfiggvény).

. . n
Ha x = -1, akkor £ (-1) = 1)
(0] n n

__>0;

ha X, = 1, akkor fn(l) =n ha |x0| <1



1

__1 .. yo n . :
@_@ (yo— % jelSléssel) az wn Yo fiiggvény nem Kkorlitos.

It £ () e f(x)

fET} = {¢- o0, -1]JU[b,c]: b,ceR, 1<b<c}

Il = (1, wm)-en i'n(x):_—/-; f(x} wi. x= 1-ben nem konvergens.
12 = (a, w)en { (x)=£&flx) ul. xn = n pontsorozatra
n .
lrn (xn)l =10
I3 = (- ®, ~1]-en fn(x):;f(x) ui, x = -y Jeldléssel
lr (x)|'= —1'5 1 —0
n Yy n n
o .y

[b,c], ®>1 fn(x)::tf(x) ui.

X
n

n
X

C
n

bn

<

__;.0

£, -

@ f(x) = 0, KT = (- o0, w); de itt f (x)=& f(x), mert x =n

n
pontsorozatra ]rn(xn)‘ = -ﬁ—‘— — o 0

n
ET={[a,b}: a,beR} mert |r |70

ahol ¢ = max (|a], [b]) fn(x) — f(x) I-n.

(5

Bx) = 0; KT = (-1,1], € (-1) = 1" 2n), de itt
fn(x) =& f(x), mert 1= (-1,1)C KT-n rem egyenletes, ui.

1 1R 1
x =1 - = pontsorozatra |r (x )|= n(l-=) L - —0
n n n n n" n e



30, @ 12= (-I,a] -ban fn(x)i:f(x) xn= -1 +-11; pontsorozatra
[x % )|-#0 {ET} ={[a,b]: -1<a<b<1, anh €ER}

|rn(x) IS_ucn(l + ¢}—-0 ahol = max (lai, |bl)

fx)=I|x{; KT = (-0, o) ET = KT, mert

Nl

15. KT=¢; [ET}=¢4

Bl

1
a0 | = S o

ulr-

d6) fx) = r}_; KT = 0, ®), mertha x #0

o 2,

’ 1
f(x)= — () e
n o X=X
n (4} 2|/x0

fn(ﬂ) = fn_ divergens, de itt f-n(x)#‘: f(x), mert az

X = O-ban nem konvergens. {ET}= { fa, 0):a ER,

a>0}mert.
|{ 1
lr(x)|= 1 i 1 _ X - X+E )
n 3
x+%+v; 2¥x x(lfx+i+yz)i
1 1
- n - < n ——y

2 ﬁ { V;_:I+ |F§)2 sa”/?

17. £(x) = 0; KT = (-, w); {ET} {[a b]: a,bemf
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30. (@8)

19.

20.

f(x) = 1; KT = (- @, 0)U (0, o), mert

xo'
‘sin—

s |
£)=— -1, de itt fn(x):f:f(x)

n

(x = n pontsorozatra ]r_n(xn) | =0}

{7} ={[a,00V (0,b] : a,bER, a<0<b}, mert

sin X . :
rn(x) =1~ = monoton n8 a (0,b] -ben &s monoton
= . ) :

csokken [a,0)-ban, (r’(x) elSjeléb8l kdvetkeszik), tehat

sin = _ :
max |r ()| = (1 - 2—)—>0, abol ¢ = max (lal, Ibl)
' ' n
f(x) = x; KT = (- w, >oo), {ET} ={{a,5] : a,bem}
f(x) = 0; KT = (- ©, o), {ET} ={[a,b] : a,beR]

f(x)=0; KT = (c, w) (ahol c a=z & = -x egyenlet megol-'
disa, mert
X n X
0 o
fx)=(—) és % <1 ha x > c;
n o x ' - o
e o e ©

it fn(x) == f(x), mert x = .c -ben nem konvergens.
{(ET} =f[a, ®): a>c, a€ B}, mert itt

n
X

nx
e

suﬁ Irn(k)l = max l = —i— -0

e

(maximumit az x = 1-ben veszi fel).
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30. @ f(x}=0; KT = [0, o) (x_ =y jeloléssel

lim £ (x )= lim L = g, de itt £ (x) == 16x),
n—o Yy —~ e

1
mert max !rn(x) |= 5 —t=0

i
(maximumit az X = 4 -ben veszi fel).

{ET}={[a, w): a>0 , a EMW| mert itt r’ x) < 0, igy

| na
[ 1,0 | == =0
e
0 ha x <1
23, f(x) = ; KT = (o, 1]; deitt
1 ha x=1

fn(x) = f(x) I= (- w, l)-en sem egyenletes a konvergencia

BT} = {- @, a] : a€R, a< 1} (r’(x)>0 miatt).

24, f(x)=0; KT = (-, ) 1t @) == i(x)
(g1} ={[a,p]: a,b€B{ mert

Ern(x)| < en(Zc-n)_bO’ ahol c=max (lal, |b])

X
@ f(x) = 0; KT = [0, w) uwi, y=n ° jeloléssel
f (x)=—l—n~l ha x >» 0 akkor y-—mw
n o y o]
és fn(xo)—-(), ha X, = 0, fn(O) = 0;
ba x0< 0, akkor y—~0 és fn(xo) nem korlitos, ift
azonban fn(x)-—-,t: f(x), mert

1
In n In n(- lnn) 1
muxlrn(x)|= n =g = = —f=9




30, @ (x = L _ben vesai fel a maximumait)

26.

®

Inn
{gr} = {[a, @): a>0, a€m}
fx) = 0; KT = (0, o), de itt fn(x):r‘:: f(x), mert

max |rn(x)| = I% in % \= % -0 (x= g -ben veszi fel a maxi-

mumat) {ET} = {(0,a] : a € R}, mert x> o,

a
n

in

=i

._—,0

igy |rn(X)|§ -

f(x) = In x; KT = {0, o), mert

1
xg -1 1
fn(xo) =-l— és X, = 2 P jelvléssel
n
a¥ - a° 4
lim fxx)= lim — = (ay) = [ayln a} = In a.
n o y~-0 y=0 .
n—-m y—o0 y=0
I1 = (0,1]-en fn(x):,ﬁ: f(x), mert xo-ban nem konvergens.
I, = [1,m)-en sem, mert x = " pontsorozatra
lrn(xn) |—>oo 70
13 = [1,d]fn(x):::f(x), mert itt rn(x) monoton nd (rn’(x) > 0},
1
igy |rn(x)]'§ n(drl -1) - lnd|—0, és{c,1] -ben
rn{x) monoton cstkken,  maximumdit tehat c-ben veszi fel,
igy {ET} ={[c,d]: 0<c<d, ¢, dEIR}
1 0<x <1
f(x) = KT = [0, ) lasd 28. 5.

~

X x 1

n
n -
KT-n fn(x) —z f(x), mert V—;+ x = y jeléléssel I1 ={0,1]-en
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n ' n

n ,
30. |7, @) |=. fre" - 1[ = = :::—2 < XT < % —0

+...+1
“I/—n “V—n
I, = [1, co)-ey pedig Irn(x)| = V= - Jx|=
- 1 1 .
- -1 - n-1 < o 0

1. a) Lebet, pl. fn(x)= =

[¢4]

b) Nem lehet, mert egyenletesen korlitos az (fn(x)) "

sorozat.
2. a) és_ b) is lehetséges:

0 x¥n

_-een)f

fn(x) = . v4agy fn(x) =; e

1 X=n )

- 3, Igen, pl.

1

n ha x <90
fn(x) =¢ 0 ha x =20

1

L o ha x >0

fn(x) = 0.
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ii_._ 4, Igen pl.

fn(x) = x2 + —1? differenciilhaté x = 0-ban
n

(¥n-re), de £(x})=|x| nem.

5. 1Igen, mert ez a deriviltsorozatra vonatkozdé tétel.

6. Lehet, pl.:
0 ha 0<x<1
f &)=
n . ha x=1
(a=10, b=1)

7) a) Lésd 7.b)
b) Nem lehet, mert
fn(x) egyenletesen konvergens (a,b)=>¥E£>0-hoz 3IN 1’
hogy n >N1 esetén |fn(x) - f(x)|<5 x E(a,b); és

fn(x) konvergens [a,b]=> ¥£>0-hoz 3Na és EJNb,

hogy n>.Na esetén ‘fn(a) - fla)]<€ & n >N,
esetén ]fn(b) - f(b)|<£ . Ebb8l, ha N = max

Nl’ Na' Nb), akkor n >N esetén |fn(x) - f(x)|<6

x€[a,b] - azaz f (x) egyenletesen konvergens az [a,b]-n.

X
8. Lehet, pl. fn(x) =5

Az Osszegre igaz, és a blzonyitis ugyanugy megy, mint a kon-
vergenclinil, szorzatra nem, pl, fn(x) =X (% n-re)

= 1 ,
gn(x) =1+ n’ fn(x) . gn(x)$ X . .
(Ha 1lim fn(x) = f(x) és lim gn(x) = g(x) korlitosak,
n—~w ) n—o .
akkor igaz.)

-
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32, 1. a) Ha f;(x}ﬂg(x) - lenne, akkor az ide vonatkozé tétel sze-
rint g(x) = £’ (x) lenne, de ez lehetetlen.
@ Egyik sem, mert
1 ha 05x<1

&) ffx) =
X ha x >1

Nem differencialhatd xo = 1-ben.

x2 ha x>0

pr £ =
X ha x <0

Nem differencidlhaté xo = 0-ban.

gT-Z—x ha b4

D=

—%—x ha x <0

Nem differencidlhaté xo = 0O-ban.

n
2. a) == =0 [-1,1]-ben, de £ ) =x""1 &s
n-1
m  x £ 0, mert x = 1-ben 1.
n-+m

by f(x)= 0; ET = (- o, ), mert

n
_ | arctg x - 7
|rn(x)l B n = 2n 0,
xn-l
iI'"gy=—"—5—, és pl. x =1 -ben
2
n - o
sy =1 L1 Y1) =
Pay=g—~5 , de £(1) = 0.
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33.

2.

3,

c) f(x)=0; ET = (- @, m), mert

si .
.Eﬁi‘s_L_.g_
n

Vo fo

|7 | =

Az f;l(x) = l{n_cos nx fiiggvénysorozatra pl.:

X = 0-ban f;](O) = fn — @, de f'o0)y=10

0 x <0
f(x} =
X XZO
-nx
fn,(x)= 1+e~m§nx+1)
(1+e )
0 x <0
g = {5 x=0
1 x>0

igy £ (0) # g(0) (f'(0) nem létezik).

a) f{x)=0; KT =1[0, ) ; fn(x);"; f(x) KT-on, mert

= e

1
X = pontsorozatra r)y=—-—->20
nn e

n

{ETE={[<J. ®): q >0, quR}. igy ba a2 >0,

akkor teljesiil az egyenl8ség, ha a <0 akkor a jobb ol-
dal nincs értelmezve.
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8. @© o

b)

c)

d)

b)

 Tehit nem adhaté meg. B

Ha a =0, akkor pl.:

b L . b
Cenx xe & o™
Iim nx e dx = lim n{- a - 2) =
n— n —~C0 n
o
-nb
= lim (be® -2 .1,
n n
‘N

Ha a> 0 akkor teljesiil az egyenlfség. De ha pl.
a=0, b=1, akkor

1
{lim j nzxe‘nxdx = 1, mig

-~
]
1 ,
. - 2 1314 r”r ’
J lim n'xe dx=0#1) nem teljesiil az egyenloség.
n—o
o

Ha a> {0 akkor teljesiil, ha a=0, b=1
akkor nem teljesill az egyenlftlenség.

Mivel {ET} = {¢ o, qJu[p, ®) : 9 <0, p>0, qp€ R}

ha a>0, vagy b<0 akkor teljesiil az egyenldség.
Ha a = 0, akkor pl.

1

lim J‘ — 2 _4x = lim %arctgn=-g4l-#0
n—--oo0 1+n x n— 0o

miatt nem teljesiil az egyenldség.

Minden ¢t -ra konvergens.

o < 1-re egyenletesen konvergens.
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2. ¢) lm n J xe dx = lim (-nd' -1 [e-n +;1-1 e " - %
n—o n—co
. oL -1 -p OL-2 -n K2
=lim (-n e -n e +n )=
n—00
-2 ,
akkor &s csak akkor, ha n -0, vagyis o <2,

1. 0
(228 X "= =0 miatt 2 hatArértékképzés 6s az | operdcis
X +n

felcserélhetd. )

@) o, —— — i)

0 ha 05x<1
f(x) = [0, 1]-en

B |4
=
®
M
]
et

n .
%‘ T i(x) igy az operdcidk nem cserélhetfk fel.

1 . 1
: n
- -1 n-2
Ha n = piros —’E—fudx= xn-x +...
1 +x
K :

1 (L. L -
boet 1 x+1)dx—(n ey tee-t-In2.

1 1
n
) X =141 n-1n-2 1
= = - + - —_— =
ha n = paratlan j Tix dx J ®-x "+...-1+ x+1)
0 )




3. 2
3.
4.
b.
35 1.

1 1 -
ha n = paros lim ('n-n-l +...+1)-In2=0
n—m
R 1 1
ha n = pératlan lim (In2- (- = +—..... + 1))
- n n-1
n-—-om
o0
0, mert == mivel
nx
e
x ‘g I S
nx n
e e
0.
0.
Lagrange kozépérték tétel szerint.
1 )
gx + 1) - gx) 1
1 =g (x +h) O<h<;
n
igy - [rn(x)l =|g’(x+h) - g'(x} |, de g'(x) folytonos

[a,b]-n, igy egyenletesen folytonos ott, ezért
|g’ (x+h) - g'(x)|< £, ha h <J , vagyis ha n >N,

b) - a) miatt az f és a lim felcserélhets, tehit az integral

X

jl dx = In x
X

1

Legyen G(x) a g(x) primitiv fiiggvénye.

n

fn(x) = Gix + g an) - Gx), G(x) folytonos fiiggvény, igy
k=1
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©
35, 2. fx)= lim fn(x) = G + a) - Gx), E a =a
A~ k=1

n

és | r )] = ‘G(x+ Zak) - G + a)
| k=1

n
x+§ a -~ X-a
k

k=1
n
lZak - a |<<5V, ami teljesill, ha n > N.
k=1 '

<& , ha

<&, vagyis ha

n n
36, 1. lim Jffe|= Um (- in) =e*<1, bha x>0,
n--oo n—>m
x = 0 -ban divergens, igy KT = (0, )}
2. (L'Hospital segitségével)
2
X
n xn X.n "2
lim Ifn(x)[ = lim e (1-2) =e <1, ha
n-— n—
x# 0, KI = (- o0, 0) U (0, m)
n 1 0 , 1
@ lim lfn(x)! = lim {1 +;) x| =e[x[<1, ha |x|<;
n—-o n—
1 2
"
1 n
x = = -ben Z ———— divergens, mert
e oP
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1.0°
(1 +;) 1
36. (3) lim = ﬁ;#o

n-=-oo e

(Ez az 1.-beli batarérték x = -1 -re)

N IR % : I
1 G170+ ) »
X = -~ 5 ~ben - E " . dﬁvergens,

e

S i1
KI-( e’ e)
pueg o By, X g Ryl X
‘1n'1"-"—'+-l -ln' {1 -=)-= 2
@ lim l ( n) D). lim {_.n) n_x
' N . 1 2
n-—-oo 7 n—- o )
n n

miatt minden =x-re NE —12— .
S T'n
Minden =x-re abszolut koﬁvergens.

®
37. 1. a) b) igaz, mert ekkor a E q¢ sor konvergens
n=1

majorsns sora a -Z]fn(x),-nek.

2. a) és b) -bll az abszolut konvergencia kovetkezik, de az
egyenietes nem, mert a feltételbdl nem adédik, hogy

Lin ®

—W_ <q <1 lenne, csak

3N, hogy ¥n >N -re
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akkor, ha
fu+1 x)

.fn(x) =q<1.

o
Ilyenkor E cn numerikus majorins sora
=1

an(x)-nek.
< = } -
a) Mivel Ifn(x)l X sup |fn.(x) | a és Zan konvergens nu
merikus sor, igy - an_(x) Weierstrass kritérinm szerint
egyenletesen konvergens I-n. .

n

) &és

b) o) K =10, ), mert 'fn(x) = K

;——; <1 ba x=20, rhapedlg x <0, akkor
e

fn(x)'-——a-o. Sn(x)‘:""_—S(x) KT-n, mert

_ n _ ,
max x .1 (x = 1-ben veszi fel a maximumait
) nx n

x€[0,m) e e

minden n-re) és Z

sor konvergens.

e
i} ) 2 maximumdt az  x = 2
p) Ki= [0, o); 'fn(x} a maximumét az  x = 'helyen
=41 4 51
veszi fel, itt fn(x_n) =5 3 és a > Z )
konvergens. e n e n
3/2

’6) Kl = {(- @, o) ; fn(X) a maximumait az x = n

_ 1
helyen veszi fel, itt an(xn) = E sin —57 .
. . 2n
Mivel sin 1 l < L és a
2n3/2‘ 2n3/2
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38. L. M
2. a)

b)

3 a)

b}

sor konvergens, igy

) ..
LD

n3/2

Sn(x)>:-: S(x) KI-n.

n
Ha Sn(x) = Z fk(x)::_i‘ S(x), akkor
k=1
Isn+p(x) - Sn(X)l< € , ha n >N minden p-re.

p = l-re 'lfn+1(x)|<6 (ha n > N) adédik, vagyis

vagyis fn(x}r. 0.

o}y A sor KI= [0, ) -en nem konvergidl egyenletesen,

mert fn(x):/_':o x = 1

= sorozatra f (x )—-l).
n n n' n e

{b) A sor KI = (- o, m)-en nem konvergil egyenletesen,
mert az X =n sorozatra fn(xn) = 1= 0.

n

Sn(x) = Z fk(x) fiiggvénysorozatra igaz, hogy ha Sn(x)
k=1

folytonos minden n-re {(amt kdvetkezik fn(x)-ek folytonossi-

gdbol) [a,b)-ben és §_(x) == S(x) (a,b]-ben, akkor S(x)

folytonos a-bhan is., (Ldsd 29, 4.a.)

o) Nem, mert KI = (I, o), de

»
]

1-ben divergens.

A) Nem, mert KI= (0, @), de x = 0-ban divergens.
. e“
")”) Nem, mert KI = (-e, e), de E 1 n!
' ‘ n
1
E"n+1 n n+l
nem konvergens, ] > ke 1
n



5.

b)

Y) miatt f(a hényados kritériummal nem adédik a diver-

a
n+l

gencia —=1 miatt),

n

Mivel Leibniz sorok esetén

@

Z £ ) ‘_<.t |fn+1(x)_.| ,

l=n+1

R )| =|8(x) - S )] =

igy |R ()] < ¢ <&, ha=@>N

ezért fn(x) egyenletesen konvergens,

1<t
n+x2 n

o) Leibniz sor minden x-re, és

miatt egyenletesen konvergens.

. 5 ' -
[3) sin (% + m’n)+sln(§E—- ’ﬂ”n)=281n5:-;— cosN n =

5

=2¢-1)"sin = , s
n
n n
|2 (-1) sin%lé 2L w0 @ n>2
miatt egyenletesen konvergens.
e4]
E (-1)"x
Nem igaz, pl. a T fiiggvénysor a [-2,2]-ben
=1

egyenletesen konvergens, mert

2
!Hu(x) | < I n-fl IS ol 0, de nincs abszolut numerikus

majorins sora, mert

| 1"
| n

2
= Jxl és E - divergens.
n n
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38, 5, b) Igaz. Ugyanaz, mint 3. a)
¢) Nem igaz, mert pl. a 4. a) megolddsiban megadott fiigg-

vénysor esetén az xn = (- 1)n pontsorozatra

an(xn}:Zi- divergens, a fiiggvénysor pedig egyenle-
tesen konvergens.
n
d) Igaz, mert az Sn(x) = ka(x) fiiggvénysorozatra igaz
k=1
az Allitds (l4sd 29. 5.d).

e) Igaz, mert ekkor fn(x) == 0.

44]
f) Nem igaz, mert pl. E fn(x) egyenletesen konvergens,
ha. n=1
1 i
b [}
. i
- _ I
£ x) = ;
E
I 1
2n+1 211
. <x<—L
0 ha 0>x>
n+1
2
n+2
2 X - = ha 1 <x <3
n n n+l n+2
£ %)= 4 2 2
n
‘n+2-
2 4 3 1
- X + = < xS —
n n 2n+2 ol
L o ha L« x<




1 1
38. 5. ) sup | f (x)]| = = és E = divergens.
-_— x€[0,1]l n l n n

39. @ A=K = (1, o), {B1} ={la, ) ; 2>1, aem].

(1, ®) -n nem egyenletes, mert x = 1 -ben divergens és a ta-

=< L 8s L konvergens,
a ; : a
n n

1
x
n

gok folytonosak KI -n, de

@ Al = (-1,1}), mert gydkkritériummal

n

-ixi

= lim m =[x 1 -re abszolut konvergens,

n—w (}/n)*

Ix|>1-re divergens,

lim
n -~

n

X = 1-ben E ;11 divergens, x = -1 -ben Z(-l)nn divergens,

igy KI = AI = (-1,1). Itt nem egyenletes a konvergencia, mert
a végpontokban divergens és a tagok folytonosak KT-n.

{E1} ={[a,b]: -1<a<b<]1, a,b e—m};

n n

X

X

< . 6 Zna .at konvergens, mert
n ;

n n
( fo?a" = ¢ V;)a. a—wa < 1)

() AI= (0, w) gyokkritérivmmal, AI = KI

x .
n t

) <o,

{e1] ={fa, @): a>0, aem} w.

e
tehdt maximumit x = a -ban veszi fel, tgy
X a
2o S0
nx - na
e e

4. Minden x-re divergens.

-konvergens, -

- 153 -



5. xln o nln X miatt In x > 1 -re konvergens.

K= Al = (e, @). {ET} ={[a, @), a>e], mert

f[-l(x) <0, igy a maximumit a -ban veszi fel.

6, Al = (- 0, -2) U(0, ), KI=( oo, -2)ufo, )
fET}={(- o, aJulb, @) a<-2, b>0, a, b€ R]

1 1 :
@ . = ————— minden x-re divergens, mert
ntx X
n n
n

n

1

1l

minden x-re Nz—l- Hm 1 miatt.

n X
' p> 1+=
n n

_ n
cos ¥n = (-1)" miatt E —(-% minden x-re feltételesen
nx
konvergens, KI = (- o, ),

Al=0.{E1} ={(¢ o, alfa, ©; a>0, a€m},
i

: 1
mert IBn(x)|£ (n+1)5<2 < (n+1)a2 — .

@) KI=Al=El= (- o ), mert f(x) a maximumot

2
X =£z— -ben veszi fel, igy
- 2

5 9 _nhe o

X -n X l< 4 . 1

e e és o) konvergens.
. o

e




39. 11, KI = Al = EI = (- 0, ®), mert

2x 2x ”17 '

-~
X +n X +n n
és 1 konvergens
3/2 rgens.
n
x = na/z-ben veszi fel maximumait).
12, KI= ¢
13. KI = Al = EI = (- o, 0)
4. Ki=Al=EI= (- o, (| arctg =] < grz__)
15. Ki=Al=( o, o), {Ell={ls, oy aem}

16. Ha | %, |<1, akkorz

< le-o“ ] miatt

X
-0
2
1+x]:l

konvergens.

o
Ha |x0|> 1, akkor Y =-}§— helyettesitéssel
' . o

g B
E —O-Ei-]— konvergens. IXl = 1 -~ben diverg_ens.
1+y )

o
Ki= Al= (- o, -1)U (-1,1} V {1,m) _
{EI}= tetszOleges zért intervallum a kbnvergenctatartbmény bel-
sejében.
“nEl
17. KI

[-1,1] , mert Sn(x) = X - —=x, ha Ixl Sl._

n+1l

Al

n
{-1,17], mert ] fn(x) | _ x| [n(1-x)+1]

n({n+1)

{x = -1 -ben Leibniz sor.)



39. 17, §E1}={[-1, al; a<1, aem{

=1__ 1 1
18. KI = 7(- ®, ), mert Sn(x) =% ol p
minden x-re
- -1
Al = (- w, ™), mert lfn(x)l —lm
{E1} ={[a, ) ; ae}R} , (- ®, m)-en nem egyenletes a kon-

vergencia, mert xn = -n mentén fn(xn)) : nem korlitos,

19. AI = KI (- ®, o) gybkkritériummal. {EI§={[3, ) ; aeIR}
20. Al=K=(1, ), {EI}={la, ®); a>1, a€m?, lasdzL.1.
21, Al=KI= (- w, -1), {El}={(- ®, a); a <-1, a e R}

22. Al=KI=(l, ; {EI}={fa, ) a>1, ac m}

23. AI=KI={(w, -1) {El={(- o, a]; a<-1, ac R}

j:'1:t+1(x)
fn(x_)

) lxlznﬂ —_— 0 ha | 1x1<1

n+1

24.

— o ha fxi>1

Al = KI = [-1,1] és itt

2
n
X

nl

< miatt  EI = [-1,1]

n!
25, KI= Al=EI = (-, o)

26, x = 0-ban minden ¢ -ra konvergens a sor. Ha x # 0, akkér

2
= 2 sin . miatt

n 2n

1 - cos
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39. 26. a) 0(>% esetén

9 .
2 X _ .2 1
mivel 2 |sin ) < (T) =X SoC
2n n n

{ET} ={[-a,a]: a € RY, mert it

2 1 2 1 2 1
o ‘<a 56 68 E 3 o
n n a

X

konvergens numerikus sor,

(- o, )-en nem egyenletes a konvergencia, mert x =n
. . 51 .
= —
pontsorozatra fn(xn) sin ) —~0
<1
by o< & S5 esetén

%— miatt smzyz;*? yz
&

: o
ha & >0, akkor n — 0, igy minden x-re van N,

2
Isin yIZ-fls_rl. ha |y <

ugy, ha n> N,

—J:L < _'J;’ » 12y az el8z8 becslést alkalmazva
n
2 x > 4 X x2 1
sin —_— -2 2
- (0.8 a0t
on> jrz 4n’ W 2 .

2
X 1
ha x # 0, akkor divergens a sor., .ert 5 E 5L

divergens, ha OL< —; . ¥ e

c) L <0 esetén, ha x # .0 —3— — o, teh4t a sor nyil-

| vén divergens. . 1
Tehit:
Ha x=0 . akkor ¥Ol-ra konvergens.
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39. 26. <) 0L>-;—-re KI = Al = (-~ w, )

{B1}={{a,b]; a<b, ab<mr|
x <

NI»—A
(D

Kl = AT = {0}

27. ¥x-re Leibnlz sor igy KI = (- ®, ©)

¥x-re egyenletesen konvergens, mert

An{ix 1 + n+l) In (n+1)

[R0]<
ET = (- o, ©)

Al= {d1, mert minden x-re

S — ~ 1 63 L divergens
z:ln(x+n)’ ;:lnn " . Ilnn gens.
. 2

. _ 2
28. [arctgx|<|x| miatt | arctg 71<|5 -x3, <
: X +n X +n

S5 igy ha ixI|<K, akkor abszolut, egyenletesen

n ] .
konvergens,
\ 2x  \ 2(x2+n3)-2x(2x)
(- @, wren g @ =55 )= 5 g =
) Ax +n x +n)
ha X =+ 1[13/2 X = 3/2 -ben maximuma

H
1]

p -ban minimuma van

gn(x)-nek, max gn(x) = max{lma.x gn(x)l . |min gn(x)u

miatt.

Ilnax gn(x) I = Imin gn(X)|= ;/2 igy |g (X)|< 3/2 ,
n

azaz



2x

3
n +n

< 1 . bon s S L
._ns/z (- w, ™) aensL‘nW2

39. 28, arctg

konvergens.

KT = AT = ET = (-®, o)

[y
40. 1. a) Ha g(x) korlstos I-n |Rn(x) I=lZg(x)an | =
k=n+1
| [0 8]
= | gx)| Z a <€ ha |gx)|< K és
’ lk=ntl
o]
DI
) K|S K
k=n+1
b) igen_,-mert | /1 - XZI <71 [-1,1]-ben, és Z—i—
konvergens. 2
® o
2. a) |R® ‘ = Z a £ ()| < Z |akak(x)|
k=n+1 ) k=n+1
o]
[
ha |fk(x)‘< K minden k-ra és Z Iak ]< R
k=n+1

b) egyenletesen konvergens 2, a) alapjén

¢) 2. a) szerint egyenletesen konvergens, igy

M o o i
f }:(qncosnx)dx=§ [ﬂ%ﬁ] o
2 =1 n=1 4

o]

_1 . e
3. a) b (x)=<u0  és ‘|An(x)| |sin x + sin 2x + ...



. 2‘n+17

X ]
cCos 7 - COs

.2 .
40. 3. a) ... +sinnx|= 2 < < 7
— 2 sin x sin X sin =
2 2 2
ha §< x< 2w - &
a
b) 3@ < x < 3n akkor
1
sin (p+1)x >‘2‘
1
sin (n+2)x > 3
1
sin 2nx > z sth,
- - |_sin {(ntl)x sin (n+2)x
Szn(x) Sn(x)l 1 + s + ..., +
sin 2n x ' 1 ’ 1 _1
S e >2 o teeet om >1

miatt nem egyenletes a konvergencia.

41. 1. [f(x)|<1 esetén egy f(x) hinyadosu geometriai sor:

4]
g(x)Z E&) =g —L_
=0

1-f(x).
2. a) ( 12)=|f(x)|<1, ha x# 0
1+x
1+x2 ha x 0
S(x) = KI = (- o, o)
0 ha x=0
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¢) K= {- @, o),

0 ha  x = (2k+1) %J-
S(x) = 1 &
e ha  x # (2k1)
k=+1, +2 ...
' 1 . In x
= LYY =X
d) ?ﬂ {0, e) e, m), S(x) on-1

4]

n .
2
Nem, pl. a E X (e-»x) fiilggvénysor egyenletesen konvergens

=o 0
a [0, o) -n, mig az xz g (e-x)n nem. Lisd. 38. 1.b f3
n=o

xn-l
x-1

Igen. Pl, g(x) = (1-x)2 j6, ui. Sn(x) = g(x) és

n
X

1% * igy ha g{x) = (1-x)2 akkor

R (&) = glx)

R (x) = x(1-x)=F 0 (-1,1)-ben lasd. 29. 3. b. 0

a) KI=(-1,1]

n 0 ha x=1
Sn(X) =1-x S(x) =

1 ha 1< x<1

{(-1,1]-en; nem egyenletes a konvergencia {ET} ={[a,b] ;

-1 <a<b <1, abe Rf
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41, 5. b) Kl = (-1,1] EI= (-1, 1] lasd 4.-es megolddsa.
¢) KL= (0, w), {EI}l={[a, ®); a>0, aem},

X

8(x) =
2%-1

d) Ki=(- o, ) {EIl= {(— m,.-a:[U[a, w): a>0,a emj _:

mert (0, o) -en nem egyenletes a konvergencia ui.

2.2 n-1
+
x +2 2 +x a+x)
mert pl, az x = 1 pontsorozatra R {x )— # 0 :
n o n n %e

e} KI = (- o0, m), Leibniz sor.

El = (- v, @) mert

x2 x2
R x)| < =
l n l (1+x2)n+1 1+ (1+n)x2+. ] .+x2n+2
(nﬂ)xz n+l
2

1+x 1
S() = ) (q= - )

2+x 1+x

f) KI=(ow, -2)u0, o), (ET} = {(®, a]Upb, ®), abcR
a<-2, b>0} SE=1+x

g) K = {0, w), ET = [0, ), S)=
e -X

42, 1, a) [xo,x]C[a,b] miatt oit a sor egyenletesen konvergens, te-

hit tagonként integrilhaté!
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42, 1. b) an(x)l < & , ha (n > N) az eredeti sor egyenletes

W X

konvergencidja miatt, igy a g fn(x)dx sor mara-
n=1 x
o

radéktagjdra n >N esetén minden x€ [a,b]-re

| X X
<
J[ fn+1(x}dx + j fn+2(x)dx + .. >
X X
o o
| X
< € L lx-x |<€&
> f Ifn+1{x) FE @+ | dx (< l ol
| X
0
o ]
2, TIgen, ha E Fn(x) nem is konvergens.
=1
[e4]
n+1
= r’. = T = X
Pl E £ ) > xm 1, F®=2—+1
=1

43. 1. a) KT = (-1,1] miatt -1<a <1 és a<b<1,

ha b <1, akkor [a,b] -ben az egyenletes konvergencia
miatt teljesiil az egyenl8ség, ha b = 1, akkor

1 1
' j z (xn-xn+1)dx= j S(x) dx = 1-a
a o a



1

(04) ' w
; n_n+1dx_2 |‘ 1 _an+1)_(-1_an+2}_
b =x ydx= L( nt+l n+1 nt+2 n+2 =

=0

n=o a

Tehat tetszbleges a és b esetén feleserélhetd.

b) 0<ac<h <1 esetén teljesﬁl az egyenletes konvergencia
miatt; ha pedig a=0 4s b= 1, akkor

(o)
B0+ ) (g0 -g )= lim B0 = 0 6s

n=2 o
1 00 1 @
1 }“ 1 1.1
+ - ==+ —-Z)==
J g, (x)dx E J g,%) = g B)Mx =5+ ) (S-2)=2
4] =2 ¢ n=2
fes)
xn X X 1
2. g = valamint ' lS -,
nx X nx n
e e -x | e I e
=1
w
minden =x-re és % —nl— konvergencidja miatt egyenletes a
~ e
n=1

konvergencia, tehat az oper-écié felcserélhetd,
foul

3. % fn{x) = Dirichlet fiiggvény, (ami nem Integralhaté a {0, 1]-n).
=1

44. K= (1, o), {EI} ={[a, ), a >1, aem}, a derivilt sor

@
1
E {- nn ) konvergens Xx >1 -re, mert ha
nx
=1
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In n S D L (ha n> N), és
Xo X5 -&
n n

x >1; :
0 nxo
x—l'-é—' konvergens, ha E,(xo -1, igy KT = (1, o); de

o]
n

itt ugyan nem egyenletes a konvergencia (x = 1-ben divergens), de
tetszGleges [a, ©) (a > 1) -ben egyenletes, itt tehat a

% —lx— tagonként derivdlhaté, tehit minden X > 1-ben f(x) diffe-
n

rencidlhaté, mert a derivdlt sor egyenletesen konvergens az

1<a< X, “re az [a, @) intervallumban,

2 Mg 36 1 '
1. | x e +——=|< = +—— (szélsBértékkel), miatt egyenletesen
n 2 n
2 n 2
konvergens (- o, o)-en, igy
fesl 4]
2 -
lim E x Xn+—-1?)= % lim (x2exn+_1n)=
X = 1 2 =y X 2
@
1
=) e
=1 2
x2 1 - 1 ﬂT’z
2 <, és g — = —— lasd. 81, 2, c.
22 2 2 6 —
1+n x n n
n=1
2* - 2 1 2%-2 1
3. Py < T és U X - n és
2 X—-w 2.2 2




4, FEgyenletesen konvergens (—1,1]—11, osszfiiggvénye folytonos,
lisd 41. 4., igy a szummazis és a limeszképzés felcserélhets,

5. Nem egyenletesen konvergens (-1,1]-n,
1 ha I[x1<1

S(x) = igy lim x -x y=1
0 ha x=1 x-+1

A hatvanysor ha x = xo—ben konvergens, akkor mipden |x1|.< Ixo I

helyen abszolut konvergens,

1. 1gaz,

2, Igaz,
w0

&

3. Nem igaz, pl. E ——— 1x1< 2 -ben
— e+-u)! |
=1
P an+1

konvergens és lim |——|=
s
®
2k
1. Nem, pi. X | x |[<1-ben
k=o
@
2 ' k
2. Nem, pl. 2x " |x|<1-ben
l=o
o

3. Nem, pl. E 4n x2n ]x]<% ~ben

no

4, Nem, pi

5. Nem, pl. 2
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(e

48. 6., Igen, pl. g 2%" |x1<-;- -ben.

=1
, _n .
7. Igaz, mert lim wanl =R és
n 1 n
%l . ®*E 12|
o< < miatt  lim =0
n n n
n-—-
w
K
8. Nem, pl. _;_ —nn
G GV
49. 1. AI -t gyskkritériummal keressiik:
nM 1n n R
lim . (1+;} |x} = lim (1+—n}[x|= [x|e,

n-—o n—-o

1
tehat |x|<-é esetén abszolut konvergens, ]xf>j:- esekén pe-

dig divergens, x =

@ |

n

0 .
1 n2 1
-ben a E (1 + > ) . ——  sor diver-
. e
=1

gens, mert tagjai nem taranak 0-hoz.

(ui. lim ———=

n—o en V;—

) . Ugyanigy

n

© ' 2
E {-1)n 1+ % )n L is divergens. Ezért KI= Al = (-1,1)
=1 ¢

2, Al -t hanyados kritériummal keressiik:

+I) n+1
lim @rbrixl lim (n+1)|x]= @. ha x 7 0;

n
n—co n!lxi n—c
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10.

konvergens, ha x=0. Igy Al=KI=1{0].

(_1)0-1
Al = {-1,1) gyokkritériummal. Az x = 1 -ben E EE—

Leibnitz sor, ami konvergens; x = -1 -ben; g -11; divergens,
igy K= (-1,1].

Al = KI = (-1,1)
Al = KI = (- o0, ®), mert
n+l
n‘iflm “;::H)! lell‘!" - n‘i‘:’m FL%= 0
Al = (-1,1) ; KI=[-1,1)
Al = KI = [-1,1]
Al = >(-1,1), Kl = [-1,'1)
Gyokkritériummal:

n
o
lim Ix|(¥n) =x1, igy abszolut konvergens ha | x[|<1,
n-+om . ‘
w
ol
divergens, ha |x|>1. Ha x = 1, akkor E n  konvergens,
=1

ha o« <-1, és divergens, ha X >-1, Ha x = -1, akkor

n
Z(-l) n konvergens, ha O <0, és divergens, ha ol 20,

o< -1 esetén Kl = [-1,1]
Igy -1 <o esetén Kl = [-1,1)
X2 0 esetén Kl = (-1, 1)

Hényados kritériummal:

n+l
+ !
im L0l G xa +;11)n= X1 e

n—w (n+tl)! n n -



10,

11.

12,

igy [x’|<§: esetén abszolut konvergens, Ix[>-§ esetén

divergens.
1 noo
% = — ~ben divergens, mert
¢ nle
n+l n T L
an+1= {n+1) nle _ (_q_)n'_l_ .o __ o+l
a n+l n - "ntl’ e n+l 1
n {n+1}le n Y
a harmontkus sor hényadosai.
‘.n
Z , n
X = -% -ben nn (-1} konvergens, mert
nle
n+1 n o 1
Tay |t o<t W g, <e @2 a>WN
" :
és lim = 0 miatt Leibniz-sor tehit konvergens.

n—+mw nle

Lol A= (I,

L0 |
g

Hinyados kritériummal: lm JAn@tl) e B x| = |¥{,
n—om Inn n+l

igy |x]<1 -re konvergens, {x|>1 -re divergens.
1-ben Z_lnn_n > _S_ 1 (ha n>2) divergens,

X =
n

x = -1 -hen . Z(-I)n %2-' Leibniz- sor, igy konvergens.
Tehat KI=[-1,1); Al = (-1,1)
Gytkkritériummal:

1 [x] (h 4ratlan)
n B > . (ha n péaratla
fls,1-

1 Ix| (ha n piros),
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12.

igy lim Ifn(x)[ =3 x| .

Tehit | xI<2-re abszolut konvergens, !xI>2-re divergens.
X = + 2-ben divergens, igy KI = Al = (-2, 2).

L ®)
£ (x)
n

(Megjegyzés: A hinyados kritérium lim
miatt nem alkalmazhaté, )

= @

Kl = Al = (- o, ©)

AT = KT = (- o, o) {ET} ={[a,b]: a,peR} KT -n nem
egyenletes a konvergencia, mert x, =n pontsorozatra

n

fn(xn) = 2' —= @ +=0 (Tehit a tagok nem tartanak egyen-

letesen a 0-hoz.)

a) KT = [-1,1); AT = (-1, 1), = [-1,0]-n a sor
o .
j n X
{-1) Y Leibnitz sor, igy
=1
R _(x) < l_Xﬁi <—1———0 miatt egyenletesen konver-
[ n |_ ntl 7 ntl &y

gens. [-1,1)-en nem, mert a jobb végpontban divergens

2|2
{ET} ={[-1,a]: a€R, a<1}, mertln |" n
b) KT = AT = (-1,1);
(ET} ={[a,b}: -1<a <b <1, a,b€ W}
o> 1 mellett KT = AT = ET = [-1,1]
0< %<1 mellett AT = (-1,1), KT = [-1,1), {ET} =2 -1,a%:

a € R, a<1}
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3.

oL <0 mellett AT = KT = (-1,1), {ET} =}[a,b]:

a)

b)

c}

-1<a<b <1, abeR}

Tudjuk, hogy egy hatvianysor xo-ban akiarhanyszor diffe-
rencidlhaté tagonként, ha X, € (-R,R) igy

n-1
f'ix )= +2a_x + ... +tnagix ¥ o
(o) & 2o no ’

n
" - + . .
f'@x ) = 2a, +3 . 2a, X *...+ nf-l)a X ...

K, . . n-k
f (XO) akk! +...+ n{n-1)...(n k+1)anx +...

(Telies indukcidval) mindén xo€ (~-R, B)-re

w®

n-1 n s At o

oy E nx a E x  sor tagonkénti differenciilasi-
n=0

bél szadrmazik, igy Gsszegfiiggvénye

1 1
=(—=) = (1x1<1).
1-x a - x)2
@
(’3) Z l:n(n-l)xn-2 sora 2.x° sor
=2

kétszeri tagonkénti derivdldsaval szdrmazik, igy Osszcp-

fiiggvénye = 2 (1x1<1).
3
{1-x)
oL
) 1 fiiggvény az - 1 derivaltfiiggvinye,
2 1+x
(1 + x)
. n- 1 n-1
gy S (-1) .
(1 + X)

1



b)

11 1

P 3= G ) e

(1+x)
=3 Z('l) (n-1)x (]x1<1) .

Tudjuk, hogy egy hatvénysor akirhinyszor integrilhaté tagon-
ként [o, xo]c (-R,R} -ben, tchit

(1+x)

X 2 3
o alxo aX
fl(x)= j f(t)dl:.= a X, + 5t 3 + ...
° .
..n+l”
%
0

cee

aII nil + ..., Ugyanugy

. X 2 4
Q XO azxo
fz(x)= j fl(t)dt= a —2,—+ 32 + ...+
0
n+2
X
(o]

T T + - e B i
a o) @v2) , ugyanigy

oo

X ,,
o ... _n+k. .

£ (x) = j\ £ (bt = Z a %o _

’ n ? or 1y (@#2). . (vk)

o n=o

K: )

n_=° a @l xo (Teljesiindukcioval)

Minden Xo € (0,R)-re

o) E ’ n=1__i Tagonkénti Integrildsival keletkezik, igy
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51.

¢ ¢]
=0

&

n+1

x4
Z——.(nfl) @+3) sor a
n=o

—-— ———1 =) - = 1
= J -t dt - In (1=x) ln’ 1%
B .

@

E P sor Lkétszeri ta-

=0

gonkénti integral4isabsl szdrmazik, igy

o0

2

=0

n+2
X

(n+1) (n+2) =

i =In (I-t)dt = x - (1+x)In(1-x),

]

Ixl < 1-re konvergens.

c) o)

In(1+x) =

()

KI = (-1.1]

arctg x = j
o

(n (142))" = =

a

(arctg x)’ =

(4]
n-1
X E nx =
=1

i _ __x
ax?  @x?

; KI = (-1,1] ;

X
Z n n+1
o
1
3 1
1+x
2n+1
dt = E {- 1) ;
1+t 2n+1

)!

@
x Z(xn)! =X ( 1}){
n=o

, KI = (-1,1).

L7 -



043
Z : n+1 i "= 2x
l-x ) 3

a @©

w
2. n{n+1) xrl =X Z (n+1).n.xn-1 =X L [(n+1)xn] =
n=1

3. anxn = 2_! (11?"xn + nxn-nxn) =Z (n(n+1)xn-nxn).

n=1 n=1 n=1
Mivel | x| <1-re abszolut konvergensek az 1., 2,-beli sorok,
igy
ey o]
2n S X
nx = n(n+1)x nx = > =
=1 n=1 a-x’ (1w
XZ‘ + X
=~ > KI = (-1,1)}.
{1-x)

=1 =1
2 4 2
x 2 1 _ X X .
= 5 ) 5 = 5 5~ 1-re konvergens,
1-2 e
( 2
= (-/2,//2).
o3
— (_1 n n

~
{
3 \
L
o
af:

N



0 @© X Q© X X
n
X n-1 _ n - 1 _
7'Z:T—§:Jx d"'z Jde J 1x &
=1 =l n=o ¢ f
= - In (I-X), KI = [1’ 1).

@ @ 0 X

> X _1 Ei‘f; 152
(n+i)n  x (ntl)n X (

=1 n=1 =1 o

ao X X X
- %Z (J (J. (x")dx) dx ) =-§ J - In(1-x)dx =
n=90 4] o]

1 In {1-x) -1, KI = E'l,l] .

% ((x+1) In(1-x)-x) =

@ ©
1
Stx) Z (= X =) (P =G y =
3n Z 3 3 g - X
n=1 n=1 3
X 3
( _ )' = KT = (-3,3)
3-x (3-x)

Mindkét allitas kOvetkezik abbdl, hogy egy hatvanysor a konver-
gencia korének belsejében abszolut konvergens, igy Osszegiik s
Cauchy szorzatuk is konvergens &s egyenld a fiiggvények ‘isszegé-
vel illetve szorzatdval,



a)

b)

c)

1+x
In 1x " In (1+x) - In (1-x)

o] ,
n+1
In (1+x) = E (- 1) n+1
n=o
@ xn+1
In (1 - x}_= E e )
n=o
w *Zn'
In (1+x) - In (1-x) = - E 5
=1
o
(1433 ¢ = and) (et + ... ) = 142 g 20
1-x =
n=1

= 1+x+x2+x3 4+ ...

1-x
xz x3 x4
In (1+x)=x-——2—+‘3—-T+...
2 3 4 n
—— — -
Lin(l4x) = x - —S— +x—-x—+... S . S
4 n
/ 4
n+l
X.In{1+x) -x T 3 4 .o (_l)n +..
/ °
4 5 6 n+2
2 3 X X X n-1 x
X .In(l+x) =x - 2 tt - (-1) Tt
n+2 n+3 2
n+l  x - R
X ,In(l+x - + n-1 x =
(1+x) > 3t ... (-1) = ..
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. ) pr=xex - pea-deheata-2ellly,

3
n 1 1 1 1
..+X(1-—2—+3 Z° n)+,
m .
EJIEQ= E Xn(l -51'-1--3]‘... -—&) konvergens, ha | x|<1

55, g 3" (XH) E g"1 -ﬂL tagonkénti integralissal adédik

n=1
(o] , .
a 3+ E 3(3(x+1))m-71 sorbdl, mely konvergens a (- 4 » %)
=0
P _ 3
intervallamban, és 6sszege = 1-3(1)
} n _Xil_L - -3x- i
Igy j 1= 3(x+1) In 1-3x-2] , ugyanigy
n=1 ’
© n n
E (-2) (x+1)  _ ) _ .31
) 0 - -Ilnl2x + 381, melyhez KI = -2,-2).
n=1
Tehdt S(x)= - In l-6x2 - 13x-6| , KI 2¢(- %, - -g-).
4
x=-3 -ban a sor konvergens

n
(Z3”2’ Z(‘” + (3 1,
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2
55. x = - 3 -han pedig divergens

[89]
n n
3 1 (1)
(Z(—n—(g) Z( ))). igy
n=1 :

56. E x"  abszolut konvergens [-a, a] a < 1-ben, dsszege

n=0o

~—— , ezért a Cauchy-szorzat Gsszege = de

1-x (l_x)z !

Yy = miatt

w0
1 n-1 - n2
————=§ nx =(E X
2 b
n=o

(1-x)

57. 1. a) Tetszdleges x € I-re g(xo)e(-R, R), itt pedig
o

— - n
> asey] - ey

=0

b) - Az igy kapott sor I belsejében ak:zolut konvergens, igy 4t-
rendezhetS x hatvdnyal szerint és a hatvdnysorfejtés egy-
értelmii.

[¢3]
2 21
= D 6 ana [ fl<l, ame i<t
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= ———-1 = -
567. 2, b) f(y)—l_y ¥ X  miatt 1+x :>: (1)

ahol |-x{<1 azaz |x|<1,

1— -
¢ f=—1— 1+(x1) Z_‘(l)(xl) Ix-1 <1

¢4
d 1 1 1 1 n
il
1+
a =0

ha El <1, azaz ha x| < a .

(48]
e 1 n 2n
Dl D G
1+x
=0
) @ 0
n, . ' n n
1 = =
58 (Zanx)(Lx) fx) 75 st
©
n 1
2. (-1,1), mivel ; X =
-1 1-x
n=o
w
E n
(ao+a R+a23+ +aR)})x =
=0
— —
(> (a R'x ) { > Cauchy szorzata.
n=o ’ '
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59 1. A feltétel szerint

n w
E k E k_
Sn = akH konvergens, akR = 8,
k=o

k=o

gy Eé -1z van N, hogy

P
=]
VAN

-% ha n,m > N,

@ fea}
k k x k x.k X
ax = E akR (ﬁ) = E Sk(ﬁ))(l'ﬁ),
k=o

k=0

M, 1 alapjdn, igy

{L’ k '/ teh 3 ’m |
- Xy b, £ |lX Xy

O A \ZSK(R) 1-R)|<3 ]1 Rl R T

| &=n k=n In |
J.E_ Em_._ﬁ_inﬂ i i‘.m

e lg) TR gy <€

0 Sx SR ~ben.

b) Tehdt a sor egyenletesen konvergens [0,R] -ben, igy f(x)
Osszegfiiggvénye folytonos és f(R) = 8.

0
n
2. a) 1n (1+x) = S (-1)n 1 XT, ha 1x1<1, de
n=1
©
-1
E 1" '5 (Leibniz sor), igy Gsszege 1.)
n=1

miatt nem lebet m4s, mint In 2,
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2.

b) Ugyanigy

n 2n+1
arctg x = E Lx , tehat

2n+1
w
j: n 1 X
(-1} 2n+1—arctg1— 2
=0

Nem, mert minden batvinysor a konvergenciakdre belsejében ab-
szolut konvergens.

Nem, (ldsd 59. 1. )

3¢}

Igen, pl. E o x" .

n=1
Nem, mert ha xl-ben és xz-ben konvergens lenne (x1< xz),

akkor minden X, <zx< x, -re is.

@ -t 0
Igen, pl. E L) x| (x 2 0) egyenletesen konvergens[0, 1]-ben,
n
=1
de csak [0, 1}-ben abszolut konvergens,

Nem, mert ott konvergens sem lehet.

Igen, mert akkor x a konvergenciakdr belsejébe esik.

. 'z 2 z, ﬂ Z B
a) sinx = 2 + 2 (X'—4)‘2 2' _3!(X‘4)++"-..
2 2

X 2 2 e 2 e .38
bye =¢e" + e (x-2)-§-!-(x'2)+3! (x-2)

c) x =x

»®
n

1+ 2(x-1) + (x-1)2
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61. 1. d4) (x--l)3 = =-1+3x - 3x2 + x3
x-1° = x-1°
(x-l)3 = -8 + 12{x+1) - 6(x+1)z + (x+1)3
11 11
_100 @-3) 1 x-3
2. B =77 1 11 ')
x -3 %4 R <L ==
l F |§2 & R o®ISTy S

Rk(x) = % (x—?—) — 0 ha xe[2,4]

62, @ 1) ieltételb8i nem, pl. ha f(n)(x) korldtos fiiggvény, de a
xorlatokra

e <1
1) < 2

1%~ 82

If(n)(x)’ < o ..., stb. akkor nem kbvetkezik, hogy a

Lagrange-maradéktag 0-hoz tart.

b) feltételbdl igen, mert akkor a Lagrange-maradéktagra

- K n+l

62. 2. a) Hatvinysor Osszegfiiggvényének Tavlor-sora

o) o
< r n So
by fix)= 2_' a L(x-a) + a] = 2 \m) (x-a)m _
D=0 n=o
© . ® 1
— b= \ n-
Z i ) an(:x :an m ! x-a)™ ez pedig az
——d ; — J
m=6 nr=m




b} a-koriili sorfejtés, mely a) alapjén

w
_ Z f(n)galgx-a)n
n!
n=0

Hatvénysor Osszegfiiggvénye akdrhdnyszor differenciilhaté a kon-
(n)

vergenciakdre belsejében, ezért f '(a) létezik orinacu a-ra.

Legyen X tetszdleges, ]fk(x)l < K minden k-rua, zy.ulS

k) - (k+1)! k+2)1 2 .
R S TREL WY LA TR O SR TE R
2
<C|1 +—+-x— = Ce =
21 "

Igy 1.b) miatt igaz az 4llitas,
A Lagrange-maradéktag 0-hoz tart.

o 2k+1 © 2k
mhx=) (1 E—e, fm=) (1 S
a) sinx U Genr e k1)

k=0 k=o

S n
-, P
n=o

Igy, ha n=2k+l alaku, akkor f(n)(i)) = 0, he -2k alaku,
akkor
(2k) b
TS i ) S C NSV 1 Y
(2%+1); 2ky a8y - {2k+1}!
b} Hasonldan
@, _ 1™
g (0= n+l
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Lisd 57. 1. b)

Megjegyzés, Az f° (x } # 0 feltétel azért sziikséges, mert

egyéblként az inverz filggvény deriviltja nem korlitos x, -ban,
igy nem létezik a Taylor-sora,

Q
-X - n Xn
= E -1yt 2 KT
(-1) al _
n=o

]

{- w, o)

KT = (- 0, m)

. e ¢]
n=0

n n 2n
2. =14 _ 1. Z (-1) 4
sin x = 2 (1 - cos 2x) ) (2n)!

KT = (-~ o, o)

o
. 1 4nx2n
2 : (2n)!

=0

ch’x = % (1 + ch 2x) =

00 |t

KT = (~ 0, ™)

n 4n+2
(-1) x

i 2
sin x @)l

KT= (- @, )

n=o
/X a O-koritl nem fejthetd sorba, mert f£(0) nem létezik,

X, =1 koril igen, Vx =)/1+ x-1) = (1 + (x-1) )1/2

binomiilis sor,

V_—1+-(x 1)-—(x 1)2 +——(x 13-+... ha 0<x<2
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65, 2. x a 0 koriill nem fejthetS sorba, mert f"(0) nem létezik
x_ = 1 kbriil
o
o
<2 - E (342).(;(-1)“ ha 0<x<2
o

3. Ha 20 (L €IN) akkor a 0 -korili hatvénysordra -

s xa, ha X 20 nem egész, akkor az [0+ 1 -edik deri-

viltja nem korlitos, igy /,T Taylor sora.
Ha X <0, akkor a fv. nem korlitos 0-ban.
X, = 1 koriil

o
& = E (‘Z)(x-l)k 0<x<2 -ben.
k=0 '
40 ]
. o - -
66. 1. Mivel (1 +x) = E Rl 1).l;!.(ot k+1) xk
k=0

és ha k> O, akkor a binomislis egylitthaték valtakozo eld-
jeliiek, ezért ha x > 0, akkor a sor véltakozé elSjeli N > &
indextdl kezdve, ha pedig x <0, akkor jeltarté6 N > & jp-
dextdl kezdve. '

2. a) f1+x = (1+x)1/2=1+-;—x - ﬁxz +2'—i'%-x3 - (x] <,

de_ a sor X = t 1-ben is konvergens, igy a sorfejtés [-1,1]-
ben érvényes,

1 _ (l-x}-l/z

1 1 1 1 1
(-5)2 (-5”'5 -1) ('5'2) een (= 3 = nHl)

n!
n
13 2n-1
= 2 2777 3 _., 1.3...(2n-1)
= 1) Le..n OV 5iTan o ey
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. - ‘2
b ———=1-3(x+s. 2t

1-x

n 1.8, (2n-1) n
R e el PR

ral=

= 1 +

13 2 1.3.,@20-1) n
X+g 2 X Yot g o X e (xI<D,

de x = -1-ben is konvergens, tehat [-1,1)-ben érvényes a

sorfejtés,
1 1 2 1.3 4 1.3..(2n-1) 2n
c) =1+ X +5—0X + ., +—F0F —x +..
I/ 1-x§ 2 2.4 2.4..2n

{Ix|<1) x = + 1 ~ben is konvergens, igy [-1,1]-hen érvé-
nyes a sorfeijtés

d) —-——1—-2—= 1-2(¢-xp13 (22 - .. (D) ()" + .. =
(1-x)

=1+ 2x + 3x2 + ...+ (n+1)xn ... {(Ixl< 1)

() =)

(a-x)°
, @ o '
{(arctg x) = 12 = E (-xz)rj = E (-1)“. x2n
1+x
n=o0 - D=0 ‘
e - n _2n d n x2n+1
arctg x = % \[ {(-1) x dx = E {-1) TvERD ha [x|<1.
r=c 0 D=0

Mivel a kapott sor x = + 1 -ben is konvergens, igy Abel-tétele
szerint [-1,1]-ben érvényes a sorfejtés.

. 1 @ 2n © x2n+1
| - - . = ——————
{arth x)’ = 1-32 E X arth x E ontl
=0 =0

Kl = (-1,1)
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67. 3. A=z arcthx fiiggvény |x|>1 -re van értelmezve, igy a 0-korill
nem fejthetd sorba.

.1
- 2
4, (arcsin x)’ = L =(1-x) =
1-x
w
- Z : 1.8. (2n— ) _
3.4, 20 ix|< 1 =hen
n=1
3 5
inx=x+ L% 1.3 x°
arcsmx—x+23+ 4 _5+...+
) £
+ (2n-1) x2n1 +
2.4.2n 2n+1 - 7T

Mivel ez x = + 1 -ben abszolut kbnvergens, igy K= [-1,1].

5. arc cos x= - arc sin x +%—=%- X = -
2n+1
1.3..(2n-1) x
2.4, 2n opsy F-ce s Da Ixi<1 (4. miatt)
1 ®
2 -
6. (arsh x)’ =—1——=(1 +x) 2= g 1;132!: 1)x .
1+x
ha Ixt <1, igy
3 5
- 1 x . 1.3x
arsh x =x 2 3 +___2.4 = ..+
2
byt LS. @oen) o x n+l .
2.4.. 2n 2n+1 e

7. Az arch x fiiggvény nincs értelmezve a 0- ban, igy nem lehet a
0 koriili- sorba fejteni. .
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67. 8.
9.
10,
11.
68, 1.

1+x

w
)
2
[1naa?)] = 2= E 02 ke gx<a,
=0

© n 2n
2 (-1) .x .
igy In(Q+x")=2 ~—n - Ez x =+ 1-ben is
=1

konvergens, tehit KI = [-1,
o)
2n
2, z—‘ X
In (1-x7) = 2 on
=1
In 1-1-x2 = % In (1+x2) {lasd

In = In (1+x2) -
2 :
1-x

1+x=1+x

In (1-x2)

2
- { %)
cos fx =1 - 21

+
4!

2
X X

cos X =1 - ——+

2t " ar " o |

x X
+x-cosﬁ=x-?+—+..

2 3
6!

-1)

1].

KI = (-1,1)

8. -as)

(et

L

4n-2

n=1

2k
oy LR,

@k-2)1 -

0
X
4 E in-2 (-1,1) -ben

.

cos X +X cos [X =

1

14 (1 -—+

2

1

k-1 1
IR T Tyl

(2k)!

1

!

)xk'i'...

1

00]
=1+ Z(—l)k'l [
k=1

2k-2)1
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(- o, w)-ben érvényes a sorfejt*s, mert a cos I'x &s az
1 +x sora abszolut konvergens ot ...

-X x2 x3 k xk
= - — i — —_— - -
e 1-x+50-3 - O (-0, ) -ben
x3 x5 kx2k-1
inx = x - = +— + (- .. - -
sinx = x 31 T +...+ (-1) @k-1)1 + (-, m)-ben
8 4 5 6 7
xe ¥ox-xf X E X % ox
21 3t 41 51 6! ’
X3 =X x3 X4 X5 XG X7
- —_— T om e e - - +
31 © 31 31 31217 B131 s41
x5 -X x5 x6 x7
5_I-e ='5-!-‘g-!-+5!21-+ ........
X‘7 -X X7
Tar e = T + ... Cauchy-szorzdssal:
* -X 2 3 1 1 4 1 1
(sin x)¢e " =x - x" +x (—!—-3!)+x (-31+3!)+
5 1 1 1.. 6 2 .
X (s oo =Y+ x (- — )+
! !
41 31,21 5t 5! {3!)2
k
: kz .
7 1 1 L1 hod (-I)ZSink—J;- c
B T Ty T i T RN Z k! x
k=0

azt az alakjit a kivetkezd azonosssgok felhaszndl4sdval lathat-
juk be.
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2. = k=44+1
V2
——V]-';_— = 44 42
2
slnkir-= 9
4 1
-— k=443
Vo
-_1_. k=4-ﬂ
f2
-
k k
kY _ k-1 (k)= k-1
és Z(z:.) 2 sz 2
=0 I=0

a sorfejtés (- o, ®) -ben érvényes.

2 3
@J a) tgx—ao+a1x+azx +a3x + ..

(tg x) {cos x) = sin x

(ao +a1x + a2x2 +a3x3 +...) (1~ X4 _— -

3 5 7 g
_ X X, X X

=R e e o et ae e o w—

31 "B 71 el T

A hatérozatlan egylitthatékkal a Cauchy szorzist elvégezve
és az egylitthatok Ssszehasonlitdsibsl adédik, hogy

1 1 1
ao-—O, a1—1, a2—0, ag= (31-2! )—3
=0 =—1-~1-+_1-—_2-
R B TR VI TR TR
1.3 2 5 29 7
tehat tgx=x+§X +T§' +é—4—0 +
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0

sin k &+

1

a)+ sin k S (- L _ — 2 ) K.

2 o e Tt TR
et

X
e 2
l4tos, igy a sora 1x|<—2--ben konvergél.

Mivel a tg x fiiggvény a + (2k+1) helyeken nem kor-

b) Ha X, = izr— akkor itt y = tg x sora nem konvergens,

y = cos X sora abszolut konvergens és kapott szorzatsor a
y = sinX sora abszolut konvergens.

(a+x?' = aa[l +—E:}m miatt, (ha l§’<1 vagyis [x|<]a|)

2
Oo L o[y Loy X oty X -
{a+x) a1+ G-+ 5+ ]
a
ol X o {-1) x2
=a[1+°‘"+ .2 2 ' ]
a
1
2 - = 2
1 2 2 2
i =TJ(1+%) ‘(0<x—2<1. x <a )
2 2 a a
Da+x-
11,151 tas o8
5 g il 2 2°2.4 4 2.4.6 6 .
a a
a“+x
=ln§1+x)r
logb(1+x) inb miatt
1 r x2 x3 xq=
logb(1+x)=mtx-—2—'+-§-'T+'...] (1x|<1)
X X
log, (atx)- ina+x) _ hl(a’(H'a) _Ina + ln(1+a)
e A Y Inb Inb Inb

miatt
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10,

-1na 1 XX X X
log, &%) =4 *h b [a 2 ¥ 7 +} x1<1)
. 2a 3a 4a
1ﬁx - ex.ln 10 miatt "
2 3
10°=1+xm+ B0 2108 R
21 31
(ln cos x)' = - g x
cxsl, 8,2 5 20 7 X T
tgx—x+3x +15 X +840X ST S | 2 <x<2)
lasd 68, 3.
lncosx=__ﬁ-_];£-liﬁ- =-x_2-—}.‘f-—£-
2 34 15 ¢ °°° 2 12 45
T &
f > <X<?)
2 2 2
2 4x-5X 1  4x-5x
In (3 +4x - 5x )= 1r 3 + 3 a3 )+
23 H 2
1 4x-6x) _ ! 4x-5x%
+3( 3 + (| 3 <1}
23 ¢ 244 3
=1ln3 +<Tx BB*SIX ...,
: w2 24 : 26
ch (rizx’) = 1 + B X @A) edxT)
21 11 6!
o 49 < 1 5
=1+§-!-+2x +Z!- : +§x + ... x € R)
4 2k
2_ 2 3% 2.4.6.. (2k-2) X
(arcsin x) =x oyt 3.5. (2k-1) Yo
(1x1<1)
2 1-cos 2x
a) sin x=—2——-
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11.

12,

13.

14.

15,

2
b) CcOo8 X = —lic—g—i-s-—gx— miatt

2 4 G
2 1.1, _@x)  @2x) _ @x) =
sin x ) 2(1 2 + 41 6! o) =

) sz 23x4 25x6

5Tt g1t (xem_)
2 .34 56
2 2x 2 x 2x_ .
cos X = 1 2! + 41 6! - L IS (X em)
I &x_1 2x+£+ 2L+ 22k+1 + |
a-x a 3az 5‘_14 (2k+1)a - [ xI<dal)

3— x5 'xs 4
Ve=1+§+ + +E2— 4. xem

k=0

-1
a+bx Z 0SS (1xI<

k+1

5

) 2
(a_x)ot=ao([1_ (01‘)-;5+(°‘)-x—+... +

2 2
a .
k Xk
+ (-1) (?:) ——k—+] ( 1x]<|aMp
a
’€.~=x-x3+x5-x7+x9+... ( 1x]<1)

1 + x
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7 , : o
69. 16, +: L ———— 4 =
69, (ln(X+VIX)) V——E(l 2)
X+ f1+x 1+x
= (fia® - x) @+ =2
1+x .

Fejtsiik sorba a z4r6jelben levd fiiggvényeket, &s végezziik el a
Cauchy szorzist!

3 5 7
2 1 x 1.3 x 135 x'-
=X ey =S .22 2y
I+l ) e x -t 5 248 T T -
S B ( 1x<1)
17. arctgi—=c+ j‘-——l_—é—(-—;)dx=c-“}’ dxz ;
14_(}.) X 1+x
“lx
: 1_T
C= lim arrch—2
X—s-q
rotg L= X ares x=—-x+—3—x—5+-—l+
arclg 1 =2 g 3 5 7 "o
k+1
(-1) 2k+1 _
* 2kl e (-1,1]
2

18. cosx.ex=1+x2(.i-_1+4 1 1 1

T TR T TR T TR TR

1 1

2k 1
S E T e Y Ty Y
m 1 k 1
e (1) m+ + (-1) 2! + ... x € R)
SX_ 2.l 3.1, 4. 1 1.
19, Tix l-x+x (1 2!) x (1 21 +x (1 21 21

=+ ... {1xl< D)

- 194 -



69. 20.

21,

In(1+x) —x __x;z_ 5% X 29 5

3 4
F em— —

coS X 2 6 2 120 * T C1x]<1)

cos y Taylor-sora minden y-ra abszolut konvergens,

X . s
e. sora minden x-re abszolut koanvergens.

2 4 2k

=1-L ¥ T A =
cosy=1-=-or+ty-+... (D (Zk)!i"'
er ed:x i e2kx
=1- 21 +-—4!—-+...+(-1) 72_k_)ri

ekx figgvények (k=1,2,...) Taylor-sora is abszolut konver-
gens, igy alkalmazhatjuk az &trendezési tételt.

o1 o2 1 2. 2 2 28 3 2" on
21 ¢ T e * orer* "Z2rar * T Zral
Lx_ 1., ¢ 4 N £ T . ty
a1 © 41 411 * ey gy 41 31 T qIat X T
1 6x__ 1 __ 6 6 2 6 3 & a
61 TT®8T 6r1t X T Brat* TErsr® Tt §rar .
k k k k
2 2
%™ _ 1) L0 1% K N
Kl k! kI k! al
k=21)
QO o
k n
T - n (D%
o8 {e) =/ D G E x k)T
k=0 . k=1 k-1

w
(Z (-1)k ——(2!1()1= cos 1) miatt.
k=0



\J
69. 22. (earctg x) - aretg x 1

23.

1+X2

arctg x 2 3
=a + + +ax +...
e a gt ax+ax ag s

(a, + 2a +3a3x2+...).(1+x2)=ao+a +ax2+ax3+...,

1 2 1 2 3
igy

= = + =
a1 ao 3a3 + a1 a, Sas 3a a4

stb.
2a2= a1 4a4+ 232 = a3 Ga6 + 4a4 = a5
igy _
=1 =1 =}- =-l a =-—7-
B 3T h =5, 3 6° % 24 ' "
2 3
arctgx==1+ +_}_c___}_c___7x4 1 5+29 6 +-
e S 24 144 .
(IxI<1)
ln(1+x)_ = =
EET —a1 +a2x +ax + (ao 0, £(0) = 0 miatt)
In{l+x) = (1+x) (a_x +ax2 + x3 + )
a, 9 ag

2 3 n

X X n+l X 2

- . - =+, , .=(1+
X 5 3 + ... + (-1) n_..._(1 x)(§1x+a2x +...),

. =1 ag-.1__ _. 1 =1_, -
tehit a 2 2 " 2 (1+2), ag 3 " 3
I ¢ PSS R U | 1
A PR e R
In (+x) _ 1.2 i, 1 3

1 X (1+2)x +(1+2+3)x+

C+ et [1+%+ +%] I (1xl<1)
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2 3

X X
_.+_—
1+x+2! 3!+...

@
it

X x-2+2 2 x-2 X X-ata a Xx-a .
= @ =a e ill, e =e = e e miatt

2 3
x_ 27 - {x-2) {x-2) ]
e = e [L1+(x2)+ 21 + 31 + ...
illetve
2 3
ex = ¢? [1 + {x-a) + (x;) + (xs?) + ]
5 7
inx =x - = .E
s 31 Bt T
x2 x4 x6
cosx=1 --2_I-+ZI—-6_I+ .
. . A L) T2
= - — ) 2 . —— a— e - — —
sinx = sin (x T4 }= sin (x 4 ) 5 * cos (x 7 ) 5
_ Y@ L ) 7. f2
cos X = cos (X 4+4)—cos(x 4) 2 sin (x 4) 5
sin x = sin (x-ata) = sin(x-a) cos a + cos{x-a) sin a miatt

CO8 X = co8 (x-a+a)= cos(x-a) cos a - sin (x-a) sin a

T TP w Ly
=12 AR A S
sinx = 2 {1+(x 4} 1 31 + L
2 3
Ffy ot o5 o« L
cos X = 3 1- (x-—z- - 21 + 31 BaRar

2 3
sinx = sin a + cos a (x-a) - sin a (x-a) _ cos a (x-a)” |

21 31
X - a4 ‘:-a)5
+ sin a -‘——-Lé-cos a -(— ==,

41 51
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2
_ (x-a)” . (x-a)
COS X = cos a - sin a (x-a) - cosa 31 +sma-—3—!-—
4
+cosa£ﬂ‘-.--++..
4}
sin (x —£)=E(sinx -~ cos X} - és
4 2
E‘ .
cos (x--g—)=—2-(sinx+cos X) miatt
2 3 4 6
PR N I XX x x x|
sin {x 4) > 1+x+2' 31" 21 T 51 6 ++

+

2 3 4 5 6
.'1— -
cos (x-fi; —ZE{ 1+x-§—-5—+—-+3‘—+5—+-—++..}

3 x5 x2 x4
th=x+Ti+-5—l+ chx*1+?!‘+F+
shx=sh1+chl (x- 1)+sh1("2}) " bl(x3,1) .

&1 &1
chx=ch1+shl (x-1)+ch 1 21 +sh 1 31 + ..
)’ I
shx=sh-+cha(x-a)+sha-—ﬁ-)—+c];a E(?&:—)-—++
2 3
chx=cha+sha(x-a)+cha(x-;:) +sha-(xs—ar)+...
sh{x-a) = sh X ch u = ch x sh a
: iniatt
chix-a}=ch xcha-shxsha
2 x3 x4
sh(x-a)—-sha+chax-sha—+cha‘ -sha—+.
21 a1 41
x2 x3 x4
h (x-a) = -sha.x+ 57 -shaz=+cha=+ -+,
ch (x-a)=cha-sha.x chazg sh43! chau +
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2 N : 4-
6. lox=1In (1+x-1) = (x-1) - (x-zl) o &L x-1)

3 4

In x = Iln(a+x-a) = lna + In [1 + x_;g ] miatt
Inx=1 +—1- (x-e) - 1 (x-~e)2 + " (x-e)3- ~L (x-e)4+-, ..
e 2 3 4
2e 3e 4e
2 3
nx=lna+s@a)- L e e Laalt e
a 2 3 4
2a 3a 4a
[ (X X
7. In(xte) = In [a Z+ 1)]= Ina+ln(3+1)  miatt
In (x+ta) = In a+i-x-'_—12-x2+—%x3-—%.~ ...
2a 3a 43

In {x+a) = In(x-b+b+a) = In [(b+a) (%‘: + z)] -
3 xb
=1In (ath) +In 1 + 27b } miatt

In{x+a) = In{a+h) + L (x-b) - ——1—2 (x'-b)2 +

atb 2(a+h)

s—Lte (x-a)3 —'—1—4 (x-b4) -,
3(a+h) 4{a+b)

a0

1. g %)xk=(1+x) (ha -1<x<1), gy a figgvény x = 1
k=0 \k

B | b

helyen vett helyettesitési értéke adja a sordsszeget.

5 (3 7
k=o \k
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QO
1. 2 g nx" = > lisd  [53.1. (ha x € (-1,1)),
{1-x)

l=o
[0s)
E 2 -

n
n=1
[av] x2k

3. E k)1 = chx ; KT = (- ®, ) ; igy
k=0
a0
2

1 e +1
Z @rr - bl 2e
k=0
o

_q.K_(2k+1)
4, E lez’l;Tdsmx,- KT = (-, ) ; lgy

k=0
Q0
Z (2k+1)I = sin 1
lr

w o] Ive) >k

1 {-1) _
Z Z Py +Z 20! =ch 1+cos1
k=o , k=o

k=o

- x2 x3 k-lxk
2. Lo In(l+x) =x -S540 L+ (1) el -1<x<1)

ha 0<x <1, akkor az egyenlStlenséz a tagok monoton csok-
kenésébdl és az el8jelviszonyokbél adédik.

2., 8., 4., 5., 8., Thasonléan 1.-hez.
7. Vx fiiggvény a 0-koriil nem fejthets sorba, igy haszniljuk az
= 1-kbrili sorfejtését. Lgsd: 65, 1.
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Az egyenlGtlenség adtalakitva % - —;— < sin% , mely
- n
1 x3
mely (x = E) helyen az x - x < x - e < sin x egyenldtlen-
ség miatt igaz.
_ k+1 k+2 k1
|H@)] = ‘akﬂ Xt agex f I < 'iakﬂlx

mert a sor minden 0 < x <{R -ben Leibniz tipusu,

n

a) g=1lim J |a,] - 2 +€ j6, mert van olyan €, hogy
n n

Iim |/|an[. a +&<1 mivel lim lag | 2 <1

(gyok-kritérium miatt) és ¥ € -hoz I N (&), hogy

n n
n> N () esetén lim V|ag| + %>/|an| ,  tehdt
n n n b— ~n __ B o n
Ianx l= { l/'an[]xl) , < 2l @) <(im Man’a+6) =q

b) a) szerint

(s8] o8]

'k k n+1 1

H(x)=§ lakx’<g q = q o
n+l n+1

2 3 4
x X  x
a) In{l+x) = x - st e +R4(x) a [0,05] -ben

X (0 5)5
Leibniz-sor, igy |H|= [R4(x)|< = < s
: -3 -3
= 0,00625 = 6.25.10 < 7.19
2 3 4
~ 9,5) , (0.5 0.5)
In1,5%0,5 - 2+ 3) - { : =_0,401
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EY

1.

b)

c)

d}

3

x —
shx=x+37+Byx) ; Ryl) = R (x) ésa {0, 0.2]-ben
1)k
pozitiv tagu sor, igy ‘R4(x)|=l—f—t_,—|£—)- x5 = %h'? x5

¥ e[o, 0.2]ésa chx figgvény monolonitdsa miatt
ch€ 5 ch 0.2 5 _ 2 e " 2
1 XS qgp OB ST T oS
10°.12¢0
<202 2 7 < 2,93 . 10t <3207
15, 10
(ch 0.2 <1.1)
3
sh 0.2 & 0.2 + ‘—O'Ef—)—=o.zoex
sin x x2 x4
% Cloartar R, R =R
sin 0.1 .,
F5 X 0.9983342
)-:2 2 x4
e =1+x +—2—!—+R4(x)
88 10 a2 ‘
[By 60| = [R50 —'3—1+?1_+ 51 T 61 ¢ =
X6 [ 2 X4 X6 XG r Xz X4 XG -l
= S— —_— b e
st 1T T Y45 156 T ]< I A a R B
4“4
X 2 2, 6 1 _
R
Lo K
t o
6 6 (0.8)
=§ X <-2§ (0‘8)2 < 2.621.10°; e A 1844
4-x 4-(0.8)
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1+ 8 5

- X . X, 9%
T4, 1. e) In 1% 2x + 2 3 + 2 5 + Rﬁ(x)
XT Xg ! X X Xll
|R) | =2 | Sro g <2 T+ T s | =
x7
7 2 (0.5) -3
=2———2S7‘r = 2.98 . 10
1-x 1- (0.5)
14+0.5 1 1 1 1
= 29 (A ——
05 18372 3% 160 Yo0e) ¥ 1098
2 2B it
2, a) ln(l+x)=x - ?+_§— - -—4-+ B4(x) [0, al-ban
X a5 -3
lm 1< +|<5 < 10
3 -3
a < | 35.107° <o.511
chf 5 cha 5 _ 34272 5 -4
—_ —_— = ¢ ————
b JTHIK s *<Tao ? <o 2 < 3.10 ha
a <0,290 akkor mAr teljesiil ax egyenlStlenség.
x6 a6 -9
c) |H[<-—g|—§ﬁ < 2,107, ha a <0.11 mAr teljesil az
egyentStienség.
6 6
a2 -
4 o<z 22— < 2 2 < 3.10 mely mar
3 2 3
4 - x 4-a
a < 0.92 -re teljesiil.
7 T
2 ) 2 -
e) lHI<E == <2 2 < 3,10 3 mely mir a
i 2 7 2
1-x 1-a

a < 0.51 -re teljesiil.
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2 k

a) 1n{l+x) = x - -}52—-4- e (-l)k-1 -}51;- + Rk(x)
k+1 k+1
X (0.5} -3 >4l
|H| < v < ey <7.10 °, mely k Z4-re

mar teljesiil,

? IHI< (ZI:II’S;! XZk+1 < (;l:(flf' 0'22k+1 < (2!;-.11)! (0'2)2k+1
mely k 2 2-re mar teljesiil.
A TS(X) mar jo, Tl(x) nem,

c) ’I4(x) mar jo, T3{x) neni,

d) T, mar js, T,(x)  nem.

e) Ts(x) mar jé, T4(x) nem,

In 3 értékét az In(1+x) fiiggvény sordval nem szdmolhatjuk,

mert csak (-1,1] -ben kdnvergens, de szimolhatjuk az

1+X . . . . 1+X .
ln ——-- filggvény sordval, ul. ———=3 immen x = 0.5, ahol
a sor konvergens.

14x rFo 3 5 2kl
In 1—_}—(‘ = 2 LX + 'E' +? EOE ?‘.\:‘—_-1 } + RZ[{-l(x) {-1, 1)>-ben

2K+ 2k+
lB| = |R (x)|<l| 21| 20,5 1
i - ! - 2 - 2 . 2 ’
2 k-1 . Kt 0.9

mely k= 4-re < 5-10-4 igy

Tehat In 3~ 1.098

sh 0.221.2066 a marardéktagot Lagrange-alakjibél becsiiljiik,
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75. 3.
4,
7. 1
2.
3.
77. 1

3
l/I_iE |/27+ +% melyet az (1 + x) E (

.binomidlis sorbél szdmolhatjuk, mely az x = Iy -hen

€O | =

) k
X
k

jur

Leibniz -tipusu 31/5 ~3,1072

3
Vo=s)1-2

3
b24 ~ 2.8845
2 2 4.6 2k
X oA E X L. X ...
e TR TRET: et Kl

egyenletesen konvergens tetszdleges koriitos intervallumon, ezért
tagonként integrilhatd, igy

X
e_tzdt=x_ 3 . L % o (1)k2k+l+
3.1t 5-21  6:31 77 (k!
o

X ®
sin t n x2n+1
f —-t—dt = E (-1) M , (- o, ) -ben
o n=o
¢ arctg t > n x2n+1 ;
j ——tg—dt = % (-1) —~—,  =1,1]-ben
- (2n+1)
o =0
- . x :n:4 x6 k xZk
j dx S(l T 2—!'-3—!+...+(-1) o +..)dx =
e) o
1 1 1 -l)k
=1 « —— — i —— ——L——.— +

3.11° B.21 781 Tt e



Ha ebb8l a sorb6l n -tagot vesziink, akkor az elkovetett hiba:

nt+l
N VN
(20+1)n! {2n+3) (n+1)!
. S >
Mivel |HI <(2n+1)nl , .igyha nZ25, akkor

|H|<0.00075 < 0.001
(ha n=4 akkor ebbdl a becsléshdl

[H|<0.00463 ¢ 0.001 adédik)
Tehat

a—rcﬁf—xdx ~ 0,507

o |

100 0.1 0.1
f Indm) g4 - }n_(l*_'})_du_f.l_:;l_u_du
X 0.01 Y 0701
10 1
{;{- = n helyettesitéssel)
1
1
j dx ~ 0.119
3
1+x
1
( 1
——dx 0,927 ugyanis
J i+ x -
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1

L - qa+xh

0
oo == -0 0k
1+x K=o

és mivel a sor Leibniz -tipusu, a H kisebb, mint az els§ elba-
gyott tag abszolut értéke.

[0
W
i
1

8
4k X 3x 85X
e 8

: sh x 3 xz x4 xzk
= 1+2 42 — =
78. 1. j - dx j( +3I+5!+"'+(2k+1)!+7")dx
o 0

r 3 5 2k+1 1
=[x+x+x+_.+—i————+. J =
3.31  5,5! (2k+1) (2k+1)1
. ]
=1+ 1 + L + + L
3.31 5,51 °°° (2k+1) (2k+1)!

Ha ebbfl a sorbs6l k tagot vesziink, akkor az elkbvetett hiba

= 1 1
H= (21{"‘1) (2k+1)! + (2k+3) (2k+3)! Ftoiseenans

- <

PR U R
2kl | (k1) | (2k+3) i

- —_1__[1 P N 1 o]
(2k+1)(2k+1)! (2k+2)(2k+3) | (2k+2)(2k+3)(2k+4 )(2k+5) J

A

1 1 1 1
<(2k+1)(2k+1)! [1 + (2k+2)2 + (2k+2)4 +"'+_(2k+2)21 + ] =

_ 1 1 <1 1 _
(2k+1 ){2k+1)! 2 k)M @Ck+1)%-1
1- (5ae)

2k+2

1
(k+1) (2k}! 2k

{felhaszndlva, hogy a zirdjelben levl sor egy ( 2;‘_2 )2

hényadosu geometriai sor.)
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78.

1.

1
2. J' T—di—'
o l/ll-x2

Ha k=2 akkor H < 0.003¢4 £0.001, de ha k=3 akkor
H < 0.000057 <0.001

Tehit
1

sh x ~ 1 1 1 :
I x XN Lyt s 110572
[¢]

Végezhetjiik a hiba becslését ugy is, hogy

H < 1 [1 L L +...]<

G EkrD)] | - 2Kr2)@kr8) T (2ki2)(2k+3) (2kH4)(2k+5)
1 [ 1 1 _
< EROEE! [1 *Z23t%23.4.5 T ] =
.1 1
el e @ < ° 3 =
T ekt T ek 2RI
_ 4
@Kk

Itt k=3 -ra mir H < 0,000085 <0.001 de k=2-re még csak
0.0025, igy e becsléssel is hirom tagot kell Bsszeadni.

2y 0,337

dx &~ 1,461

S —
o
‘ 5
[
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1 1

8. 3. BEanne Y @en et T
1. - 1 1 1
< —21 1
(2Kt 1)kl [1 Tt W) () (ke2) keD) +] <
; 1.1 _ e 3
< Ekrk! [1 AT TIM jJ‘ Gl < @Dkl

k=5 esetén mir H <0,001

0.1

4.J

0.1
In (9+x2)dx=j lu[9(1+(-§)2]dx=
0

0.1 0.1
= . X.2
= In 9 dx + 1n(1+(-3—))dx=0.1109+
o 0
w o 0.1 k+1
(-1)k X 2
+ e 5 [(5) j]-dx=0.lln9+
=0 o
e 2kr8 0-1 .
* 24 k+1 [ 32I«:+2’ o1t } %0.1 In9+ —&
k=0 { ) 0 30
79. Mivel a Fourier sorfejtés egyértelmit a fiiggvények pedig Fourier’
polinomok
1. sin x = sin x
a, =-0, a = ¢ minden k-ra, b1 =1, bk = 0 minden
k#1 -re '

2, cus 2x = cos 2x

ao=0, az=1, ak=0 minden k # 2 -re,

bk = 0 minden k-ra
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2 1 1
sinx—z 5 cos 2x

a = % , a =0 minden k # 2-re, bi{ = ( minden k-ra.

—i+l 2
cos x = 5+ €08 2X
-+ = 1 = 0 .minden k # 2 -re
"2 %7 3 % '
bk = 0 minden k-ra.
- ex X< x S%
f(x) = arc sin (sin x) = § X ——g—< x S -%r—
N~ x Lix s
f(x+27 ) = f(x) minden X -re
a =0, a =0 minden n -re
o n
)1
o [ 2 3 r
b =— f f(x)dx = ——H x sin nxdx + j(ﬂ'r-x)sin nxdx}=
n g it
o o a
2
4-slnn%
¥ T 2
n

f(x) = —43? [sln X - —51— sin3x + —;—— sindx - 21
3 5 _ T .

= = , 2, ..
an 0 (D 0: 1) l )

¥ : F o
bn=5rl-Jf(x) sin nxdx =5—}jx sin nxdx = 3].2—- jx sin nxdx =
- : -ar 0’
u 2 3 2
-2 0. cos nx ] _J" o2 et
7 X " X + o n ocos nxdx cn’n(l) +

- 210 -
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: L4
2 [slnnx] _ a0l 2
nn n

+
{f(x) és f'(x) szakaszonként folytonos, igy Fourier-sora konver-
gens és eldillitja a fiiggvényt a folytonossagi helyein.)

: 2
f(x) = 2 sin x - gin 2x +§sln Ix - % sin 4x +g sin 5x +-, .,

[0.4]
f(x) = E P it ;2; sin nx
n=1

A Fourler-sor nem konvergdlhat egyenletesen, mert tagjai
folytonosak, Gsszegfiiggvénye pedig nem folytonos fiiggvény.

f(x) alapintervallumin piros, igy bn =0 m=1,2 ...

g o 2
.1 [ .2 _l_j 2, .
8% 7 32 Ide-GT’ X dx = 3
-7
ut x i
1 2
a = & Jx cosnxdx = _L'Jcosnxdx = 2 [xz sin nx]r-
n T o r n
'.'ﬂ' -1 o]
ar 5 g
_ij‘?‘xslnnxdx_o_g{[_xcosnx] +jcosnxdx}=
g n n n n
0 o o
R N _ 4
n n

f(x), f’(x) szakaszonként folytonos az alapintervallumon, igy

2

fx) = _51_-4(0053- 1 cos 2x + 1 cos 3x - +,..)
3 2 2
2 3 .
x = 0 helyen
2
1
f(0)=0=—-§-4(1'—;+12 -5t .. gy
-2 3 4



/

r

1 1 _
A e R -

1- vee
12
3

-
2
2

x =1 helyen vizsgdlva &s rendezve -

L
2

1
2
kK -

1 ' me o
1L+ —5 + oL + ... = s jadodik.

2

w

Az 1-ben szerepld Fourler-sor tagonkéntl integrilisival is
megkaphatjuk, az eljiris azonban nem jogos, mert az 1l-ben
szereplG sor nem egyenletesen konvergens,

bn=0
@
m’ 2
-—I-JZ + dx + = | (- x + 1 dx
an—m, (W" 1) cos nx 7 { X Jcos nxdx =
Ty e qa
2 2 5
2
=-§,—J‘(-%—x+l)cosnxdx %_[{_?x{_l)sinnx]o
°x
2
2 2 sin nx
+3f1’.['37 n &=
o
g
2 2
—0+[-(-——;,—nncosnx}=(—3-]7§-) {1- cos n %)
o
I : a
2 2

N .2 S S T ] -
2= 57 2] Forxes g [ aes ]
¢ ]

4]

1 g 2 2 1
fx) = 7+ (77) (cos x + ?T-cos2x+32 cos 3x +

1
+ TCOS5X+...)
5
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4, 2 =0 (@m=0,1...)

I i
n —;:—ff(x) sin nx dx = %—J.f(x) sin nxdx
- o -

o
il

-
-

.2 _1_ 2 I
b =7 b3 7, Pp=F (3

4 2 1
f(x)=?- sinx+(l-——)sm2x+ 2 (—"-gsin3x+...

5.4 =% a =0 b == 1+
o 2 n n n _
f(x)=%+-5r?-(sinx+3i!;3x Slgr5x %ﬁl&
X = %r--’ben

1.1 1
1-g+s =g+ ... =
3 5 71

6. A félperiédus £ = 297

a =20
n

bn =% J-f(x) sin f nxdx
29 23
bnz_él?ff’— “‘,Jfrf(X) singxdx=;—],-jsin‘;-
- o8 — X .
1 2 2 +1
7[“1_“} - o [ ]
2 0
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b=
n 4
(Z_IHW han=2k+1 k=0,1,2,..
+
o o1
7. 4£=2

-1 2 ] 2, 20
(x)—4 w -(—ﬁ-) cos 2 5 cos 2 -

. 2
-[%5\“+(32—m;):| cos 3?; + ...

a) L€ N esetén sin¢x Fourler - plinom, igy Founer-sora
tnmaga.
b) o % N esetén

29r 9
a = -2—;r—j sin® x dx = —o— sin aJo
.07
2w
a = —glr-fsin&‘-'x cosnxdx =
n
o
L 2qr 7
=3 fShl(OC +n)x + sin (¢ -n)x dx =
o
2 2
=3 3 gin U
o -n
29¢ ) 29 -
bn = j?j sinlcx sinnxdx= 3 J'('cosfoq-n):j:-cos(obm)x) dx=
o o
S | S
= > 3 gin 290
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1. a) Legyen az alapintervallum a [- a, o :| , és ezen a fiiggvény

82.
piros, valamint a periédusa legyen 297 , azaz
% +x - <x<o
fix) = ’ _
—2—'2{ ;0<x SﬂT’,

f(x +29 ) = f(x) minden x-re, ekkor

=0, b =0 minden n-re,

_2 T 2 g 1
an—ﬂ' (2 x)cosnxdx-gr ( 3 nz)
o . .

4 4
f(x) = Z— cosx + 4?- 3’%33& v coszx .
- 3

b) Legyen az alapintervallum. [- o', o]

f(x) =
& { 0 0<,_-XSGT’

f(x +27 ) = f(x) minden x-re, akkor

n+1
a=0' a=—1-((;1_)_'- +_1_ .b—l[(-l}n.!.l]
' 2 2 " 2| n
o n I n o n 2 n n
fix)y = %— cos X + sin 2x + ra -cosz 3% . +
3

c) az a)-bell sorfejtést hasznilva, x = 0 helyen

gy 4 1 1
<S5 e (1t =5 + ... azaz
o (e
2]
zg ' - gr2
(2k-1)2 8
k=l - - _
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3. a) Legyen

X2 -1 x <1
fx)= ' ’

f(x+2¥ f(x) minden =x-re

o 2
=1
1 .
an=2Jx cosn x dx =
o .
2 1
= 2[ simn¥x + cosnix sinnﬂx]' =
2
o n ’JT.'Z n3 o3 o
4
Tz gz OB
n J7
f(x)='§- ‘;zcosﬂl’x+;l 2C03_25fx-242c033(ﬁx + ...
;o 2" ar 37 &
b} Legyen
2 o .
. x NS x <1
f(x)=1 ;2 -1<$x <0
f(x+2)=- f(x) ' ‘minden ‘X-re, =1

a =0; a =0, ncN -re
o] n .

. 2x o
cosndx + 5 sibnf'x +:

1
2 -
b =2jx sinn'x dx =—2[:
S .

1 R n+1 2 n‘-
+ —32—-3- cosnﬂ’x] =92 [_(__1_)_0?__ A (..1; ._13‘,[
nox ° . n” g
f(x) = 2?%_ 43}smﬂrx+%_ sih2fﬂ’x“'2r%--—3i3}
L I L o

sin3 I x + ...
- 216 -



A példatdirban szerepld nevezetesebb sortsszegek.

o]
D> 0"t L ome gsed 5. 2. a,)
=1

co
§ k 1 _ X
2) 1) g = 3 (asd 85. 5. b.)
k=0
z k
k-1 1 .1 k1 1 n2
3) _S_ (-1) % -3 (-1) il e
k=1 =1
4) E T=—6— (lasd 81. 2. c.,)
.'n=1n
00 . 2 .
5) E — - :r (lasd 82. 1. c.,)
4=l 2k-1) :
o0 ) 0 2
8) 11 § 1 __ I
. 2 4 2 24
e S o1 &
7) E 0™ 1 ar? (l5sd 81. 2. c.,)
¢ 2 12 :
n=1 n
8) EOO ' k1 1 <& a2
+ 1 ' k+1 1 :
(-1 — o7 4 E (-1) 5 =
A ] (2k)l2 4 2 48
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TARTALOMJEGYZEK

A konvergencia definiciéjival és kidzvetlen
kovetkezményeivel kapcsolatos feladatok
Viltakozé elGjelli sorok

Miiveletek sorokkal

Abszolut-konvergencia vizsgélata

Az alapvetd kritériumokra vonatkoz6

vegyes feladatok

Abszolut konvergencia eldbatésére
vonatkozé tovébbt kritériumok
Maradéktag becslések

Paraméteres sorok

Vegyes feladatolc

Fiiggvénysorok pontonkénti konvergenciija

. Konvergenciatartoméiny meghatirozisa

Fiiggvénysorozat egyenletes konvergenciija

. Fiiggvénysorozat egyenletes-konvergencia

kritériumail

Opericiok felcserélhet8sége fiiggvény-
- sorozat esetén

Fiiggvénysorok egyenletes konvergenciija
Figgvénysor egyenletes-konvergencia
kritériumai

Fliggvénysor hatdrértéke, differenciildsa,
integraldsa

Hatvénysor konvergencia-tartoménya
Hatvéanysorok differenciildsa, integ-
rildsa, Osszegzése, sorfejtések
Miiveletek hatvinysorokkal

Taylor - sorok

Taylor - sor fejtési technikik
Fiiggvények kizelitése Taylor - sorral,
hibabecslés '

Fourier - sorok

A példatirban szereplS nevezetesebb
sorbsszegek ’
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Feladatok
3 7
7 8
8 -1

11 - 17

17 - 20

20 - 22

22 -~ 24

24 - 27

27 - 32

32 - 35

a5

36

37 - 41

42 - 46

46 - 48

48 - 58

58 - 61

61 - 64

64 - 67

67 -~ T2
72 - 73
74 - 79
79 - 84

84 - 86

217

Megolddsok
87 - "92
92 93

.93 99
99 - 105

105 - 109

109 - 114

114 - 1186

116 - 120

120 - 124

125 - 126

126 - 127

127 - 128

128 - 140

140 - 147

147 - 149

149 - 182

162 - 166

166 - 171

171 - 175

175 - 181

181 - 183

183 - 200

200 - 207

207 - 216







