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I. A HATAROZOTT (RIEMANN-) INTEGRAL

._A hatdrozott integrdlra vezetS néhdny feladat

Az integril fogalménak elskészitésére tekintsunk néhdny flzikal
(mUszaki) és geometrlai feladatot, melyeknek pontos megolddsa - mint
latni fogjuk - egy-egy integrdl kiszdmitdsdhoz vezet,

. Véltoz6 intenzitdsu ift) 4ram tolt fel egy kondenzitort. Meg
szerétn—éni hatdrozni a {0, T) idGintervallum alatt sz4llitott q toitésmeny-
nyiséget,

Ha i(t) = ¢ (c éllando), a kérdéses tiltésmennyiség értéke ¢T lenne.
Véltoz6 i(t) 4ram esetén ugy jarhatunk el, hogy beiktatunk egy 4rammérét,
arrél leclvassuk egy r € (0, T) pillanatban i(t) értékét &s 1(7 )-val, vagyls
az §ram egy (0, T) idSintervallumbell k6zbens6 piltanatbeli értékével,
mint (0, T)-beli 4lland6 értékkel szdmolva az {(7 )T szorzatot tekintjuk
a q toltésmennylség kszelits értékének.

Véltoz6 i(t) 4ram esetén azonban vérhat6an jobb kbzelitést kapunk,
ha a (0, T) idSintervallumotkis [tl-l'r tJ {i=1, ..., n, t, = 0,

tﬂ = T) rész-ld6lntervaliumokra osztva fel, ezek mindegyikében az el6bb
vézolt kzelitéssel élunk, Ha ugyanis az i-edk rész-id6intervallumban
egy T, € [t ..t ] pillanatbeli i(z )-vel mint [&-pr t,] et dltands

értékkel szémolunk, az {-edik rész-iddintervallumban széllitott toltés-
mennyiség kizelit§ értéke l(r[) {t i t l-l)' ezeket a kdzelit§ értékeket

pedig minden sz6bajovs i-re dsszegezve a

L uep e, )

T
osszeg a feladatnak az el6bbinél virhatdan jobb kizelits megoldését adja.

1.2, Egy gépjdrmu sebessége viltoz6. Meg szeretnénk hatdrozni,
hogy adott T id§ alatt mennyi utat tett meg.

Ha a gépjirml sebessége 41land6 volna (v = c), az ut mérdszdmit
cT szolpdltatns.



Viéltozo v(t) sebesség esetén az 1= (to. t0 + T) idSintervallumban
egy T id6pantban {t's (to"to+ T))a sebességmérén leolvasott v(T ))ériék-

kel mint I-beli 4llandé sebességgel szdmolva, v(r)T az ut mérdszéménak
ktzelitése. Vérhatéan jobb kozetitést kapunk, ha I-t a

L€ b€ L..<tl, =t <... =
o U -1° 4 <L =Lt T

oszt6pontokkal kis id6intervallumokra osztjuk fel, és ezekbe esé
Tl. cee fl' cens fn (‘t‘i s[ti-l' tl] ) plll_anatokban leolvasotF v{ t’i)
sebességértékkel mint [t -1’ ti] -bell,&lland6 értékkel szdmolva, a

(%) L, vie) et )
=1

usszeggel kozelitjuk meg az ut mér&szédmat.

Ha meg akarjuk becsulni e ktzelités "j6sigat”, ezt legegyszeribben
ugy tehetjuk meg, hogy a kiszdmttand6 értéket (pl. a fenti példéndl az ut
mérSszdmét) alulrol ts, felulrsl is kozelitjuk I-nek fenti részintervallu-
mokra torténd felosztdsa mellett. Akér az alsé, akdr a felsS, akédr a
(x) ktzelités hibdja biztosan kisebb lesz a felsé és also ktzelités kilgnb-

ségénél,

1.3. Tegytk fel, hogy egy gépjdrmtu 4116 helyzetbfl 'l'l 1d6 alatt fel-
gyorsul 60 km/h sebességre, ezzel halad tovébbi 'I'2 ideig, majd tovdhbi
'l'3 1d6 alatt lefékez és megdll. Szeretnénk a gépjdrmu dltal megtett utat

alulrel is, felulrét is lehetdleg jol meghecsuinl, az ut mérdszdmaic kdze-
litden meghatdrozni.
Legyen

vl(t). ha D2ct=T,
v(t) = 60, ha T fteT + T,

€tE€T
vz(t), ha T +T £t Ti+T2.+T

és



0=t «t <... et =
of S e bt = Ty

T, +T,=t ¢ll<>_...<ti l<tl ..._<t“='l'l+,'l'2+'l'3

az elsé, iil. harmadik td6intervallum egy felosztisa.
Nyflvén '

- ) : n , S
Sp = 2:,: Vi ) @) 60 .___rz+§ R

vl(ti)>(Fi—ti>-l,+60T2+E vy (tH)=Sn'.

. oA
'W' l{:
S| .

hiszen 4[0 T J -ben minden részinterval[um kezdﬁpont']éban a legkisebb
végpontjéban a legnagyobb v (t) értéke, [T +T T +T +T3] -ban pedig
épp forditva, a részintervallumok vegpontjéban a 1egkisebb kezddpont}é-
ban a legnagyobb vz(t) erteke. Akér s -net , akér S -nel kvzelitve s érté-
két, a hiba biztosan kisebb S -8 értekenel

!.4. Meg. szere'nénk becsulni vagy pontosan meghatdrozni azt
a munkat, amit akkor végziunk, ha egy H hosszusdgu rugét h hosszusdggal
megnyujtott éllapotha huzunk ki, (Ha x nem nagy, akkor ahhoz, hogy a
rugdt X hosszuqsmr;ml mepnyujtva tartsuk, az x megnyuiéssal ardnyos

= ax (a > 0) nagysdgu erd szikséges,)
l\épzel;uk ela rugonak adott’ ha megnyuldst n egyenlﬁ nagysdgu meg-

nyulfisb6l osszetéve. -Minden egyes -]-’- nagysdgu megnyuldsndl a muksdd
eré legkisebb, ili. legnagyobb értéke a megnyulés elﬁtti. ill, a megnyulés
uténi erd érték, tehat az (- -edik megnyulésmil a (i- 1) = 1ill, al 2, Az
i-edik  megnyuldsnédl-végzett munka tehdt

és ai

=|:r
EYES
ENE
-

a(i-t)

kozé estk. Az egész L munké.ra tehit - hasonl6an az 1.3, feladathoz -
a kovetkezd also ili. felsd becslér adhato
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illetve a szdmtani sorozat dsszegezést képletét alkalmazva .
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A két korlét kuldnbsége a %- . ez annél kisebb, mennél nagyobb n, azaz

‘mennél tt}i,;bregyehld réﬁzre osztottuk a (0, h) intervallumot, Ha p +o0,
akkor )

2 2 2
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n
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Noagl) | b L n_

ag g - =ag I+ =) —>a 5,
n
h '
a két korlit kzé szoritott L tehdt ugyancsak a 5 -vel kell, hogy egyerild

legyen,. a rug6 h hosszuséggal torténS megnyujtdsénil végzett munka
mérdszdma tehst

L-nﬁ
..- 7 -

1.5. Atéglalap terllete az eleml geometrisbol ismert. Gorbevona-
.iakkal hatérolt sikidom teruletének meghatdrozisinil specidlisan a kor
esetében ugy jértank el, hogy beirt ill. kdréirt szabilyos soksztgek teru-
. lete kzé szoritottuk a kor tertletét. A beirt szabdlyos sokszigek tertl-
letének felsS hatéra (lim t . aholt jeltli a kdrbe beirt szabilyos n-szig

n->o



teruletét) megegyezett a kiréirt szabilyos sckszigek T _terilletének also
hatéréval (tim T;lrnél'). ez a kbztis érték adta meg a kr teriletét.

n-os -
Hasonl6. meggondolésokkal éltink a folysonos y = f(x) gtrbe és az
x=a, x=b, y=0 egyenletll egyenesek 4ltal hatdrolt

A= {(;,y_): agx¢€ b, 0£ys t’(x)_}

idom teruleténe‘k'(az t gorbe alatti terulet [a ta -ben) meghatdrozdsdnil.

t. 6 Szémltsuk ki annak az idomnak a terliteté, melyet azy=x
egyenletu parabola, az x =a, x = b, és y = 0 egyenleti egyenesek hatd -
rolnak (a<b),

A keresett terilet mér6sz£rnét két korlét k6zé szoritjuk. Most az

[a, ti Intervaliumot az aq, aq P oaees aqn l, ,aqrl = b osztépontokkal Iész

célszert® felosztanunk:

i-1 i
a=x <8Q=X <...<aQ  =x _ <3 =X

P, aqn =b.

Az igy keletkezs intervallumo¥ fo1é emeljunk olyan téglalapokat ,» melyek-
nek magassdga a parabolének a kérdéses intervallumbeli legkisebb ordi-
nitdja. Ezek a téglalapok a vizsgélt idomban benne feklisznek, tehit te-
ruletik Ssszege legfeljebb a keresett T terulettel egyenls, Mivel az [-edik

téglalap aiapja aq - aql-l. ‘magasséga (aq ) » T-nek aldbbi alsé becs-
_léqére jutottunk:

n ) .
sn'= E (aql 1)'2 _(aql i a-qi _l) = ;3 Q-1 E q3i 3 <T.
o | =

Ha a feladatunkban az egyes intervallumok f6lé most olyan téglala-
pokat emeliink, melyeknek magasséga a parabola kérdéses intervallumbell
legnagyobb ordinétéja, akkor ezek a téglalapok befedik a vizsgéit idomot,
tehét teruletiuk tsszege legaldbb T-vel egyenld. T-ré tehdt a ktvetkezs felss
becslést kaptuk

Azért célszerliez a felosztés, mert igy az als6 és felsd becslést
szolgdltata dsszegeket konnyit j61 kezelhet§ (z4rt) alakban el8éllitani.
Egyenletes (egyenlSktzu) telosztdsndl a megfeleld kzelitések elvégzését
feladatk ént tuzzuk ki.- :
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adedik, vagyls T-re az

q -1 q -1
iltetve az aq.“ ='b egyenldség tigy: -
lembevételével a

3-3 3 3
B . T<qs 22
q g+l - q tqtl

becslést kaptuk. (Nyilvdn a¢ b, te-
hét q # 1, és igy (g-1)-gvel egysze-
risithettUnk.) T két korlitjinak

kuldnhaége

] oqab X
t, ébra
- 3 3
2 b -
g -1) 2—.3'
q +q+1

ennek nagységéval becsulhetjik kiizelitéstnk "jdségﬁtf‘. Az l-edik felosztd-

si részintervallum hosszusédga

- t-t t-1 '
XX =‘aql -aq ={q-laqg < @q-1)b

&8 ez a becslés minden szobajdvu t-re (minden felosztésl réazintervallum-

o T _
ra) j6, ha tehdt n+=-oo , amkor isg= V 2 folytén q —= 1, akkor ugy



siiritjtik [a,b] felosztdsat, hogy kozben mindengyik felosztdsi részinterval-
lum hosszusdga 0-hoz tart, Ugyancsak 0-hoz tart q « 1 esetén T két korlét-
janak kulonbsége, ekkor tehdt a T értékét alulrsl becsls 5, és felulxél becs-

18 S, Usszegek egyre kisebb hibdval kozelitkk meg a terilet mérdszdmat,

Mivel pedig T mindig a megfeleld S, és Sn kozé esik, és

, b3 - a3 b3 - a3
lim sn = lim 3 = 3 .
gl q=-1 q +gt+l

. 2 ’ bs - 33
Itm § =1lim q".s =1,

n n 3
q-1 gl
3.3
a keresett terlilet mérészdma csak 33 lehet:
T= b3--a3
= =3 .

1.7, Bevezet§ példdink koz0s matematikai lényegét igy foglalhatjuk
ossze: megadtunk valamely I intervallumon egy f fiiggvényt, I-t részinter-
vallumokra osztottuk fel, és képeztiink olyan 6sszegeket, melyeknek tag-
jaiban I egyes részintervallumainak hosszusagit az azokban fekvs valami-
lyen k&zbtils§ pontbeli fliggvényértékkel szoroztuk, Minél kisebb részin-
tervallumokra osztottuk fel I-t, vdrhatéan anndl jobb kizelitésnek voltak
tekintheték a megfelel§ dsszegek,

A kozelités josdgat ugy tudtuk becslilni, hogy - mint ahogy azt az
1,3, 1.4, 1.6, példdban tettlk - a kozelits tsszeg tagjaiban az egyes rész-
intervallumokban felvett legkisebb ill, legnagyobb fiigvnyértékkel szoroz-
tuk meg a részintervallum hosszusdgdnak mérészdmait, Az 1.4, és 1,6,
példdban az igy felirt sszegek k5zids hatdrértékhez tartottak, ha az 1
intervallumot egyre kisebb részekre osztottuk fel, a kozéjiik esd meghaté -
rozandé érték (a rugéd munkdjinak, ill, a gorbe alatti teriiletnek mérdszd-
ma) is e ktzos hatdrértékkel kellett, hogy megegyezzen.

Altalaban azokat az f fiiggvényeket, melyekre ez teljesiil, (Riemann-)
integrdlhat¢ fliggvényeknek mondjuk, magit a hatdrértéket pedig f I-re
vonatkoz6 hatdrozott (Riemann-) intepriljinak nevezzik. E fogalmakat ki-
vanjuk a tovadbbiakban pontosan értelmezni, majd a tovdbbi alkalmazidsok
érdek ében az integrél fontosabb tulajdonsdgait foglaljuk tssze,



1.8. Feladat,

1. Becsliljiuk meg azy = x2 egyenletii parabola, azx =0, x=b, és
y = O_egyenletii egyenesek dltal hatdarolt idom tertiletének mérdszdmit
[D, bl egvenletes felosztdsa mellett. Meg lehet-e ezen az uton is hatiroz-
ni az-idom teriiletéhek mérdszamat?

(A szamolds egyszerlisitése érdekében vizsgdljuk most az 1.6, -beli
idomot a = O esetében.)

2, A hatdrozott (Riemann-) integral definicija. Integralhaté
fliggvények f8bb osztdlyai

2,1, Tegyiik fel, hogy az aldbbiakban az [ = [a,b] intervallumon
megadott f fliggvény ott korldtos,

2,2, Allapodjunk meg a kivetkezd jeltlésekben:

a) a,b] -nek egy F felosztdsa az { xo, cers xni ponthalmaz, ahol

=X < X, € ,,,X, <X <,,,<X = b,
) o l i-1 i n

F részintervallumat az [xi-l' xi] intervallumok (i=1,2,...,n).
b) F felosztdsi részintervallumainak hosszusdga
X5 - xi—I =Axi (i=I1,2,...,n)

c) F részintervallumaiban (azok belsejében vagy hatdrdn) felvett
helyek {reprezentans pontoknak is nevezik dket)

§10 Eyreees Bpee-s § aholtendt £ 6 [x, %] (=l,....n)

d) F egyes részintervallumaiban az ott felvett fiiggvényértékek hal-
mazdnak alsé, ill, felsd hatdra

ﬂ m, = inf { £(x) : xs[xi_l,xi”,
I Mi = sup ff(x) : xe[xi_l,xi ]}

10




(Mivel-f I-ben korldtos, a nem lires {f(x) : xc[xi_l. xi]} halmaznak "A va-

16s egyvaltozés fliggvények differencidlszdmitdsa”™ jegyzet 1.5.12, tétele ér-
telmében kell, hogy alsé, ill, felss hatira létezzen,

Am, ill. M, értékeket persze nem kell, hogy f felvegye x

i 1'% T

benl)

e) f ingadozisa (oszcilldciéja) F felosztdsi részintervallumaiban
0,=M, - m, = Sup[]f( gi) - £ qi)I : Ei' ”ie[xi-l' Xi]} .
{A 'Mi - mi = supi’ ]f( §i) : f( 1?i)] : Ei' 7€ [xi-l' xd} osszefliggés bizo-
nyitdsat feladatkeént tlzzik ki, )

2.3. A kovetkezs fogalmakat értelmezziik és ezekre a kivetkezd jelo-
léseket vezetjlk be:

a) Az f fuggvény F felosztashoz tartozé alsé dsszege (2.2 jeloléseivel)

s(f, F) = mi A xi .

.m:‘

i=1

b) Az f fliggvény F felosztdshoz tartozs felss Gsszege (2.2 jeloléseivel)

S, F)= Mi A X,

1

'ﬁ'l I:

) c) Az f figgvény F felosztdshoz tartozé oszcillacios bsszege (2.2,
| jelsléseivel)

N F)=

,mb

0, 4 x,.
i=1 !

d) Az f fiiggvény F felosztdshoz és a §i (i=1,...,n) reprezentins

pontokhoz tartozé integrédlkszelitd osszege (2.2, jeloléseivel)

n
6, F,=) o1, F,{;l,..., )= :[;f (§)ax.

11



(Egy F felosztdshoz, att6l fliggden, hogy hol vesszik fel a gie [xi-l ,xi]
pontokat, végtelen sok integrélkb‘zelit(i osszeg tartozik,)
e) Az T felosztis & finomsdgu, ha minden felosztisi részintervallum

legfeljetb J hosszusdgu, azaz

max 4 X, 24

f) Az F1 felosztis F-nek finomitdsa, ha F-bdl ujabb osztépontok
hozzdvételével (a régi osztépontok meghagydsa mellett) all eld,

g) Az F, és F_ felosztis egyesitése, az FIU F_ felosztds, az F

1 2 2

és F2 osztépontjainak egyesitésével el§ills felosztdsa I-nek.

h) [ felosztdsainak egy (Fn) sorozata minden hatdron tul finomods, ha

1

tetszéleges & -ra Fn d-finomsdgu, amennyiben n > N(J ).
2.4, Legyen f korlatos az [ = [a,b] intervallumban, és képezzik I
minden lehetséges F felosztdsdt, majd ezekhez a felosztdsokhoz f fels§
ill. als6 tsszegét, Fzeknek halmaza korlitos, nem tres, kell tehdt, hogy
also, ill. felsd hatdruk létezzen, Vezessik be tehdt a kibvetkez§ jeloléseket:
h=sup{s (f, F)},
H=inf { S (i, F}}

(ahol pl. [ s{f, F)]-vel 1 isszes lehetséges felosztdsdhoz tartozd alsé
tsszegeinek halmazét jelsltik).

2.5,Definici6. f Riemannrintegrdlhats (roviden integralhaté) I-n,
ha a fenti jeloléssel [

h = H.

A Riemann-integrdlhaté (a tovdbbiakban rdviden integralhaté) fligg-
vények osztdlydt B -rel jelslve a 2,5, Definici6 igy irhat6:

fe R <> sup{s(f,F)]z inf { S (£, F)}

2.6. Definici6.f Riemann-integrilja (hatdrozott integralja, roéviden
integrélja) I-n ( [a,H -ben) a megegyezs h = H érték,

12



A-hatdrozott integril jelslésére a kiovetkezs jelet vezetjlik be (a je-
16lés emlékeztet a kiizelitd osszegek jelblésére)

b b '
R= f f(x) dx = f f dx,
a a

Az f figgvényt integrdlands figgvénynek, vagy roviden integrandusz-
nak nevezik. x az integriacids valtozo, jelslésére - a fuggvény fiiggetlen
viltozsjdnak jelsléséhez hasonléan - bdrmilyen mds betit haszndlhats,
vagyis

b b b
g fydx= § f@ dt= § fwdu= ...,
a a a

és a b az integril hatdrai (als6, ill. felsd hatdr).

2.7, Definicio, Az f figgvény Lkiilonbszs felosztdsaihoz tartozs
fels§ osszegeinek alsé hatdrit (H) ill, als6 6sszegeinek felsd hatdrit
(h} szokds Darboux -féle felsd ill, alsé integrdlnak is nevezni,

Be fogjuk latni, hogy pl. az [a,b] -ben folytonos, vagy ott korldtos
és monoton fuggvények integrdlhatdk (2.17., 2.19.). Annak érdekéhen,
hogy ezt bizonyithassuk, és egyébként is lehetSleg j6l kezelhetd feltételik.r
adhassunk meg fiiggvények integrilhat6sdgdnak vizsgdlatdra, nézzik meg
elfszor, mi mondhato az f fuggvénynek Ikiilonbtzd F felosztdsaihoz tartozo
alsg, fels§ és oszcilldcios vsszegeirdl.

2.8, Segédtérel. Ha Fi az Lintervallum F felosztdsdnak finomitdsa

(2,3.1) akkor

s (,F )= s, B), S, FYSS5(, F), a(, F)s 24, Fy .

Bizonyitds. Elég az elsd allitdst bizonyitanunk, hiszen a mésodik bizonyi-
tdsa hasonlé okoskoddssal torténik, mig a harmadik dllitds az elsd ketts-
bil wovetkezik (2= S - s).

Tegytik fel eldszér hogy F1 és F felosztdsbol egyetlen uj x’ie (xi_l,xi)

osztépont hozzdvételével 4lit eld. Legyen



m’, = inf { f(x) : xe[xi_l, x'i]} ,
= inf [f(x) : X€ [x’l, Xi“ .

m, = inf If(x) : X€ [Xi-l’ xi]] .

MlVel{:_,‘][ ,xl} x,xﬂ [x,x],

s igy
{£(x) : xe [Xi—l' xl'i]}c {f(x) : xc.[xihl, xi]} ,
[f(o) : xe [x'i, xi]} = {f(x): xe [xi_l, xi]]
azért
m’. 2m,, m" 2 m,,
i i i i
tehat

i-
s(f,F1)= };1: m_ (X =X )+m (0 -x )+m" (x —x)+

k k¥
n i-1
+ 7o e ) 1;: M O X g) MG
k=i+1
n i-1
Fom, (e gﬂ My O X T E mye Xt

+m(A x )+ } m k—xk_l)=s(f, .

Ha az F_ felosztds m ponttal tartalmaz tobbet, mint F, akkor m-szer

ismételve meg az elébbi okoskoddst igazolhatjuk 4llitdsunkat. x

2,9, Tétel. Az I-ben korlatos { ﬁ;:'ggvény T kiillonbizd felosztasaihoz

tartozé alsé osszegeinek {elsd hatdra nem lehet nagyobb a felsd 6sszegek

also hataranal:

h=supfs(, F)] ¢ inf {S(f, F)}-=




Bizonyitds. Elsé 1épésként lissuk be, hogy tetszdleges Fl felosztdshoz
tartoz6 als§ Osszeg nem lehet nagyobb valamely més F2 felosztdshoz tar-
tozé felsd osszegnél (ha FI és F2 megegyezik, akkor trividlis az s(f, Fl)é
-

£8S(f, F2) egyenldtlenség).
Jeloljik ugyanis F3 -mal az F1 és FZ felosztds egyesitését (F3 =

[t

F[ U F,). F3 FI -nek is, F2~nek is finomitdsa, tehdt a 2,8. segédtétel

értelmében
= = <
s (f, Fl) £ s (i, F3) £ S (f, FS) £ 8 (f, Fz).
azaz

s, F)€ S, F,).

amint azt allitottuk, Ha azonban ez igaz, akkor rogzitett F2 mellett az .

s6 osszegek fels§ hatdrdra is fenn kell, hogy illjon (hiszen minden also
osszegre fenndll)

h=sup{ s(f, F)} =S¢, Fo,

mig az ut6bbi egyenlétlenségbil az 5sszes felsd Gsszegek alsé hatdrira is
érvényes kell, hogy legyen

h £ inf{ S(f, F)}: H,
amit bizonyitanunk kellett,
A 2,9, Tétel segitségével bizonyithatjuk az integrathat6sdg vizsgd-

lata szempontjdb6l j61 haszndlhaté aldbbi tételt:

2.10, Térel, f akkor és csak akkor integralhaté az [ intervallumon,
ha tetszgleges £ > 0-hoz taldlhat6 olyan felosztas, melyre

2=8<«<s<¢

|
|
|

Pizonyitas, A feltétel elégséges. Ha ugyanis F olyan felosztisa I-nek,
melyre

2(, F)=S(, F) ~-s (f, F)<e¢,




akkor, mivel minden felosztdsra - igy F-re is -
s, F)h€ HZ S {, F)
{felhaszndltuk a 2.9, tételt),
O£H-he2S{ Fy-s(f, F) <&

adédik, amibél - ha minden & > 0-ra van olyan felosztds, melyre & <¢
teljestl -~

H-h=0, ill. h=H, vagyis fe kXK
kovetkezik (2.6. definici6}).

A feltétel szilkkséges. Ha ugyanis fe R , legyen ¢ > 0 adott, kell,
hogy legyen olyan F1 és F2 felosztds, melyre

- £
S(f,Fz) R < 3

F-s(f, FI) <

N3 [

(R = h = H). Jeloljik F3—ma1 az F1 és F2 felosztds egyesitését, Mivel ez

F1 -nek is, Fz—nek is finomitdsa, adédik:

< £ €y £
S (f, F3)= S (f, FE) <R+2 < {s ({, Fl)+2)+2-.s(f, F3)+6 s

azaz a F3 felosztasra

o2 (f: F3)= S(f’ F3) -8 (f: F3) «C y

a tétel dllitdsa teljestil, &
A fenti tétel alkalmazédsa elstt emlitstik meg néhény fontos kovetkez-
ményét:

2.11, Tétel, Tetszdleges f fliggvényre legfeljebb egy olyan R szam
van, amelyhez tetsz6leges kozel van alkalmas F felosztashoz tartozé alsé
ill, felsd vsszeg. f akkor és csak akkor integrélhaté a vizsgdlt intervallu-
mon, ha van ilyen R szdm, és akkor R az integrdl értéke.*
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A 2,11, tétel dllitdsa mésképp igy fogalmazhat6 meg:

2.12, Térel. Jeloljik az f fiiggvénynek Ifn felosztdsdhoz tartoz6 alss

ill. felsé osszeyét S, -nek itl, SH"EL' f akkor és csak akkor integrdlhat6

I-n, {és integrdlja ott R), ha van olyan (Fﬂ) felosztdssoyozat, amelyre

lims =1lim S = R, %
n n

N-»~00 n <=

2.13, Tétel, Ha Q<& adott & » 0-ra egy F felosztasra teljesil,

akkor ugyanezen ¢ > 0 miellett F minden Fl finomitdasara is

o (1, F1)<c.

A tétel allitdsa a 2.8, Segédiételbsi kozvetleniil adédik, %

2,14, Tétel. Ha F I-nek egy felosztdsa az

a=X <X/ <...<X, . < X<,,,<X =Dhb
[¢] 1 i-1 i n

osztépontokkal, és erre a felosztdsra adott &> 0 mellett @ {f, Fy<¢ ,

akkor tetsz8leges [x_

_ » . i
-1’ xi] be es6 gi és 7, pon okra

n
;If(gi)-f(vi)luiw

Bizonyitds, 2.2.e) értelmében

0,=M, -m?2 £ (&) - f(e;i)l ,

tehédt

n
El |1 (x) - £(p) ]Axi £S(f, F)-s ((,F)= 4, F)<¢,

és ezt kellett bi-zonyitanunk. *
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2,15, Tétel, Ha f [_a,b]-ben integralhat6, és egy F felsosztdsra

a(f, Fy<¢& , ezen F felosztds részintervallumaiban felvett reprezen-
a i t - 14.‘ F LR B B ) - j 61l a 1 ’
tdns pontokat {mint 2 ben) '5'1 gn nel jeloljuk { §1€ [xi-l Xi} )

akkor bdarhogyan is vdlasztjuk F-nél a gi helyeket

n

b
5 TE) X S £(x) dx

i=1

<&,

a
Bizonyitds. Nyilvdn
n

s(f, )2 ) f(g) 4x 28 F)

i=1

Ih

es b

s (f, F) £ S f(x) dx £ S( f, F),

I

a

amibsl az atlitds kovetkezik, %

A 2,15, Tétel tulajdonképpen azt fejezi ki, hogy ha £ [a,b] -pen in-
tegralhats, akkor van [a,b:l -nek olyan felosztdsa, hogy az ahhoz tarfozé
minden integrdlkdzelitd ssszeg (2.3.d) eldirt pontossdggal megkszeliti
£ [a,b] -n vett integrdljat. Eredménylinket kicsit kiegészitve a kivetkezd
tételt mondhatjuk ki:

2.16, Tétel, f akkor és csak akkor integrdlhaté [a,b]‘—ben, és in-
tegrdlja R, ha barmely ¢ > 0-hoz van olyan F felosztdsa [ar, b] -nek,
amelvhez tartozd tetszileges § integrdlkozelitd Gsszegre

[6-R| <e

Bizonyitds, Azt, hogy a tétel dllitdsa szikséges, a 2.15, tétellel bizonyi-
tottuk.

Az elégségesség hizonyitasidhoz azt kell csak igazolnunk, hogy
s {f, F) nem mds, mint az F felosztdshoz tartoz6 dsszes integralkdzelitd
osszeg also, S(f, F) pedig felsd hatdra. E ténybdl ugyanis kovetkezik,
hogy ha minden F-hez tartozé integrdlkozelitd osszeg beleesik R ¢ sugaru
kornyezetéhe, akkor ezek also és felsd hatira is bele kell hogy essen R 2¢
sugary, vagyis tetszélegesen kicsiny sugaru kisrnyezetébe, amibdl kovet -
kezik, hogy
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S{f, F) - s(f, F} < 4¢

és ez 2,10. tétel értelmében épp azt jelenti, hogy fe ®
Igazoljuk tehat, hogy

s, B) = inf {o(t, Fo{ §eeen g 1]

ahol az adott F felosztds mellett az [xi-l’ xi] intervallumba es8 fi
értékek minden intervallumbeli ériéket felvesznek (i=1,2,...,n). Mivel
m, = inf i f (h) : §ie[xi_1, xi]} , azért tetszsleges ¢ » 0-hoz van olyan
¥i€ [xi-i’ xi], melyre

n n
< & : < =
f(h) Axi < mi Axi + o azaz E f('gi)Axi £ Zi;j: miaxi+{,
= s4L .

amibdl s £ 6 miatt kivetkezik az llitds, S = sup {O‘g hasonléan igazol-
haté, &

Az integrédlhat6sdgra vonatkozoé eddig levezetett szikséges és elég-
séges feltételt megads tételek birtokdban vizsgidljuk meg, melyek azok a
sokszor szerepld egyszerii fliggvényosztdlyok, amelyekbe tartozé figgvé-
nyek biztosan integrélhatok.

2.17, Tétel, Ha f folytonos [a,b] -ben, akkor ott integrilhate
{fer).

Bizonyitds, f [a,b_] -ben egyenletesen folytonos (valds egyviltozés fliggvé-
nyek differenciélszém-itésq ML 3.25. 3.26), vagyis tetszdleges 7 » G-hoz
talathats olyan & > 0, hogy

y - f ”" ¥ - e
If(xi) (xi)|<',7 , ha ]xi xil.:J_
f felveszi [a,b] tetszileges felosztdsa esetén annak minden [xi-l' XiJ

felosztdsi részintervallumdban a m, és Mi értéket (i=1,..., n), és ha

[a,b] F felosztdsa & finomsédgu, akkor szikségképpen
(M -m; | <7

tehat az F felosztdsra
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n
o F)=S( F)-st, =) | (M, - m) ax <
=1

n
1=

tetszéleges g »0-ra, ha 7 < B—f—a- . Taldltunk tehdt egy olyan F felosztdst,

amelyhez tartozé oszcilliciés osszeg a tetszleges &> 0-nal kisebb, f a
2.10. tétel értelmében integralhato. %

Fenti ockoskoddsunkbél azonban tobb is kovetkezik, Azt bizonyitottuk
be tulajdonképpen, hogy minden é(9) finomsdgu F felosztdsra 4 <&,
vagyis minden & finomsdgu F felosztdshoz tartozd integrilkszelit§ Osszeg
f integraljitel tetszdlegesen kevéssel tér el a reprezentdns pontok vélasz-
tasdrol fuggetlendl (2,15, tétel).

Folytonos f esetében

b
R= S f dx

a

el&4llithaté tehdt specidlis minden hatdron tul finomodé felosztdsokhoz
tartozé specidlis integrdlkozelitd tsszegek sorozatdnak hatdrértékeként.
Arra szabdlyt adni, hogy kiilobbozg folytonos fuggvényekre [a,b] milyen
minden hatdron tul finomodé feloszidsdhoz, milyen reprezentdns pontok vé-
lasztdsa mellett célszerli az integrdlkszelitd osszegeket felirni, hogy azok
hatdrértékét meg lehessen hatdrozni, nincs, Mint ldttuk, az 1.4. feladat-
nél egyenletes felosztds és a részintervallumok kezd§ (vagy “vég-) pontjai-
ban felvett figgvényériékek felvétele volt célravezetd, 1.6-ban geometriai
sorozatot alkottak az [a,b] -ben felvett osztépontok, szintén a részinter-
vallumok kezd@, ill. végpon tjai voltak a reprezentdns pontok.

2,18, Tétel, Ha f korldtos és véges sok pont kivételével folytonos
l [a,b] -ben, akkor ott integralhats,

Bizonyitds, Tegyitk fel, hogy f [a,b] -ben az a

see.sa pontok kivételével
folytonos és P

1

| £f] ¢ K,

Megadhatck ekkor olyan diszjunkt [ Uy Vk] intervallumok k =1,2,...,p)
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melyeknek belsejébe egy és csak egy szakadisi hely esik és Gsszhosszusd-
guk tetszéleges 77 0-ndl kisebb:

a € (uk,vk), a, ¢ (uk, vk) ha i#k

p
E G " u) <7

Elhagyva [a,b] ~bél az (uk, vk) intervatllumokat, véges sok zart interval -

lum marad vissza; ezek mindegyikében f folytonos, 2.17. értelméhen 1.
hdt integrélhat6, vagyis megadhaté mindegyik zart intervallemnak olvan
felosztdsa amelyhez tartozé oszcillicios dsszege f-nek<m . E feloszti~ok
osztépontjai, hozzdjuk véve még az uy és i pontokat k=1,...,p)

[a, b] -nek egy F felosztdsdt adjidk, és ehhez a felosztishoz tartozé vszetl
lacios Bsszegben az [_uk, Vk] intervallumok jaruléka £ 2K (vk —uk)

(mivel Mk~mk £ 2K), a tébbi (p+l)-szdmu intervallum mindegyikénck jiru

léka pedig < 7 . Tehdt a(f,F) & i 2K (vk-uk){-(pH)T) < 2ZK9+ (ptl)p<e,
k=1

ha n< ami tetszéleges ¢ - O-ra g alkalmas megvédlasztdsdval

12
2K+pti '
elérhets, % :

A tétel bizonyitdsiban kivetett okoskoddssal beldthats, hogy ha
f [a.b] -ben koridtos, és minden & » O mellett [a+5 » b]-ben integrail-
haté, akkor [a,b] ben is integrdlhaté. S8t ha az a helyen nincs is értel -
mezve, (a,b]—ben korldtos, és minden [a+<5 ,b] -ben integrdlhato, akkor
[a.b] -ben integrdlhaténak tekinthetjlik, hiszen a-ban bdrhogyan definidlva
f-et integrdlhato fliggvényt kapunk, és az integrdl értéke nem fiigg a4z a he-
lyen felvett riiggvényérréktsl (ldsd 6) feladat) 0
A 2,18, tételbdl kovetkezik, hogy pl f(x)=sin < [O, l] -ben integril-

hatd, hiszen korldtos, és x = 0 kivételével folytonos,

! 2,19, Tétel, Ha f korldtos és monoton [a,b] -ben, akkor ott integ-
] rdlhato (f € 2 ).

Bizonyitds, Jelslje F [a,b]-nek egy 4 finomsdgu felosztdsdt, vagyis le-
gven minden i-re a felosztdsi részintervallumok hosszusdga



Axi-<6 (i=1,2,....n}

Ekkor, ha pl, f monoton novekedd [a,b] -ben,

n

- (Mi—mi) ":unz1 = );1: (f(xi) -f(xi_l)) ax <

2 {f,F) =

m:

n
<) () - fx, N E= 6(EE) - fa)<

=1

tetszéleges ¢ » O-ra, ha &< (nyilvan feltehetd, hogy f(b) # f(a),

£ __
f(b)-f(a)
ellenkezs esetben ui. f(x) = f(a) [a,b] -ben, ami nyilvén integrélhato figg-
fény). Ezzel 4llitdsunkat igazoltuk. % '

A 2,17, tételhez hasoni6an most is tobbet bizonyitottunk az allitds-
nal. Okoskoddsunkbsl most is kovetkezik, hogy minden ¢ finomsdgu fel-
os2tisra o (f,F) <€ , tehdt ilyen felosztdsok sorozatdra képezett integral-
ktzelit bsszegek (a reprezentdns pontok akdrmilyen megvilasztisa mellett)
f integrdljdhoz tartanak a felosztds minden hatdron tul torténd finomitdsa-
kor (2.15). Az integral tehdt most is elddllithaté tetszdleges minden hata-
ron tul finomodé felosztdsokhoz tartozo tetszdéleges integrdlkozelits ossze-
gek sorozatdnak hatdrértékeként.

Altalénosségban is igaz a fenti, specidlisan folytonos vagy monoton
fiiggvényekre kapott eredmény:

! b

1! 2,20, Tétel, Hafe R [a,li -ben, akkor & f dx eldallithats [a,b]
: a

tetszbleges minden hatdron tul finomodé felosztdsaihoz tartozé integ-
ralkszelitd osszegek sorozatdnak hatdrértékeként; ez a hatdrérték
fiiggetlen a reprezentdns pontok vdlasztdsdrol.

|
I

Az 4llitds bizonyitdsdva!l dltaldnossdgban nem foglaikozunk itt.

2,21, Osszefoglalva eredményeinket, bhizonyitottuk, hogy az [a,b] -
ben korlatos f ott integrdlhats, ha

a) folytonos,
ilt, ha

! b} véges sok szakaddsi helye van, egyébként folytonos,
i L ha

c) monoton,



Ezzel természetesen nem meritettiik ki az integralhats figgvények oszti-
lydt, A fentiek értelmében azonban 4llithatjuk, hogy az elemi fliggvények,
az ezekbdl dsszetett fliggvények, ott, ahol korlitosak, integrélhatok,

2,22, Példa
Nem integrdlhato6 korldtos fiiggvényre a Dirichlet -fliggvény:

[0, 1] -ben legyen
0, ha x irraciondlis,

f(x) = {
!, ha x raciondlis.

Mivel mind a raciondlis, mind az irraciondlis szdmok [0, I] -ben mindenutt
siriin helyezkednek el, barmely felosztis biarmely [Xi-f . xiJ intervallu -

méban m_ = 0, M, = 1, vagyis bdrmely F felosztisra

SOP= ) Jmax =0 seB=]7 [
i i i i i i
2, F)=S-s8=1,
tehdt nem lehet tetszdleges ¢ » 0-ndl kisebb, 2.10. értelmében, tchat

a Dirichlet-fliggvény nem integrdlhats.

2,20, Feladatok,
l. Integrdlhaté-e [O, [] ~ben az

fix) =

P
~.
Do oy

0, ha

fuggveény? (p, q egész, relativ prim, q » 0),

2. Integrilhaté-e [-2,2] -ben
() = cos x - !

a)

& 9= s




3. Lehetséges-e, hogy egy [a,b] ~ben integrilhaté, korldtos fligg-
vénynek végtelen sok megszlintethet§ szakaddsi helye legyen [a,b -ben?

4, Létezik-e a

hatarérték?
5, Igazoljuk, hogy Oi = Mi -m = sup[]f (Ei) -f (qi)l: h, 7, €
¢, %0} -

6. Igazoljuk, hogy ha f [a,b]-ben korldtos, és minden ¢ >0 mellett
[a—%d ,b] -ben integralhaté, akkor'® [a,b]-ben is integrdlhaté,

7. Igazoljuk, hogy ha [a,b] -ben integrélhato és értékét egy pontban
megviltoztatjuk, akkor integrilhaté marad és integriljanak értéke sem
valtozik meg.

8, Hatarozzuk meg alkalmas minden hatdren tul finomodé felosztd -
sokhoz tartoz6 integrdlkozelitd 6sszegek sorozatdnak hatdrértékeként az
aldbbi integrdlok értékét:

b T

a) g edx, b) S sin x dx .
’ a ‘ 0
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3. A hatdrozott integrdl tulajdonsdgai

Az el8z8 pontban megismertiik a (Riemann-) integrdlhaté fliggvények
f&bb osztdlyait, Az aldbbiakban olyan tételeket mondunk ki a hatdrozott in-
tegrdl tulajdonsdgaival kapcsolatban, amelyek adott I intervallumon in-
tegrdlhat6é minden f fliggvényre érvényesek (tovdbbra is mindig feltesszik,
hogy f korlétos I-n), El6szor az integrél hatdraira, majd az integranduszra
vonatkozé 4llitdsokat sorolunk fel,

3.1, Tétel. Ha f integrdlhats [a,b] -ben és [c,d]f-:[a,b], akkor -
f [c,d]-ben is integralhate.

Bizonyitds, Mivel f ¢ R[a,b] -ben, van [a,b] -nek olyan F felosztisa,
melyre tetszbleges €> 0 mellett 2(f, F)< & (2,10). Az F felosztashoz
hozzidvéve a c és d pontokat osztépontként, "F-nek F1 finomitdsét kapjuk,
melyre 2,8, értelmében

o (f, Fl)é 2, Fy<e.

Elhagyva 2 (f, Fl)-bfil a [c,d] intervallumon kiviil esé felosztdsi részin-

tervallumok jdrulékait (melyeknek mindegyike nemnegativ), [c,d] egy
Fi felosztdshoz tartozé o’ (f, Fi) oszcilldci6s Bsszegére jutunk, melyre

_n_'(f,Fi)< 'n'(f’FI) <. %

3.2, Tétel, Ha f integrilhats [a,b] -ben és [b,c] -ben, akkor integ-
rélhato Ia,c] -ben is és

b c C
(x) S fdx+g £ dx = S fdx .
a b a
Megforditva, ha f integrélhat6 [a,c] -ben, és a<be<c, akkor 3.1,

értelmében 1[‘a,b és [ b,c]|-ben is integrilhat és az integrdlok
kozott fenndll a (x) osszefliggés.,

1]

Bizonyitds, Igazotjuk elSszor a tétel elsd 4llitdsat, f feltételezett integrdl-
hat6sdga miatt kell, hogy legyen [a,b] -nek_ill. [b,c] -nek olyan Fl ill,

F2 felosztdsa, amelyekhez tartozo alsé és felsd osszegekre tetszdleges

& > 0 mellett
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b b
R fdx-£,<sl=s(f, Fl)<Sl=S(f, F1)< S fdx+¢ ,
a a

ill,
c c

g fdx ~e<s

o 2 = g (f, F2)< 82= S (f, Fz)‘bj fdx+¢.

F1 és F2 osztépontjai egylittesen [a,c] ~-nek egy F3 felosztdsit adjik,

melyhez tartozé s, als6 és 83 felsd osszegre

3

s3=sl+52, SS=SI-¥-S2

és az elGbbiek figyelembevételével

b c b c
gfdx+ K fdx 26<s (f, Fy) < § (5, F,)< 5 f dx + f fdx+ 26
a 1; a b

A 2,10, tétel értelmében tehdt f integrédlhaté [a c]-ben, mert van egy
olyan szdm (és akkor csak egy ilyen van):

b c

R= [ fdx+ f fdx

a b

melyet az s, {11, S3 vsszegek tetszbleges pontossdggal megkozelitenek, ez

3
a szdm pedig ~kkor

[

gfdx,

a

amit bizonyitanunk kellett, %

Az 4llitdés mésodik része 3.1. kovetkezménye,

Az 4llit4dsbsl kovetkezik, hogy ha f [a,b] -ben korlidtos, és szakaszon-
ként monoton ([a,b] véges sok olyan részintervalium egyesitése, amelyek
mindegy ik ében kiilon -kulsn f moncton), akkor [a,b] -ben integralhaté.

26



3.3. Megjegyzés. 3.1.-bsl kovetkezik, hogy ha fe R [a,b] -ben, ak-
kor minden [¢,d] < [a,b] intervallumhoz f[c, T'-re vonatkoz6 integrélja
rendelhetd. A d

lc,d]» g f dx

fuggvényt intervallumfliggvénynek nevezziuk (értelmezési tai‘toménya
a,b| zirt részintervallumainak halmaza, értékkészlete R’ = R) .
E fuggvény 3.2. értelmében additiv intervallumfiggvény. Eddig csak

b
a < b esetében tulajdonitottunk értelmet S f dx-nek, Célszerli a kovet -
a
kezdkben megdllapodnunk:
3.4, Definicié., Ha a» b, akkor
b a a
gfdx=-gfdx és dex=0 € c?).
a b a

Konnyen belathat6, hogy ezen kiterjesztés mellett is igaz marad a 3.2, -he-
1i () Osszefuggés.
Az integranduszra vonatkozdan a kovetkezd dllitdsok mondhatok ki:

3.5, Tétel, Ha [a,b} -ben f és g integrédlhaték, c tetszlleges dllands,
akkor

a) cf is integréalhato, és

b b
gcfdx=c g f dx,
a a

b) £+ g is integralhat6, és

b b b
( (ftg) dx = S fdx+ S gdx ,

W

a a a

c) f. g is integralhat6,

d) ha [g(x)! »3>0 [a,b] ~ben, akkor-g£ is integrilhato,
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e) | f] is integrdlhats, és

b b
§ fdx | £ S | £] dx .
a a
b b
Bizonyitds. Vezesslik be az RI = S f dx, R2 = S g dx jelolést,
a a

a) A 2,16, tétel értelmében azt kell csak beldtnunk, hogy badrmely
& > 0-hoz van olyan F felosztdsa [a,b] -nek, amelyhez tartozé tetszd-
leges integrilkozelitd 6sszege a cf fiuggvénynek ch -t§l & -ndl kevesebbel
tér el,
Mivel f ¢ B, tetszlleges 7> 0-hoz, vagyis 7 = ?c%— ~hoz is van
olyan F felosztds, hogy tetszileges o integrdlkiéizelitd osszegre

| &, F) - R, |« T%T . Az egyenldtlenséget |c| ¥ 0-val beszorozva adédik,
hogy

icc’ - ch]<- &

amit bizonvitanunk kellett, hiszen c¢ a cf fliggvény integralkszelits

dsszege ( ; cf (‘s‘i) ax,=c 2 f (§_) A X). %
i 1 1

b) Mivel fe B , ge &, tetszbleges & » O-hoz van olyan F1 ill, F2

felosztdsa [a,h] -nek, hogy az alsé és fels§, és akkor egyben minden Fl

ill, Fz-ho'z tartozo integrilkozelitd osszegre

ls(fs F[’E)-R[l<-2§' IG(g, Fz,E)’sz < —26—.

Ha F3 = Fl ] FZ' akkor - mivel F

ill, g F

3 F1 -nek is, F2 -nek is finomitdsa -

3-hoz tartozd alsd, felsd, és minden integrédlkozelitd osszegére biz-

tosan fenndll

[o, Fo. 50 - RiJ< 2. lo(g FyuE) - Ry< £
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Ekkor azonban

|66, FED+ o FE) - R + Ry | €
€ |6, FE) - Ry| 4 [ofe, FuE) - R|< £+ b,

és ez az dllitdst adja, hiszen

ot Fyu F)+ o, FyB) = ofrg,Fy,=) . %

Vigydzzunk, a tétel 41litdsa nem fordithats meg! Abb6l, hogy (Hg)
integrédlhaté, nem kovetkezik f és g integrdlhatésdga. Pl. legyen 3, [] ~hen

X, ha x racidlis,
{-x, ha x irraciondlis,
-X, ha x raciondlis,
g {
x, ha x irraciondlis.
Sem {, sem g nem integrdlhats, de (f+g)= 0 integralhat”

c) 2.2.e) értelmében (2, 20,5 feladat)
0, = Mi -m, = sup” f (¥i) - f('qi)[: %'i, 7 ig[xi—l’ xl]} .
Legyen 0°, = sup{[g () - () £, 7,¢ (%10 xi]} )

Bkkor - ha [a,b]-ben |fl korldtjit K-val, |g| korldtjit K’ -vel jelsljik ~
{f. g) ingadozédsa

0% = sup{| £ (gi) g(Ei) - f(p) g(’?i)]’ £ 1y e [N xi]} -
- Sup”f(;i) 8(x) - 15 glp) + (g () - 1) g(v;i)[}_é_

1IN

K sup{fa() - st [} + K’ supf |f (3 - f(qi)” =K 0, +K'0,
és igy (f.g) oszcillicios osszege

Q"= );: O'iAxié K E (J’i::mi + K’ Eoi 4.
i i



Olyan Fl iil. F2 felosztds kat véve, melyekhez tartoz6 oszcilliciés

osszege f-nek (tetszdleges € > 0-ra) < z-l%— , g-nek pedig < -E-K—l
az FIU F2 = F3 kozos finomitdsra még inkdbb 41l az aldbbi becslés, és
igy
2" (g F,) < K6+K oy
*5r3 2K 2K ™

amive! 4llitdsunkat igazoituk, fg intesraljdnak értékire R es R, ismere-
tében semmit sem mondhatunk. % -

. 1
d) Elég azt bizonyitani, hogy a tett feltevések mellett - integralha-
g

to, Ezt feladatként tilzzik ki. c)-re vals tekintettel ebbdl az allitas kovet-
kezik.

e) Az a tény, hogy f integrdlhat6sdgabol |f] integrilhat6sdga kovet-
kezik, abbol adedik, hogy |fl ingadozédsa, és igy oszcilldciés Gsszege s,
nem lehet nagyobb f ingadozdsdnil, oszcilliciés osszegénél. A szerepld
egyenl6tlenséget itt kitlsn nem bizonyitjuk, erre 3.6. a) bizonyitdsdnal ko-
vetkezményként utalunk majd.

A gyakorlatban egy integrdl kiszdmitasa helyett sokszor megeléged-
hetlink annak alkalmas becslésével is. Erre vonatkozik az aldbbi tétel:

3.6. Tétel. Tegylik fel, hogy f és g integralhat6 [a,b]-ben,
[flkorldtja, K, m = inf{ f(x) : xe[a,b]} , M= sup{ f(x) : xe [a,b]l .
Akkor

a) ha f£ g, akkor

b b
fdx £ d
§ e §1 gd

(ha még legaldbb egy X, € [a b] helyen, ahol f és g folytonos f(x y< g(x )
akkor

b b
fdx < dx},
I X aj g dx}

a
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b
h) S fdx| 2 K@ - a),
a
b
. c) m(b-a)éS fdx€ M (b - a),
a

d) Ha specidlisan f folytonos ra,b] -ben, akkor van olyan!e[a,b]
melyre v

I b
f(§) =FT_a I fdx .
a
(A c) és d) tsszefliggéseket szokds az ‘ntegrilszdmitds kbzépérréktételei-

nek nevezni, }

Bizonyitds,

a) ha fe¢ 2, ge®, akkor 3.5.b) értelmében (-f+g)e ®, Mivel
(-.+ g 2 0, minden als¢ &ssze'r nem-negativ, igy e~ek felsd hatdra, az
irtegril is nem-negativ,
b b b b b
{ (t+gdx=- S fds+ ( gdx0 ag fdxs S gdx, %
a a d a a

Mivel £ & | f], fenti 4llitdsunkbol kovetkezik, hogy

b b b b

S taxs {iflax, L - Slfjdxé { fdx, mert -|f|% L
a a . a a

F két egyenlétlenségbdl ad6dik, hogy

i I b t'b ! b
- . : i .

- Cintds s rde 0 Doidy, azaz | S fdxle Virlds (.5.¢) %
_ =)

v w ~

H! i a . &

b) Alkalmazva az elohn .izonyitott tetelt sp. . idlisan g(x) = K-ra,

mivel tetszéleges F felosztdsra s(g, F) = § (g, Fy= E Ka Xi =
: ’ i
-k Z:A,:i =K (b - a},
i
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b
5 Kdx= K (b - a),

a

b b
Sfdx‘-’-_- Vlfl dx £
a

a
mivel |fl€ K, kozben a 3.5.e) tsszefliggést alkalmazva. *
c) Mivel m€ f{x), ill. f(x) £ M, a)-t alkalmazva adédik az 4llitds

(lasd folytonos, [a,b] -ben nem-negativ f-re a 2. dbrat), ¥

3
&
‘. B

%
%
%

R

&
&
%
Cr :.
%
%
ole;
%
&
%
»,
K
A
X
(>
%
&
XX

&
o
&L
A%
%
&
o
&
%5
%
&
%
!
%
&
&
*,
&
o
e
%
&
&
%
&
L
%
%
ool
0%
K

o
k 1y

2, &bra

' d) Ha f folytonos [a,b] -ben, akkor felveszi valamely [a,b] -be esd
helyen az m ill, az M fiiggvényértéket, és minden e két érték kozé esd
fiiggvényértéket, (Valos egyvaltozés fliggvények differencidlszdmitdsa,
1L 3,24, és 3.20.) Létezik tehdt olyan§e[a,b1 melyre

. b
f(\;)=b—7;l aS f dx,

mivel ¢)-bél

;b
mé— { fdx& M. %
a
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3.7, Feladatok

1, Keresslnk péld4t olyan fliggvényekre, amelyek adott I intervallum-
ban nem integrélhatok, de Usszegitk, vagy szorzatuk, vagy hanyadosuk in-
tegrdlhats.

2, Igazoljuk, hogy ha g korldtos és integrilhaté [a,b] -ben és ott
g (x)»d > 0, akkor 1/g is integrilhats,

3. Igazoljuk, hogy a 3,6, d) kozépértéktétel feltételei mellett [a,b]
belsejében, azaz (a,b)-ben kell, hogy legyen legaldbb egy olyan § hely,
melyre a tétel 4llitdsa igaz.

4, Igazoljuk, hogy ha [a,b] -ben f és g integrilhats, g2 0 és f also,
ill, felsd hatdra m ill, M, akkor

b b b
mg gdx & S f.gdxéMS g dx.
4 a a

5, Hafés g [a,b] ~ben folytonosak, g 2 0 és nem azonosan 0, ig.:-
zoljuk, hogy van olyan f ¢(a,b) hely, melyre

b b
S f.g dx = f(g) S g dx (és itt a jobb oldal masodik tényezdjcvel
a

a

at is oszthatunk),

6. Hafés g [a,b] -ben integrilhatck, igazoljuk, hogy

b b b

2 2
{ f.g dx) = 2 d
ag g ax an dx , aj g &

(Bunyokovszkij-Schwarz egyenlétienség, )

33



4, A primitiv figgvény és az integril dsszefliggése

4.1, Az integral kiszdmitdsira eddig még csak egy modszert ismer-
tlink: megadtunk valamely ligyesen vdlasztott (Fn) felosztassorozathoz tar-

toz6 alsé- vagy felsd- vagy integrdlkszelitd Gsszeg sorozatot és ennek ha-
tarértékét igyekeztlink meghatdrozni, amikor a felosztdst minden hatdron
tul finomitjuk, Ha fe B, akkor e specidlis, alkalmasan vdlasztott felosz-
tdsokhoz tartozé Osszegek sorozatdnak hatdrértéke a keresett integral ér-
tékét adja meg,

A bevezetd példdkban dltaldban also és fels§ 6sszegeket adtunk meg,
Az 1.4, példdban a rugé kihuzdsakor végzett munka meghatdrozdsdndl
egyenletes felosztds esetén (P = ax erd, 0 £ x £ h megnyulds)

n
S, = E a {i-1)

i=1 n

2

h b n@-l)
no %2

2

SN T

és ennek hatdrértéke n—+ = esetén {amikor a felosztds minden hatdron tul
finomodik)

2

h

h
gde—aT .
0

Az 1,6, példdban az y = x2 gorbe alatti teruletet szamitottuk ki

[a.b] -ben, A felosztds osztdpontjai most célszerlien geometriai sorozatot
alkottak, igy alsé osszegnek

n 3 3
i-1.2 i i-1 b” - a

s, = 7 :(aq ) (ag - aq )=...=———————2 ,
=1 q +qgtl

ennek hatdrértékeként pedig a felosztds minden hatdron tul térténd finomi-
tdsanal {n-»c0 , azaz g+ 1 esetén)

adodott,
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Integrédlok kiszdmitdsdra azonban lényegesen egyszeribb maodszer
is megadhats, Ennek alapgondolatédt az 1.2, példa ujbsli végiggondoldsdval
érthetjikk meg a legjobban.

A valtoz6 v(t) sebességgel mozgé jarmi altal T 1d8 alatt megtett ut
mérdszdmadt a

n
Lovep at o (mefe . r)= [0 T

i=1

osszeggel kozelitettiik meg, Ha ve R [0, T] -ben, akkor a keresett ut mé-
részadmat az

integral szolgaltatta,

Ha most a rogzitett a pillanat és a valtozd x pillanat ko6zott megtett
utat mint az x valtozé fuggvényét keressik, akkor ezen s fliggvény értékét
az x helyen

X

s(x) = S v(t) dt

a

adja meg, Tudjuk azonban, hogy az a és x pillanatok k&zott megtett utnak
az x id§ szerinti dervidltja a sebességnek x pillanatbeli értékével egyenld:

s'(x) = v{x) .

Mint ebbdl a példdbél lithatjuk, az integril meghatdrozdsédnak prob-
lédmaéja kapcsolatban van azzal a feladattal, amelyben egy adott fuggvény-
hez olyan fliggvényt keresiink, amelynek derividltja az adott fliggvény,

Az aldbbiakban meg fogjuk mutatni, hogy ez nemcsak a fenti specidlis
esetben van igy, hanem - bizonyos megszoritasok mellett - altaldban is.

4,2, Definici6, Ha fe B [a,lﬂ -ben, akkor az x¢ [a,b] esetén ér-
telmezett

X
F(x)= j‘ f(t) dt

a

fuggvényt f integrdlfiiggvényének nevezzik.
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Az integrilfliggvény nevezetes tulajdonsdgait foglaljuk most Gssze:
4.3, Tétel,
a) az integralfliggvény folytonos,

b} minden olyan Xe{a,b) pontban, ahol f folytonos, a F intégrélfﬂgg-
vény differencidlhaté és

F ) = f(x) .
Bizonyitds, 3,2, értelmében

*+h X

Feerh) - Foy = (£ d - { 0 ar =

a a
X x+h X x+h

= Sf(t) de+ § £ de - S fey de= § 1@ a.
a X a X

Ezt az integralt azonban 3,6.b) értelmében ~ f egy korldtjit K-val jelolve -
igy becslilhetjtk:
x+h
{F(x+h) - Fx)l =1 S fe)dt] € K| x+h - x]= Kih]<e

X

tetszdleges ¢ »0-ra, ha {hj< I% . Ezzel az a) 4llitdst igazoltuk,

b) Be kell latnunk, hogy f folytonossigi helyein

xt+h
- 1
him L& D FG) o L O £ de = 1) .
n h
h+0 h+=0 x

Valdban, ha f az x helyen folytonos, tetszdleges g» 0-hoz megadhaté
olyan h, hogy (pl. h»> 0 esetében)

f(x) - & <« f{t) < {{x)+ ¢ amennyiben x £ t £ xth, a kozépérték-

tétel (3.6.c)) értelmében tehit
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x+h
(f(x) - £ )h< 5 fitydt <« (FX) +€) h .

X

Az egyenlétlenséglincot h-val végigosztva adédik, hogy F kiilonbségi h4-
nyadosa f(x)} ~ ¢ és f(x)+ ¢ kuzé esik, vagyis

F(x+ :) “F® ol c,

amib6l ¢ tetszdleges volta miatt az 3llitds adedik, (h< 0 esetén hasonidan
okoskodhatunk, ) % ’

) E térel tartalménak lényegét egy ujabb fogalom bevezetésével igen
roviden fejezhetjuk ki:

4.4. Definicis. F a f flggvény primitiv fliggvénye az [a,b] interval-
lumban, ha F folytonos [a,b] ~ben és x € (a,b) esetén

F'(x) = f(x) .

E fogalom segitségével a 4,3, tétel b) 4llitdsa azt mondja ki, hogy
az [a, b] -ben folytonos f fiiggvénynek mindig van primitiv figgvénye,
nevezetesen az

X
S £ty de

a

integrilftiggvény mindenesetre primitiv fliggvény, Ez persze nem az
egyetlen primitiv fiiggvény, Nyilvinval6 ugyanis, hogy ha F primitiv
fuggvény, akkor F + c is primitiv fiiggvény, ha c tetszd8leges dllandé.
Més primitiv fliggvény azonban nincs, Igaz ugyanis az aldbbi 4llitas:

4.5, Tétel, Valamely f fliggvény primitiv fliggvényei adott [a,b
intervallumban egymdst6l csak egy allandéban ktilonbozhetnek,

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy f-nek [a,b] ~ben F és G is primitiv fligevé-
nye, vagyisxe[a,b]-re

F'(x) = G’ (x) = f(x).
Ez azt jelenti, hogy a H= F - G figgvényre

H@®=F'&-G'x=0
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az egész [a,b] intervallumban., A Lagrange-féle kiizépértéktétel (Valds
epyvaltozos fliggvények differencidlszdmitdsa (IV. 3.2)) értelmében tehdt
bdrmely x ¢ [a,b]-re

H{x) - H(a)
x-a

= I'1’(§) =0 (ge[a.b]),
vagyis
H{x) = H{a) = c,
ugyhogy F - G=¢, F =G+ ¢, amint &llitottuk, 4
4.6, Megjegyzés, Ha f értelmezési tartomdnya nem egy intervallum,
akkor nem lehet azt 4llitani, hogy f bdrmely két primitiv fliggvénye csak

egy dllandéban kilonbozhet egymdstol,
Legyen pl.

fx)=x, ha -0 <xz2-1 és 1£€x <+ e

f-nek nyilvén primitiv fliggvénye

2
F(X)=x7. ha ~eo < X€ -1 és 1£€£x<+40o0
is. és 9
XE-, ha ~w<x2 -1,
G =)
X

—§—+1, ha 1£x% 400

is. ugyanakkor H= F - G nem 4lland6 értelmezési tartomdnvéban, mert
0, ha -o<x€ -1,
o= |
-1, ha 1£x< +oo.
Torténetileg kialakult a kovetkezg-elnevezés:
ﬂ 4,7, Definici6. Egy f figgvény primitiv fliggvényeinek 0sszeségét

|l, valamely [a,E] intervallumon f hatdrozatlan integrdljdnak nevezzik
| és az
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ﬂ j‘ f(x) dx

iellel jeloljuk.
Hangsulyozni szeretnénk tehdt, hogy ha feR[a,b] -ben, akkor f ha-
tdrozott integrdlja

b
X £(x) dx

a
egy szdm, f hatdrozatlan integrilja

§ £ dx
pedig fliggvények tsszessége.

4.8. A differencidlds és az integrdlds egymdsnak inverz mlvelet:
a kovetkezd értelemben:

a) Ha f folytonos [a,b] ~ben, akkor integridlfuggvénye derivdltjakont
dllithaté eld:
X

g; S £(t) dt = £(x) ,

a

és megforditva, ha F [ a,b] -ben folytonosan differencidihato fuggvény,
akkor
X
F(x)= S F’(t) dt, + C (C = F(a)),
a
vagyts ha az F fuggvényt differencidljuk, majd derivéltjat integraljuk,

visszakapjuk az eredeti F fuggvényt additiv dllandstél eltek intve. Specid-
lisan F(a) = O esetén

X
F(x) = S F’ () dt.
a
A most bevezetett fogalmak segitségével térijlink vissza az integril

(hatdrozott integril) kiszdmitdsdnak probléméjshoz. Az elébbiekben
lattuk ugyanis, hogy valamely [a,b] intervallumban folytonos fliggvény
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integrdljdnak ismeretében fel tudjuk irni annak 9sszes primitiv fliggvényét,
Igaz ennek megforditottja is, ha ismerjlk az f¢ R flggvény egy primitiv
figgvényét, akkor ki tudjuk szdmitani f integraljat is:

4,9, Tétel. (Newton-Leibniz formula)

Ha feR [a,b] -ben és a< x< b esetén F’ = f, akkor

b
S f(x) dx = F(b) - F(a)
a

(Szokds a Newton-Leibniz formuldt a kvetkezd jeltléssel is felirni:
b

R= S f(x) dx = [F(x) ]Z = Fx) - Fa).)

a

Bizonyitds. Legyen B [a,b]-nek olyan felosztdsa az

A= X ¢ X, ¢ ,..,<X, <X<,,.<X =Dh
o 1 i-1 i n

osztépontokkal, melyre adott € >0 mellett
R-g < s (EF)<SEF)< R+ e.
A Lagrange-féle kozépértéktételt alkalmazva azonban

n n
F(b) - Fla) = )r; Fexp - Flx_)) = l;‘, B () (%, ) =

E

= - Q) (- %)) (Eie (Xipr x 17 -

& 3 . . P
Az ut6bbi sszeg azonban egy, az F felosztdshoz tartozé ¢ integrédlkoze-
lit8 vsszeg, és mivel -

s, FHye 62 ¢, FY,
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b

le-Rr| =6 -5 f(x) dx|< 26
a

tetszéleges &> O-ra, azaz F(b) - F(a) = R, amit bizonyitanunk kellett, %

b _
Valamely S f(x) dx integrdl kiszdmitdsa tehdt 4ltaldban ugy tor-
a
ténik, hogy el6szor meghatdrozzuk az integrandusz hatdrozatlan integril -
jat, majd egy primitiv fliggvény x = b helyen (a felsé hatdr helyén) vett he-
lyettesitési értékébsl levonjuk az x = a helyen (az als6 hatdr helyén) vett
helyettesitési értékét, Pl, a bevezet§ feladatokra visszanyulva:

X dx = -)-(-.2- h:alﬁ. 2dx—§.3_ b—ﬁ-?ﬁ
Sa‘azo 2'5"‘3‘33'

0 a

Miel6tt osszefoglalndk 4,8, értelmében az ismert differencidldsi
képletek megforditdsaként az un, "alapintegrélokat” jegyezzlik még meg
a kovetkezbket:

4.10, Megjegyzés. Az [a,b] intervallumban {Riemann-) integril-
haté fiiggvények osztdlya nem egyezik meg az [a,b] -ben primitiv fligg-
vénnyel rendelkezd fiiggvények osztdlydval. Az dltaldnos esetben az integ-
rdlds és a primitiv fiiggvény keresésének feladata klilonbozé feladat, ha
az egyik feladatnak van megolddsa, ez még nem jelenti azt, hogy szlikség-
képpen a mésik feladatnak is van megolddsa. Nem minden integréalhaté
fliggvénynek van primitiv fliggvénye, Pl, y = I% [-I ) 1] ~ben integralhato

{x = 0 kivételével folytonos, ott ugrdsa van), de nincs [-I ,1] ~ben pri-
mitiv fliggvénye,

Lehet példéat konstrudlni olyan F fiiggvényre, amelynek differencidk-
hdnyadosa F’ = f (Riemann-szerint) nem integrdlhat6, tehdt egy nem-
integralhat6 f fliggvénynek lehet, hogy van F primitiv fliggvénye. (A példa
megkonstrudldsa nem konnyi, ezért itt mell8zzik, )

A kbvetkezdkben a hatdrozatlan integril elgdllitdsdnak ktilonféle
médszereit ismertetjiik,
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4.11, Feladatok
1
d 1
1, S a-;(arctg ;)dx—?

-1

2, Adjunk meg olyan folytonos { figgvényt, amelyre

S f(x)dx = 2 + f(x) .
1

5, Az integrilds technikdja

A gyakorlatban sokszor integriltibldzatokbsl olvassuk ki az integra-
lok értékét, Altaldban ahhoz, hogy adott feladat megolddsat a tdbldzatbhan
megtalalhassuk, eldszér azonos atalakitdsokat kell végezniink, vagy he-
lyettesitést kell alkalmaznunk, az egyszerlbb feladatok megolddsa pedig
sokszor nem is szerepel a tiabldzatokban, Ezért kell roviden az integral
kiszamitdsandl legtobbszor haszndlt médszerekkel foglalkoznunk,

n xr)-i-l ntl n
Sx dx = n+I+C {n # 1), mert (?-L—n?l—-[-c) =X ,
| , 1
g; dx = In|x]| + ¢, mert (nix{i+ c) = o
X X . X
Kexdx=e +c, mert {e +c) =¢e,
Scosxdx=sin X+ec, mert (sin x+ ¢)’ = cos x,
Ssinxdx= -~-cosx+ec, mert {-cos x+ ¢)’ = sin x,
dx = tgxtc, mert {tg x +c) = .
cos X ‘ cos X
1 :
dx= ~ctgx+c=- +c, mert (-ctgx+c)' = :
sin x . gx sin x
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Schxdx=shx+c,

Ssh_x dx=chx+c,

S L dx=thx+c,
2
ch x

4
i

X = arc sin x+ ¢,

dx=archx+c=

X 1
X2 -1 = ln (x+‘[x2—-l)i-c,

S, ! dx = ar sh x+ ¢=

= In (x+ x2+1}{~c,

1
S dx=arctgx+c,

S ! 7 dx=arthx+c,

1-x %+l
' ill. 1n|/ — +c,
x-1

mert

mert

mert

mert

merL

mert

mert

mert

{shx+c)=ch X,
{chx+c¢) =shx,
1

chzx

{thx+c) =

(arc sinx+c¢) =
1

1-x

{archx+c)'=
1

x2 -1
{ar shx+c¢) =

1
=)

l! x2+l

(arctgx+c)'=

1

farthx+c¢)’ =
1-x

Mindegyik tsszefliggés azokban az intervallumokban érvényes, ame-

lyekben a jobb oldali fuggvények differencidlhatsk.

Sok integral kiszémitdsdt teszi lehetdvé a kovetkezd tételek alkalma-

zasa:
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5.2, Tétel, Ha

§6x) dx = F) + ¢ ,

akkor tetszdleges a és b dllanddkra (a#0)

F(ax+ b) e

: { fax+ by ax = -

Bizonyitds, A ldncszabdlyt alkalmazva

d  Fax+h) s _ 1 o -
dx( 2 +c) —aF (ax+ b}, a=f(ax+ b). *

5.3, Tétel, Ha 4 _é§_ g integralhatd, akkor

k1

k
i a) fp (x)'¢’(x)dx=%—1£)—+c(k;é-1),
l b) ha f= ,IF és ¢ integréthat6, akkor
| P’ (x) -
f o o x=lmlgxl+e.
a)
k+1 ‘

d g & _ k ok

T T T e @e=g ). g x) .
b)

d

1
= (In] g(x)| +c) =—S;a—) PR LK

5.4, Példék,
2

- 3 3
= = { @) dx=—@3‘+zi+c= % V @er)? + c.
V 3x+1 3

Ca) —

dx

a})
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Sokszor egyszerll azonos 4talakitdsok utdn jutunk alapintegritokra,
ill, az 5,2,, 5.3. tételben felsorolt tipusu integrilokra,

dx 1 1 1 1 X
b) g 5 2—;5 3 .;dx—garctgg+c,

a +x 1+ &
a
<) Ssinzxdx=g(%~g9-s—2%{)dx=%de-&—é—cos'&xdx=
:%-i—g(cos 2x).2dx=—2x--8i22x-— ¢
d) Scoszxdx=g-llg-g-§-zidx=...=%+ Sm42X+c.

e) S c0s ax cos bx dx = é— S cos (atb) X+ cos {a-b) x) dx =

_1 sin (atb)x sin(a-b)x (2% - b).
_2( iy b5 1+, i

f) S sin ax sin bx = é— S(COS {(a-b)x - cos (atb) x) dx =

_1  sin(a-b) x _sin (ath) x o s
_2( a‘b a+b )+ c, (d#_b),

g) S sin ax cos bx dx = % S(sin (atb) x+ sin (a-b) x) dx =

1 _cos (ath) x  cos (a-b) Xyire, (a# +h)

- E( atb a-b
h) S sinsx dx = S sinx (l-coszx) dx = - S -sin x dx +
3
cos X te,

+Scoszx (-sin x) dx = - cos x + 3

. _ . -sin x - Il
) {tgxdx= Scosxdx Injcos xi+ ¢ (¢ # (k1) T)




1
» 0’58 R ¢ (20 @) 2 axe - LD = 10
UI -X 2 2 L 1]
2
= -0,6-+1=0,4,

k) Sl-zz dx=--1é~ sz dx=-%ln[ 1-x2’+c.

5.5. Parcidlis integrdlds, Ha u és v deriviltjaikkal egyiitt folytono-
sak [a,b]-ben, akkor

b -1b b
{ uv’ dx = [uv_I - S u'vdx,
a a a

illetve hatdrozatlan integrédlokkal felirva

.Suv’ dx= uv - Su’vdx.

Ez az integrdldsi szabdly a szorzat differencidldsi szabdlydnak
megforditdsdval adodik:

{uv)’ = u' v+ uv'
tehdt f = u’ v+ uv’ egy primitiv fggvénye uv, azaz
b b b
S (Wv+uv')dx= X u’ vdx + S uv'dx = [uv] .
a a a a
Hatdrozatlan integradlckra az osszefliggés hasonléképpen adédik,
5.6. Példak, Bizonyos fliggvényosztdlyokba tartozs fliggvények integ- 4

rdijat a parcidlis integrdlis elvének egyszeri, vagy tobbszéri alkalmazi-
saval mindig ki lehet szdmitani. Iyenek pl,

a) j X" g(x) dx, ahol n » 0, egész, g(x) pedig az eax+b, sin (ax+b),
cos (ax+b) fliggvények valamelyike (a¥ 0, b 4llands)
azu= X" szerepsoztissal, n-szer parcidlisan integ-

talva, Pl,
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sz 3xdx_x2£_52x£fd¥=x2gii_(2_ie3x 2<—:-3Xc1)
e &= 3 3 - 3 3 )

1 3x 2
—...—-2-76- 9x -6x+2)+c,
b) ln X dx, ahol n>» 0 egész, o # ~I tetszdleges allando azus= ln X

szereposztassal x>0), PL

3 4 4
Sl/—xlnzx dx = 3 x3 lnzx —Ig’- 3 . 2inx, —dx—
4 4
4 1
3 3 2 3
—4 In"x - Slnxx dx =
4 4 4
3 3 2 33 3 3 3¢ 2 1 L
=5 mx -3 7 lnx 2 45}( L Cdx=
3
=%h 4lnx—— lnx+~—— ‘! +c.

c)- S 1. g{x) dx, ahol g(x) = In x, arc ig x, arc sin x, arc cos x,
ar shx, archx, arthx, av’ =1 (v=1x) SZereposziis -
sal, Pi,

gl. 1nxdx=x1nx-§x}l?dx=xinx—x-! c.

?

v u v ou v

5.7. Helyettesitéses integrdlds. A helyettesitéssel torténd integra -
lds szabalyainak levezetésére az Gsszetett fiiggvény differencidldsi szabd-
lydnak megforditdsdval juthatunk, Ha ugyanis f primitiv figgvénye F,
akkor a ldncszabily értelmében (az x szerinti derivdltat vesszével jelolve)

Flo ) =1(¢ x)) . 9! (x),
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1

l

tehat

|60 [1(5 0004 () dx= F(g e +e [F(u)]uz?(xfu £(u) du]u=¢(x)

Az itt felirt osszefliggést szokds a helyettesitéssel torténd integrilas
egyik szabdlydnak nevezni, E szabdlynak specidlis esete az 5,2, és 5,3,
tétel, de ezektsl az igen egyszerl esetektdl eltekintve ritkdn hasznélhats.
A fenti szabély jobban hasznilhats alakjdra jutunk az aldbbiakban:

(%) -ban cseréljik fel az u és x betik szerepét és az egyenléség két
oldalét:

[] e ax] St(pu) g’ @ du.
x= ¢ (u)

Tegyik fel, hogy a jobb oldalon 4116 integrilt meg tudjuk hatdrozni. Akkor
utshbi képletlink szerint ez megadja azt a fliggvényt, melyet az jf(x) dx
integrilbol x helyébe g (u)-t helyettesitve nyerlink, Az
J ) dx = F(x),
§ fp (). ¢ () du= G
jeloléssel tehdt

F(g (u) = G(u).
Ha a vizsgilt intervallumban van a ¢ fliggvénynek inverze, akkor az
X =% " kapcsolatu=9 ! (x) alakban is irhatd, azaz utébbi képletlinkben
u helyébe ¢ —l(x)-et irva
-1 -1
Fle(y X{((= Fx)=G(g (),
azaz

%) Jreydx (fi(e ). ¢ (u)du) iy
u= ¢ (%)

adodik. Altaldban a (&%) formuldt szokds a helyettesitéses integralds kép-
letének nevezni. Ezt szavakban igy fejezhetjlk ki:
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az [ f(x) dx integrél kiszdmitdsat ugy végezhetjuk el, hogy az integ-
ralandé f fliggvényben x helyébe egy uj u viltozé ¢ (u) fuggvényét irjuk, dx
helyébe pedig ¢ (u)du-t teszlink. Az igy kapott integril kiszdmitdsa utdn
a ¢(u) = x egyenléség segitségével az eredeti x véltozot helyettesitjuk
vissza.

Altaldbos érvényu szabélyt arra nézve, mikor, milyen helyettesités
a célszerti, nem adhatunk, Néhdny egyszerli helyettesitésre azonban pél-
dit mutatunk,

5 I-x dx=5!/l-sin2ucosudu=,fcoszudu= es =

=9-+ Slnzu+c= E+ }-sinu91~sinzu+c=
2 4 2 2

Jaresinx 1y 2, 0

_—‘—-—‘2" 2 3

ahol az x = sin u (dx = cos u du) helyettesitést alkalmaztuk. Hasonlé

meggondolasokkal SV H-x2 dx kiszamitdsédndl az x = sh u, Ssz—l dx

kiszamit4dsdndl pedig az x = ch u helyettesités a célravezet§.

Ha hatarozott integrélt szamitunk ki a helyettesités médszerével,
akkor elmaradhat a "visszahelyettesités' vagyis az u valtozérol az
eredeti x véltozéra valé visszatérés az integril kiszdmitasa utdn. Ehelyett
az integral hatdrait kell ugy megvaltoztatni, hoeg az uj hatdrok u azon
értékei legyenek, melyek az x = ¢(u) ill, u = (x) kapcsolat értelmében
a7 eredeti hatdrocknak megfelelnek,

Pontosabban megfogalmazva:

5.8, Tétel, Ha f az [a b:l intervallumban folytonos fliggvény,
= @(u) értékei az [a b7 intervallumba esnek, gl =a, (g =Db, es
+ = ¢ (u)-nak[x,@] -ban (vagy[p,a] -ban) folytonos ¢'(u) dlfferencmlhanya-
dosa van, akkor fennall az

. b - 5
K { fdx= § (g e du
a oL

ryryenldség,
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Bizonyitds, Legyen «<f és tekintsik aza® u £ 8 intervallumban értel-
mezett aldbbi két fiiggvényt:

p(u)
F(u) = § (x) dx
lot)

u

G = S {( p(u) ¢’(u) du,
ot

Az integrilands flggvények feltételezett folytonossdga miatt F(u) és G(u) dif-
ferencidlhato

gEF = g?Fo g—g és itt az elsd tényezs 4,3, ,

a miésodik tényezd a feltétel értelmében létezik) és differencidlhdnyado-
suk megegyezik:

(a ldncszabdlyt alkalmazva

F )= G () =f (g () gu).
Ebbdl ksvetkezik azonban, hogy
F{u) - Gu) = c,
tehdt G értelmezése folytan
Fle) = G ()=0, tehdt c= 0

mig u = 3 -ra, figyelembevéve, hogy c = 0

F(p) = G(p),
vagyis
$toodx= § £ ax= F()=G(p) = § He@Ne'@adn. «
a ploc) *

A hatdrozott integril kiszdmitdsdra vonatkozs képletet a benne sze-
- repld fliggvényekre tett més feltételek mellett is lehet igazolni. Pl. ha
feR [a,b] -ben, x = ¢ (u) szigoruan monoton [«.B] -ban, ¢(x)= a,

p(B) =bés g'e R[oa.,ﬁ]—ban, akkor is igaz a (kxx) tsszefiggés,
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A helyettesitéses integrilds képletének alkalmazdsdval konnyen be-
lathatok az aldbbi allftasok:

5.9, Tétel, Ha f pédros figgvény, akkor

0 a
§ twax= § 100 ax,
-a 0
és igy
a a
S f(x) dx = 2 S f(x) dxs
-a 0

ha g pdratlan fuggvény, akkor

0 a
{ geoax=- { g oax,
-a 0
és igy
a
8 gx)dx = 0,
-a

Bizonyitds, Alkalmazzuk mindkét esethen a [-a, 0] intervallumban vett
integrdlra az x = -u helyettesitést, Mivel ekkor

ha x = -u, akkor dx= -du,
az x= -a hatdrnak u = a,
azx=0 hatdrnak u = 0

felel meg:



0 0 0 a

{ fodx= § -0 (-du) = - § fwdu= § f(wdu, ill,
X=-a u=a a 0
0 0 0 a
S glx)dx = S g(-u) (-du) = S g)du= - S g(u) du
X=-a u=a a 0
és
a 0] a
S fdx = S fdx+ X f dx
-a -a 0

(g-re ugyanez fenndll), az dllitds adodik.

5,10, Inteprdlds részlettortekre bontdssal,

Ha egy integril kiszdmitdsandl az integrandusz raciondlis tortflige-
vény (vagy helyettesités utdn raciondlis toértfliggvény integrdljara jutot-
tunk) az integrdl kiszdmitdsdra a részlettértekre valé bontds médszerét
haszndljuk, _

El§szor emlékeztetlink néhdny - a bevezetd jegyzetben szerepld -
fogalomra, majd bizonyitds nélkiil felsorolunk néhdny (a komplex fligg~
vénytanban elég egyszerien bizonyithaté) tételt,

Raciondlis tortfuggvénynek két polinom hdnyadosdt nevezzik.

n
p_(x) );-;' ar
f_r {x) "l k '’ (bm#o)
b x
k
k=0

f valédi raciondlis tortfiggvény, ha m » n, Ha f nem valodi raciondtis
tortfiggvény, akkor szdmldlsjdt elosztva nevezdjével egy polinom és
egy valedi raciondlis tortfliggvény osszegeként dllithaté eld. Polinomok
integrdldsa nem okoz problémadt, elég Lehdt a tovdbbiakban csak valédi
raciondlis tortfuggvényekkel foglalkoznunk.
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Igazak marmost a kovetkez§ allitdsok:

a) Ha egy pn(x) polinomnak X, gyoke (pn(xl) = (), akkor pn(x) ilyen

alakban irhaté:
p, )= x=x)p__ () .

(Az i) Lényezd neve gyoktényezs. )., Ha

k .
pn(x) = (X-xl) . Pn_k(x) es Pn_k(xl) # 0,
akkor X k-szoros gyuk,

b} Ha pn(x) n-edfoku, akkor legfeljebb n killénbsz8 valds eviske lehet,
c) Ha a valés egylitthatos pn(x) polinomnak ;1 k-szoros komplex

{nem valés) gyoke, akkor gi is k-szoros gytke pn(x)-nek.

dy A ontosan n-edfoku p_(x) polinom n gytktényezd szorzatidra bont-
P n

hat6. (Az algebra un, alaptétele,) A gycktényezdk kozott megegyezdk és
komplexek is lehetnek, Az egymdstél kllonbozs gyokoket §1 . .}r-rei

jelslve (r= n) a p_(x) polinom gyoktényezdkre felbontott alakja (un. gyok-
tényezdés felbontdsa) )

x oL (e
1 2 r :
pn(x) = (x-gl) . (x-gz) cees o (X —Er) a

(C'cl+t>L2+...+c¢I = n),

c)-re valé tekintettel, tovdbba (x-?i) (x-?i) = x2 - (§i+§i) x+EiEi =

= x2 + qix+ S, (qi, 8, valés) miatt az algebra alaptétele még igy is “ogal-

mazhato:
A valés egyttthat6s pontosan nwedfoku pn(x) polinom valés elsé és

masodfoku gyb‘kt'ényezé’k szorzatdra bonthaté (ilyen mdsofoku gysktényezs
pl. a fenti (x2 + q.x + Si) tényezd). E gyoktényezdk kozitt is lehetnek persze

megegyzdk (ttbbszbrss gycktényezdk).
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e) Ha
pn(X)

r.,®

valédf raclondlis tortfuggvény (m > n) és rm(x) gyoktényezls felbontdsa
r (x)= (xva)a (x-b)‘3 (c xz-iq xts )I' (c x2+q x+s )J
m 1 1771 2 2772

(qzt-'lc[sif 0, i=1,2,+pB+ 2(p+d)=m, akkor

pn(x} ) Aa Aa.-l 'Al B Bﬁ.1 . Bl
- + Tttt st ettt
m (x—-a)a (x-ag‘ (x-b)y (x-b) .
+

C,’x+[)1, Cr-1x+D1~-1 Clx D1
= +t 3 Py oot —5—— 4+

(clx +q1x+xl) (clx +q1x+sl) c X +q1x+s1

EJ X+ Ig . Er‘c * F1
* x2 + )J xz-{- X+

(e % +a, xts, € Tayxts,

(természetesen hasonl6an adédik a felbontds tgbb gysktényezd esetében is).

A részlettortekre val6 felbs ntds egyiitthat6inak meghatarezisa tsbb-
féleképpen is torténhet, Az aldbbiakban az erre szolgdlé hatdrozatl an
egylitthatok mdédszerét ismertetjik. :

p x)
Felirjuk a ———
r_(x)
: m
tekre bontott alakban hatdrozatlan egytiitthatékkal., A részlettorteket kozis
r(x)

rm(x)

m: u valédi raciondlis tortfuggvényt részlettsr -

nevezdre hozva, az adods tortflggvény az eredeti tortfliggvénnyel,

vagyis a pn(x) polinom r(x) -szel azonosan meg keil, hogy egyezzék.
Ez azt jelenti, hogy pn(x)-és r(x) ugyanazon hatvinyon szerepld tagjainak

egyltthat6i meg kell, hogy egyezzenek egymdssal. Ez az 0sszefliggés
linedris egyenletrendszert szolgditat a részlettirtekre tortént bontds
hatdrnzatlan egylitthatéira nézve.
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Pl

1. Hatdrozzuk megS 2x-5 dx értékét,
x-1) (x-2)
2x -5 _ A + B + C D __

132 @1 et X %2

- ( 'x-2)+ B (x-1) (x-2) + C(x-l)z(x—2)+ D(x—])3
w12y

tehat
3 2 3 2
0.x"+ 0.x"+ 2x -5z (D+C)X +(-3D-4C+B)x" +(3D+5C -3B+A) x +

+ (-D-2C4+2B-24),

Megoldva a
D+ C = 0,
-3D -4C+ B = 0,
3D+5C - 3B+ A = 2
-D-2C+2B-2A-= = <5

egyenletrendszert A= 3, B= 1, C=1, D= -1 adedik, vagyls
213-5 dxz +§ xd-}; - § d);
(x-1)" (x-2) - *

3 1 T '
=-3 37 T +In |x-1]- In[x-2}+ c.

2:113+3x2 -2x4 1

X4+X2

dx értékét,

2) Hatdrozzuk megS
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2x3+3x2 -2x+ 1

x2 (x2+1) X x4+ 1

_ A(x2+1)+ Bx(x2+1) + (Cx+D) (x2)
- 2 2
x (x +1})

azaz
3 2 3 2
2x7 4+ 3x° - 2x+ 1= (B+C) X"+ (A+D) x +Bx+ A .

A hatdrozatlan egylitthatokra tehdt a k* -etkez$ egyenletrendszer adodote:

B= -2,

1

A+D=3, azaz D=3-A=3-1=2,

B+C =2, azaz C=2-B=2+2: 4.

\

3 2 .
S2x +3x -2x+41 dx=de _SZdX+ S4x+z d

x4+x2 X x +1

t

Sl g e 2( e axs2 (2
X 2 2
X +1 ¥ +1

—;1(—— 2In {x]+2 ln(x2+1)+2 Are Ly s

(természetesen k. 1l kotnlink, hogy x # 0

5.11, Végezetll ~ ~gemtitlink még néhany - gvakrabban szerepld -
h. 'yettesitést, amely ra ndlis tortfliggvény integriljira vezet.

. X .. . e
1) az integrandusz & . iondlis fliggvénye; a helyettesités e = u,
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b) az integrandusz sin x és cos x raciondlis fliggvénye; a helyettesi-

Zinico d
sl 5 cos 3

. _ X o, _ _ 2u )
tesu-tgz(el\korxlnxas. §.+COSZ.’£ = 1.[_,_,2 .
in" 3 3
cozi- '23(- 2
s 5 -sin 3 1-u du
Cos X = = » X=2arctgu, dx=2 -——).
. 2x 2 x 2 2
sin =+ cos = I4+u Hu
2 2
Példdul
dx _ 1 2 du =
S sin x{1 + cos x) 2 2
2u l-u I4u
1+ )
2 2
I+u i4u
2
14+ u du 1
& 7 du—g—u+§gudu—
=L Iu|+}——i+ =t g Xy Leg? X
Sz M R E ) MR A R

T
2

L, sin™x dx = ? (Alkalmazzuk a parciilis integrélds szabd-
g lyat (n> 0 egész),)

0

2 2 2
r_ g 27 4 (2k) .
= lim 1.3 3—-—-.5 SR Yo g (Wallis-formula),
koo

(Haszndljuk fel az 1) feladat eredményét.)

p p
3. lim .I_m =7 {p #-1)

N0 ﬂp-l-l
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T
sin 2Zkx A
S Sin % dx =17 (k egész)
0
! 2 T
OS (1-x7) “dx=7? (m> O egész)
T
. m
S Xxsin xdx=7? (m > 0 egész).
0
T
7
sin x
L LI S = 7
t§ sinx + cosx dx =1



I, IMPROPRIUS INTEGRALOK

I. Az improprius integrélok fogalma

1.1, Tudjuk, hogy az e, elektromos tltés a tdle r tdvolsdgban elhe-

lyezett €y elektromos tsltésre

_c
2
r r

nagysdgu taszit6 erdvel hat (ha a toltések egyenld elbjelliek). A rugé meg-
nyujtdsdndl végzett munka kiszdmitdsdhoz (L 1.4.) egészen hasonl6é okos-
kodidssal nyerjuk, hogy pl. az ey tsitésnek r tavolsdghsl R tdvolsagba va-

16 taszitisdnal végzett munka értéke

R
c 1 1 I
S -E-dxz ¢ [— ;l =¢ (; - ﬁ).

r

Ha az R tavolsdgot a "végtelenbe" noveljik, akkor ennek 2 munkdnak az
értéke az c I; hatdrértékhez kozeledik, amit ugy szoktunk kifejezn., hogy

. . v oz . o2 oz P 1
az r tdvolsdghol "a végtelenbe™ valé taszitdsnil végzett munka értéke c T
Célszerl ennek a

R
lim S 5
R-»w X
X
hatdrértéknek a jelslésére az
c_2 dx
X
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jelet bevezetni, Az igy felirt integrdl azonban nem az eddigi értelemben
(vagyis a sz6 kbzonséges értelmében) vett integrdl, hanem un. “impro-
prius integril"”, Erre az integrélra uj definiciét kell adnunk, mert a vé-
ges [a,b] intervallumra vonatkozé hatdrozott integril (réviden integral)
definici6ja végtelen intervallumban adott { fliggvényre nem alkalmazhats,
(Egy végtelen intervallumot nem lehet oszt6pontokkal véges szdmu véges
részintervallumra osztani, igy mindjart az elsé 1épésnél megakadunk, az
als6, felsd és integrdlkgzelitd Usszegek konstrukcicja elvesati értelmét,)
Az improprius integriloknak lényegében két tipusat ismertetjiik,
Az els6nél - melyre példa a bevezetSként emlitett feladat - az integral
nem korldtos intervallumra vonatkozik, a médsodik tipusnél az integrandusz
nem korldtos az integrici6s intervallumban, Foglalkozzunk elfszor az el-
sé tipussal,

1.2, Definici6. Ha f integralhat6 az [a,co] intervallumban biarmely
w > a esetén és létezik a (véges)

(A
) lim S f dx

Wr+0 g
hatdrérték, akkor azi mondjuk, hogy az
o
() S fdx
a

improprius integrédl konvergens és értékének épp az el8bbi hatarér-
téket tekintjtik:

]

@
S fdx =o'3_l’il1; S fdx .
a a

Ha a {(x) hatdrériék nem iétezik, vagy nem véges, akkor a (&%)
improprius integrilt divergensnek mondjuk,
Példdul w++o0 esetén

w|&

-atl
X

[A)

@ @ -atl

- 1 1
S 7" Sxad“ [x } =T ¢ Do
i 1 1

haa > 1; ekkor az
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=
SE&
: a

-

improprius integrdl konvergens, egyébként divergens (a- 1 esetén azért,
mert

X
X

L/ﬁs
a.
i
w—n
]
L
]
&

=lpw-Inhl=lhw

és W+ esetén ez nem tart véges hatdrértékhez), Ez a példa mutatja,

hogy lim f(x) = 0 a %) fmproprius integril konvergencidjdnak sziikséges,
X+

de nem elégséges feltétele.

A hatdrozott integrdlnak a primitiv fiiggvény segitségével torténs ki-
szdmitdsa a (k) improprius integril esetében ugy médosul, hogy a primi-
tiv filggvény + oo -ben vett hatdrértékébsl (ha létezik és véges) le kell von-
ni az x = a a helyen felvett értéket, Pl,

+o0 + 00 +e0

S —l;(—dx= Se-xdx=[-e—)j =-lm e +e =0+1=1,
n e 0 0 Xt
i 1,3, Teljesen hasonl6an értelmezhets az
i 2
i
i b
J
: & f dx
-00
improprius integril:
b b
S fdx=1lim \ fdx ,
o S ™
és akkor mondjuk konvergensnek, ha a jobb oldali véges hatdrérték
létezik, Pl.
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0

dx 0 o
S = [arctgx] =arctg0—limarctgx=0-(-—)='é£.
—m -

l+x2 2

o Xw-t0

Az improprius integrdlok mdsik tipusdra vezet pl. a kovetkezd fel-

P . 1
adat megolddsa: meg szeretnénk hatdrozni az y = — egyenletli gorbe, az
M~
x = 0 és x = 4, valamint y = 0 egyenletll egyenesek 4ltal bezdrt nem korld-

tos sikidom terliletének mérdszamat (amennyiben ez a gorbe alatti terllet

véges ériék). Az {(x) = L figgvény x = 0-ban nincs értelmezve, fel-
Vx

adatunkat tehdt Riemann-integréllal nem oldhatjuk meg. Célszerui most is

a feladat megolddsaként egy hatdrértéket értelmezni, nevezetesen azt

mondani, hogy ha

lim —1—- dx

g++0p Vx

véges, ez a keresett terlilet nagysdga, és ezt roviden igy jeldlni

1
— dx
e

holott tudjuk, ez nem kozbnséges integrdl, hiszen nem korlitos ngg’vény
esetében az alsé ill, fels 6sszeg konstrukci6ja elveszti értelmét, Alta-
linossédgban nondjuk tehdt ki a kovetkezd definiciot:

1.4, Definicio, Ha f [a,b] -ben Riemann-értelemben nem integrél-
hato, de tetszdleges S 7 0 mellett [a+v5,b] -ben mér integralhaté és léte-
I.7k a véges

I
&) tHm S £ dx
&+ +0
at+d

hatarérték, akkor ezt a hatdrértéket az
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b
(%) S f dx
a
improprius integral értékének tekintjlik, és az Improprius integrdlt

konvergensnek mondjuk. Ha a (&) hatdrérték nem létezik, (nem vé-
ges) a (&%) improprius integrilt divergensnek mondjuk.

Hasonlé definicié adhat6 meg a tetszbleges 3 = 0 mellett
[a,b- p] -ban integrilhats, {a, b]-ben azonban kzonséges értelemben nem
integralhato f fuggvény [a,b ~beli integrédljara:

b b-p

S fdx = lim f dx,

a p-’+0 a

|
feltéve, hogy az ut6bbi hatdrérték létezik (véges),

A hatdrozott integrdlnak a primitiv fggvény segitségével tirténé ki-
szdmitdsdra vonatkoz6 szabédly ebben az esetben is azzal a médositdssal
marad érvényben, hogy a primitiv fiiggvénynek a megfeleld helyen a hatdr-
értékét kell venni, Pl,

! 1

S Inxdx = [xlnx-x] =inl~-l«limxlhx+0=0-1-0+0=-1,

0 0 x++0
! ! -a+l 1 -atl
1 -a X 1 . X 1
— dx = & x dx = | ——— = — = lim = ’
Xa ~atl 0 1-a gaipl-a 1-a

0

ha a <1, egyébként az improprius integrdl divergens (a<1 esetében azert,
1

dx . - 2oz
mert d&>0-ra S == -Ind és ez nem tart véges hatdrértékhez, ha
é

d-~+ 0), x = 0 kbrnyezetében sem In x, sem—:fl (a > 0) nem korlatos!

X
1.4. val6ban csak akkor mond ujat, ha az integrandusz valamelyik hatdr
kornyezetében nem korlitos {ldsd I.2.18. és a hozzd fuzott megjegyzések,
i1, 2,20.6).
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2. Improprius integrdiok tulajdonsdgai
Parcidlis és helyettesitéses integrdlds

A kbzbnséges (Riemann-) integril tulajdonsdgaihoz sokban hasonlé
jellemzdit sorolhatjuk fel az improprius integrdloknak,

Tekintsik az
b
) & f dx (a <h)
a
improprius integrdlt, amelynél vagy a= - , vagyb=+w , vagy {

csak [a+c,.b] -ben vagy csak [a,b-é] -ban integrdlhat¢ tetszéleges g, 670

mellett, Fz a &) improprius integril a kovetkezd tulajdonsdgokkal ren-
delkezik:

2,1, Tétel, Ha (%) konvergens improprius integrdl és a<c <b, ak-

kor

c b

S‘fdx= Sfdx+ S fdr .

a a c
Bizonyitds, Ha a jo.b oldali elsé ‘ntegrdl kzonséges (Riemann-) integral
ésc<w < b, akkor az integral additiv tulajdonsdga miatt

w C w
(%) Sfdx= Rfdx+S fdx ,

a c

és mivel a bal oldal, “k - a feltevés szerint - van w-+b-0 esetén véges
hatdrértéke, ezért

. b
o
lim Sfdx= g fdx
w+h-0
c c -
is létezik, és igy {ex)-bol hatdrarmenettel az dllitott egyenldségre jutunk,
c
asonlé mddon okoskodhatunk, ha S f dx az improprius integrdl. %

a
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Eddig csak olyan improprius integrdlok szerepeltek, melyeknek
egyik hatdra nem volt véges, vagy az integrandusz az egyik hatdr kérnye-
zetéhen nem volt korldtos, Kézenfekvs az integral additiv tulajdonsdgdra
tdmaszkodva az

Y —)(2 P dx
dx, — dx, —
-Sao xe X (S) 2 X -E z,

tipusu integralok konvergencidjit a kovetkezdképpen értelmezni:
2.2, Definicis, Az

b
fd
aS ’

improprius integrilt konvergensnek mondjuk, ha tetszéleges c ¢ (a,b)
mellett
b

C
S f dx és S f dx
a c
mindketten konvergens integralok, és a fenti integrdl divergens, ha az
utobbi két integral kozll akdr csak az egyik divergens.
Az additivitdsbél latszik, hogy ha a feltétel egy ¢ € (a,b)-re telje-

stl, akkor minden c ¢ (a, b)-re is fenndll.
Példdul
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2 2] 4o 2 2 2
xe dx*--l = =-=(lim e - --l—e"c
S e =-3le =-3 e e )—2 ,
c Xy 400
C
és igy
+co
gxe"x dx =90
-0
Ugyanakkor
+o0 [ + o0
LS
%xz_ x2 sz
0 0 c

divergens, mert - bir a jobb oldali médsodik integrdl konvergens - a jobb
oldali elsé integrél divergencidja a bal oldall integral divergencidjit von-
ja maga utan, _
Hangsulyozni szeretndk, hogy
(3]

lim fdx

Weton
-

létezésébdl még nem kovetkezik
+oo
S f dx
el -+

létezése, lehetséges ugyanis, hogy felbontva az integrélt

+-co [ +
Sfdx.—. S £ dx + S f dx
-0 -0 c

alakra a jobb oldali integralok divergensek. Pl

c wz CIJ2
lim Sxdx=i::r:°(7 -5)=0,

-
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I

ugyanakkor

S x dx és S x dx
-9 0
divergens improprius integrilok.

2.3, Ha az [a,b] intervallum véges szdmu

=X € X € ,,,<X, <X <...<X =Db
[} 1 i-1 i n

osztéponttal olyan [xi~1’xi] részintervallumokra bonthaté, amelyek

mindegyikében iétezik f itmproprius integrilja, akkor az

b n xi
&fdx=[: {  fac.
i=1 .
a i-1
Pl.
: 20 i
dx dx dx 3 3 31 3
—— = _— 4+ _— = = X + —ix =0}
g 3 3 E/E 2 -1 2 0
-lYx -l Wx 0

Az improprius integralok konvergencidjinak VIngalatara a kovet -
kezd tétel ad hasznos segédeszkozt:

2,4, Tétel, Ha [a ti véges, vagy végtelen intervallum, melynek

minden bels§ részintervallumaban az f és és g fliggvény integralhato,

tavdbbd [a b] belsejében [f(x)[ £ g(x), akkKor az

b
g dx
;

a7



improprius integrdl konvergencidja maga utdn vonja

b
gfdx
a

konvergencidjét,

| Bizonyitds, Az igazoldst arra az esetre végezzik el, amikor [a,b]_ véges
{ intervallum, és f és g h» 0 mellett [a,h—h -ban integrdlhatck. A tobbi

| esetre hasonléképpen végezhet§ el a bizonyitds,

Legyen (hn) pozitiv szdmokb6l 4116 0-hoz tart6 szdmscrozat,

l
E b-h b-h
l n n
I = fd . G = .
i Hrl S x . & g dx
3 a
i b
[ A GI' vees Gn' .+. SOYOzZat az S g dx improprius integral feltételezett
| a

[konvergenc idja miatt konvergens, tehdt bdrmely ¢ >0 mellett kielégiti
a Cauchy -féle konvergenciakritériumot:

]G -G |<C., hacsak n vm>n_ (g).
n ml - o

Megmutatjuk, hogy a (Hn) sorozat 1s kielégiti a Cauchy-féle konvergencia -

kritériumot, azaz konvergens. Igaz ugyanis a kovetkezd becslés:

b-h b-h b-h b-h
n m n 7
|H-H,_ = S fdx - S fdx| = S f dx [£ S gdx| =
a a b-h b-h
-h b~h
n m
= S g dx - S gdx}=|G -G_| <¢,
da da

hacsak n ym 7n0.

t
[
|
I
|
l
|
|
| m "
|
|
|
I
|
|
f




Minden (hn) sorozatra, melynél hn—> +0, létezik tehdt a

b-h
n

I
[
t lim S f dx
! a

! hatdrérték, Meg kell még mutatnunk, hogy ez a hatdrérték fiiggetler a
; (hn) + 0-hoz tarté sorozat specidlis vAlasztdsdtél, Ha ugyanis (h;) éz

| (hn) két ilyen sorozat, akkor az egyesitett

hl’ hI, h2, h2..., hn, hn, e

sorozatnak az elSbbiek szerint konvergens integrdlsorozat felel meg. Ezen
utébbi integridlsorozatnak azonban az

b-h’ b-h"
n n

( g fdx) és ( S f dx)
a a

sorozat részsorozata, és igy ezeknek is ugyanaz a hatdrértéke. Van tehdt
olyan I szdam, hogy hn -+ +0 esetén

ez pedig azt jelenti, hogy
b-h

Iim S fdx= 1, %
f h-=+0 ;

l

Improprius integrélok szdmitasi technikajdval kapcsolathan megemlitjlik,
hogy a parcidlis ill. helyettesitéses integrédlds szabilya most is érvényes
a kovetkezd megfogalmazisban: '

|
|
|
|
|
!
[
|
|
|
|
{
!
|
|
{
|
|
|
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2,5, Tétel, Ha az u’ és v' differencidlhdnyadosck bdrmely
[a.t] c[a,ki intervallumban integrélhatck, és iétezik a lim u(x). v(x)
Xx»hb

hatdrérték, az

b
S w'vdx és S uv’ dx
a a

integrdlok kozll pedig az egylk konvergens improprius integrdl, akkor
a mdsik integrdl is konvergens, és

b b
g u'vdx=lim (u.v) -ua)via) - & uv’ dx .
a

X+b
a

(Természetesen hasonlé médon fogalmazhato meg a szabdly, ha az alsé
hatdr nem korldtos, vagy annak kornyezetében nem korlatos az integran-

dusz.)

Bizonyitds, Ha a< x <b, akkor a kdzonséges integrdlokra vonatkozé par-
cidlis integrdlas képlute értelmében

X X
S u’ vdx = u(x).v(x) - u(a), a) - S av’ dx ,

a a
innen pedig hatdrdtmenettel adédik az dllitds, %

2,6. Tétel, Ha pl.ot <3 és az [rx.p) intervallumban folytonos x= ¢{u)

figgvényre p(x) = a, lim ¢ (u)=b, a€ ¢(u)<b, ha ve [a,g) és tetszd-
il -vﬁ
leges [x, p} -ban fekvé [rx. p] intervaliumban teljeslilnek azok a feltételek,

amelyek mellett a kzonséges integral helyettesitésérél sz6l6 15,8, tétel

érvényes, akkor fenndll az

b

IEs
) S £(x) dx = S f( g @) ¢ (@) du
a o

egyenldség, feitéve, hogy az utdbbi integrdlok koziil az egyik konvergens.
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] Bizonyitds, Ha a (%) Usszefiiggés bal oldaldn 4116 integral konvergens,
akkor mivel u e{ac,p} esetén a kozinséges integrdlokra vonatkoz6 helyette-
sités képletébil

p(u) u
X fwydx= { £ (p p'W du,
a L4

ezen osszetett fliggvény hatdrértéke létezik:

w(u) X b

’

l
]
l
l
[
: lim S f(x) dx = lim S f(x) dx = S fx) dx ,
!
|
|
|
[

usp x-+b
a a a

és a (&) képlet jobb oldaldn dllo

[}

{ 1(s @) 91w au
o

l integrél is ugyanehhez a hatdrértékhez tart. Fenti képletiinkbdl tehdt ha-
] tardtmenettel valoban (%) ad6dik,

Megforditva, ha a (%) jobb oldaldn 4116 integril konvergens (értékét
| jelsljuk R-rel), akkor

l

S f (p (u)) p'(a) du

«

hatdrértéke a g helyen. Az x = g (u) folytonos fliggvény a[fa', p)intervaliu-
mot valamely fb' »b) intervallumba viszi 4t; a @' szdmot ugy vilasztva,

hogy

4]
’ S flpNy'@du-Ri<e hauvelp p)

oL

akkor a kozonséges integralokra vonatkozo helyettesités fenti képletébsl

|
|
|
|
|
{
;
;
i
%

I



|
[
|
|
l
|
l
|

X

lgf(x)dx -Rl<g, ha xe[b b .
a
Ennélfogva
X
lim X fx) dx = R ,
Xx=+b

amit bizonyitani akartunk, %
2.7, Feladatok

1. a és b milyen értéke mellett lesz kozonséges (Riemann-) integral

b

X
g sin 2x dx
a

és amennyiben improprius az integril, konvergens-e vagy divergens?

2, Konvergens-e, és ha igen, mi az értéke az aldbbi integriloknak:

t+ 0o :
+oo
S e ax cos bx dx (a>(, S xne xdx (n>0, egész) ,
0 U

m
Slnsinxdx=?

0
1

1, g In"x dx konvergens-e, ha igen, mi az értéke? {(neN)
0
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. A RIEMANN-STIELT}ES-INTEGRAL

1, Riemann-Stieltjes-integrdlra vezet§ néhdny feladat

Az inregréalfogalomnak fontos altaldnositdsa a Riemann-Stieltjes
(vagy roviden Stieltjes-) integrdl, mely az integridlszdmitds igen sok al-
kalmazédsdban fellép, és olyan problémdk preciz tdrgyaldsit teszi lehet§-
vé, amelyeknek megolddsa Riemann-integril segitségével nem, vagy csak
sok felesleges megszoritds mellett volna lehetséges,

. Tegyuk fel, hogy egy egyvenes, mondjuk a koordinitarendszer

X tengelyenek la,b} intervalluma mentén toltések helyezkednek el, és
csak azt kotjuk ki, hogy minden xe [a b] mellett adott az [a )g] -beli toltés

x-t6l flggd q(x) mérdszama (egyébként lehetséges, hogy a téltések folyto-
nosan, de nem egyenletesen vannak eloszolva, vagy az egyenes mentén
pontszerl {diszkrét) toltések vannak, vagy a toltések az egyenes mentén
szakaszonként folytonosan vannak eloszolva, de ezen kivll helyenként
még diszkrét toltések is vannak), Szdmitsuk ki a potencidl értékét a sik
valamely nem az [a b] egyenesszakaszba esé (x , Yo ) pontjaban,

Bontsuk fel az l’a b] intervallumot az °

a=x < X,¢,,.<X, _<X<,,,<X =b
o i i-1 i n

osztépontokkal részekre, Képzeljuk el az egy-egy részintervallumbeli tol-
tést a részintervallum egy pontjiban egyesitve. Az i-edik részintervailum-
ben legyen ez a pont gi (;ie [xi—l' xi]), az (xi VX, ] -ben egyesitett toltés

mennyisége q(xi) - q(xi_l). Mivel & (gi, 0) pont tavolsdga (xo, yo) -t6l

(k.-x )2 + 2, minden egyes felosztasi részintervallumban hasonlo-
io Yo gy

képpen jarva el, az (xo,yo) -beli potencidl ktzelits értékeként

= 1
L, e ) - al, )
i=1 V( x )2+ y2
;i (o] o]
adeédik. (3. dbra).
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A felosztdst minden hatdron tul fino-
mitva a fenti integralkozelitd tsszeg varha-
g tdan az (xo,yo)-beli potencidl mérdszama-
{ %5, Yp) hoz tart,
Hasonlé tipusu integrilkozelits osz-
szegre juthatunk a k&vetkez8 feladat meg-
oldisa sordn:

PP | AP 1.2, Tekintslink pl. az x tengely [a,b)
a=Xp Xy X% b>n ¥ jnrervalluma mentén egy inhomogén to-

3. ébra megeloszlasu pdlcit, amelynek témegel -

oszldsdrsl nem kdtjik ki, hogy (vonalmen-

ti) stirliséggel rendelkezzék, csupdn azt tesszlik fel, hogy minden xe[a,b]
mellett meg van adva a palca [a,x) intervallumbeli részébe esé tomeg
x-t6] fuggd m(x) mérészdma, Szdmitsuk ki a pdlca y tengelyre vonatkozd
tehetetlenségi nyomatékat,
A pélcét az

a=x<x<“,<x_<X¢...<X=h
o] 1 i-1 i n

osztépontokkal részekre bontva egy-egy rész tomegét ennek a résznek egy
kiszemelt pontjidban (specidlisan az y tengelyhez legktzelebb esd, vagyis
legkisebb abszcisszdju, vagy legtdvolabb esé, azaz legnagyobb abszcisz-
szaju pontban) képzeljik egyesitve. Az i~edik rész kiszemelt pontjénak

abszcisszdjdt §  -vel jelolve (te [Xi~l ,xi] , lehet tehdt specidlisan X

vagy x, is), az igy nyert pontrendszer y tengelyre vonatkozé tehetetlenségi

nyomatéka
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mivel az [xi-l'xi) intervallumbeli tomeg feltevésiink értelmében
m(xi) -m (xi I). A felosztdst minden hatdron tul finomitva, a fenti Ssszeg
a pdlca tehetetlenségi nyomatékdhoz tart.

1,3. A bevezet§ példik kbzis matematikai 1ényegét igy foglalhatjuk
bssze: megadtunk valamely I intervallumon két fliggvényt, {(Az egyik fligg-
vény, a tomeg mérbszamat megadd m(x) fuggvény még specidlisan mono-
ton néveked§ fliggvény is volt,) I-t részintervallumokra osztottuk fel, és
k épeztilnk olyan osszegeket, melyeknek tagjaiban az egyik flggvénynek az
egyes részintervallumokon vett megvaltozdsat szoroztuk a mésik flgg-




vénynek a részintervallum valamely kéizbensd pontjdban felvett (vagy a
részintervallumban felvett legkisebb, vagy legnagyobb) értékével. Minél
kisebb részintervallumokra osztottuk fel I-t, vdrhatéan anndl jobb kéze-
litésnek voltak tekinthet8k a megfelels dsszegek, Ha a felosztdsoknak min-
den hatdron tul torténd finomitdsakor ezek az Gsszegek kozos hatdréreék-
hez tartanak, ezt a hatdrértéket nevezzik Stieltjes-integrdlnak. Ennek fo-
galmdt kivdnjuk a tovdbbiakban pontosan értelmezni, majd az integrdl fon-
tosabb tulajdonsdgait foglaljuk &ssze,

2, A Riemann-Stieltjes-~integral definiciéja, tulajdonsdgai
Stieltjes-integralthatd fliggvények f6bb osztilyai

2,1, Tegylik fel, hogy az aldbbiakban az I= {a,b] intervallumon t
korlidtos, tovdbba vizsgilataink els§ felében (2, 19-ig), hogy g monoton ni-
vekedd (ebbdl persze korldtossdga kivetkezik),

2,2, Ifelosztdsait, azoknak részintervallumait, az azokban felve:!
reprezentdns pontokat (kozbills3 helyeket) most is ugy jelsljik, mint
L. 2.2-ben, m, és Mi most is f [xi-l ’Xi] intervallumbeli értékeinek al~s

és felsd hatardt jelslik,

2.3. Akovetkezs fogalmakat értelmezzik és ezekre a kovetkezd
jeloléseket vezetjlik be:

a) Az f fuggvény F felosztashoz és g fliggvényhez (g sulyfliggvény -
hez, g eloszldsiliggvényhez) tartozé alsé bsszege

n
st.F.9 =], m [ax)-gx )] = >1—:1 m Ag;

n
i=1

b) Az f fliggvény I felosztdshoz és g fliggvényhez tartozé felsd tssze-
ge
n

n
S(E,F,g) = [1,‘ M, [ptx)-gx; )] = };_‘lj M, Ag;

i=

c) Az f fliggvény F felosztdshoz, a gi (+=1,2,...,n) reprezentdns

pontokhoz és a g fliggvényhez taxtozé integrilkozelits osszege




n
6(,F, 2,8 = G(f,F,“l,..., £ }, g=] . fx) ag;

j=

—

(Egy F felosztdshoz, att6l fuggden, hogy hol vesszik fel a ¢ ¢ {xi-l , xi]

pontokat, végtelen sok integralkozelits osszeg tartozik.)

A ¢ finomsigu F felosztdst, F finomitdsét, felosztdsck egyesitését,
a minden hatdron *tul finomod6 felosztdssorozatot 1, 2,3, -ban mar értel-
meztik,

2.4. I minden lehetséges F felosztdsdhoz f g-hez tartozo alsé ill.
felsd tsszegét képezve, e nem Ures, korldtos halmazoknak biztosan 1é-
tezd felsd ill, als6 hatdrdt igy jeloljuk:

h= sup{s(f,F,g)] )
H = inf { S(f,F. 2 }

(azol pl. S(f,F,g)-vel | bsszes lehetséges felosztdsdhoz tartoz6 felsd
osszegek halmazit jelsitik).,

2.5, Definici6, f g szerint Riemann-Stieltjes-értelmében integrél-
haté I-n, ha a fenti jeltléssel

h=H,

A g szerint (roviden) Stieltjes-integrilhato fliggvények osztdlyat
R(g)-vel jelolve a 2,5, definici6é igy irhaté:

fe R(g) & sup{s(f,F,g)} = inf { S(f,F.2)} .
2,6, Definici6, f g szerinti Riemann-Stieltjes-integrdlja (roviden
Stieltjes-integrilja) az [a,b] intervallumon
b b
h=H = S £(x) dg(x) = S fdg .

a a

2,.7. Megjegyzés. A Riemann-integrdl - mint lathaté - a Riemann-
Stieltjes-integrilnak az a specidlis esete, amikor

g(x) = x.
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Annak érdekében, hogy f g szerinti Stialtjes-integrdlhat6sdgira joi
kezelhet§ szitkséges és elégséyes feltételeket kapjunk, most is a
Riemann-integrdlhoz hasonlé gondolatmenetet jaérhatunk végig (a tételek
bizonyitdsdt csak ott adjuk meg, ahol 1ényegesen eltérnek az I, fejezetbeli
analég 4llitasok igazoldsatél),

2,8, Segédtétél. Ha F1 az [ intervallum F felosztdsanak finomitdsa,
akkor

s(,F,g) 2 s(f,F ., SU,F g £ SE.F.g. %

2.9, Tétel.
h=sup{s@,F,0}s mn{SCF}=H. =

2,10, Tétel, Az [a,b] intervallumon fe R (g) akkor és csak akkor,
ha tetszfleges &7 v -hoz van olyan F felosztds, melyre

S(f,F.g) - s(f,F, <€ . #*

=

E tétel kévetkezménye:

2,11, Tetszdleges f fliggvényre legfeljebb egy olyan R szam van,
amelyhez tetszélegesen kozel van alkalmas F felosztds esetén s(f,F, g)
és S(f, F, g). f akkor és csak akkor Stieltjes-integrdlhaté a vizsgdlt
intervallumon, ha van ilyen R szidm, és akkor R a Stieltjes-integrdi értéke,
Mdsképpen megfogalmazva, azs = s(f,Fn,g), Sn = §(f, Fh,g) jelo-
léssel: n :
b
2,12, Tétel.fe R (g)és R= g f dg akkor és csak akkor, ha van
k3
olyan (Pn) felosztdssoroza: [a,b]-n, aiuelyre

iims =1lm S = R. *
n n

Ti-vrou n -+%

2,13, Tétel, Ha adott ¢ > 0-ra egy F felosztdsra

S, F,g) -s(f,F.g)< ¢

akkor F minden Fl finomitasdra is, ugyanezn .£ >0 mellett

S(f,F .8 - S(f,F ,z <e.
(lasd 2.8, Segédtétel,)



2,14, Tétel. Ha egy F felosztdsra adott ¢ > 0 mellett

S(f:F’g) - S(f) Frg) <& ]

akkor tetszéleges Ei' via[xi-l'xi] esetén

n

g | ) - £n)| a8, <.

2,15, Tétel. Ha fe B(g) és 2,14, feltételei teljeslilnek, akkor bdr-
hogyan is valasztjuk a £.€ [xi-i’xi] helyeket

b

n
L) ) af; - § g

i=

<E.

a

2,16, Tétel. f akkor és csak akkor integrdlhaté Stieltjes-értelem-
ben [ab]-ben g szerint {és ott g-szerinti Stieltjes-integrilja R), ha bdr-
_rr_lglg ¢ > 0-hoz van olyan F felosztdsa [a,b] -nek, amelyhez tartozé
tetszéleges € integrilkozelitd Gsszegre

Is- R]‘ &.

jol alkalmazhat6 elégséges feltétel a Stieltjes-integrdl létezésére a kivet-
kezd dllitas:

‘ 2,17, Tétel, Ha f folytonos (g monoton noveked§) [a,b] -ben, akkor
fe R(g) az [a,b] intervallumon,

Bizonyitds. Mint L 2,17, csak most &~ 0-hoz ugy kell 7>0-t megvédlasz-

tani, hogy
| N (g(b) - gla)) <&

‘ legyen. Ehhez az m>0-hoz f egyenletes folytonossdga miatt van olyan :
d > 0, hogy ha F d -finomsdgu, akkor minden felosztdsi részintervallumban

Mi - mi <:r)

tehat
n n

SEF.g)-sE.F.@= ), M-m) Ag<m ) Ag =" @b gaN<E
i=1 i=1

és akkor 2, 10-bsl kovetkezik, hogy f€R (). %
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Most is kivetkezik az ckoskoddsb6!, hogy minden d {n) finomsagu fel-
osztdsra S-s <€, vagyis minden d finomsdgu F felosztdshoz tartoz6 integ-
rélkbzelitd bsszeg f integriljitol tetszdlegesen kevéssel tér el a reprezen-
téns pontok vdlasztdsitél fliggetlenlil,

Ugyanez a tobblet olvashat6 ki az aldbbi tétel bizonyitdsibol:

2.18. Tétel, Ha f monoton, g folytonos {és monoton nivekedd) [a,b} -
ben, akkor ott f£ R (g).

Bizonyitds. £ > 0-hoz ugy kell most q > 0-t megvalasztani, hogy - ha pl.
f monoton névekedd -

m (f) - f@)) <&

legyen. Ehhez az > 0-hoz, g egyenletes folytonossédga miatt, megadhat6
[a, b) -nek olyan d finomségu F felosztdsa, hogy annak minden részinter-
vallumédban A gi< m legyen, és igy

n n

S, F,@)s(f, Fog)= ), (x)-itx, Mg ¢n) | (xp-£0x,_ )= 7ED)-T@E ,
i=1 i=1

tehat

fER @.%

Az itt tapasztaltakra tdmaszkodva a Stieltjes-integrilnak a kiovetkezd
dlraldnosabb definici6jit fogalmazhatjuk meg:

2.19, Definici6. Legyen f és g [a,b} -ben értelmezve. f-et [a,b] -
ben g szerint Stieltjes-integrilhat6nak mondjuk (jelben feR{(g)}, ha van
olyan R szdm, hogy [a,b]-nek bdrmely minden hatdron tul finomsé (Fn)

felosztdssorozatdra és tetsz6leges reprezentdns pontck mellett
8¢, F 5 ;
{f, Fn n,g) - R
ekkor
b
S f(x) dg(x) = R .

a

Nem evidens, hogy 2.19, val6ban 4ltaldnosabb 2,5-nél; be lehet
azonban bizonyitani, hogy ha fe R {(g) a 2,5, alatti értelemben, akkor tel-
jesiil a 2,19-ben foglalt kikstés, Specidlisan a 2.17-ben ill., 2,18-ban
megfogalthazott feltételek mellett ezt be is bizonyitottuk,

2,17-nél kicsit 4ltaldnosabban igaz a kbvetkezd:

2.20, Tétel. Ha f folytonos [a,b] -ben, g pedig itt g = g, "8, alak-

ban irhats, ahol g és g, monoton novekeds [a,b] -ben, akkor fe 2 (g), és
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b b h
{x) S f(x) dg(x) = g f(x) dg] {x} ~ Q f(x) dgz(x) )

v
a a a

—

Bizonyitas., Barmely F felosztds és = reprezentans pontrendszer mellett

6(f,F,&,g) = ﬁ(f,F,E,gl) - 6(f,F,E’g2) o

A 2.20-ben fellépé g fggvények osztdlydt érdemes kbzelebbrél is
tanulményozni. Ehhez a kovetkezd elnevezéseket vezetjuk be:

2.21. Definici6. Legyen g [a,b] -ben értelmezve. g korlatos varia-

xi6ju la,b] -ben, és itt totlis varidci6ja V =V (g,a,b), ha
a,bl -nek vsszes F = § X yens ,xn} felosztdsdra a

n

Lo letp e ] =v@&®

i=1
gsszegek halmaza felulrdl korlitos, és V e szamhalmaz felsd hatdra.
A definici6 alapjan evidens:

2.22. Tétel, Ha g monoton novekedd [a,b] -ben, akkor itt korlatos
varidcicju, és

V(g,a,b) = gh) - ga). *

.23, Tétel, Ha g, és g, korldtos varidci6ju [a,b) -ben, ¢ € R,
| £ 5 J >

ak: T cg, S B + &, is korldtos variaci6ju itt.

Bizony *-. Barmely felosrtasra

n n
Zi;i. ‘cgl(a . cgl(xH)[ = el E l gl(xi) - gl(xi—l)l ,

I
T g e+ gy - (5 Ex |

i=1

n

SN ERCR AR LA AR

i=1 i=t

s
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E kett4bsl kinlvashato:

2,24, Tétel, Ha g= g - 82 és g) » §y monoton novekedd [a, b] -ben

akkor itt g korlatos varidcidju,x

Nevezetes ennek kiovetkezd megforditdsa:

2,25, Jordan tétele, Ha g korldtos varidciéju [a,b] -ben, akkor itt

g = g "8, ahol g, g, monoton ntvekeds [a,b] -ben,

Bizonyitds. Legyen x e (a.b] esetén

g (x) = V(g,a, x)

-

tovabbi g {a) = 0. Ekkor a£c<d £ b esetén
(c3] g (@ - g c) = V(g,c,d).

Ez evidens, ha ¢ = a; legyena<c<d € b, Most legyen

F= {xo. - ,xn}[a, d] -nek egy felosztdsa, X4 £c< X és

F =[x0,..., X,

1 10 ©r Xp oo Xn]. Mivel

| gtx) ~stx, )] £] 8lx)-g) | +|gte) - e, D]
azért v(g, F) = v(g, Fl) = v(g,Fz) + vig, F3), ahol

Fy= (xgreeenxppeds Fy=ferxpeeen ).

Igy

vig r < Vi(g,a,c) + V(g,c,d),
és
(% %) V(g,a,d} £ V(g,a,c) + V(g,c,d).

Masrészt adott &€>0-hoz van [a,c]-nek olyan F, és [c,d] -nek
olyan F,5 felosztdsa, hogy

Wg.F,) ) Viga,0) -5, v(g, F) DVig.c,d) -5

s akkor [a,d]-nek F6 = F4UF5 felosztdsara
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V(g-Fﬁ) = V(g,F4)+ v(g, Fg) > V(g,a,c)+ V(g,c,d) - ¢ .
s anndl inkdbb
(%5 %) V(g,a,d)»V(g,a,c}+ V(g,c,d) - ¢

€ =~ 0 mellett (%%%) a (xx)-gal ellentétes egyenl6tlenségbe megy 4t,
ugyhogy

g, = V(g,a,d) = V(g,a,c) + V(g,c,d) = g )+ V(g,c,d),

s innen () adé6dik.
(&)-bsl V{g,c,d) 2 0 folytdn ldtszik, hogy g; monoton novekedd

[a,b]-ben. Mésrészt [c,d) -nek F = {c,d} felsoztdsat tekintve
evidensen

g(d) - glc) &|gld) - glc)] = v(g,F) £ V (g,c,d),
ugyhogy (%)-bél
g(d) - glc) £ g, (d) - g, (©),

vagyis g2=gl -g is monoton noveked§. %

2,20 és 2,25, egybevetésébgl nyerjik:

2,26, Tétel, Ha f folytonos és g korldtos varidcitju [a,b] -ben, ak-
kor fe R(g).

Ami a Stieltjes-integral tulajdonsagait illeti, a kovetkezs 4llitdsok
monoton névekedd g esetén ugyanugy igazolhatsk, mint a Riemann-integ-
rdlra vonatkoz6 anal6g tételek; (ezekbdl a folytonos f és korldtos varid-
cibju g esetére attérhetiink 2, 20 () alapjén).

2,27, Tétel. Ha a szerepld integrdlok léteznek, akkor

a) X of, (x) dg(a) = ¢ S f () dgkx) (e R).
a a
b b b

b) [ (6604 £,00) dgo) = [ f0ast+ {500 dgto,
a a a
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b c b
c) S £, (x) dg(x) = S £, () dgo) + S £60 dg(x) (a< c<b),
a a c ’
Gyakran visszavezethetd a Stieltjes-integral kiszdmitdsa kozonséges

Riemann-integriil kiszdmitdsara.
Erre vonatkozik a

2,28, Tétel, Ha f és g folytonos [a,b] -ben, tovdbbd g {a,b)-ben
differencidlhaté és g’ Riemann-szerint integralhato, akkor
b b

S f(x) dg(x) = S fx) . g (x) dx .

a

Bizonyitds, A feltételek értelmében mind a bal oldali Stieltjes-integril
(1. feladat), mind a jobb oldali Riemann-integral iétezik, Ha [a,b] -nek
egy F felosztdsdhoz a ‘gi 3 (Xi-l’xi) (i=1, ...,n) reprezentdns pontokat

ugy vélasztjuk, hogy
g - 80y ) =8 () Oy )

legyen, akkor

n

n
SEF B = ) K [at)sts D] = ] ) & (1)0x,x, ) -
i=l

i=1
= 6(fg',F, =),

A felosztdst minden hatdron tul finomitva a fenti kifejezés bal és jobb ol-
dala a megfelels integrilokhoz tart. +
2,29, Megjegyzés. Az L.5.3, tételben tulajdonképpen az
b b

[?k(x)dg’(x) &#=-1), ill, S
a

a

1
P(x)

dg (x)
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Stieltjes-integralok kiszdmitdsdra adtunk meg képletet:

b b k+1
K k g (x{b
S‘f (x)dgx)= S g . ) dx = | =,.. (#-1),
a a
b b b
" __1__ d ? (x) = .—l-- . )(X) dx = [ln [y(x)l ] =
\ 7@ v 7 =
a a

2,30, Megjegyzés. A helyettesitéses integrdlds szabdlyat is meg-
fogalmazhatjuk Stieltjes-integrdlokkal:

b b ¢ (b)
{ o0 peo ax- { f(ronape= { twau,
a a p(a)
ilt
b a 2]
{ i ax= €g@dg@= {Hpe)pw a,
a =% =

ahol

w=olw, w=5l@, p=g B  (L5.8.)

2,31, Feladatok

Legyen g folytonos [a,b]-ben, differencidlhaté {a,b)-ben és itt

1,
lg’l £ M. Igazoljuk, hogy g korldtos varidci6ju [a,b]-ben, és
V(g,a,b) £ M(b-a).

2, Igazoljuk, hogy 2,23, feltételei mellett
V(cgl,a,b)= jcl V(gl,a,b),

V(g1+g2,a,b) £ V(g1 ,a,b)+ V(gz,a,b).
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3, Igazoljuk, hogy ha [a,b]-ben [f] & M, g korldtos varidciéju és
fe R(g), akkor

b
S £(x) dg(x)! £ M.V(g,a,b).

a

+., Legyen a~ 0<b, { folytonos a 0 helyen,

0, ha xef[a,0),
glx) =
1, ha xe[0, bl.

[gazoljuk. hogy

b
g f(x) dg(x) = £(0).

a

{Most 2,28 feltételei nem teljeslilnek, mégis szoktdk a g’ = 4 szimbolu-
mot (Dirac-féle é ) bevezetve az aldbbi irdsmodot alkalmazni:

b b
g £(x) dg(x)=g £() & (%) dx. )

a a

b
5. Igazoliuk, hogy ha X f(x) dg(x) létezik, akkor
: - a

b b
j £ dg@) + § 200 dta) = 1b) gb) ~@)g(a).
a

a

(Tekintstink olyan kozelité tsszegeket, amelyek kozil az elsének
oszt6pontjai a misodiknak reprezentdns pontjai és viszont.)
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IV. AZ INTEGRALSZAMITAS NEHANY ALKALMAZASA

1. Terlilet- és térfogatszamitds

1.1. Bevezetésképpen szdljunk néhdny szét gorbék egyenletének un.
paraméteres megaddsardl,

Sokszor valamely sikgorbe egyenlete nem y = f(x) alakban van meg-
adva, hanem az x és y koordindta egy harmadik vdltoz6, az un. paraméter
fuggvényeként adott:

x) x = x(t),

y=y{®.

Hyen paraméteres megadédsra jutunk pl., ha egy az xy sikban mozgé pont
pilydjinak egyenletét ugy irjuk fel, hogy megadjuk mindenegyest idépilla-
natban a mozg6 pont derékszdgl koordindtdit, azaz megadjuk x és y-t az
id§ (t) fliggvényeként. A () osszeftiggést a gorbe paraméteres egyenlet -
rendszerének nevezzik,

Egy gorbének igen sokféle paraméteres egyenletrendszere adhat6
meg, aszerint, hogy mit vilasztunk paraméternek. PL, az 0 (0,0) kizéppon-
tu egységnyi sugaru kor derékszigli koordindtds egyenlete

(%) x2+y2=l ,

ha azonban x-et, ill, y-t, ill, az 1. dbran lathaté ¢ kozépponti szbget ve-
zetjitk be paraméternek, a kor x »0, és y > 0 ivének, ill. az egész
korvonalnak paraméteres egyenletrendszere

i

g X = y:

u, v,
y V1-u x=U1-v2, y = sing

\ — 0 u<1), ©<veD),  0<p<H
N

A fenti paraméteres egyenletrendszerek tulaj-
donképpen -1 2u£ 1 esetén azy 20, ill.

X=cos ¢,

4, ébra
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-1 £ v£1 eseténa x 2 0 félkoriv, ill. ha 0 £¢ £ 2y az egész koriv
egyenletét is megadjdk.

Megahat6 azonban(#x) egyenlete poldrkoordindtdk segitéségével is,
(A poldrkoordinitarendszer egy pontbol - kezdSpont, origé - és egy ebbdl
kiindul6 félegyenesbdl - a poldrrendszer tengelyébél - 411; egy tetszéleges
pont poldrkoordintdi: az origét6l mért tdvolsdg, r - a polarsugir - és
ennek a polirrendszer tengelyével bezdrt szoge - a polérszbg, ¢ - ;
egy P pont megadisa poldrkoordinitdk (r, ¢ ) segitéségével nem egyértel-
mi, hiszen nyilvin (r, ¢ ) és (r,9 +2k7 ) (k =+1, +2,...) ugyanazt a P
pontot hatdrozzdk meg.) A derékszogl koordindtarendszerben ugy véve fel
a polérkoordindtarendszert, hogy annak origéja a derékszogii koordinita-
rendszer origéjdba, tengelye pedig az x tengely pogzitiv irdnydba essék,
a derékszogll és poldrkoofdindtdk kozott a kovetkezd kapesolat 411 fenn:

‘ 2.2
X=rcosg, r= ¥x+4y,
. X . y P
y=rsing, cos g = ,sing= Specidlisan(x«)egyenle-

te poldrkoordindtdkkal tehdt

r=1,
A polirkoordindtarendszert a derékszogl y
koordindtarendszerrel a fenti médon ossze-

ejtve, amennyiben egy gorbe egyenletét po- Prx,y)
larkoordinitdkkal

i
]
|
r=r{y), o« £9EL !
]

alakban adtuk meg, ugvanennek a gorbének X
kovetkezd paraméteres egyenletrendszerét

is megadhatjuk (a poldrsziget vdlasztva pa- 5. abra
raméternek)

x=71(p) cosp ,
y=r{g¢) shhyg, a<¢gspf

1.2. A gorbe alatti idom terilete (ldsd 1,1,5, ill, 1, 1.6}, ha
f [a,b]-ben folytonos és 2 0, akkor
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b

a) A={(x,y):a'éxéb, Oéyéf(x)}, T(A) = [ fx) dx,
a

b) A= {(X.Y) = x = x(t), Y=Y(t). st éﬂ, 0£ yé Y(t)' a=x(o), <

<b =x( p)]
és y 20, x’ 2 0 folytonos, akkor
A
Ty = § yox ©d.
o
{Utébbi az a} képletbél a helyet-
tesitéses integrdlds képletének
1 alkalmazdsaval adédik.
y y=rox) il Pl. 1, az
2 2
x=x(t) XLV
=yft
y=yft) 2 2
egyenleti ellipszis x>0, y>» 0
- negyedének tertiiletét megadja
a= b= X

=x{ox) =x{8) . 5
6. dbra T - E b\/l-x—idx,
0 a

Helyettesitéssel ez az integral kiszdmithats, de egyszeribb mindjart az
ellipszis alkalmas paraméteres egvenletrandszeré: felirva (a paraméter
jelentését lasd a 7. dbrin)

Xx=acos t.
Y . =T
y=bsint, ﬂétéa
b b p e Tt A e
kozvetlenll a kovetkezd integrdlt kiszamitani:
AW .
a X
7. dbra
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0 T x
2 1 -cos 2t t sin 2t 2
T= szint(-asint)dt=abg 5 ——dt=ab | - =
2 4
z 0 ' 0
2
= ab Z:, vagyis az egész ellipszis terillete ab® ,

X P . i .
2, Azy=e " gorbea yx 2 0 része, a két koordindtatengely és x = a
iltal bezdrt sikrész terliletének mérdszdmit a kovetkez6 integral adja meg;:

a
T= S e—xdx= [-e-x] =l-e 2 (T»1, haa -++oo , tehit

aze © gorbe és a koordindtatengelyek dltal bezdrt tertilet nagysiga 1),

1.3. Szektorterlilet meghatdrozisa,

Tekintsik azt az idomot, amelyet a poldrkoordinitikkal megadott
r = f(¢) egyenletl gorbe (f 2 0 folytonos), valamint a g =c jll, ¢=p
egyenletl félegyeneseknek a gorbéig terjeds (esetleg ponttd fajuls) szaka-
szai hatdrolnak (8, dbra). Ennek az un, szektorszerii idomnak teriilete

<3
I 2
T= 5§ Fo)

oL

Ha ugyanis fe R , akkor[oa,p] -nak tetszdle-
ges F felosztdsdra az

o|.=590< Salc .__<¢i—1<sgi<“_ <Sgn =p

m, = inf {f(g:):gae[pi_l, gai]}
M, = sup{f(¢)ge[p, . spdg

?

8, abra

jeloléssel, nyilvdn (9. 4bra) a vizsgilt idom gai_l XA 9’1 poldrszogl

darabjdnak teriilete a m, itl, Mi sugaru korcikkek terlilete kozé esik,
vagyis
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ég itt a jobb, ill, ba!l oldalon az
]

S fz(g;) dy

o

DO}

9, 4bra

integrél felsd ill. als6 tsszege 4ll.
Mivel fe R , a felosztdsokat minden hatdron tul finomitva az alsé és felsg
Osszegek ehhez az integralhoz tartanak, T kozéjlik esd ériéke tehdt csak
a fenti integrillal lehet egyenld,
Pl. a kardioid nevl gorbe dltal bezdrt tertilet mérészdma, mivel a
gorbe egyenlete

r=R{1+4cosg), O0=¢= 27,
20
T= S L g2 (1+cos¢)2dp =, ..=
)
0

Moo
o
hq

(A gorbe ugy keletkezik, hogy a R sugaru kor
érintdire a kor keriiletének egy pontjébol me-
rélegeseket bocsidtunk; a kardioid e merdlege-
sek talppontjainak mértani helye, 10, 4bra). 10, ébra

1.4, Forgastest kobtartalmédnak meghatdrozisa,

Tekintsiik azt a forgdstestet, melyet a folytonos y = f(x) egyenletii
gorbe f(x) = 0) x tengely korili forgatasdnal nyert forgidsfeliilet és az x
tengelyre annak x = a ill, x = b abszcisszdju pontjdban 4llitott meréleges
sikok hatdrolnak. E test kobtartalma

b 9
K=% j fx)dx .
a
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Tekintsik ugyanis [a,b]-—nek egy F felosztdsit, akkor, a szokdsos
jelolésekkel élve, a vizsgdlt test X £ x g X, szakaszhoz tartozé ré-

szének kobtartalma nyilvan az xi—xi 1 magassigu és n, ill, Mi sugaru

hengerek kobtartalma kozé esik, azaz (11, abra)

3

n n
2 - 2
- £ K <9 -
{rg m1 (xi Xi-l)_ Kz 1§=1 Mi (xi xi-l) .

A bal és jobb oldalon a
b
Jrj fz(x) dx
a
integral also, ill., fels§ osszege 4ll, a felosztds minden hatdror tul vals

finomitdsdndl mindkett§ ehhez az integrilhoz tart, igy K értéke is ezzel

az integrillal egyenls. *
2 2

Pl, az X +¥ =1 ellipszis y » 0 ivét az x tengely kortil megtorgatva

2 2
a b
a keletkezd forgdsi ellipszoid kiobtartalma

K= | t—)—(a?-x2)dx=...=§abﬂr .
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E képleibdl a = b = r esetében a gomb kibtartalmdnak ismert képletére
jutunk,

Az y= -)1-(- egyenletli gbrbe 1 £ x £ a darabjédnak x tengely koriili for-

gatdsaval nyert fellilet és az x =1 és x = a a sikokkal hatdrot test kobtar-
talma

5| —

g1 a 1
K=7 { ---dx=‘T[— ] = o1 --),
2 a
1 X 1
E kifejezésnek véges hatdrértéke van, ha a» o, Azt kaptuk tehdt, hogy az
1 . .
y=z gorbe x 2 1 darabjdanak x tengely korili forgatdsdval nyert, végtelen-
be nyul6 test kibtartalma o . (Ugyanakkor azy = }1—‘— gorbe alatti teriilet

{l,ca y-ben nem véges!)

2, Ivhosszusdg szdmitdsa

2.1. Definici6, Legyen x = f(t), y = g(t) az[x,3] intervallumban
folytonos fliggvény, Ekkor az

x = f(t),

y=gt), te[op]

paraméteres egyenletrendszer [oc,p] ~ban egy folytonos girbe egyenletét
dllitja els.

Vegylink fel a gorbén a befutds (nvvekedd t értékek) sorrendjében a
[ Pn pontokat, és kosslik éket ebben a sorrendben tssze egye-

nes darabokkal (12, dbra). Igy egy, a gtrbedarabba beirt hurpoligont
kapunk (P0 és Pn legyen a gorbedarab kezdd, ill, végpontja), Az eképpen

P, P
o

nyerhetli gbrbébe irt hurpoligonok hosszusdgdrél a kovetkezd mondhatjuk:
1 2,2, Definici6. Ha egy folytonos gtrbedarab beosztdsainak olyan
sorozatdt tekintve, melyben a szomszédos osztdpontokhoz tartozé
paraméterértékek kilonbsége 0-hoz tart, a megfeleld hurpoligonok
hosszusdga minden ilyen sorozatban ugyanazon hatdrértékhez tart,
akkor a vizsgalt folytonos giirbedarabot rektifikdlhaténak mondjuk,
A hurpoligonok hosszusdgaihol az itt részletezett modon képezett

| sorozat hatdrértéke a gorbedarab ivhosszusdga,
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Az igy értelmezett ivhosszusig
a paraméter vilasztdsatol fuggetlen, A
Pontosabban megfogalmazva: y

faw]

2,3, Tétel, Ha az x = (1),
v = g(t), te[oc,rs] paraméteres egyen-
letrendszerrel megadott girbe egyen- B
letébe a t paraméter helyett a t=¢(u)
képlettel uj u paramétert vezetiink
be, és ¢ szigoruan monoton, folyto-
nos fliggvény az [a,b] intervallum- >
ban, ¢f(a)=o, ¢d)=p, skkor a :
gorbe ivhosszusiga véltozatlan ma- 12, 4bra
rad,

Bizonyitds, A tett feltevések mellett mindkét paraméterbeosztdshoz ugyan-
azon hurpoligonok tartoznak, és [a,b] minden hatdron tul val6 finomitdsa-
kor g(u) egyenletes folytonossdga miatt[e,B]} is minden hatdron tul fino-

modik, [« 8] finomitisakor ?Fl(t) egyenletes folytonossdga miatt [a,b)
felosztdsa is minden hatdron tul finomodik, és ebbél az 4llitds mir kovet-
kezik, %

A 2,2, definicicbsl kovetkezik az aldbbi

2.4, Tétel, Rektifikdthat6 gérbedarab ivhosszusdga a beirt hurpoli-
gonok hosszusdgainak fels§ hatdra,

(Gyakran ezt az 4llitdst is haszndljdk az ivhosszusdg definici6jaként,
akkor persze ebbdl vezetve le a 2, 2-ben megfogalmazottakat, )

Bizonyitds, Uj osztépont beiktatasakor a beirt hurpoligon hosszusdga
nem cstkkenhet, ha tehdt volna olyan hurpoligon, melynek hosszusiga a
gorbedarab ivhosszusagdndl nagyobb volna, akkor ennek osztépontjaihoz
ujabbakat hozzdvéve olyan minden hatdron tul finomod6 beosztds-sorozatot
készithetnénk, amelyhez tartozsé hurpoligonok hosszusdgai nem konver-
gdlnak a gérbe ivhosszusdgihoz, %

Hangsulyozni szeretnénk, hogy nem minden folytonos gbrbedarab
rektifikdthat6, Pl, az

1 2
X,COS8 et ha 0<X<§

limxcosl—= 0, hax=20
X
x-0



2
egyenletii gorbedarab [0, ﬁ] -ben folytonos, de nem rektifikdlhats. Az

x=0 x——l- x———i-—— x—l— ~g-b i 3] tokat 4]
=0, x=2, "(n—l)‘r""’ o+ X = x abszcisszdju pontokat a gor

bén felvéve, a beirt hurpoligon hosszusiga nagyobb, mint

1 (1 1 e S 4
gl oL n-1) ‘(n-1)ar (n—2)ﬁ‘)
1 1,1 2 1 1 1
+...+ (2_‘31'+ =y i~ (1+§+"'+—_—n-1 + H)

. (13. dbra), ez pedig akdrmilyen nagy lehet,
ha n elég nagy. A grbébe beirt hurpoligo-
nok hosszusdgai tehdt nem korlatosak,

a gorbe nem rektifikdlhaté.
Rektifikdlhaté gorbék néhdny neveze-
tes tulajdonsdgdt soroljuk fel az aldbbiak-

13, ébra ban, melyeknek bizonyitdsdt feladatként tliz-

ziik ki:

2.5. Tétel. Ha az x = f(t), y = g(t) gorbéneko £ t €8 darabja rekti-
fikdlhat6, ésasa’<@d” £0 , akkor ugyanezen gorbének o2t 23’
darabja is rektifikdlhat6., (Rektifikdlhat6 gorbedarab része is rek-
tifikdlhato, )

2,6, Tétel, Ha az x = £(t), y= g(t) gorbének o2 t £ 3 éspst 2
darabjai rekfifikdlhat6k, akkor az o £t £ darab is rektifikilhaté és iv-
hosszusdga az elébbi két darab ivhosszusiginak dsszegével egyenld,

Barmely rektifikalhats girbedarab ivhosszusdga (hacsak a gorbe-
darab nem fajul el egy ponttd) pozitiv, az el6z§ tétel alapjan tehdt az [, ]
intervallumnak megfeleld gorbedarab ivhosszusdgit s{t)-vel jelvlve, s(t)
monoton novekvd fuggvény, Nyilvanvalé, hogy ha f és g egyetlen interval-
lumban sem 4llandé egyszerre, akkor s szigoruan monoton ngvekvs, Sok-
szor célszerl lesz egy gorbe megaddsandl az ivhosszusdgot paraméter -
ként bevezetni, Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, még a kivetkezbt kell be-
ldtnunk:

2.7, Tétel, Az {o,p] paraméterintervallumban vizsgdlt rektifikdlha-
16 gorbe [a,t] intervallumnak megfeleld darabjdnak s(t) ivhosszusdga t-nek
folytonos fligevénye,

Bizonyitds, Elég st helyen vett bal oldali folytonossédgit igazolnunk, a jobb-
rél vals folytonossdg hasonlSképpen bizonyithats.
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Fekintslk tetszdleges & »0 mellett [Ot,t] -nek egy olyan F felosztdsat,
amelynek megfelelé hurpoligon hosszusdga »s{t) - -5—’ . Jeldljtik a felosztds-

ban a t el6tti utolsé osztépontot t” -vel, &» 0-hoz vélasszuk meg h » 0-t ngy,
hogy t'<t-h<t legyen, és a t-h és t paraméterl gorbepontokat tsszekits hur

hosszusdga is kisebb legyen 25' -nél (ez a gbrbe paraméteres egyenletrend-

szerében szerepls f és g fliggvény folytonossdga miatt megtehets). Az eléb-
bi F felosztiashoz a t-h osztépontot hozzdvéve, a megfeleld poligon hosszu-

adga még inkdbb > s(t) - -;—’, ill. az utolsé poligon-oldalt elhagyva, a meg-

F=s0-¢ .
Az [« ,t-h] intervallumnak megfeleld gorbedarab ivhosszusdga, s(t-h),

nagyobb azonban ezen hurpoligon hosszusdgédndl, tehdt még inkdbb 411:

maradé poligon hosszusdga még mindig » s(t) - -g— -

s{t-h) »s(t) - €

Mivel ez az egyenl6tlenség tetszbleges £ 0 mellett elég kicsiny h-ra min-
dig fenndll, azért s a t helyen balr6! folytonos, %

Egv rektifikalhat6 gorbe ivhosszusdgdnak kiszdmitdsarsl a kovetke-
z8ket mondhatjuk:

2.8, Tétel, Hafés g [oc, rs]-ban folytonos differencidlhdnyadosokkal
birnak, akkor az x = #(t), y = g{t), te |e«,3] gorbedarab rektifi-
kdlhaté és ivhosszusaga

3
L= §le ) + @ @a
[~ 4

Bizonyitds, Vegyik fel az

.=t <t < ,,.,<f, <t <«,..ct =
0 1 i-1 i n r

paraméterértékeket és jeloljik Pi-vel at, paraméterértéknek megfelels gor-

hepontot, A Pi 1Pi szakasz hosszusdga nyilvan

2 2
Ve, 0" + g s,

az egész poligon hossza
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- -
7 (Ee)-Ee,_ D" + () -8k, ) -

i=

A Lagrange-féle kizépértéktételt alkalmazva azonban
te) - £, P =ECep € -t ) dle g
gt) -8k, =g’ @p €, -t ) tlefr 6]

és igy a kérdéses poligon hosszusdga

- 2 Z
o ‘;{ Ve + g’ e -k

alakban is felirhaté. Ha ebben az dsszegben g’ ( rt'{v) helyett g’ ( 'E‘i) allna,

akkor az 6sszeg az

8
g \f(f’ )+ @ 2 dt

xX

integril egy integralkozelits osszege volna, amely a beosztds minden hatd-
ron tul vals finomitdsdndl az integrdlandé fiiggvény feltételezett folytonos-

sdga miatt a kérdéses integrdlhoz konvergdlna. Azt kell tehdt kimutatnunk,
hogy ha a felosztis mér elég finom, akkor g’ ('t"i') helyébe g’ (’c";) -t irva,

a (k) osszey : sak kevéssel valtozik meg.

Legyen ¢ » 0 tetsz8legesen kicsiny, és vdlasszuk meg ¢z 0-dt olyan
kicsinyre, hogy az intervallum valamely d -nil rovidebb szakaszdn g*
oszcilliciéja mar ¢ -pidl kisebb legyen. (Ez g’ feltételezett folytonossdga
miatt megtehets.) Tegylk fel tovdbbd, hogy a vdlasztott felosztds mér

d-nal finomabb; ekkor

[z'_' -
1 1

<3 és igy Ig’(‘l"i) S ACHIEE

minden i-re, Mivel

3 VR
\ﬁ'(fri'))zﬂg( e’ ll \/(f (e)"+ (g (z-fi))2
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- mint ahogyan az a 14, ébydn lathat6 - a sik

P ill. Q pontjénak a kezd@pontt6l valé tavolsd- )
gaként foghat6 fel, ezek kiilonbsége legfeljebb ¥ p
a 14, dbran ldthaté OPQ hdromszog PQ olda- -
1dval lehet egyenl8, Ennek az oldainak hosszu-
séga azonban a fentiek értelmében < ¢, igy
tehdt ¢-nél finomabb felosztds esetén @ e
] i
giw’
T' 2 ’ ') 2 - - i
(" + (& (@) €t ) A .
%)
, 14, ébra
& ) ] 2 ) ¥ 2 L

L e @ + @ @ @1,

1LY

] |
3 r 3 t 2
> ] V « @+ @ @ - \/(f @+ @@y’ | eor e

1=

It
<iZ:T et )= E(p-%),

ez pedig tetszdlegesen kicsiny, ha ¢ elég kicsiny., %

Ha a vizsgdlt gbrbedarab egyenlete v = £{x) (f’ folytonos) alakban adott,
akkor a t = x paramétervalasztissal az ag x ¢ b gorbedarab ivhosszusigdra
a kovetkezd képlet ad6dik:

b b

L= S\/(x')2+ € (0% dx = S\/ 1+ (€ (x)° dx .

a a

Egyszerii szdmoldssal ad6dik, hogy ha egy girbe egyenletét poldrkoordi-
ndtarendszerben adjuk meg (pl. r = f(¢)), akkor ¢ paraméiefvdlasztdssal
( ¢ e {x,p]) az ivhosszusdgra az

8
L= V(f'(.«p»2+ € (9)° dg

képlet adodik (feltéve, hogy pl. f’ folytonos).
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Példaul

I. Azy =chx un. ldncgdrbe 0 = x £ a szakaszdnak hosszusdiga

L='SaVl+((Chx)')2 dx Sa\fl+sh2xdx= Sachxdx= [shx]a =
4 0 G

0

"

sh a.

2, Azxr = R {1l + cos¢) polirkoordindtds egyenlettel megadott kardioid
ivhosszusdga

2x 27
L=R S V((I-Fcosg-)’)2+ (l4cos gp)z dy =...= R S'V(l+2cos?) dp =
0 0

7% 7
=2R [ |cos 7| dy=4R | cosZdp=...- R .
¢ g

Az ivhosszusdg kiszdmitdsdndl gyakran jutunk elemien nem integrilhaté
integrilra. Ezt kozelitden, alkalmas integrilkszelits tsszeggel, vagy
mds - késdbb ismertetésre keriili - kozelit6 modszerrel hatdrozzuk meg.

2,9, Feladatok

L. Igazoljuk 2.5, és 2.6. dllitdsit,

2. Az ismeretlen y fliggvény, annak x filggetlen vdltoz6ja és x sze-
rinti els§ derivdltja, y' kozstt fennalls

(%) y = £(x).gy)

Usszefliggést szepardlhat6 (szétvdlaszthato vdltoz6ju) differencidlegyenlet-
nek nevezik, Igazoljuk a kovetkezd 4llitdst:

Tétel, Ha f (a,b)-ben, g (c,d)-ben folytonos és g# 0, akkor minden
(xo,yo) ponton (ahol Xo € (a,b), v, € (c,d)) dthalad egy és csak egy olyan

filggvény gorbéje, amely a (%) dsszefiggést kielégiti. (Az ilyen fliggvényt
a differencidlegyenlet y(x ) =y feltételt kielégit§ megolddsdnak, gorbéjét
a differencidlegyenlet integrétg%rbéjének nevezik,) A {¥) differenciil-
egyenlet y(xo)'= Yo feltételt kielégitd megolddsat a
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y X
(te£) wy) = S —g‘:—;’)—; {10 ax= v, W = v

X
Yo o

Osszefiiggésbgl (implicit alakban) integrdldssal kapjuk meg. Kt x e (o, ),
ahol (o:.,p ) [a,b_l ~nek az a legnagyobb xo-t tartalmazé részintervalluma;

amelybe esd x-ekre fennéll:

(kk) = inf{w(y) tye (c,ci)}< v(x)< sup [w(y): ye(c,d)} =§.

3. Az dram munkdjdnak meghatdrozisa

3.1, Ha egy vezetdben I intenzitdsu és V feszlltsépli egyendram t
ideig folyik, akkor az dram é&ltal végzett munka:

L=1LV.t

Ha az 4ram intenzitdsa és feszlltsége viltozik, akkor at=aést=b
pillanatok kozt végzett munka értékét az

b
(%) L= S I(t) . V() dt
a

képlet adja meg., Erre a képletre a kivetkezd meggondoldssal juthatunk el:
Az [a,b] id6kozt az

a=t <t,< ,,,<«f, _<t<,.,.<t =h
o 1 i-1 i n

pillanatokkal részekre osziva fel, és az i-edik rész-idSintervallumban a~
dram és fesziiltség tényleges, vdltozé értékét az idftartam valamely T,
pillanatiban felvett I('Z‘i) és V('r'i) értékével potolva, a [ti-l' ti] idékoz

alatt végzett munka kozelitd értéke I('ri) V(ft‘i) (ti, ti—l) (tie [ti-l N tl] )

és igy az egész [a,b]-ben végzett munka kozelit§ értéke
n
:L;. () Vi) at,
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lesz, Ha IeR, Ve R (pl. korldtos, vevu:s szimu hely kivételével folytonos

fuggvények), akkor [a,b] felosztdsdt minden hatdron tul finomitva a fenti

osszeg valSban a (%) integrdlhoz tart, ez tekinthetd tehdt a munka értékének,
Ha pl. egy dramkiorben V() = V sin 29yt fesziiltségl valtédram ke-

ring, tiszta ohmikus ellendllas eseten az intenzitas It) = I sin 2y t, az

egy periédus alatt végzett munka (T = u )

T T
- Y
L= { v sin“2mt dt = V_1 i Peos ML de-.. = V1T,
o0 o0 2 2 00
0 0
. Vo
Eszerint az ilyen valtédram munkdia akkora, mint a —= feszliltségl,
|
2
I v IO
2. intenzitisu egyendram munkdja {a 2 ill, —2  értéket effektiv fe-
2 2 j 2

szliltségnek, ill, effekiiv intenzitasnak nevezik).

3.2, Ha valtéaramu aramkdrben tnindukcié van, akkor a fesziltség
€és az dram mdar nincsenek adltaldban fdzisban, hanem k&zottiik 4 faziskd-
tonbség mutatkozik:

V()= V sin 254vt, It) = I sin 210 t-9) .

Az ilyen dramnak egy periddus alatt végzett munkéja?
T
L= S V_sin 2wt 1 sin (272 t- ) dr =
0

T V I
= Vol 2
F (2

S (cosg -cos (dmt-p)dt = ,.
0

lyenkor tehdt a munka kiszdmitdsdndl az effektiv fesziiltség és effektiv in-
tenzitds szorzatdt még a faziskiilonbség koszinuszdval is szorozni kell.

3.3. Tiszta ochmikus ellendllast tartalmazé dramkdrben az intenzitds
és a fesziiltség kozitt az [ = R osszefiiggés érvényes, Ilyen dram munkdjat
tehdt az
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b b
L= SV({).—R— dt=—l§ S veo? a

a a

képlet adja meg. Ha V jelenti azon egyendram feszillségét, mely a kérdé-

ses dramkorben ugyanazon id6 alatt ugyanakkoer munkit végez, akkor

vZ | b )
{b-~a) R = R V{ty dat
a
alapjan 5
= 1 2
V=l X vE)© d .
a

Ezt az értéket most is effektiv feszliltségnek nevezzik.
Pl. a 15, dbrdn szemléltetett un, flirészrezgés esetén az effektiv
feszliltség

1
V= 8 VAZ(I nldt = A

0

15, dbra

toi



V. AZ INTEGRAL KOZELITSO KISZAMITASA

A gyakorlatban igen sck, véges sok elemi fliggvény segitségével ki
nem szdmithat6é (mds szavakkal: zdrt alakban meg nem adhaté) integrillal
taldlkozhatunk, Ilyen pl,

b b 3
X

S?x——dx, Scosx dx, S dx

1 1 X 2 Qx +X 4x+l

Az ilyen "elemien nem integrilhaté” integrilok kiszdmitdsdra tibb kozelits
moédszer ismeretes, ezek kozll megemlitiink az aldbbiakban néhdny nume-
rikus médszert, utalva egyben a médszer alkalmazdsdndl, a kozelitéssel
elkdvetett hiba beeslésére is,

1. Téglalap-szabdly. E kozelit§ eljardsnil az integrdl helyett alkal-
mas integrilkizelit osszeget szdmolunk ki, Mivel geometriailag a mod-
szer azt jelenti, hogy [a,b]-ben az f 2 0 folytonos fiiggvény gorbéje alatti
teriilet helyett alkalmas téglalapok teriiletének ssszegével szdmolunk:

b
&) g f(x) dx=

a

, =D
f) Gy =)

b-a
n

.m::

i=1

indokolt a téglalap-szabdly elnevezés. E kozelitésnél elksvetett H hiba nagy-
sdga, ha [a,b]-ben £’ korlitos (If] £ N) igy becslithetd:

e n E2
¢ n &R

A Lagrange-féle kvzépértéktételt alkalmazva ugyanis
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n n
IH] = gf(x)dx-——-ﬂi ] fx)| & ?-'ﬁa— ) (M;-m)| =
=1 =1
a
n n '2
b- , b 2 -
N I L
1= i=

2, Trapéz-gszabdly. Legyen f 2 0 folytonos [a,b]-ben. Tekintslik
[a,b] -nek ismét egy egyenletes felosztdsit, és pétoljuk minden felosztisi
részintervallumban f gorbéjét az (xi—i’ f (xi_.1 ), (Xi’f(xi)) pontockon dtha-

lad6 egyenessel, A gorbe alatti terlilet helyett az igy nyert megfelels tra-
péz terlletével szdmolva:

b L H@HIG) G MG f(x__ M)
X fx) dx 2 22— : 5 Foort —5—— =
a
=28 vy iy 2 B ey
2n E |

Be lehet bizonyitani, hogy ha f kétszer differencisihaté [a,b] -ben és

If"]£ M, akkor a trapéz—ézabéllyal vals kozelitésnél elkovetett hiba igy
becsiilhetd:

b
n-1 3

S f(x) dx - g'% (f@Eby ) f(x))| £ (b-a) 3)2
i=l 12n

[HI = M.

a

3. Simpson-szabdly. Legyen ismét f 2 O folytonos [a,b]-ben, Pétol-

juk [a,b] -ben £ gorbéjéc a P (a, 1), P,EE> , €52)), P, (b, () pontokon

dthaladé mdsodfoku parabolaivvel, melynek egyenletét a p fiiggvény adja
meg. A Simpson-szabdly alkalmazisidval az f grbéje alatti teriilet helyett
a p gérbéje (a parabolaiv) alatti terliletet szamitjuk ki, elSbbit az utsbbival
kozelitjik meg:

b b
& £(x) dx = S p(x) dx .

a a
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jeloléssel konnyii felirni:

p(x) = A(x—xi)2 + B(x-x1)+ f(xl) .

hiszen p(xl) = f(xi) kell, hogy legyen. a p(xz) = f(xz), p(xs) = f(xs) Ossze-

fliggések pedig az A és B egylitthat6k szamdra adnak meg linedris egyen-
letrendszert. Ezt megolva, véglil is

3f (xl)—4f(x2}+f(x3) f(xl)—Zf(xz)—l-f(xs) 9
(x-x, )+ (x-x,}
2h 1 2h2 1

p{x) = f(xl) -

+dadik (xz-x1=x3 -x2=h), integralas utan véglil is

XS X3
X £(x) dxw& p(x) dx = ... = g(f(xl)-l-tlf(xz)-i-f(xs)) .

X *

F szabédlyt nevezik Simpson-szabdlynak.

A kézelités igy igen durva. Finomithatjuk szdmitdsunkat azaltal,
hogy az [a,b] isntegriciss sntervallumot nem két, hanem pdros szdmu
egyenls részre bontjuk fel, melyek mindegyikének hosszdt h-val jelolve az
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b n 21
h
Sf(x) dx=§ S F) dx & 3 (O A EGROMER ) + oo +
=1 .
4 %91-1
By D) 2 (Exg) + £xg) +onut £ (xy )

kozelités adsdik., Ezt a képletet szokds dltaldnos Simpson-szabdlynak ne-
vezni,
Ha f [a,b] -ben négyszer differencidlhat6, és negyedik deriviltja

{4
korlitos (!f( )(x)]_s_M), akkor - bizonyithat6an - a fenti jelslések mellett a
kozelités hibdja igy becstilhetd:

S
i@t Mo
90n

E helyen nem torekedtlnk teljességre, mds kizelitd modszerek is
ismeretesek integrdlok kozelit§ kiszdmitdsdra, Ezek - és a fentiek is -
napjainkban mdr nem kozvetlen szdmoldssal kertilnek alkaimazdsra, ha-
nem egy-egy gépi program alapjdul szolgalnak. Sokszor azonban a ldtszs-
lag igen egyszert képletek programra vitelénél is évatosan kell eljdrnunk,
hogy megfelelSen j6 kizelitést kapjunk.

Kozvetlen szdmoldssal, a Simpson-szabdly alkalmazdsdval 7 kozelizd
értékét ot tizedesjegy pontossdgpal igy hatdrozhatjuk meg:

1

T - dx_,
4 arcthl g 1+x2
0
A [0,1] intervallumot 10 egyenls részre bontva fel, mivel 6t tizedesjegv
pontossaggal az f(x) = 12 fliggvény értékei
I4+x

fx) =£©0) =1,

f(x,) =1£(0,1) = 0,990099,

)
f(x4) =1 (0,2)= 0,961538,



f(x,) =1(0,3)=0,917431,
f(xg) = £(0,4)= 0, 862069,
f(x,) = 1(0,5)= 0, 800000,
f(x,) = £(0,6)= 0,735294,
f(x) =£(0,7)= 0,671141,
f(xg) = £(0,8)~ 0,609756,
f(x, o) = £(0, 9= 0,552486,

: f(xll) = f(1) = 0,500000
a Simpson-szabdly alkalmazdsdval a sovetkez§ kizelitést kapjuk:

= arctgl « 0,785398,

ENE

azaz

e 3,141592 .
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VI UTMUTATAS A FELADATMEGOLDASHOZ

I, A hatdrozott {Riemann-) integrail

1.8,1. [0, B -t n egyenls részre osztva fel

n . 3 3
_b 24i-12 b (n-1)n{2n-1) b~
sn‘nEh(n_)"ﬁ 6 T3> han->e,
i=1 n
n .2 3 3
S _b b2(1_) _ b~ n.(rr+1)(2n—1—1)_’p__, ha n oo,
n n n n3 6 3

2,20,1, Adott & » 0 mellett véges szdmu oclyan hely van, ahol f(x)> €.
Készitslink olyan felosztast [0,1]-ben, amelyben az e helyeket
tartalmazé intervallumok hosszusigénak tsszege < €. Ekkor
£2<2¢ , mert ezeknek az intervallumoknak a jaruléka is, és
a tobbié is <& ({az ingadozds £ 1 és az tsszhosszusdg <& ,
ill. az ingadozds = ¢, és az Gsszhosszusdg < 1),

2,20.2, Mindkét fliggvénynek véges hatarértéke van a 0 helyen.

2,20.3. Igen, lasd 2,20.1.
1

2,20.4. Igen, értéke S sin x dx.
0

2.20,6. Ha ifl <K, és [a+é, h] -ben olyan felosztdst készitink, hogy
itt az oszcillaci6s Gsszeg <€ , akkor [a,b] -ben <2KJ +¢

2,20.7. Az integridlhatésdg kovetkezik 2.20.6. -b6l, az integral értéke
nem valtozik, mert a kozelitd osszegekben vdlaszthatunk mindig
a kritikus helyt6l kiilonbtzé reprezentdns helyeket,
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2.20.8,

3.7.1.

3.7, 2,

3.7.3.

n , b-a
a) s= Z: 22 ea+(1-1) n =

= "
b 1 1
N (¢ -ea) 5 ~ (e -ea) —eb- a, hanesw
_'_3.- (ex)'
n x=0
e ~1
b-a
n

b) ismét egyenletes felosztissal, de minden felosztisi részin-
tervallum felez8pontjdban véve fel a reprezentdns pontot

W
n F ———
. (2i-Dywa 2n (2i 1)'5!' . @
6= T x
’ R T . ar Z 2st S on
i=1 sin 2_I.1_
&N T
__2n E (co (2i-2)7 o 21'I) - 2n (~cOST +0)—= 2
sin == =1 Zn 2n in
2n = S0 95

han-—+»w .

f= 1, haxeQ,
{-1, ha xe R-Q, g=-f [-1,1] -ben.

1
Ha egy intervallumban g ingadozdsa <¢ , akkor ott -é— ingadozisa

11
g(xl) g(xz)

| g(x,)-g(x,)|
et R )

-% , mert
o

Ha f=c, akkor [a,b]-ben minden x ¢ (a,b) megfelel. Ha fyc,
akkor van olyan hely, melynek kornyezetében f(x) »m =

= min { f(x) : xs[a,b]}, ill. f{x) <M = max {f(x) : xe[a,b]}, és
e helyeken f folytoncs, vagyis 3.6.a) értelmében

b

m« S f(x) dx<M, és igy a Bolzano-tétel (iIL 3. 20) értelmében
a
van olyan Ee {a,b), melyre

b

1
f(y) = ag £(x) dx,
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3.7.4. Alkalmazzuk 3.6.a)-t.
3.7.5. Alkalmazzuk 3.7.3-t és 3.7.4-t,

b - ) b b
3.7.6. 0% S £() + t g(x)> dx = S 2 x) dx + 12 S f(x)g(x) dx+"
a a a

— ) —_ - _J
C B

b
+t2 { gP(0dr az At + Bt + C = 0 egyenletnek tehdt legfeljebb

a
—
A

egy megolddsa lehet, vagyis diszkrimindnsa

b b b
82-4AC =4 ( S £(x)g(x) dx)2 -4 S gz(x)dx S fz(x) dx £
a a a

kell, hogy legyen.

4,11, 1, f(x}= g; (arc *0"%_) == -

, lim f(x) = -1, az integrandusz
X +1 x+0

tehdt [-1, 1]-ben korldtos és tetszéleges d&>0-ra [-1, -&]-ban

és [6,1] -ben integrilhat6, azaz [-1,1] -ben integrélhat6

A Newton-Leibniz formula kézvetlentil nem alkalmazhaté, mert

egy primitiv fuggvény

(arc tg ;1{-+%‘), hax<0,
F(x) = 0 ha x = 0,
l ¢
{arf:,tgX 2}, ha x> 0,
1 =
arc tg E-l_: 2
Valébanr F'(x) = f(x}, hax#0, és F' (0} = lim ————————=
h
h+ tO

= ... = -1}
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4,11.2,

5.12.1,

5.12,2,

1 0 1

d 1 _ _ R
de(arctgx)dx— g dx + g o dx= .., = 5"
-1 -1 0

A tett feltevések mellett az azonossdg differencidlhats, azaz

1
fx)=1(x) és f(1) = S f(x)dx - 2= 2, f(x)-sceX nyilvén kielégiti
az 1

f=f
" Lo £ s -2 P
tsszefliggést és f(1) = -2 miatt itt ¢ == a keresett fliggvény

f(x) = -2.e% L,

Ha n = 2k, akkor

T T
2 2

.. n _n-1 , n-2 _ _ {(Zk-1){2k-3).....3.1, a,
gsm xdx = 5 ()S sin xdx=,,.= 2% (2k-2). ... .4.2 2

mig ha n = 2k+1, akkor

2% (2k-2). ... .4.2.
@k+1) (2k-1). ... .5.3.

x
g sinnx dx =
0
Ezek a képletek

n
cos x dx

O 13

értékét is megadjik.

0

11\

X £ = esetén 0 £ sin x £ 1, vagyis

(L)

. 2kt2 2k+1 . 2k
in X

s £ gin x € sin x3

integrdlva az egyenlétlensége [O,g]-ben, az integralck 5.12.1 -

beli értékét beirva az egyenlétlenséglidncba, egyszertisités utan

aza = 2-2—— 5-2—— ——(2—k)-2—~ jeloléssel
k 1.3 3.5 T@k-I) (2ktl) €0
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3|52
T+
o] -
O]

Hh
[
11

b

ill, innen a k-»c0 hatdratmenettel az 4llitas addédik.

P = L
5.12.3, { x dx= ST
0
- T T K
. - . )
5.12,4, §SoZkx g 2 sk @/2) , 2 shiu(l) g g
0 sin x ¥ sin (LHT/2) Sm_ cos u
._2 - —
2

5.12,5. az x = sin u helyettesitéssel lényegében 5,12, 1 ~re vezethetd
vissza.

5.12.6. Az x =% - u helyettesitéssel, osszevonds utdan a kiszdmitando
integralra a kovetkezd adodik:

a T 7
I= SX sin x dx = % gsin udu='JTS sin"u du,
0 0] 0
ez utdn pedig alkalmazzuk 5.12,.1-t.
a
5.12.7, Az x= 5 u helyettesitéssel
T T
2 0 2
IzS sin x =‘S cos u du=S cos u du
sin X+ cos X cos wsinu cos Hsin u
0 i 0
2
és igy
i
2 sinu+cosu a '
2= S —_——du == =7,
0 sin u+4+ cosu 2 4
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II, Improprius integrilok

2.7.1.

2.7.2,

2,7.3.

2,7.4.

Ha [a,b] -be nem esik +kT  {(k ¢ N), akkor kozonséges Riemann-

s 1 X . . . .
integrdl ui, lim T 3x YeBess killonben divergens improprius
x*0 7
integrial,
+oo
S e % cos bx dx konvergens, (a7 ) mert Ie_axcos bxlé e—ax'
0

+0
és S e % ax konvergens, parcidlis integrdldssal adédik, hogy
1]

§ e cos bx dx =
0 a +b
e n
e xdx(n>0) konvergencidja hasonlék épp ldthat6, és n-szeri
0 +o
parcidlis integrdlds utdn n ! S e tdx = n! adédik,
T ¥

T 2 r
I= S In sin x dx = S In sin x dx + ,}S In sin x dx az ut6bbi

0 0

2
integrialok pedig konvergensek, pl. az els§, mert
a 2 . . 2
[0,5]—hen FxEsin x£1, ‘ln sin len E_xl <C+D x2 (-1<agv)
T

és S x* dx konvergens. [ azonban igy is irhat6
U

T T

I= (2 In sin x + 052 In cos x dx {In sin 2x-In 2) dx =

T
S In sinudu -1In 2
0

i T
=__l -— = -7 2.
2 n22,I In

bof—

Ismételt parcidlis integrdldssal (a klintegralt részek hatdrérté-
kénck kiszamitdsanal a I’ Hospltal szabdlyt alkalmazva) az integ-

rdl értékére (-1)" n! adédik.
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III. A Riemann-Stieltjes-integril

2.31.1. Alkalmazzuk a Lagrange-féle kozépértékretelt,

2.31.4. Tetszileges felosztds mellett a kozelits vsszeg értéke f(g )(1-0),
ahol fa 0 helyet tartalmazé részintervallum reprezentdns helye.

IV, Az inregrdlszdmitds néhdny alkalmazdsa

2,91, 2.5, Tétel. Adott &>0-hoz van olyan & >0, hogy[e,f] -nak
&-nal finomahb felosztdsat véve, a beirt poligon hossza az iv-
hosszusdgt6l ¢-ndl kevesebbel tér el. (Ellenkezd esetben al-
kalmas ¢-hoz volna olyan minden hatdron tul finomodé felosz-
tdssorozat, hogy a beirt hurpoligonok hosszusdgai nem tartanak
az ivhosszusdghoz,) Készitstink [e;p] -ben két J -finomsdgu
felosztdst, és mindegyikét egészitsik ki [0} -ben és

[#8] -ban ugyanazzal a & -finomsagu felosztdssal, Ebbgl
litszik, hogy az [x,p'] -hoz tartoz6 két beirt poligon hosszusdga-
nak ktilonbsége kisebb mint 2¢ . Ha tehdt [o,0’] -ben minden
hatdron tul finomod6 felosztdssorozatot készitlink, a beirt poli -
gonhosszak sorozata konvergens, és hatdrértéke mindig ugyan-
az, %,

2,6, Tétel, Készitstink[x,y] -ban minden hatdron tul finomodé6
felosztdssorozatot, és mindegyik felosztdshoz vegyitk még hozza
osztopontként p -t. Az igy el6all6 megvéltozdsa a poligonhossz-
nak O-hoz tart, A médositott felosztasokhoz tartozé poligon-
hos<v»% két részre bonthatsk, s ezek egyike az [or., (5] darab,
mdsika a [(3,?»:' darab ivhosszusdgdhoz tart, ¥

2,9.2, Bizonyitds. A g(y) fliggvényre tett kikttések értelmeben a (%%)-
ban definiélt w(y) = u fliggvény {(c,d)-ben szigoruan monoton, ér-
tékkészlete {Hkk) jeloléseivel (T’ é), és mivel w(yu) = (ldsd

%)), 0e(q.d ). w(y) szigoruan monoton, ezért létezik inverze,
-1 -1
w (1), melynek értelmezési tartomanya (T’ 6), w (0)= yo

ésw | értékkészlete (c,d).
A (§x)-ban értelmezett v - az I fiiggvényre tett kikotések mellett -
nyilvan folytonos, v(xo) = 0, megadhat6 tehdt olyan (e, 3 }e(a,b),

hogy x € («, 3 ) esetén v(x) e ( 3. ) (mint eldbb ldttuk,
D€ (T.d )}. Beszélhetlink tehdt xe (. ,3 )-Ta az
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-1
(=iekE) g=w ov
fuggvényrél. Azt 4llitjuk, hogy (skkx) a (%) differencidlegyenlet
y(xo) = yo feltételt kielégitd megolddsa, Val6ban, alkalmazva az

osszetett fliggvény és az inverz fiiggvény differencidldsi szabd-
lydt (#%) miatt

-1 -1
, _ dg_ d(w_ov) _ dw dv _ 1 dv _
¥ T dx dx  dv "dx dw_ -l dx gog)t,
dx et

y = ¢ tehdt megoldja a differencilegyenletet és p(x )= w" Ho) =
= y .

0
Masrészt, ha y = ¢ is megolddsa (¥)-nak, ;u(xo) = yo,
x elx,p) éspxie (c,d), ha x e(x,p )=(,8)= (a,b), ak-
kor ¢ (x)= p(x). Tid=woy-Te

4 _dwoy) _dw dy_ I _
ax = .f.(goy)=1,

dx dy* dx goy

tehdt & és v is primitiv fuggvénye f-nek (oco, po)-ban, és
$ - v=0, hiszen az X, helyen mindkét fuggvény = 0. Ekkor

azonban ¢ = w! o= wlovys= ¢, amint dllitottuk,
Példaul az

y = E3x—2y
differencidlegyenlet y(0) = 1 feltételt kielégitd megolddsa, mivel
a differencidlegyenlet

alakban is felirhat6, az
y X
d
S _3; = S ex dx
1 e y 0

osszefliggés integrildsaval nyerhetd:
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Mint itt is, sok mads esetbep is meg tudjuk adni explicit alakban
is a megoldast,
A (%) képletet formdlisan igy lehet ktnnyen megjegyezni:

y' = f{(x). gly) y(xo) =Y

9 - fx). gty),

dx
dy
g}
és innen integraldssal adédik @x):

= f(x) dx

y X
S g‘% =& f(x) dx,

X
y() o}



VIIL JELOLESEK, TARGYMUTATO

1. Jelslések

m,

i
M.

i
01
s{f, F)
S(f, F)
N{EF)

az i-edik fel osztasi részintervallumban felvett fiiggvényértékek
halmaz3inak als6 hatdra L.2,2.d,

az 1-edik felosztdst részintervallumban felvett fliggvényértékek
halmazdnak felsé hatdra 1.2.2,d.

= Mi - m1 {oszcilldcio, ingadozds) 1,2,2,e.
az f figgvény F felosztdshoz tartozs alsd osszege 1.2.3.

az f filggvény F felosztdshoz tartozé felsd ssszege I.2.3.

az f fuggvény F felosztdshoz tartozé oszcilldcios dsszege I. 2. 3.

&(f, F,= ) az f fliggvény F felosztishoz és & = ﬁl veses En‘

R
b

( ¥ e {xl_l,xi]) reprezentdns pontokhoz tartozé integ. dlkozelitn
vsszege L 2.3.

az F1 és F2 felosztds egyesitése (ktzds finomitdsa) 1, 2, 3.

sup {s(f, F)i .2.4.

inf {S(f,F)! L.2.4,

a Riemann-integrdlhaté fuggvények osztdlya I, 2.5,

R= X f(x)dx az f figgvény {a,b] intervallumra vonatkozé hatdrozott

a

{ecax

{ Riemann-} integrdlja 1, 2.6,

f hatdrozatlan integrélja [.4.7.



b
[F(X)] = F(b) - F(a) .4.9

a

+o0

S f dx végtelen hatdru improprius integral IL 1,2,
b

& f dx végtelen hatdru improprius integral IL 1. 3.
-0

+o0

S f dx végtelen hatdru improprius integral II 2, 2,

s(f,F,g) azf fliggvény F felosztdshoz és g fliggvényhez (eloszldsfiigg-
vényhez) tartoz6 alsé osszege III, 2, 3.

S(f,F,g) azf fluggvény F felosztdshoz és g filggvényhez tartozé felsé
Aeereae TI1.2.,3.

6(,F, T,g) az f fuggveny F felosztishoz, = ={§1 Jeaes Eng reprezentans

pontokhoz és g fliggvényhez tartozé integrilkozelits tsszege

I 2,3,
R(z) a g szerint (Riemann-) Stieltjes-értelemben integralhaté figgvé-
nyek osztdlya IIL 2,5,
b
( fdg f g szerinti Riemann-Stieltjes-integrdlja az[a,b] intervallumon
a 1L 2.6.

V(g,a,b) g totdlis varidciéia [a,b] -ben IIL. 2,21,

2, Targy-autatd

alapintegralok L 5,1,
algebra alaptétel 1. 5.10
alsé vsszeg (Riemann-féle L 2.5, Riemann-Stieltjes-féle I11,2.3.)

Darboux -féle alsé (felsd) ints gral 1.2.7.

felosztds (intervallumé) [ 2, 2.

felosztdsi részintervallum L 2,2,

felosztdsi részintervallum hosszusdga 1. 2. 2
felosztds finomitiasa L 2, 3.

felosztds finomsaga 1.2.3.

A E:



felosztdsok egyesitése I1.2,3.

felsd osszeg (Riemann-féle 1,2,3.; Riemann-Stieltjes-féle III,2,3.)
forgdstest térfogata IV.1.4.

folytonos gorbe IV, 2,1,

gorbe alatti idom tertlete IV.1.2.
gyok (k-szoros) 15,10,
gyoktényezé 1.5.10,

gyoktényezds felbontds 1.5.10,

hatdrozatlan integril 1.4.7.
hatdrozott integral L 2.6,
helyettesitéses integrdlds 1.5.7. (Riemann) IL 2. 6. (improprius)

integrdl hatdrai L 2,6.

integralds parcidlisan L.5.5., helyettesitéssel L.5,7,

integrilas részlettortekre bontassal L.5.10,

integralfuggvény L. 4.2.

integralhat6sdg (Riemann-) 1, 2,5, (g szerint Riemann-Stieltjes értelemben)
IIL 2.5,

integralszamitas kozépértéktételei L 3.0,

integrandusz L[ 2.6.

inte rvallumfliggvény L 3.3.

improprius integréal IL.1.2-4,

ivhosszusig IV, 2,2,

minden hatdron tul finomodé felosztds-sorozat I, 2. 3.

oszcillacis L 2.2,
oszcillaciés tsszeg 1. 2.3,

paraméteres megadas IV, 1.1,

parcidlis integrélds 1. 5.5. (Riemann} Il 2.5, (improprius)
poldrkoordinatds egyenlet IV. 1.1,

primitiv flggvény L 4.4,

rektifikathatésdag IV, 2, 2,

reprezentdns pont I, 2.2.

részlettortekre bontds L 5,10,

Riemann-integral L 2.6.

Riemann-integrilhaté fiiggvények osztdlya L 2.5,
Riemann-Stieltjes-integral IIL 2.6,, IL2.19.
Riemann-Stieltjes integrdlhatésdg 111 2.5.

Simpson-szabdly IV, 3.
Stieltjes-integral L, 2.6., L 2,19,
Szektorteriilet IV, 1.3,



Téglalapeszabily V, 1.
Totdlis variicis IIL 2,21,
Trapéz-szabdly V,2,

Wallis-formula 1.5,12,2,
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