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1. PONTHALMAZOK JORDAN — MERTEKE

1. KETTOS Es HARMAS (RIEMANN) INTEGRALRA VEZETE
NEHANY FELADAT

1.1. Ha a PiER3 pontban, melynek koordin&tai
(xi, Vi» Zi)’ az m, t8meget helyezziik el (i=1,7,...,n),
akkor a Py,...,P pontokb6l &116 pontrendszer sulypont-

ja az a S pont, melynek koordin&t&i:
P
) ) ]
L mLX. m.y. m.z
- i=1 * 1 B i=1l 11 5 = i=1 11
S T PO
m., m. ' m,
i=1 * i=1 * i=1 *

A szdml&ldkban szerepld Gsszegek a pontrendszer YZ, XZ, XY
sikokra vonatkozd sztatikai /elsdrendii/ nyomatékai,

Ha a fenti pontrendszer specidlisan az XY sikban he-
lyezkedik el, akkor zg = o, xS.ill. Yg pedig a—fenti kép-
lettel nyerhetd, ahol a szadmldldban &116 Ssszegek a pont-
rendszer Y, ill. X tengelyre vonatkozd sztatikai nyomaté-
kai.

Folytonos /specid&lisan homogén/ t&megeloszldsu sikidom
/térbeli idom/ sulypontjénak meghatirozisdndl az eldbbiek
figyelembeyételével a kévetkezdképpen jérhatunk el:

Osszuk fel az idomot kicsiny részekre és egyesitsik
az egyes kis részek tdmegét a részecske egy tetszbleges
pontjaban. Képezzllk az igy nyert pontrendszer sulypbntjé—
nak kocrdindtdit, ezek varhatdan akkor fogjdk jé1 megkd-
zeliteni idomunk sulypontjdnak xoordinatait, ha a felosz-
tdsunkban szerepld részek &tméréi /lasd TSbbvaltozés fligg-

vények differencidlszdmitdsa, 1.4.1./ kicsinyek. A fent




rdszletesen felirt &sszegek hatdrértékét keressiik tehdt a
felosztésok olyan természetli vdltoztatdsdndl,amikor a fel-
osztdssal nyert részek 4tmérdi zérushoz tartanak, amit roé-
viden igy fejeziink ki: "minden hatdron tul finomodé felosz-
tasokra. ’

Ha a vizsgdlt idom homogén, azaz egyenld teriiletll /tér-
fogatu/ részeiben egyenld tdmegek foglaltatnak, és p-val
jeldljtik az egységnyi terililett /térfogatu/ részben foglalt
t8meg mérdszamdt, akkor az i-edik rész kivélasztott pont-

jdnak koordindtdit (Ei, n ci)-Vél jeldlve, a kdzelitd

i’
pontrendszer sztatikai nyomatékai:

|y n
M = E E.pt.,
vz oo4z1
i -
n
sz = igl a pti’
n
> My T i);l;ipti’

1. abra ha n részre tértént a felosztés,

é€s t; jeldli a felosztdssal nyert i-edik rész terilletét
/térfogatat/. /Ha a sikidom a XY sikban fekiidt, akkor
Myz_f My; sz = Mx; Mxy = 0; /1. &bral//.

Az idom sulypontjdnak meghatdrozdsdhoz tehdt a

n n ’ n
lim § g.pt., lim § n.pt.s lim § c.pt,

iz b iz b ° =1+t
hatdrértékek ismerete sziikséges, ha a felsoztdst minden ha-

téron tul finomitjuk.

1.2. Hasonlé jellegil okoskodassal az eldSbbihez hasonld
tipusu hatdrértékek meghatdrozdsdra vezet pl. homogén sik-

idomck tehetetlenségi nyomatékainak meghatirozdsa. He-
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lyezzlk el ugyanis a sikidocmot az XY sikban, akkor az
elébbiek mintdjdra felvett anyagi pontrendszer Y ill. X
tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékai
) } n2

£2pt., ill. népts,
;00 LR 42,1004
és ezeknek az 8sszegeknek hatdrértékét kell minden hatdron
tul finomodé felosztdsokra meghatiroznunk:

n n

o, = lim § .£2pt., o, = 1im | n2pt..
Y e x =1+t

1.3. Hatdrozzuk meg annak a testnek térfogatdt, amelyet
alulrél az XY sikban fekvd T idom,.cldalrél a T-t hatdarold
gbrbére emelt, Z tengellyel pdrhuzamos alkotéju hengerfe-
lilet, feldlrdl a z = f{x,y) egyenlettel megadott fellilet-
rnek T feletti része hatérol. /Tegyilk fel, hogy f:T-R foly-
tonos és £z 0 T-ben./

Ha a T idomot részekre osztjuk, és az egyes részek f&lé
olyan hengereket emellink, melyeknek magassdga f(x,y)-nak
az illetd részbeli legkisebb, ill. legnagyobb &rtéke /je-
18130k ezt az i-edik, ts tertiletd résznél m;-vel, ill. M, -
vel/, akkor a keresett k&btartalom az elsd alkalommal ka-
pptt Ty alapteriiletd, m. magésségu hengerek kébtartalmai-
nak 8sszegénél nagyobb, a misodik alkalommal kapott, T
alapterﬂletu, Mi magassdgu hen- 2
gerek kévtartalmiank Ssszegé-
nél kisébb, azaz /ha n részre
osztottuk fel T-t/ (|

n

X

n
m.t.sK s ] Mt
i=p + 1 i=p t

/14sd* 2. &bra/.

Ha T felosztdsat minden ha- X

<1

taron tul finomitva e két Bsz- 2, &bra



szeg kbdzbs hatdrértékhez tart, akkor idomunk K térfogata
is ezzel a hatéarértékkel kell, hogy egyenld legyen:

n n

K = lim '} m.t. = lim _Z

'Mit.,
i=1 i t

1

1.4. Az 1.1., 1.2., 1.3. példdk mindegyikében egy-egy
T sikbeli /il1l. térbeli/ idom szerepelt, ezt részekre osz-
tottuk, majd minden egyes rész tj teriiletét /térfogatdt/
megszoroztuk valamilyen f fliggvénynek (px, py, pz, px?2,
py2-nek) az egyes részek valamely régzitett pontjéban fel-
vett értékével /1.3.-ban a.részben felvett 1egkiéebb, ill.
legnagyobb figgvényértékkel/, majd ezeket a szorzatokat
Osszegeztlk. Az igy nyert Ssszegek hatdrértékét kellett
azutdn meghatdroznunk, amikor az idom felosztdsdt '"minden -
hatdron tul finomitjuk". 7

Szembetlnd ezeknek a feladatoknak az egyvaltozds fligg-
vény integrdljdnak fogalmdval valé rokonsédga. . .A kiilénbség
az, hogy ott egy intervallum részintervallumai és azoknak
hosszuségai szerepeltek, itt viszont egy idom részidomai
és azoknak terililetei /térfogatail/ szerepelnek a k¥zelitd
/1il1. alsd és felsé/ 6sszegek felirdsdndl. Az itt fellépd
hatdrértékek adott kétvaltozéds /héromvéltozés/ figgvény-
nyel &llnak kapcsolatban, és mivel hasonlé jellegiiek, mint
az egyvdltozds fliggvény integrdljdt szolgdltatd hatérér-

ték, kettds /harmas/ integrdlnak nevezzitk majd Gket.

Altaldban az f:H-R(HCR™) m-vdltozés fliggvényekkel kapcso-
latban fellépd hasonld hatérérték-feladatok un. tdbbes
/m-es/ integrdlokra vezetnek.

A t&bbes /specidlis kettds, harmas/ integrélok elméle-
te az egyvdltozds fliggvény integrdljdval vald rokenséga
mellett sok uj problémdt vet fel. Az egyvdltozds esetben
nem okozott problémdt az, hogy mit kell érteniink az (a,b]
intevallum felosztdsdval nyert [x._ ;, x,] részintervallu-

mok hosszusdganak mérdszdamdn (Ax, = @. - X

i i i-17 o7 xn:b)’
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ugyanakkor kérdéses az, hogy mit kell érteniink valamilyen
szab4lytalan sikbeli /R2-beli/, térbeli /R3-beli/, ill.
RM-beli T idom felosztdsan, a felosztdssal nyert részek
ti.terUIetén, térfogatén, ill. e fogalom m-dimenziés meg-
felelsjén.

Annak érdekében tehdt, hogy a bevezetSben szerepld pél-
ddkban k8vetett okoskoddst pontossi tegylk és a tdbbes
integridl fogalm&hoz igy eljussunk, elSszdr a.szabdlyta-
lan alaku sikidomok terilletsz&mitdsdnak /térbeli idomok
térfogatszamitdsé&nak, R™-beli idomok "mértékének"/ prob-
1émajat kell vizsgdlnunk.

2. PONTHALMAZOK JORDAN-MERTEKE

Az elemi geometria foglalkozik egyenes szakaszokkal ha-
tadrolt sikidomok /sokszBgek/ terliletének kiszdmitédsédval,
és bizonyos egyszeril g&rbevonalu idomok /pl. k&rlemez,
‘k8rcikk/ terllletszamitdésdval is. Specidlis teriletszémi-
tdsi feladatokat meg tudtunk oldani hatérozott /Reimann-/
integrdl segitségével /gbrbe alatti idom terlllete, szek-
torterillet /Valés egyvdltozés flggvények -integrélszamita-
sa, IV. 1.2., 1.3./.

Speci4lis térbeli idomok térfogatszémitdsi problémai-
val is foglalkoztunk mar mind az elemi geometridban /haséb,
gula, kérhenger, kérkup, gdmb stb./, mind az analizisben
/forgistest térfogata; Valdés egyvdltozds fliggvények integ-
rdlszamitasa IV. 1.4./.

Ezekben az esetekben mindig feltételeztiik, hogy a vizs-
gélt idomnak van terilete /térfogata/, azaz hozzdrendelhe-
t6 olyan valés széam, amely - a sokszdgek, hasdbok k&rében
tapasztaltakkal 8sszhangban - a k&vetkezd tulajdonsdgokkal
rendelkezik:



2.1. a) a teriilet /térfogat/ nem-negativ szdm, |

b} egy idom valamely részének terillete /térfogata/

nem nagyobb az egész idom teriileténél /térfogatédndl/,

c) ha egy idomot véges szdmu, p&ronként k&zds bel-

56 pont né&lkili részre bontunk fel, akkor a részek teriile- l

tének /térfogatinak/ 8sszege egyenld az egdsz idom teriile-
tével /térfogatdval/. -

A tovédbbiakban az lesz a célunk, hogy sikidomok, ille-
tSleg bonyolultabb szerkezetli RZ-beli ponthalmazok elég
széles osztdlydra értelmezzik a terlilet fogalmdt ugy, hogy
az a 2.l.-beli a) b) ¢) tulajdonsdgokkal rendelkezzék és
az elemi geometridban és az analizisben eddig mdr tdrgyalt
terllletsza&mitdsi feladatok eredményével 8sszhangban marad-
jon. Ezutdn /ill. t&bbszdr egyidejﬁleg/ vizsgdljuk majd a
megfelels analdg probiémékat R3-beli, ill. 4ltaldnosabban
R™-beli ponthalmazok esetében. |

Az elemi geometridval vald &sszhang biztositdsa érdeké-i
ben a terflletet el&szdr egy sikbeli koordindtarendszer meg—é
adésa /régzitése(uténa.koordinétatengelyekkel pdrhuzamos “
oldalu féglalapokra értelmezzlik a két oldalhosszusdg szor-
zataként. A révid kifejezé€sméd kedvéért dllapodjunk meg a
kévetkezSkben:

2.2. DEFINICIO. Nevezzilk négyszdgnek a koordindtaten-

gelyekkel pdrhuzamos oldalu zart téglalapot, azaz az
N = [al’bl}xlaz’b2] = {{xy,%x,):a; §x; by, a,sx,$Db,}
alaku sikbeli ponthalmazt, ahol {al,bl] az X tengelyen,

(a,,b,] az Y tengelyen fekvd zdrt intervallum. A fenti N
négyszdg teriilete t(N) ='(bl—al)(b2-a2).

Kénnyl ezt az értelmezést magasabb dimenzidéra altala-

nositani:



2.3. DEFINICI0. Tégla R3-ban a

2

1 - -
[al’bl] X {az,b24 x [a3,b3] = i=1[ai,bi] =

—
1

{(Xl’xzaxs) :Xie[ai’bi]’ i=1,2,3}

alaku ponthalmaz,ahol {al,bl], [a2,b2], [aa,b3] az eldzdleg
felvett és rdégzitett térbeli koordindtarendszer X, Y, ill.
Z tengelyén fekvd zdrt intervallum. A T tégla térfogata

3
BT = (0yma))(0yma,) (bgmag) = T (bymay).

Hasonldképpen

2.4. DEFINICIO. Tégla R™-ben a

m
T = >< [ai,bi}(ai< b,s i=1,..,m)
i=1
zdrt halmaz, ennek /m-dimenzids/ térfogata

m
+{T) = ifi (b;-a,).

2.5. DEFINICIO. Az Al""’An halmazokat, ahocl AiCRm

(i=1,...,n) epymdsba nem nyuldnak mondjuk, ha|nincs k&- .

zds belsd pontiuk, azaz

int Aiﬂint Aj = P, ha 1i#73] {(i,3 = 1,...,n)

A kdvetkez$ gondolatmenet célja annak megmutatdsa, hogy
ha az eldézd definicidkbdél indulunk ki, 8s-a terlilet /térfo-
gat/ 2.l.a)ble) tulajdonsédgait megkivianjuk, hogyan célszeri
a teriilet /térfogat/ fogalmat A4ltaldnossdgban definidlni.
Elészdr az m=2 esetet tekintjlk:

Legyen ACR? és az egymdsba nem nyuld N, (i=3,...,n)
) n ,
négyszdgek A-nak részei, azaz U N, CA, akkor a 2.1.a)
i=1



|y &s b) tulajdonsag értelmében

A tertiletére alsdé becslést ad

a

n
) t(nN,) (%)
i=1

&sszeg /3. Aabra/.

— Ha viszont az N. (i =
x i
3. &bra = 1,...,0n") négyszigek egylt-
tesen lefedik A-t, azaz
Y o
Y AC U NG
» i=1
=5 ) .
8| 5 186 akkor A teriiletére felsd becs-
o 1ést ad a
—g N
7oty (%%)
— s i
X 1= 1
L. &bra . / .
&sszeg {ugyanis a
i-1
B, = N;._ - U N!
1 . j=l ]

idomok egymdsba nem nyuldk és B.CN! miatt B, terlilete leg-
feljebb t{Ni), tehdt az
n' . nt
U B, idom terllete legfeljebb }

t{Nv),
i=1 * i 1

1
ez az Osszeg tehdt mindenképpen felsd korldtja A terileté-
n' nt
nek; ugyanakkor vegyiik észre, hogy U B, = U N. /4. 4b-
. i:l 1 i=l 1

ra/}. )
A keresett teriiletfogalom A terilletére csak olyan érté-

ket adhat tehdt, amelyre a (#) 8sszegek, ill. ezek felss

hatdra is alsd korldtot, a (#%) &sszegek, 1ill. ezek alsd

hatdra is felsd korldtot ad.

i0



Ezzel a gondolatmenettel jutunk el a kdvetkezd elnevezé-

'sekhez:_

2.6. DEFINICIO. Legyen ACR? korlatos halmaz. Az A hal-
maz kiillsé tertilete /jelben k(A}/ az &sszes

nZ'
t{NY)
i=1 *

Bsszegek alsé hatara [ahol az Ni négyszdgek egylittesen
befedik A-t:

Az A halmaz belsd terillete /jelben b{A}/ az Bsszes

§ (N.)
tiN.
i=1 1

6sszegek felsé hatéra, ahol Nl,...,,Nn clyan egymésba
nem nyulé négyszdgek, amelyek mind A-ban feklisznek:
NiCA (i=1,...,n), feltéve, hogy A tartalmaz egyé&ltalén
négyszdget. Ha A egyetlen négyszbget sem tartalmaz,
akkor legyen

b(A) = 0.

2.7. MEGJEGYZES. Kérdés, hogy a 2.6. definicidban sze-
repld alsé és felsd hatdr a tett feltevések mellett valé-

ban létezik-e? Az A halmaz korlatossdgabdél k&vetkezik,
hogy akar egyetlen négyszdggel 1efedhet6; a’

[ Feo)

halmaz'tehét'nem {ires, alulrsél korlétos /elemeil, a teriilet-
bsszegek, pozitivok/, és igy /Valés egyvaltozds fliggvények

differencidlszémitédsa I1.5.15./

11



n'
inf { t(N!) § = k(A)
i

i=l }
l1étezik.

Bizonyitédsra szorul azonban az a /egyébként R2-ben
szemléletes, k&nnyen 1lathaté, de késdbb, az dltaldnocs
esetben is fennd}ld6/ tény, hogy ha a korldatos A halmaz
tartalmaz négyszbget, akkor a

n
{lzltgﬂl)}y (NlCA, int Niﬂin‘t Nj :ﬂ’ 1#:}’ i,j=1,...,n)
halmaz feliilrdl korldtos, &s igy

n

sup! J t{N,)} = b(A)
i=1 .

valdban létezik. Ennek belitdséra egy - a tovabbiakban is

igen hasznos fogalmat célszerii bevezetniink:

2.8. DEFINICIO. Négyszdgrdcs R2-ben véges széamu

&4 X = a; {i=0,14...,m3y mz 1)

z

es

y = bj (3=0,1,...,n3 nz2 1)

bo alaku egyenes egylittesé a sik-

ban; ezeket az egyeneseket a

—e. négyszdgrdacs récsegyeneseinek
g g Om x

nevezzik.
t. &bra Ha ao< a1< ves < am,
L. <b.<...<b , akkor az
C 1 n
r\]ij - [ai-lg _13
récsnégyszdgei. Ezek tehdt olyan négyszbgek, amelyeknek

ai] X [bj bj] négyszdgek a négyszdgracs

oldalai szomszédos rdcsegyeneseken feklisznek. Az olyan N
négyszdgeket, amelyeknek oldalai nem szitkségképpen szomszé-

dos racsegyenesek:

12



N = [ail, aiz] X [b}.?:, bjz] (11<12, ]1-::]2)_

a négyszégrécshoz illeszkedS négyszdgnek nevezzitk. /5. 4b-

ra/

2.9. Tétel. Ha egy N négyszdg egy négyszdgricshoz il-

leszkedik, akkor N az &ltala tartalmazott rdcsnégyszdgek

egyesitése, €s t{N) egyenld a récsnégyszdgek teriiletdssze-
gével. '
Ha Nij egy N altal nem tartalmazott rdcsnégyszdg, akkor

N..nint N = int N,.NN = ¢@.
1] 1]

-

Bizonyité&s. Legyen
i
1, I 1= U ]
N =[a, a, }] x [b, ,b, 1, [a., ,a, = a, .»,a,l,
117 % I 3 117 1 izi+1 i-171
P
[b. sb.] = {J [b,_,>b.], akkor,
J1 32 33,41 ) J

1
v= U U fay jsagdxlby_g5b.0=

)
]
o
"
1
)
|
o
b
]

o
1
T
1
1
=4
!
o

'_.l
>
[
™
12
H
+

{
1
i
|
I
[
f
|
|
|
|
]
|
|
i
|
I = N.., és mivel
: T _
]
|
|
i
]
;
}
I
}
i
I
b
[
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1
|
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[
I
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|

2 Ia

I
et

(a, - a, Y(b, - b, ) =
IETIES IR TS ISR

1
i -2 _
= y t(N,.), mivel az elsé 4llitdsunkat
i:il+l j:jl+l 1] igazoltuk.

Ha N.. olyan ridcsndgyszdg, amely nem része N-nek, akkor
13 . . . .

1° vagy i > 12: vagy J = Jl’ vagy 1] > 329 igy te-

hat NN legfeljebb az N-et hatdrols

vagy i1

x=a, s X=4a, , y=Db,, ¥y =Db. .
1. 12 jl ].2

egyenesek bizonyos pontjaibél &ilhat. Ezek a pontok

azonpan sem N-nek, sem Nij-nek nem belsé pontjai, vagyi

N..nint N = int N,. NN = . =%
13 1]

Erre a tételre hivatkozva igazolhaté marmost az aldbbi &11i:

ta

S

2.10. Tétel. Ha ACR? korlatos, akkor k(A) felsé korlat-

ja a belsd terillet értelmezésében felhaszndlt

1"~

X lt(Ni) (NiCA, int Niﬂint Nj = ¢, i#3, 1,3%1,...,n)

8sszegeknek. Létezik tehdt

o/ o
b(A) = sup{li t(Ni)Z, és b(A)Ysk(A).

i=1

Bizonyitds. Ha A nem tartalmaz négyszbget, akkor
b(A) = 0, vagyis az evidens 0 £ k{A) egyenl&tlenség
adédik. Ha A tartalmaz négysziget, akkor'legyehek

N ...,Nn A-peli, egymdsba nem nyuld,

.;,NB egylttesen A-t lefed$ négyszdgek.



Tekintsllk azt a négyszdgrdcsot, amelynek rdcsegyenesei
az 8sszes N és N5 négyszdgek oldalszakaszain dtfekte-
tett egyenesek. Ekkor minden Ni és N% négyszdg illesz-~
kedik a rédcsnégyszéghdz, tehdt akér a

(%) t(Ni), akdr a

L

4

1

" g

(%%}

te~13

lt(Nj}

.;
4
T

8sszegek felirhatdk az Ni-k, ill. Na-k dltal tartalma-
zott rdcsnégyszdgek terlletdeszegeként. Egy rdcsnégy-
sz8g nem lehet két Ni—nek része /az Ni-k egvmisba nem
nyulé négyszdgek/, tehdt (*}-ban minden rdcsnégyszdg
terlilete legfeljebb egy tagban szerepel. Mdsrészt min-
den olyan racsnégyszdg, amely (#*) felirdsakor fellép,
{#%)-ban is kell, hogy szerepeljen, hiszen egy ilyen N
racsnégyszdgnek minden pE€int N pontja NCA miatt A-hoz
tehdt legaldbb egy N% négyszdghdz hozzdtartozik, tehdt
2.9. értelmében

n‘

t(N,) < § t(N})
1 Y 5= 3

NCN! és
]

2y
"9

i
Az Ni—ket régzitve és a jobb oldal alsé hatdrét véve

az 4dllitéasnak megfelelden
. n
1 t(N.) s k(A)
i=1*t

adédik, tehdt ezen Ssszegek halmazdnak felsé hatédra,

b(A) valdban létezik, &s mindjdrt az is kiolvashatd

e e . i G A EE A L T e et A e ey — 4 ML i R el R A e ———— —

eredménylinkb8l, hogy bl{A)} £ k{(A} kell, hogy fenndlljon. #

A korldtos A halmaz kiilsS, ill. belsd terilletének fogalmdt
olyan gondolatsorcen keresztiil vezettlik be, amellyel ravila-

gitottunk arra, hogy ha van egydltalidn A-nak terililete, az
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csak b{A) és k(A) kdz8tti szam lehet. Ha tehdt b(A) = k(A),
akkor egyértelmiien eldirhatd, mit kell A terliletének te-
kinteni. Kézenfekvd gondolat a teriiletet éppen azokra a

halmazokra értelmezni, amelyekre ez az egyenldség teljesil:

2.11. DEFINICIO. A korldtos ACR?2 halmaz mérhetd, ha
b(a) = k(A).
Ekkor A teriilete /jelben t(A)/: t(A) = k(&) = b(A).

Ez az értelmezés a négyszdgek kordbban mdr értelmezett

teritiletével 8sszhangban van, mert:

2.12. Tétel. Barmely N = [al’b11X[a2’b2] (al<bl,a2<b2)
négyszdg mérhetd &s a 2.11. definicié értelmében is
t{N) = (by-a;)(b,-a,).

Bizonyitds. k(N)é(bl—al)(bz-az)s b(N), magdt az N négy-
szdget haszndlva beirt, 11ll. lefedd négysziégként. * Avrra A
tényre, hogy egy halmaz belsd és kiils§ teriilete is létez-
het anélklil, hogy azok egyenldk lennének egymdssal, vagyis
a halmaz mérhetd volna a k&vetkezd példdt adhatjuk meg:

Jelentse A az egységnégyzet racicndlis kcordindtdju

pontjainak halmazat:
A ={{x,y)} : x,yCQ, Ix|=s1, Iyl s1}

Nyilvdn k(A)= 1, b{A)= 0. /A nem tartalmaz négyszdget/,

s igy A nem mérhetd.

2.13. MEGJEGYZES. A terililet itt bevezetett fogalmdnak

elméletét C. Joraan dolgozta ki, ezért pontosabban /més
tertiletfogalmak+tol vald megkiilénbdztetés miatt/ szokds
- Jorcdan-féle kiils§é /belsd/ teriletrdl
72.6. definicid/

- Jordan-féle &rtelemben mérhetd halmazrdl
/2.11. definicid/
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- Jordan-féle mértékrdl /specidlisan tertiletrdl/
72.11. definicids

beszélni.
- MielStt a Jordan-féle teriilet /réviden teriilet/ tulaj-~

donsdgainak vizsgdlatdra rdtérnénk, &ltaldnositsuk az eddig
bevezetett fogalmakat RZ-rsl R™-re.

2.14. DEFINICIO. Egy korldtos ACR™ halmaz /m-dimenziés/
kiilsS térfopgata az 8sszes, A-t befed$§ T',...,TA téglarend-

szerekre képzett
(T'

u ast]

3
térfogatBsszegek /1ldsd 2.4. definicid/ alsé hatdra:

- n'
k(A) = inf ¢ § t(TY)}, mig
j=1

A belsé térfogata az 5sszes, A-ban fekvd és egymdsba nem

nyulé /2.5. definicié/ Tl""’Tn téglarendszerekre képe-
n

zett ) t(Ti) térfogatsszegek felsd hatara:
i=1 _

b{A) = sup Z t(T, R, i1.
i=1

b(A) = 0, ha A nem tartalmaz téglat.

Specidlisan m=3 esetében dimenzidszdm megjeldlése nél-
kiil r&viden belsd &s killss térfogatrél beszéliink. ’

A belsd térfogat értelmezésében szerepld #sszegek kor-
litossédgat most a négyszdgrdacsok analdégidjdra bevezetett
téglardcsok felhaszndldsaval igazolhatjuk:

2.15. DEFINIFI(. Legyenek az xi(i=1,...,m) tengelyen
felvett pontok a,,<857 <rr- <aini (i = 1,...,m; nig 1),
ekkor az x. -al] (j = O,...,ni) egyenlettel m=3 esetében

rdcssikokat, m>3 esetében un. récshipersikokat adunk meg, a
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m
T, .= Xla,. , a.. | téglidk récstéglik, a
I o 3 {=1 Mi-r M

. m
T = ><[a
i=1

a téglardcsra illeszkedd téglik.

. < P .
s aik.] {0 s 3, < ki_ ni) alaku tégldk pedig

ij;
11 i

E fogalmakkal megfogalmazhatd és bizonyithaté a 2.9.
8s 2.10. tétel m-dimenzids megfelieldje. Igaz tehdt a kd-
vetkezd dllités:

2.16. Ha ACR™ korldtos, akkor létezik /Jordan-féle/ kiil-
s6 és belsé térfogata, tovabbd b(A) < k(A).

2.17. DEFINICIO. A korldtos ACR™ halmaz /Jordan-féle
grtelemben/ mérhetsé, ha bl(A) = k(A).
Az A halmaz m-dimenzids /Jordan-féle/ térfogata /m=3 ese-
I1 tében térfogata/ t{A) = b(A) = k{A}.

Ha szlikséges, a dimenzidszam feltiintetdésével, b, k, t
helyett b_, k , t 1is irhatd. i
m’> "m® m
A& tovabbiakban a "Jordan-féle" jelzdét elhagyjuk.
Foglaljuk &ssze az m-dimenzids térfogat /specidlisan
térfogat, terillet/ nevezetesebb, a gyakorlat, az alkalma-
zdsok miatt fontos, m= 2 ill. 3 esetén a szemlélettel is

alatdmasztott alaptulajdonsdgait.

2,18, Tétel.

a) Ha AC BC R™ korlitos halmazok, akkor k(A) s k(B),
b(A) <b(B), és ha A &s B mérhets is, akkor t(A) < t(B).

n
L) Ha AC U Ai és az AiCRm halmazok korldtesak, akkor
i=1

n .
x(a)s } x(Ag). J/Ezt a tulajdonsdgot ugy szoktuk ki-
i=1 -

fejezni, hogy a killsS mérték szubadditiv./
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n

c) Ha A= U AlC R™ korlatos, €s az A halmazok nem yul—
i=1
nak egymisba, akkor b{Aa) 2 Z b(Ai)-
izl
d) Ha az Ay .,An halmozok mérhetdk és egymisba nem nyu-
n o
16k, tovabba A = U AiC R", akkor A is mérhetd, és
izl ]

n
t(a) = ] t(A)).
i=1

/Az utébbi tulajdonség azt mutatja, hogy a mérték additiv

egymasba nem nyuld mérhetd halmazok esetén./

Bizonyités.
a) A B-t befed$ TS réglak A-t is befedik, az A-ban elhe-

lyezett egymasba nem nyuld T téglak B-nek is részei,
n
igy. k(A) = Z t(T]), ) t(T )é b(B), ugyanilyen egyen-
j=1 i=1

16tlenség kell, hogy fenndlljon az elsd &sszegek also,
a masodikok fels$ hatdréra is. *

b) Adott € > O mellett fedjék be A.—t a Til""’Tin téglak
n, i

l

|

|

|

|

|

[

!

I

| ugy, hogy { t(T' ) <k(A ) + £ . Ekkor az 8sszes T'.
l j=1 n +
! téglék (i=1,...,n; j=1,...,n.) befedik A-t igy
| . i

| n i n

| k(a)s § % ’c(T'.:| < § k{A;) + e, ahonnan az e+ 0 ha-
| i=1l j=1 i=1

I

|

|

!

|

I

]

|

|

|

tardtmenettel az &llitéds addédik. *

.c) Adott e > 0 mellett legyenek Til""’Tini olyan Ai-bell

egymdsba nem nyuld téglék, amelyekre
n.

i
J t(T,.)>b(A,)-% , /ha A, nem tartalmaz tégldt, le-
321 ij i’ n i



gyen hi = 0, ehhez az i-hez nem tartozik egyetlen Tij
sem, a fenti képlet bal oldaldn 0-t kell érteni/. Ek-
kor az Bsszes Ti' téglak (i=1,...,n; j=1,...,ni)
egymdsba mem nyuldk, hiszen
int T. . nint T, . cint A, nint A, = Q@ és T..CA

1131 i3, 1y 1, 1]
minden i-re és j-re, azaz

n

(A) E Zi (T..) ? (A,)
blA) 2 t(T..) > - b(A.) - €,
i=1 j=1  H i=r

és innen €+ 0 esetén adéddik az 411itds. #

d} Az Ai halmozokkal egyitt nyllvédn A is korlitos, igy

b) és c) alapjén

n n
k(a) = ¥ k(ay) = ) b(A.) s b(A),

izl i=1 o
s mivel mindig b(A)sk{A) /2.16/, bla) = k(A) adsédik,

A tehat mérhetd és

I n
ta) = ] kla) = ]
i=1 i =

t(A,}. =
i=1 .

Annak érdekében, hogy halmazok mérhet8ségének vizsgdlatdra

alkalmas., a mérhetdségre vonatkozd szilikséges és elégséges

feltételt megadé tételt kimondhassunk, elészér a nullamér-
tékli /specidlisan zérus terliletli, zérus térfogatu/ halma-
zokkal kell foglalkoznunk.

2.19. Tétel. ACR™ zérus mértéki /t(A) = 0/, ha tetszb-
leges e > O-hoz vannak olyan Tl,.l.,Tn téglék, hogy

n ] n
AC U T, és ) TT,) <e.
i=1?t i=1

/Kénnyl 1&tni, hogy a Ti téglékat>ugy is lehet vélasztani,
o » :

hogy AC U int Ti legyen./
i=1
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Bizonyitds., Mivel t(A) s k(A) és a feltételek értelmében
‘k(A) = 0, igy az &11itds adodik. #

Zérus mértékll halmaczokkal kapcsclatosak az alabbi &l1-
litasok, amelyek a 2.138. tételre tamaszkodva kdzvetlentil
beld&thatdk:

2,20. Tétel.

a) Zérus mértéki /terliletli, térfogatu/ ponthalmaz minden

része ic zérus mértékil /terliletli, térfogatu/. *

b) Véges szému zérus mértéki /teriiletli, térfogatu/ pont-

halmaz egyesitése is zérus mértékil /teriletd, térfoga-

tu/. % -

¢} A véges szamu pontbsl 4116 halmaz zérus mértékil /teri- .

letlli, térfogaiu/. #*

Az utébbi 411itdsnél ‘1ényegesen t3bb is mondhatd az m= 2
esetben: '

2.21. Tétel. Ha f az [a,b] intervallumban folytonos

fliggvény, akkor az y = f(x)(asxsb) egyenletli gbrbe zérus
teriiletil,

Bizonyitds. fla,bl-ben egyenletesen folytonos, tetszdle-
ges e > 0-hoz megadhatd tehdt olyan 6 > 0, hogy la,bl-nek &~
nidl finomabb a = x_< Xy € eeeSXy g9 X; Sel.<X =D felosz-

o n
tédséra f[x._l,xi]-ben felvett legnagyobb fliggvényértékét

i :
M;-vel, a legkisebb fliggvényértéket pedig mi-vel jeldlive
lfezeket az értékeket bizto- |y " y=tix)
san felveszi [xi_l,xi]-ben ' P’

f [Valdés egyvaltozos fligg-

vények differencidlszémi-
tésa II1I1.8.26./].

1

e —— ———

I

‘ |
} l
Mi - mi < g, az | I
| |
N, =[x, .,x.]x[m,,M.] 1 + -—
i i-1°71 i"71 a b x
négyszdg terlilete tehét 6. 4abra .
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n
Y t(N.}<(b-ale
. i

t(N,)
1 i=1

(Mi-—mi)(xi - Xi-l) < ed és

A

. n
{(x,y):asxsb, y = f(x)}cC u N, -
i=1

Mivel e{(b-a) tetszbleges kicsinnyé tehetd, ha e elég ki-
csiny, 2.19. értelmében &llitésunkat igazoltuk. #

/A tétel m-dimenziés megfelelbje a kévetkezd:

Ha KC R™ 71 korlatos, z&rt halmaz, f: K-+ R folytones,
é6s ACRT 1 xR = R™ &s

A = {(xl,...,xm_l,xm):(xl,...,xm_l)EK, X, = f(xl,...,xm_l)}

m

akkor A m-dimenzids mértéke tm(A) = 0./

.

Ezutan az elSkészités utan kimondhaté a kdvetkezd té-
tétel:
ﬁ 2.22. Tétel. Az ACR™ halmaz akkor és csak akkor mérhe-
't6, ha korldtos és hatdra zérus mértéki.

Okoskodasunk szemléletesebbé tétele végett végezzlk

a bizonyitdst az m= 2 specidlis esetre.

Bizonyités. Legyen A korlatos halmaz, jeldljlik hatarat
H-val. fegyﬁk fel, hogy A mérhets$ és tetszlleges €>0
mellett valasszuk meg az Ny,...oN és N',...,N;’négy-
szdgeket ugy, hogy Ni(ZA legyen, az Ni-k ne nyuljanak
egymdsba, az N%—k pedig fedjék be A-t és '

0 t~—1

n
(#)  tla)-e<] t(N,),

t(NY)<t(A) +¢€
i=1 3 J

1.
legyen. Tekintslk azt a négyszdgracsot, amelynek racs-
egyenesei az elébbi Ni és Na négyszbgek oldalszakaszain
dtfektetett egyenesek. Jeldljlik s-sel azoknak a rdcs-

négyszdgeknek teriiletdsszegét, amelyek valamelvik N.-

nek részei, s'-vel pedig azokét, amelyek részei egy

~
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N%-nek, de egyetlen N.-nek sem részei. Mivel bdrmely
racsnégyszdg legfeljebb egy Ni—nek lehet része, azért

2.9. értelmében
n

(%*) s = ) t(Ni)’
i=1

tovabbd az s 3sszeg elddllitdsdban szerepld rdcsnégy-
szdgek mindegyike része A-nak, és igy 2.9. szerint egy
N%—nek is, vagyis

n!
(#x+} s+s's ) T(NL)

j=1
/egy racsnégyzbsg tébb N%—nek is lehet része/. (%},

{#%) €s (###%) folytéan
st < t{A) +e-s<(t(A) +e)- (t{A) -¢e)= 2e.

Ha peH, akkor peN%, valamely j-re, hiszen a zart
n' .

U N! halmaz A-val egylitt A-nak minden érintkezési

j=1

pontjdt, tehdt minden hatdrpontijdt is tartalmazza. Igy

pEN valamely NCNE racsnégyszdgre. Ha p € int N, akkor
Nc:Ni esetén p€ int A volna, holott p hatdrpontja A-
nak; igy ekkor N nem lehet egyetlen Ni—nek sem része.
Eszerint H-t befedik azok a rdcsnégyszdgek, amelyeknek
teriiletBsszege s' < 2e, tovdbbd bizonyos rdcsnégyszdgek
hatdrai, amelyek azonban 2.20.b. és 2.21. szerint
egylUttvéve is zérus teriletilek, tehdt e-ndl kisebb te-
rlilet8sszegli tovabbi négyszdgekkel befedhetfk, s igy
valéban, ha A mérhetd, akkor t(H) = C. Tegyiik most fel
azt, hogy t{H) = 0. Legyen N olyan négyszdg, amely A-t
tartalmazza, tovdbbd adott ¢ > 0 mellett N
négyszdgek, hogy

1,1..,Nn olyan

n n
HC U int Ni’ It N, <e.
i=1 i=




Készitsiink négyszdgrdcsot N és Ni oldalegyeneseibdl.
Jeldljlk az A-ban fekvd rdcsnégyszigek terliletdssze-
gét s-sel, azokét pedig, amelyek metszik A-t, de nem
részel A-nak, s'-vel. Mivel a rdcsnégyszdgek nem nyul-

nak egymdsba, azért.

(+) s s b(a},

mivel pedig a rdcsnégyszdgek befedik N-et és vele A-t,
(++) k(A)ss + s'.

Ha most N' az s' elédllitdsdban szerepld rdcsnégyszd-
gek egyike, akkor van benne A-hoz tartozdé pont is,
A-hoz nem tartozd pont is, igy a kettdt Ysszekdtd sza-
kaszon H-hoz tartozd pont is. Ezért N' metszi valame-
}yik int N.-t, ami 2.9. szerint csak N'CNi esetén le-
hetséges. Igy 2.9. miatt

(+++) s' <

i

TRt

t{N.) < €.
1 i

Végiil is (+), (++), (+++) szerint
k(A) - b{A)Ss + s' = s <&,

innen pedig ¢+ 0 esetén k(A) s b(A) addik, amit
- b{A) s k(A)-val Bsszevetve /2.10./ k(A} = b{A), vagyis

t{H) = 0 esetén A valdban mérhets. =

i . —— it e e e e il S Sl Aldim, s — T ima—.. W — v Tn m— e Y —

2.23. MEGJEGYZES. A 2.20., 2.21., 2.22 tételekbdl k&-

vetkezik, hogy RZ-ben minden olyan korldtos halmaz, amely-

nek hatdra véges szdmu egyenesszakasz 1l1l. folytonos gérbe
egyesitésébdl 411, mérhetd. Mérhetlk tehdt mindazok az id-
mok, . amelyekkel az elemi geometridban foglalkozni szoktak.
Természetszeriileg adédik az a kérdés, hogy mérhetd hal-
mazok egyesitése, kiil&nbsége, metszete mérhetd-e? Ezekre

a kérdésekre a k8vetkezd vdlaszok adhatdk:
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2.24. Tétel. Ha A €s B mérhetd, akkor AyB, AnB éﬁ A-PB

|| is mérhetd.
Bizonyitds. Jel&ljiik tetszdSleges X halmaz hatdarat HX—
szel. A-val egyltt A-B is korldtos, és A, B, A~ B hatdra-

ra fennall a

(#) H, g CH UH,

Bsszefliggés. Valéban, aké&r kiilsé pontja p az A halmaznak,
akdr belsdé pentja a B halmaznak, klilsé pontja lesz az A - B
halmaznak, mig ha p belsé pontja A-nak, klilsé pontja B-nek,
akkor A - B-nek belsd pontja kell, hogy legyen. Ekkor azon=
ban (%) miatt Hp-val és Hp-vel egyltt Hy o is zérus mértéki,
igy 2.20. és 2.22. &rtelmdben A - B mérhetd.

Mésrészt, mivel AUB = AU(B-A), a jobb oldalon 4116 hal-
mazok pedig diszjunkt, vagyis biztosan egym&sba nem nyulé,
mérheté halmazok, 2.18.d) értelmében AUB mérhetd, és
t(AUB) = t{A) + t(B-A). _

Miveil pedig ANB = A -(A-B), a mérhets A és (A-B) hal-
mazok kildnbsége a fentiek miatt mérhets kell, hogy legyen.

- %

2.25. MEGJEGYZES. Arra, hogy A mérhet6ségébsl nem ko-

vetkezik tetszlleges részhalmazdnak mérhetdsége, a kdvetke-
z6 egyszerii példdval vildgithatunk ré: -

Az N = {{x,y) : 0sxs1, 0£ys1l} egységnégyzet pontjai-
b6l 4116 halmaz mérhets, teriilete t(N) = 1. '

Jeldljlltk A-val az N egységnégyzet racicndlis koordiné-
t&ju pontjainak halmazét.

ATN, k(A) = 1 /2.28.2. feladat/ b{(A) = 0, s igy A nem
mérhetd.

Igazak azonban a kdvetkezd &llitdsok /bizonyitdsukat
feladatként tlizzlik ki:
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2.26. Tétel. Ha A mérhet$, akkor int A és A is mérhetd

/A értelmezését ldasd T&bbvaltozés fliggvények differencidl-

szdmitdsa 1.5.16./ és mértékik megegyezik A mértékével.

2.27. MEGJEGYZES. A terilllet fogalmdtdél elvariuk azt a
tulajdonsdgot, hogy egybevdgd idomok teriilete megegyezzék.

Igaz ennek megfeleiden a kdvetkezd 4llitdas:

ACR? és BCR? egybevdgd halmazok, ha van R2-nek olyan
dnmagdra vald leképezése, amely a pontok tdvolsdgait v&l-
tozatlanul tartja /un. kongruens leképezés/ és A-t B-be
viszi 4t. /Ilyen leképezés pl. az eltolds, a titkrdzés,
stb./

. BEgy korlatos A halmaz klilsé ill. belsd térfogata /te-
rillete/ nem valtozik tdvolsdgtartdé /konruens/ leképezésnél.

Az 4d11itdst itt nem bizonyitjuk. -

2.28. Feladatok.

1. Mutassuk meg, hogy R3-ben bdrmely rektifik&lhaté foly-
tonos gdrbe képe zérus térfogatu.

2. Igazoljuk & 2.25. megjegyzésben adott A halmazra, hogy
k{A) = 1,

3. Igazoljuk a 2.26. tétel 411it&sat.

4. Igazoljuk, hogy ha ACR?Z korldtos, ¢ >0, akkor van olyan
mérhetd, nyilt G, hogy ACG, t(G)<k(A) +e. ‘
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I1. TUBBES (RIEMANN-) INTEGRAL

1. A T0BBES (RIEMANN-) INTEGRAL DEFINICIOJA.
INTEGRALHATO FUGGVENYEK FOBB OSZTALYAI

A ttbbes integral fogalmihoz az 1.1, 1.2, 1.3 pé&ldéak-
ban kdvetett, majd l.4.-ben 4ltalanosabban megfogalmazott
gondolatmenet vezet el bennlinket. A szabatos és &ltaldnos
megfogalmazdshoz olyan definicidk és tételek sorozatan &t
jutunk el, amelyek teljesen megegyeznek a hatéroczott
/Riemann-/ integrdl értelmezésénél szerepllkkel, a beveze-
t6 fogalmakat csupdn az a tény teszi valamelyest bonyolul-
tabb&, hogy az [a,b} intervallumnak és felosztdsainak sze-
repét most R™ korlatos mérhetd A halmaza &s ennek egymasba
nem nyulé mérheté részhalmazokra vald felbontdsa veszi &t.
Egyébként a kimondott definicidk és tételek nagyobb részt
még sorszdmozdsukban is megegyeznek a Valds egyvdltozds
fliggvények integrédlszamitésa 1.2, fejezetbeli analédg defi-
niciékkal, tételekkel, a tételek bizonyitasa is egyezd,
igy most t8bbségében el is hagyhatd.

1.1. Tegylik fel, hogy az alébbiakban az f : H-R (HCR™)

fliggvény a mérhetd ACE halmazon koridtos.

1.2. Allapodjunk meg a k&vetkezd definicidkban, jelds-
l1ésekben:

a) A mérhetd ACR" halmaznak egy F felosztdsa olyan egy-

misba nem nyuld, nem lires, mérhetd A ’An halmazok

R
rendszere, amelyre

rD
~2




b)‘

c)

d)

e)
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Ezt réviden igy jeldljiik:

F = {Al""’An}'
F felosztdsi részhalmazainak mértéke /tertilete, térfo-
gata/ a kordbbi jeldléssel

t(Ai) {i = 1,...,n}).

F részhalmazaiban /azok belsejében, vagy hataran/ fel-

vett pontok /reprezentdrs pontocknak is nevezik d&ket/

SN S

ahol tehat

gi = (Eila---sﬁim)EAi (l = l,...,n).

I' egyenes részhalmazain felvett flggvényértékek halma-
zdnak alsé, ill. felsd hatdra /az f : H+R, ACHCR™ A-n
korlidtecs fliggvény esetében/

inf{(£f(x) : x

1}
u

m.

5 (xl,...,xm)EAi}

inf f(Ai)

M.
i

sup{(£(x) : x = (x;5...,x €A} sup f(A,)

o)

(i = 1,...,n).

/Mivel f A-n, és igy a nem-{ires Ai(ZA—n korlatos, a
szintén nem-Ures f(Ai) halmaznak kell, hogy alsé, ill.
felsd hatdra létezzen a Valés egyvdltozds flggvények
differencidlszdmitdsa jegyzet I1.5.15. tétele értelmé-
ben./
Az m, ill. M. értékeket persze nem kell, hogy f felve-
gye Ai-n.
f ingadozdsa /oszcilldciéja/ F részhalmazaiban

= M, -m, = { L =fln)| tgLan. CA,
0; = My -m supx!f(gl) (”1)| £,5my Al}

{i = 1,...,n).



1.3. A ktvetkezd fogalmakat értelmezziik és ezekre a k-

vetkezd jelélésekettvezetjﬁk be:

a) Az f flggvény F felosztdshoz tartozd alsé Osszege /1.2,

jelBléseivel/

s{f,F) =

TN R

m. t{A.}.

i=1 * .

b) Az f fliggvény F felosztdshoz tartozd felsd Bsszege
/1.2. jel&léseivel/

n
S(f,F) = }

1

M. t{A.).

q 1 i

c) Az f flggvény F felosztishoz tartozé oszcilldcids Ssz-
szege /1.2. jeldléseivel/

n
Qlf,F) = } 0, t(A.).

i=1
d) Az f flggvény F felosztdshoz &s a £ (i = 2,...,n)
reprezentdns pontokhoz tartozé integrdlkdzelitsd &sz-

szege /1.2. jeldléseivel/

o(f,F,= =o(f,F,{£l,...,€n}) =

£lg.) t(A.).
i i i

" t—1

1

/Egy F felosztdshoz, attsl fliggden, hogy nol vessziik
fel a EiEEAi pontckat, végtelen sok integrdlkdzelitd

Osszeg tartozik./

e) Az F felosztds § finomsdgu, ha minden felosztédsi rész-
halmazdnak atmérdje /Valés t8bbvaltozds fliggyvények
differencidlszémitdsa I.4.1./ legfeljebb 6, azaz
max Si £é, /ahol 6i = sup {d(x,y) :x,yGEAi}).

f) Az Fl felosztds F-nek finomitdsa, ha F = {Al,...,An}—
bS8l az egymdsba nem nyuld, mérhetsd Ai részhalmazok to-
vdbbosztdsa révén 411 eld. Ez a tovabbosztas ismét

clyan egymdsba nem nyuld, nem {ires, mérhetd Ci L.

I in.
i
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n,
i
halmazok rendszere, amelyre Ai = U Cij (i =1, sTL),
j=1
n n Ny
vagyis A= UA.= U U C,. lint ¢, . Nint C, = @,
i=1 ¥ =1 =1 M3 103 1237
34 # i, i, = i, esetén ugyanis Ai egy felosztdsanak
két tagljérdl van szé, il % i2 esetén pedig int Ain
; 1
N int A, = @ miatt lesz int Ci .Nint ¢, . = 6.]
i, 1h 1212

g) Ha Fl = {Al""’An} és F2 = {Bl,..,Bm} az A halmaznak
két mérhetd, egymdsba nem nyuld halmazokra valé felbon-
tasa, tbvabba C.. = A.NB., akkor az F. és F, kdzds fi-

! i] i3 1 7

nomitdsa, F12, a C.. halmazok k&zilil a nem liresekbdl

i3 n om n
4116 felosztéds, ahocl A = U U C.. /mivel A = U A, és
i=1 j=1 *3 j=1 *
m m n m
A, = U <C../, 111. A = U UC.. /mivel A = U B. és
1 521 j=1 i=1 %] 521 3
n
B. = U Ci..
3 3=1 1J

/A Cij halmazok k&ziil a nem-iiresek Fl-nek is, Fz—nek
is tovabbosztasat alkotjék, mérhetdk /I1.2.25/7,

. Y - . . Z

int Clljl int C1232 9] i £ i, esetén, mert

int Ailﬂlnt Ai2= 0, 3, t4 j, esetén, mert int len

Nint Bj = §, az egyesitésbdl pedig az lres Cij halma=
2

zok elhagyhatdk/.

h) A feloszt&sainak egy (F,) sorozata minden hatédron tul

finomodé, ha tetszdleges 6-ra I §-finomsdgu, mihelyt
n>N(&).

1.4. Legyen h = sup {s(f,F}},
H = inf {S(f,F)},
ahol {s(f,F)}ill. {S(f,F)}-vel A 8sszes lehetséges felosz-

t4sahoz tartozd alsé, ill. felss 8sszegeinek halmazdt je-
30



181tik. /Mivel f - 1.1. feltevésiink szerint - a mérhetd
A# ® halmazon korlatos, h, H. létezik./

1.5. DEFINICIO. A mérhetd A halmazon korlitos f fligg-
vény ott Riemann-integrdlhaté /réviden integrilhaté/, ha
h = H.

A mérhetd A-n Riemann-integrdlhaté /tovdbbiakban r&viden

A-n integrdlhatdé/ fliggvényeket osztdlyat R-rel jeldlve
az 1.5. definicid igy irhatd:
A-n feR<esup{s(f,F)} = inf{S{f,F)}.

1.6. DEFINICIQ. f integridlja A-n a megegyezd h=H érték.

Az m~-vditozés f filggvény A halmazon vett tdbbes integril-

jédnak jel&lésére a k&vetkezd jelet vezetjllk be:

h = HzR = [J.../f dx,...dx_ = [ f 4t
A 1 ™A

Az f flggvényt most is integrilandd fﬁggvénfnek, vagy
integrandusznak nevezzilk, A az integriciés tartomdny.

Specidlisan két- ill. héromvaltozés fﬁggvéni esetében
(ACR?, ACR?) a kivetkezd jeldléseket szoktuk haszndlni:

IIf dxldx2 =[] f(x,y} dx dy = j f dt,
A A A

IR dxldxzdx3 =[] f{x,y,2) dx dy dz = [ f dv
A A A

s a teriileti il1, térfogati integrdlrél beszéliink.

1.7. DEFINICIO. Az l.4.-ben értelmezett h, H szamct

t&bbes Darboux-féle alsé ill. felsd integrdlnak is

!

!

|

|  nevezik.
I

F integrdlhatdésagdra a kdvetkezs feltételeket adhatjuk
meg:



1.8. Tétel. A mérhetd A halmazon korlatos f fliggvény

; ott akkor és csak akker integrdlhaté, ha
L=

a) tetszbleges ¢ > 0~hoz taldlhatd olyan felosztds, amely-

re 0 = S-s< €, 111.

b} van olyan (Fn) felosztassorozat, amelyre

1lim s = lim Sp = R

i+ T+

/itt az Fn felesztdshoz tartozd alsd, ill. felsd Bsz-

szeget jeldltiik sn—nel ili. Sn—nel/, ill.

c) ha barmely £ > O~hoz van olyan F felosztdsa A-nak,

amelyhez tartozé tetszlleges o integrélkdzelitd Bsz-
szegre |o-R| <e, /ahol R-rel jeldltilk f integraljat
A-n/.

Bizonyités. Mindegyik 4llitds bizonyitdsa az egyvalto-
z6s esetben kbvetett gondolatmenettel térténik /lésd Valds
egyvditozds flggvények integr&lszdmitdsa I. 2.10, 2.12,
2.16, az ott szerepldS segédtételekre épitve és az ottani
kdvetkeztetésekre jutva/. #

m-valtozds korldtos fliggvények esetében is igazak te-
hat az alébbi &llitdsok:

1.9. Ha Fl az A halmaz T felosztidsdnak finomitésa,

akkor
s(f,?l)z s(f,F), S(f,Fl)s S(f,T), Q(f,fﬁ) SsQ(f,F). *

/A bizonyitésndl felhaszndlhatjuk I.2.18.d) ailitédsat./
1.10. h<H., =

1.11. Tétel. Tetszbleges f fliggvényre legfeljebb egy

olyan R sz&m van, amelyhez tetszbleges k&zel van alkal-

mas F felosztdshoz tartozd alsd, ill. felsd Bsszeg.

f akkor és csak akkor integrédlhatdé a vizsgdlt /mérhetd/
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halmazon, ha van ilyen R szém, €s akkor R az integréal

értéke. /Ez 1.8.a) k&vetkezménye./ #

1.12. Tétel. Ha adott e > O-ra és egy F felosztdsra

Q(f,F) <e, akkor ugyanezen e > O mellett F minden F fino-

mitdsdra is 9(f,F1)< €. /Ez 1.9.-b81 kdvetkezik./ #

1.13. Tétel. Ha F = {Al""’An} A-nak egy felosztésa,
s F-re, adott & > 0 mellett, 2(f,F) < ¢, akkor tetszbleges

gi N4 S Ai pontokra

n
igllf(si) - f(ni)|t(Ai) <e.

/Lasd Valés egyvdltozds fliggvények integrdlszamitasa
I.2.14./ '

1.14. Tétel. Ha f a mérhetd A halmazon integrdlhaté,

€s egy F = {Al,...,An} felsoztdsra Q(f,F) <¢, akkor bar-

hogyan valasztva is a giEEAi helyeket

n
I fle)t(A) - ff fat) <.,
i=1 1 1 |

A
/Nyilvdn az &sszeg is, az integrdl is s(f,F) és S(f,F) k&-
z& esik./ =

Tulajdonképpen ezt a tételt kiegészitve jutottunk az
1.8.¢c) &llitashoz.

Az integrdlhatésdgra vonatkozd 1.8. alatti sziikséges
és elégséges feltételt megadd tételek birtokéban a kévet-
kezd fliggvényosztdlyok integrdlhatésigat tudjuk kdnnyen

bizonyitani:

1.15. Tétel. Ha f folytonos a mérhetd, zdrt A halmazon,

akkor ott integrdalhatd. =

Az egyvdltozbés esethez hasonldan az egyenletes folyto-
nossdg tényére éplld bizonyit4sbél /v.5. Valés egyvaltozés
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fiiggvények integrdlszdmitdsa I.2.17/ most is kévetkezik,
hogy minden elég finom felosztdshoz tartozd integrdlkdze-
1it6 Ssszeg f integrdljdtél tetszdleges kevéssel tér el a
reprezentdns pontok vilasztasatsél fliggetlenil. Folytonos

f esetében tehdt az A-n vett R integrdl elddllithatd tet-
sz&leges minden hatdron tul finomoddé felosztdsokhoz tarto-
z6 tetszdleges integrdlkdzelitd Gsszegek sorozatdnak hatdr-
értékeként. Ez nemcsak folytonos fiiggvények, hanem tetszd-
leges integrdlhaté figgvény esetében is fenndll., /Nem bi-
zonyithatjuk./

1.16. Tétel. Ha f korldtos a mérhetd A-n, é€s van olyan

BCA, hogy t(B) = 0 és f a p€A-B pontokban A-ra szorit-

kozva folytonos, akkor f integrdlhatd A-n.

Bizonyitds. Jel$ljlk A hatdrdt H-val, &s legyen e >0
adott. I.2.22, 2.19, é€s 2.28.4. értelmében bdrmely

n > O-hoz taldlhatd olyan mérhetd, nyiit G halmaz, hogy
BUHCG, t(G) <n. Ekkor C = A-G= (AUH} -G mérhetd
/1.2.24/ zart, f folytonos C-n, igy 1.15. ailkalmazhatd,

és C-nek van olyan felosztdsa, amelynek megfeleld osz-
€
2
A-nak olyan felosztdsat kapjuk, amelynek osztcillécids

|
l
|
I
[ cilldcids Osszeg < E felosztdshoz (ANC)-t hozzdvéve
|

| dsszege egyetlen taggal né, amely legfeljebb 2M11<%,

I ha n elég kicsiny, ahol M if| felsd korldtja A-n. Ezzel
; allitdsunkat igazoltuk. =

Végiil fogalmazzuk meg dltaldnossdgban az 1.15. utan tett

megjegyzésiinket:

1.17. Tétel. Ha f A-n integralhaté, akkor [ fdt els-
ﬁ__ - A
dllithaté A tetszdéleges, minden hatdron tul fincmoddé fel-

osztdsaihoz tartozd integrdlkdzelitd 8sszegek sorozatidnak

hatdrértékeként, tovdbbd tetszdleges e > 0-hoz van olyan

§, hogy minden é-finomsdgu felosztdshoz tartozd alséd,
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felsd és integrdlkdzelitd &sszeg e-ndl jobban megkdze-

1liti az integralt.

1.18. Feladatok.

1. Végezzilik el - az egyvdltozés eset mintdjdra - az 1.8.
a), b), e¢), 1.9, 1,10, 1.13, 1.15 &llitasok igazoléa-
sat.

2. Integrédlhaté-e a mérhetd AC R2 halmazon az

£(x,y) = {?, ha x,y racionélis,

0, ha x és y k&ziil legaldbb az egyik
irraciondlis
((x,y) €A) fiuggvény?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha N négyszdg.

_ )1 A-n,
ACN, g = {o (N-A)-n
s g N-en integrdlhatd, akkor A mérhetd.

4. Szamitsuk ki
Jf xydxdy (A={(x,y): 0sxs1, 0gys1})
" :

értékét /az integrdlkdzelitd Ssszegeket négyzetrdcsos
felosztdshoz irjuk fel, reprezentans pont legyen pl.
minden négyzet jobb oldali felsé csucsa/.

5. Integrdlhaté-e f(x,y) = sgnlx+y+1) az
A ={{x,y): |x]|22, |y| £3} halmazon?

2, A TOBBES INTEGRAL TULAJDONSAGAI

Az el6z6 pontban l4ttuk, hogy a mérhetd A halmazon
folytonos, illetve annak egy zérus mértékii részén kiviil
folytonos, korléatos f fliggvény A-ban integrdlhaté. /1.15.
1.16./ Most olyan tulajdonségokat sorolunk fel, amelyek
-minden mérhetd A halmazon integralhaté /tehdt az‘elﬁbbinéi
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bdvebb fliggvényosztilyba tartozd/ fliggvény esetében fenndll-
nak. A tulajdonéégok elsd része az integrdcids tartomdnyra,
mdsodik része az integranduszra vonatkozik. Végezetil a
t&bbes integralokra venatkozé néhdny becslést adunk meg.

A k&vetkezd tételek bizonyitasa az egyvaltczds megfe-
iels tételek bizonyitdsdval gyakorlatilag megegyezik /csu-
pan arra kell mindig figyelemmel lenniink, mit jelent R™-
ben a mérhetd A halmaz egy T felosztdsa, annak finomitdsa,
két felosztds egyesitése /1l.2.a), L.3.f), g}/ igy ezek

részletezését itt melldzilk, ill., feladatként tlzzik ki.

2.1. Tétel. Ha f integrdlhaté A-n és BCA mérhetd,

akkor f integrdlhatd B-n is. % /V.3. egyvdltozds eset-
ben I.3.1./

2.2. Tétel. Ha f integrdlhatd az egymdsba nem nyuld

Ag halmazok mindegyikén, akkor integrdlhatd az

n
A = U A. halmazon is, és ffdt= {...{ £ dt =
i=1 * A A
n -
=z I...If(xl,...,xm)dxl...dxm = 7 J...0 £ dxl...dxm *

A _ izl A
/V.8. egyvdltozds esetben I.3.3./

A 2.2. tétel azt fejezi ki, hogy a tdbbes integridl egy-
midshba nem nyuld halmazokon additiv. Amennyiben a mérhetd
A 8s B halmazra int ANint B # @ az eldbbhinél kevesebbet
dllithatunk:

2.3. Tétel. Ha f integrdlhaté a mérhetd A és B halma-

zon, akkor az AU B halmazon is integré&lhatd.

Bizonyitds., AUB = AU (B-A), tehdt mivel A és (B - A)
diszjunkt /tehdt egymdsba nem nyuld/, mérhetd /I1.2.24./,
f (B-A) ~n 2.1. értelmében integrdlhatd, és igy 2.2.-b6l

az &llitas adddik.
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A gondolatmenetbdl egykébként még az is kévetkezik, hogy

Joof £dt = [J..ff dt + f..f fat.
AUB A B-A

Az integranduszra vonatkozdéan a kdvetkezd dllitasckat mond-
hatjuk ki:

2.4. Tétel. Ha f és g A-n integrdlhatd, c tetszdleges

dllandd, akkor

a) cf is integrdlhetd A-n, és [..] cf dt = ¢ [..f f dt,
A A

b) f+g is integralhatdé A-n, &s [..J{f+g) dt =
A

= [.u.J £ adt + [..] g dt.
A A

c) (feg) is integrdlhaté A-n,

d) ha |g|>8>0 A-n, akkor é is integrdlhaté A-n,

e) |f| is integr&lnatd A-n és iI."I f 4t
A

/V.6. az egyvdltozds esetben I.3.5./ #

s Ju.f|f] at.
A

Mivel a gyakorlatban az integril kiszdmitdsa helvett
sokszor megelégedhetiink annak alkalmas beecslésével is,

erre vonatkozdan a kovetkezd dllitasokat kdnnyl igazolni:

ja K, ill. az 1.2.d)-ben haszndlt jel&lésekkel’
= inf f(A}, M = sup flA}, akkor

2.5. Tétel. Ha f és g integralhaté A-n, itt |f| korlat-
ia
m

a} ha f<g A-n, akkor [..ff dts/[..[J] g dt,
- - A A

b) |[f..f £ dt

A

s Ket(A),

c) mes t{A)Sf..f £ dtsMe« t{A)., * /V.5. az egyvaltozss
A esetben 1.3.6./




c¢)-ben = &11 pl. akkor, ha f=1 A-n /ekkor m=M= 1,

J..J1dt = t{A}, ami ACRZ ill. R® esetén A teriilete ill.
A .
térfogata ),

FelvethetS a kérdés, hogy mikor 4llithaté valamely A-n
integrélhaté f fliggvényre, hogy A-n vett integrdlja bizto-
san = Q. Triviédlisan ez a helyzet, ha f= 0 A-n, de k&nnyl
az aldbbi 4d1lité&st is igazolni:

2.6. Tétel. Ha f korlitos A-n, és t(A) = 0, akkor

J..[f dt = 0.
A

Bizonyitds. A bédrmely felosztasdnak barmely tagjara
t(Ai) = 0 /I.2.20.a)/, igy minden o integrdlkdzelitd Bsz-

szZeg U. #

2.7. Feladatok.

1. Végezziik el - az egyvdltozds eset mintdjdra - a 2.1.;
2.2.3 Z.4.a}, b), ), d), e); 2.5.a), b), c) &llitédsok
igazoléasat, '

Kévetkezik-e f+g, f-g ill. 'f| A-n valé integrdlhatéd-

o]
.

sdgébol f és g, ill. f integrdlhatésdga A-n. Adjunk
meg alkalmas példdt 4llitdsunk indokoléséra.
3. Igazoljuk, é&s probdaljuk meg javitani az aldbbi bees-

18631t: Osf. (4 - Vx2+y2)dx dy s 16x  ahol
A

A= {{x,y) 1 x2 + y?2 su}.
k. Adjunk becslést a kdvetkezd integrdlra:

1f dx dy
] 1 & ]
x| +]yls10 100 + sin“x + sin‘y




3. A KETTOS INTEGRAL ATALAKITASA KETSZERES INTEGRALLA.
A KETTOS INTEGRAL TRANSZFORMACIOJA

A kettds integrdlt kdzvetleniil a definicidé alapién,
ill. az 1.17. tétel alapjén alkalmas, minden hatdron tul
finomods felosztdsokhoz tartozd integrdlkdzelitd &sszegek
sorozatdnak hatdrértékeként ritkdn, &s akkor is kdriilményes
szdmoldssal hatdrozhatjuk meg. Célszerll ezért olyan méd-
szert keresilink, amellyel - legaldbbis specidlis integri-
cids tartomdnyok esetében - vissza tudjuk vezetni a kettds
integrdl kiszdmitdsdt egyvdltozds flggvények integrdlidnak
kiszamitdsdra.

Foglalkozzunk eldszdr azzal az esettel, amikor az in-

tegrdcids tartomdny négyszdg.

3.1. Tétel. Legyen f integrdihatd az N=[a,b] x[c,d]
négyszdgdn, és tegyilk fel, hogy csysd esetén létezik

2z /y-tél természetesen fliggd értékil/

b
f
(%) gly) = J f(x,y)rdx
R

integrdl. Ekkor g integrdlhaté [c,d]-ben, és

d
:

(x%) JrJ’ £x,y) dx dy = [ely) oy
N c

Bizonyitds. Vegylink fel [c,d]-ben tetszdleges
c = Yo <¥y<e--<y, = d osztépontu felosztdst és
yi.q S njs yj k&zblllsS helyeket, tovdbbd {a,b]-ben is egy
a = x0<<x1'<... <X, © b osztépontu felosztdst. Az x = x4
s y= Y3 (i=0,...,m; =0,...,n) rdcsegyenesekbsl készi-
tett négyszdgrdics Nij racsnégyszdgel N-nek egy felosztdsat
adjdk. /7. &bra/
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Iy Legyen 1.2.d Jjeldléseivel
m,.=inf £(N,.,),
yn'_-d “ 1] 1]
Y/ : M.. = sup £(N..}.
N
nj+ _“_J% 1] 1]
41 I Ekkor a (#) képlettel &rtel-
c E mezett g flggvényre
i :
E - g(nj) = Jf(xsﬂj) dx =
O=Xp X1 & X xﬂ't:b x a
7. &bra X.
n rl
) J f(x, n.) dx,
iF1 J
&s mivel i-1
X5 S XS XA, esetén mijéf(x,nj) §Mij,
azért

).

m m
Ym..{x,-x, Jsgln.) s § M, (x,-x,
jzp 33001 i-1 | j01 10004 i-1

lgy g-nek az adott felosztdshoz és nj helyekhez tartozd

ktzelitbbsszegére

n
(x.~ - <
1 i lmij\xi Xi_l){yj yj'l) —:]E

0"
"
o149

"e~—19

j gn)(y =y, |) s

13
o~

<

< M..(x.-x..){y.-v. ) = 8§
j=1 i=1 13 1 1) yj y]—l

adédik, ahol s és S az f fliggvénynek a tekintett négyszdg-
ridcsos felosztds mellett megfeleld alsd és felsd Bsszeg.
Ha most adott e > O-hoz olyan 8 > O-t valasztunk, hogy N-nek

minden 6-ndl finomabb felosztdsa esetén /1.17./

R~ e<ssS R + g, ahol R = J[f X,y dx dy,
N

L1¢]



és [c,d]-ben = -nél finomabb felosztdst készitiink, akkor

la,bl-ben is % -nél finomabb felsoztdst készitve, a négy-

rofor tojo

szdgracsos felosztds §-ndl finomabb lesz, ugyhogy

n
R - ¢ < jglg(nj)(yj—yj_l) < R+¢e,
g tehdt integrdalhatdé [c,d)-ben,

d
{

Jg(y) dy = R,
Cc

tehdt, teljestil (##). ()

3.2. MEGJEGYZES. Az eldbbi tételben természetesen x

&s y szerepe relcserélhetd, azaz feltéve, hogy rdgzitett
asx £b mellett mindig 1étezik a
ed
hix) = J f(x,y} dy integral,
c

b
IJ flx,y) dx dy = J h{x) dx.
a

W
N

3.3. A 3.1. tétel, 1i1l. 3.2. megjegyzés tartalmdt rd-
viden ugy szokds megfogalmazni, hogy az

[
J

P

; flx,y) dx dy
N
kettds integrdlt /terlileti integrdlt/ az
e IS
r : ) '
{+) J[ Jf(x,y) d%de ill, J [ Jf(x,y)dyJ dx

C a & C

kétszeres integrdlid lehet &talakitanni, ha a kettds integ-

rdl &s a (+) alatti valamelyik belss integral a régzitett

-]

13
-+



vdltozd minden széba i6v8 értéke mellett létezik. /Ez biz-
tosan teljeslil pl. f N-en folytonos/.

A (+) alatti kétszeres integralokban a belsd integral
zardjelezése el is hagyhaté /ilyenkor azonban vigydzzunk

arra, hogy a kiszamitds mindig belldlrdél halad kifelé/:

30 2
j. | flxoy) ax dy, 11l | ] fy) ay ax.
C

s} a a

végill megemlitjlik még a

a b b ?
Idy [f(x,y) dx, ill. de jf(x,y) dy
c a a c
jeldlésmddot.

3.4. MEGJEGYZES. A 3.3.-beli (+) képletek azt mutatjék,

hogy az [J] f dx dy kiszdmitdsdndl addéddd kétszeres integra-
N
lokban az integrdlds sorrendje felcserélhetd. Hangsulyoz-

zuk, hogy ez csak négyszdgtartomdnyon vett integrdl eseté-
ben &ll.

Jelentse pl. N az {(x,y) : -2sxs2, 1sys 3} négy-
szdget. Exkor f(x,y) = x2+4y esetén
([ A f b2 T
ij(x,y) dx dy = J J (x2+4y)dy dx = } [x2y<+—%—J dx
N x==2 y=1 X==2 y=1
2 2
ff )] f 37
= J l3x2+18-(x2+2)de = J (2x2+16)dx= .. 64 + 5~ 74,67
x==2 X==2
Masrészt, eldszdr x szerint integradlva:
¢ 3 2 3‘ ; »
”f(x,y) dx dy = J J (xZ+4y)dx dy = 2 J [53—+L;yx] dy =
B y=1 x==-12 _ y=1 x=0
3rr8 ) 27 f0oa 1 1)
= 2. J [§+8dey=16 [%*%} ] =1sl1+§-§-§J =
y=1 y=t



= 80 - %? ~74,76.

Sokszor megkénnyiti az N négyszdgtartomidnyra vonatkozd
kettés integrdl kiszdmitds&t az aldbbi tétel:

'3.5. Tétel. Legyen N = [a,b) x [e,d], flx,y) = g(x)+h{y)
tovabbd gla,bl-ben, hl[c,d]-ben integrdlhaté egyvaltozéds

g{x)+h(y) integrdlhaté N-en, és

fliggvény. Ekkor f(x,y)

] ( ? y r? |
|£(x,y) ax dy = [ Jg(x)dx}-“h(ymyJ- :
N a o

—

Bizonyitds. Mivel integrdlhaté fliggvények szorzata is
integrdlhaté /2.5.c)/, ha g1(x,y) = g(x} és hl(x,y)=
= h(y} integrdlhaté N-en, ebbdl mar kdvetkezik f integ-
rédlhatésdga N-en. Szimmetriaokokbdl nyilvan elég be-
latnunk pl g (x,y) integrdlhatésdgit. Ha a 3.1. tétel
bizonyitdsédban leirt médon N-ben négyszdgricsos felosz-
tdst készitlink és 0i jeldli g ingadozédsat [xi-l’ xi]-
ben, akkor g1 oszcillicids

m
9, = izloi(xi-xi_l)(d—C) = a(d-c),
ahol @& a g fliggvény oszcilléciés Bsszege az
a = X <X3<...<x, = b osztépontu felosztds mellett.
Ez Q-val egylitt tetszblegesen kicsiny lehet.
Tudva, hogy f integré&lhatéd, a 3.1. tétel alkalmaziséa-
val kettSs integrdlja kétszeres integrdlid, ez pedig
egyszeres integrdlok szorzativi kdzvetleniil atalakit-

haté. =

Pl. Legyen N ={{x,y}:0sxs51, 1sys 2},
f(x,y) = XY = K.Y,
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2 1 2
e Yax ay = eX+e™Y dy dx = eX | 7Y dy ax =
y
x=0 y=1 x=0 y=1

2 -

2 1
=1l ==+ .
e e2

]
1 S—
o
»
Q.
4
3
H S————— B
M
|
<
(a8
3
1]
-1
o)
"
—
| ——

A kett®s integrdlnak kétszeres integr&lléd valé &talakitédsa
olyan médszer az integral kiszamitdsdra, amely nemcsak négy-
sz8gtartomdnyok esetében alkalmazhatd, hanem elég egyszeri
szerkezetil g&rbevonalakkal hatdrolt idomok esetében is.

Utébbiak jellenzésére vezessiik be a kdvetkezd elnevezést:

3.6. DEFINICIO. Legyen fl és f2 az [a,b] intervallumban
folytonos, tovédbbd a£x=b esetén fl(x) < fz(x). Ekkor az
N, = {{x,y}:asxsh, fl(x) £y s fz(x)} alaku halmazckat x-

X
re nézve normdltartomdnynak nevezziik. /8. é&bra/

) |y
Y y=f {X}
1 7] , d F o o — e e —
—
! /
il | y=§,fx} ct————
= |! x=gly) x=g,fyl
a b % -~
B. abra 8. &bra

Hasonléan az N = {{x,y) : csy=sd, gl(y) sxsg,(y)) ala-
ku halmazok /ahol 21> 82 [¢,d]-ben folytonos figgvények/ y-
ra nézve normaltartomédnyok. /9. &bra/

by



Ha f normaltartomdnyon értelmezett integrélhaté fligg-
‘vény, akkor beszélhetlink ott f integr&ljérdl, mert igaz az
alabbi 411ités:

3.7. Tétel. Barmely normal- Y y=hix
-2
tartomdny korlatos, zdrt és d4—— //
mérhetd. ' N

A tétel bizonyitdsat fel-
adatként tizziik ki.

y=fix
c _____

3.8. Tétel. Ha f folytonos } !
az N = {(x}y):as X<Db,. a B j:
fi{x)sys fz(x)} normdltarto-

: 10. é&bra
manyon, akkor
b 2(

{ 3

JJf(x,y) dx dy = J J X,V) dyj dx.

N =a y=f, (x)

x

Bizonyitéds. Mivel fl és f2 [a,b}-ben folytonos, felve-
szik [a,bl-ben legkisebb, ill. legnagyobb fliggvényértéki-
ket. Jel&ljtk fl[a,b]-beli legkisebb fliggvénvértékét c-vel,
le},ta-beli legnagyobb flggvényértékét d-vel. /10. &bra/
Ekkor N = [a,b] x [c,d]-n értelmezzik a k&vetkezd flgg-
vényt:

fix,y), ha (x,y)ENX

g(x,y) =
0, ha (X,y)EN-

Mivel N, mérhets, zért és f ott folytonos, g Ny-en integ-
ré&lhaté, és nyilvan integrdlhatdé g N - N -en is, és igy

N-en is, tovabba

JJ g{x,y) dx dy =Jf glx,y) dxdy+ J[ glx,y) dx dy =

N Nx N-N,
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Jf(ﬁ,y) dx dy, mivel az (N-NX)—ra kiterjesztett in-

i

X tegrdl nyilvéan 0.

Rogzitett a€x£b esetén

0 ha ¢sy< fl(X)’
glx,y) = flx,y), ha fl(x)é y < fz(x%
0, ha f,(x) <y=gd.

Igy e régzitett x mellett g(x,y) y fliggvényeként integral-
haté [ec,d]-ben, és

4 fl(x) fz(x) a
Jg(x,y) dy = J glx,y) dy + f glx,y) dy + J gix,y) dy =
c c fl(x) fz(x)

f2(x)

=D + J flx,yldy + 0.
fl(x)

Eszerint teljeslilnek a 2.1. tétel feltételei g-re és igy

[ 1 P \
[[£6y) ax ay = h gy ax ay = | [ [ gle,y) ay) ay -
N N X=a y=c
* b fp(x)
P f \
= J l J fix,y) ddex. *
X=a y=fl(x)

3.9. MEGJEGYZES. Teljesen hasonléképpen adédik a 3.6.-
beli Ny normaltartoményon folytonos f fliggvényre kettSs in-

tegrdljét kétszeres integrdlld &talakitd kdvetkezd képle-
tink:

a 8ty
fjf(x,y) dx dy = J [ J fix,y) dx) dy.
Ny y=c x=g, (y)

Lg



Az elébbiek értelmében véges sck, pdronként egymdsba
nem nyuldé normdltartomdny egyesitésén is integrdlhaté az
ott folytonos f fliggvény, kettds integriljit az egyes nor-
mdltartomdnyockon vett integrilok Osszege szolgdltatja /2.2/,
s ezeket azutdn kildén-kiildn az eldbb ismertetett médon két-
szeres integrdlld alakithatijuk at.
Pi. az f(x,y) = 3x - y2
figgvénynek a 11. &brdn 1l4t- by
haté trapéz alaku tartomdny-
ra vonatkozd kettds integril-
jat igy szamithatjuk ki: (23!
Az integrdcidés tartomény 2

p
tekintheté x-re nézve normdl- A

tartoménynak. A hatdrold gdr- 3

bék egyenlete:

1ll. &bra

y:O,y: +2,X=O,X=3,

igy tehat J(3x-y2)dx dy =

e WX

[ (3x—y2)dy] dx =
J= =] 3 X

X {2-1)

y=0 12. &bra

f 1,x 3 B3 _
lx2+6x-§(§ + 2) }dx R, = 15,75.

i
x=0
Az f{x,y) = sin(y-x) fliggvény 12. &brdn ldthaté B tar-
tom&nyra vonatkozd kettds integrdljadnak kiszdmitdsdndl cél-
szeriibb B-t y-ra nézve normdltartominynak tekintenink /ha
ugyanis x=-ra nézve tekintenénk normdltartomdnynak, akkor
nyujtand a szdmitdst az a tény, hogy a P1P2P3 tértvonal
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egyenletét egy képlettel nem tudjuk megadni, csak kettdvel,

igy két kétszeres integralt kellene kiszamitanunk.

0 yv+3
rr T \
JJ sin(y-x)dx dy = J [ J_ sinly-x) de dy =
B ' y==1 x==-2y
0 ' Q
i y+3 f
= J [cos(y—x) dy = j(cos 3-cos 3y) dy =
y=-1 X==-2y -1
. 0 .
I:y cos 3 -5—“—‘3—31] = coss-ﬁl;‘3w—1,oa7.
-1

3.10. A kettds /tertileti/ integrdl kiszamitdsdra szol-
gald tovabbi médszerkdnt a helyettesitéssel valé integréa-
l4s szabdlydnak megfelelSjét keressiik. E szabdlyt egyvalto-
z6s fliggvény hatdrozott integrdlja esetében /nem a legdlta-
lamosabb alakjdban/ igy fogalmaztuk meg:

Ha f integrdlhatd [a,bl-ben, az x = @(u) helyettesitést
alkalmazva, ahol ¢ egy [a,B] intervallumban szigoruan mono-
ton és folytonosan differencidlhaté figgvény és o ([a,B]) =
= [a,b] akkor ¢(a) = a, ¢(B) = b esetén /vagyis ha ¢ mono-

ton ndvekvds/

b fB

Jf(x) ax = | f[w(u)]w‘(u) au,
a o

ill. 9la) = b, ¢(R) = a esetén /ha ¢ monoton fogyd/

b a

f { ] f 1( 3
[£00 ax = | f[to(u)J(o'(u) @ = f[tp(u)J[-w'(u)Jdu-
a 3 ) a

A monoton ndvekvd ill. monoton fogyd o esetét egy képletbe
foglalva 8ssze, a tett feltevések mellett a helyettesitéses
integrdlds szabdlya igy irhatd fel:
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b B
(+) ff(x) dx = J f{m(u)”cp'(u)’du.

a a

A (+) kxéplethez hasonlé 4dtalakité képletet keresiink
kétvaltozés fllggvény kettds integrdljanak transzformicid-—
jara.

Legyen f integrdlhaté az A C R? mérhetd halmazon, é&s
vezessllk be x &s y helyett az u és v valtozdkat, amelyek

az eldbbiekkel az
(++) x = ¢(u,v), y = plu,v)

képletek alapjan fiiggnek Ossze. Olyan B mérhetd halmazt
keresilink, amelyre a (++) képletekkel megadott

¢{u,v) = [cp(u,V), w(u,v)I

leképezésnél ¢(B) = A, &s azt vdrjuk, hogy
ff
(+++) JJf(x,y) ax dy =
A

= J f[m(u,v), w(u,v)]‘A(u,v)'du dv
.

lesz; ahol azonban nem vildgos még, hogy milyen [4{u,v)]|
kifejezés veszi 4t a (+)-ban felléps |¢'(u)| tényezd sze-
repét.

A feltett kérdésre elSszdr abban a specidlis esetben
adunk vdlaszt, amikor f =1 /amikor tehdt a bevezetd T.1.3
feladat értelmében lathatd, hogy {+++) bal oldala A teri-
letének mérdszé&mat adja meg/. Ekkor tehdt {+++) a kdvetke-

zd képletbe megy 4t:

du dv,

t(a) = ” 1. dx dy = ma(u,v)
A' ’ ug




vagyis olyan |a(u,v)] kifejezést keresiink, amelynek B-re
kiterjesztett integrdlia megadja a ¢{B) = A képhalmaz te-
riiletét.

3.11. Tétel. Legyen B mérhetd, G nyilt halmaz R2-ben
BCBLGCR2, ¢ : G~ R2 folytonosan differencidlhatd, B bel-
sejében kdlcsdndsen egyértelmi leképezés (¢(u,v) =
ur %y v, wu’ lpv foly-
tonos G-n, p, q€int B, p # q esetén ¢(p) # ¢(q)}. Ekkor

= {e{u,v), ¥{u,v)) megaddsandl ¢, e

${B) is mérhetd, és

'tl¢(B)} = jJ }A(u,v) du dv,
B

ahol: A(u,v) = o b, ~ @ /Jacobi-determindns/.

by Yy

A tételt nem bizonyitjuk. * A{u,v) szokdsos jel8lése
A(u,v) - 3($sw)

A{u,v)

Tetszdleges integrdlhatd f (x,y) flggvény kettds integ-
rdljdnak transzformdciéjaval kapcsolatban m&rmost a kévet-

kezdt mondhatjuk:

3.12. Tétel. Legyen BC BCGCR?, B mérhetd, G nyilt,

¢ : 6+ R? folytonosan differencidlhatd kdlcséndsen egyér-

telmli leképezes, ¢(B) = A. /3.11. érta2lmében akkor A mér-

hetd./ Ha f integralhatd A-n, akkor 4(u,v) = [e(u,v),
'«I’(uav))

1

!!f(xy)<bcdy= jff[w(u,v),w(u,v)JiA(u,v)}du dv ,

A B
‘ lo, @,
ahol: &a(u,v) = ale,y) z A tételt nem bizonyitjuk.
. alu,v) ", *
u *v
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Irjuk fel 3.12. 411it4sat egy gyakran eldforduld spe-
cié&lis esetben, ti. poldrkoordindtds transzformdicidéra:

3.13. Tétel. Legyen x = r cos¢, y = r sing, rz 0,
asesa+ 2n /ekkor a poldrkoordinatds transzformacid ele-
get tesz a kdlcstnbsen egyértelmiiségre tett megszoritdsnak
B belsejében. Ha BC[0, +=] x [a, a + 2n] mérhetd, és B
polérkoordindtés traszformdcidval adédd képét A-val jeldl-

jlik, akkor, amennyiben f A-n integrdlhaté,

Jf

ey

(e '
fx,y) dx dy = JJf(rcosw, rsine}r dr de.
B

™

/Azt a tényt beldtni, hogy amennyiben 3.12. &llitdsét el-
fogadjuk, abbdl most specidlis esetként

Ircosy 3Ircose

: . ar I
Alr, @) = 3{rcosyp, rsine) - -

3{r,e) drsing 3¥rsine
ar 3

cos¢ - rsiny

sing rCose
= v (cos?y + sin?el)= r

adédik, nem okoz problémét, az aldbbiakban azonban nem
3.12.-re ta&maszkodva, hanem k&zvetleniil kivanjuk 3.13. &i-
litds&t igazolni./

Bizonyitds. Legyen specidlis [y
esetként

B=N={{r,v):02asrsh,
aS¢eSBSc + 20}

és jeldlilik ¢~vel az —

—— . —— — a——— — ——— — o —— b

(+) x=r cose, y = r sing 13, abra



képletekkel megadott leképezést. N kép a ¢(N) kdrgyl-
rii-¢ikk /a = 0 esetén kdrcikk, a>0, B-a = 21 eseté&n

kérgylirti, a=0, B-a = 21 esetén k&rlemez/ az xy sik-
ban, és beladthaté, hogy ¢ az egymdsba nem nyuld Ny

és N, négyszbgeket egymdsba nem nyuld ¢(N1) és ¢(N2)

halmazokban viszi &t. ¢(N) terilete

t(¢(N)) = 2 b2(B-a) - 3 a2(p-a) = 2L (b-a)(p-a) =
- a+b
= — t(N)
/13. &bra/. Ha tehét
n
{(++) N = UN,
i=1 1

az M négyszdg egy négyszdgrdcsos felosztésa, akkor

{444 $(N) = ¢(Ni)

i=1

. cg

¢ (N}-nek felosztdsa /egymésba nem nyuld, mérheté hal-
mazokra vald felbontésa/ /14. &bra/ Mivel a (+) fligg-
vények a zart N négyszbgbn egyenletesen folytonosak,

minden e > 0O-hoz van olyan 6> 0, hogy ha a (++} felosz-
t4s 6-ndl finomabb, akkor a {+++) felosztds e-n&dl fi-

nomabb lesz.

N i

Phe I UV S N1
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Legyen (ri, ¢i)€lﬂi tetszdleges pont Ni-ben és

. = T, . . = r. si .
El rl Ccos 95, nl i s1in wl

A feltétel é&rtelmében f A =¢(N)-en integrdlhaté, tehat
korlédtos, legyen |f| £ X, ekkor

Y N
(++++)} L flegsn.) t[¢(Ni)]- ) £(r, cose, , riSinwi)Pit(Ni)f

|1=1 izl
| F [ ( I ' :ll
= |i)::lf(£i,ni) tl¢(Ni)J r, t(N,) |g
| § | . T |
< Kliglt[mi)} R URIEE r’i—r.iit(Ni)s

ahol ri jeldli az Ni négyszdg alsé és felsd oldaléhoz
tartozé r koordindta szdmtani k&zepét. Ezért a (++++)

bal oldalédn &l16 két Osszeget o'-vel és o'-vel Jeldlve
o' -o" | £ Xa,

ahol Q az r filggvénynek az N négyszig (++) felosztds-
hoz tartozd osztcillécids Osszege.

Ha még (r;, w?) EN és o, o**-gal jeldlijlik a o' és

o" -hdz hasonlidéan (ri, wi) helyett (r;,w;)-gal képezett

bsszegeket, akkor ugvanigy

|o* - o**| < K@
vagyis |o' - o] s le" - 6" 7] + 2Ke,
le" - "] 2 |o" = o |+ 2Ke

Ha mérmost az f flggvénynek a (+++) felosztdshoz tar-
tozd oszcilléciés Gsszegét Q'-vel, f{rcosp, rsine)r

(++) felosztdshoz tartozdé oszcillédciés Usszegét pedig
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1

Q¥-vel jeldljiik, akkor eldébbi eredménylinkbdl kdvetke-
zik, hogy

Q' £ QU+ 2KQ, @" £ Q' + 2KQ.

Ha teh#&t feltesszilk, hogy létezik az

fr
(=) H f{rcosyp, rsing)r dg dr
N

integral, akkor a (++) felosztds minden hatdron tul
valé finomitdsakor @" + 2K + 0, tehat @'— 0, és 1é-
tezik )

(%%) ” £(x,y) dx dy.
o (N)

Megforditva, ha létezik (*%) &s (4+)-t ismét minden
hatdron tul finomitjuk, akkor (+++) is minden hatdron
tul finomodik, tehdtQ' + 2KQ - 0, igy Q" -0 és léte-
zik (=},
Ha tehat akar (#), akdr (*%) létezik, akkor minden ha-
tdren tul finomodd (++) felosztdst véve og" tart (%)-
hoz, o' (*#)-hoz, @ - C, ugyhogy |o'-o"| £ K@ miatt
jj fi{x,y) dx dy = JJf(rcosw, rsinelr de dr.
¢ (N) N
Ezzel a tételt specidlisan r¢ sikbeli N négyszdgtarto-
m&nyra (B:zN) bebizonyitottuk.

Legyen most BCN tetszdleges mérhetd halmaz és

1, ha (x,y)€¢{B} = A,
glx,y; =

C, ha (x,y)E$(B} = A.
Ekkor:

g{rosy, rsinpl)= 1, ha (r,p) €B,
hir,e} =

0, ha {r,e) € int N - B.

h és hir,o)r-is integrdlhat6é N-en, ugyhogy g integrél-
haté ¢{N)-en s vele egylitt valamely ¢{N}-et tartalma-



e . i e v = A i T M e MM = Tt — — . —— T —

z6 N' négysz8gdn is. EbbSl kdvetkezik, hogy ¢(B) = A
mérhetd /ugyanis g-hez az N' négyszdg valamely négy-
szdgrdcsos felosztdsdndl alsé Ssszegként a ¢(B) 4&ltal
tartalmazott rdcsnégyszdgek teriiletdsszege, felssh Bsz-
szegként a ¢(B)-t metszd racsnégyszdgek teriiletdsszege
tartozik, e két terillletdsszeg killdnbsége tehdt tetszs-
legesen kicsiny lehet, £. 1.18.3. feladat/.

Ha most f az elSbbi ¢(B) mérheté halmazon integrdlhatd
fliggvény, akkor kiterjesztve f értelmezését ¢ (M)-re
ugy, hogy ¢{(N) - ¢(B) pontjaiban 0-val legyen egyenl§,
f ¢{N)-en integrdlhatd lesz., Létezik tehdt a /(%) in-
tegrdl. Mivel pedig (r,p) E N-B esetén a (#)-beli in-
tegrandusz eltilinik, sziikségképpen létezik

IJ f(rcose, rsing)r de dr

és egyenld (*)-gal, Végiil is

F(x,y)dx dy =

JI f(x,y)dx d j
Y y =
(B (N)

) ¢

2

$

(r :

=JJ f{rcose, rsing)r de dr = {f(rcosw,rsinm)r de dr. =
JJ)
B

N

3.14. Sziamitsuk ki a
z = xy fliggvénynek a 15. &bran
l4thaté A tartomdnyra vonatko-
z6 kettds integraljat.

Az A tartomanyt hatdrold
gdrbék poldrkoordindtds egyen-

lete =0, =14 cose /a Thales-

— -tétel értelmében/,

15. &bra Q:O,Q:%,

55



tehdt poldrkoordindtds transz-

r

formacidéval a 16. dbrdan 1lat-

haté B tartomdny képe lesz
4.

Ifxy dx dy =
A

r=4cos?

rZcose sine r dr de =

Sy
——

ve]

¥
16. 4&bra

ot . Ycose
[f— S1lng cosm] de=

0 r=0

Ycose
3

r
]
33ing cose érJ dg = J

r

—_—
ST
m—

1
—

-

6 2
6L - CCos579 = EE = 10,67.
6 ~ 3
. ©=0

"

Ennél a példdndl is l&thattuk, hogy akkor célszerii a
kettds integral kiszdmitdsdndl polarkoordindtds transzfor-
mdciét alkalmazni, ha az integrdcids tartomdnyt hatdrold
gdrbéknek egyszeril a poldrkoordindtds egyenlete /tehdt nem
&z integrdlandé figgvény alakja, hanem elsdsorban az integ-
rdcids tartomdny indokolja az esetleges polarkoordindtds

transzformdcid elvégzését/.

3.15, Kettds integrdl segitségével szamithatd ki az

alabbi egyszeres improprius integral:

/Ezzel az integrdllal pl. a valédszinlségszdmitds alkalmazi-
sai sordn fogunk taldlkezni. Az integrdl konvergens, mert
{1, +=)-ben
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Az improprius integrdl definiciéja alapjan /Valés egy-
vdltozés fliggvények integrdlszdmitédsa II.1.2./
n
-u2
I = 1im [ e ¥ du,

n-ro

0

vagyis az integrdcids valtozdt egyszer x-szel,
nal jel&lve 3.5.-t alkalmazva.

egyszer y-

fn rfl 3 fn fn A 2
-2 -l -yl
I2 = lim l Je 7 ax - Je y dyJ = lim J J e Yax dy.
A 0 N*“%20 y=0
ly A 17. &brabél 14athats azonban,
hogy ekkor egyszersmind
?n én 2.2
2n _ x2a
n \\\7 _ I2 = lim J f e T ax ay,
n §§‘ N 00
\\\;g
k\ S§\ — ill. a 17. 4dbra jeldléseivel
n 2n b 4 n n
ax 22
J Je TV %ax ay s
17. &bra o 0
- 2n 2n 2 2
< JJ e Y 4% dy s J [ e ¥ 7Y 4x ay ,
Kn 0 0

tehdt egyszersmind

N>

lim jje -x%-y dx dy.
%

Polarkoordindtds transzformdcidét al¥almazva

([ -x2-y2 i r% 2? -p2 o ? —p?
LJ e dx dy = J ] e "rdr dy = 5 é e r dr
n

=0 r=0

n
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3.16. Feladatok.

Mutassuk meg az N = {(x,y):0sxs1l, 0<ys1} négyzeten

értelmezett
L . . P
(-l, ha x€ [0, 5) és, 0sys 1 raciondlis;
1, ha x€ [0, %) s, 0 £ y £ 1 irracicndlis,
fx,y) = ‘
1, ha xez[%, 1] és, 5 £ y-2 1 raciondlis,

1 irraciondlis.

A

-1, ha x€ L%, 1] &8s, 0 s ¥y

fiiggvény esetében, hogy egyik kétszeres integrdlja 1lé-

tezik, bar £ N-en nem integrilhatd.
Igazoljuk a 3.7. tétel 4&llitasat.

Igazoljuk, hogy folytonos f figgvény esetében

T TT
de Jf(x,y)dy = de Jf(x,y)dx (a>0).
0

0] 0. Y

Mutassuk meg, hogy ha f folytonos [z, bi-ben, akkor

TN
[ If(x)dx] < (b-a) sz(x)dx.
a

a

/Tekintsiik e cé1pél (f(x)- £(x)}2-nak N = [a,b] x {a,b]
-n vett kettds integrdlidt./

1n &
2

2 2
< ff1ln 5..%"— dx dys 0, ahol T
T

az x=1, y=1, y=1l-x egyenletesek &ltal hatdrolt tartcmany.

Igazoljuk, hogy -



4, HARMAS INTEGRAL

I71.1.5.~ben megadtuk a mérhetd A CR™ halmazon integral-
haté m-valtozdé f fliggvény t8bbes /m-es/ integrilhatdsdganak
definiciéjdt, majd II.l1.6.-ben értelmeztik f A-n vett integ-~
r4dljét. Ezt specidlisan m=3 esetére alkalmazva haromvdlto-
z6s fliggvények integrdlhatésdgdnak, 11l. a hé&rmas integrdl-

nak fogalmdra jutunk:

4,1, f:H~R (HCR3) integrdlhaté a mérhetd ACHCR3

halmazeon, ha

sup{s(f,F)} = h = H = inf{S{f,F}}

ahol {s(f,F)}, ill. {S{f,F)} A “sszes lehetséges egymisba
nem nyulé, mérheté részhalmazokra valé felbontdsdhoz tar-
tozé alsé és fels6 Gsszegeinek halmazdt jel&li. f integril-

ja A-n ez a kBz8s h = B = R érték, melyet igy jeldltiink:

R=J £dt =[] f{x,y,z) dx dy dz.
A A

Ha A-n f= 1, akkor

Jrr1. dx dy dz = t(A).
A

Az f fliggvény A-n valé integrdlhatéségéra megadott
szilkséges és elégséges feltételek /II.1.8./ most is alkal-
mazhaték, igy II.1.17. most is médot nyujt arra, hogy pl.
egy zdrt, mérheté A CR® halmazon fcolytonos haromvdltozds
fix,y,z) fliggvény A-ra vonatkozé hérmas integrdljét /amely
J1.1.15. miatt biztosan 1étezik/ alkalmas, minden hatéron
tul finomodé felosztésokhoz tartozd integrilk&zelitd Bsz-
szegek sorczatdnak hatédrértékeként hatédrozzuk meg. E ne-
hézkes mdédszer helyeft azonban jcbbat kereslink, a kettds

s

(e}




integrdl kétszeres integr&llid valdé dtalakitasdnak megfele-
163ét.

Foglalkozunk elSszdr azzal az esettel, amikor az in-
tegrédciés tartomdny tégla, ezutdn térjlink rd - a kétvalto-
z0s esethez hasonlban - normidltartomdnyokra vonatkozd in-
tegrdlok kiszdmitésdra, majd a hdrmas integrdl transzfor-

maciéjara.

4.2, Tétel. Legyen f integralhaté a

T = [al’bl] X [a2:b2] X [assb;a]

téglén &s vezessilk be a:z

N = Ialgbl] X [az,bzl
jeldlést. /N a T tégla vetiilete az xy sikon, ugyhogy
T = N x [ag,bgl./

Ekkor_

o

‘, (% 1
(%) J” f(x,y,2) dXdde-':JJ l f(x,y,2) dzJ dx, dy
T N

ey

3

ha a jobb oldalon a z&rdjelben 4116 belsd integril léte-

zik minden régzitett (x,y) €N mellett;

3
(**)J” f(x,y,2) dxdydz= J [”f(x,y,z) dxdy}dz
T N
a
3

ha a jobb oldalon a zé&rdjelben 4116 belsS kettds integril

létezik minden rdgzitett z € 153, byl mellett,

A tétel bizonyitasa a 3.1. tétel bizonyitds&hoz hason-
1&an t8rténik, feladatnak tllzzilkk ezért ki. #
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4.3. MEGJEGYZES. A (%) és (*x) képleteket is szokés
’zéré.j‘elek nélkil is irni. Természetesen mindkét képlet to-

vadbb alakithatd, a benne szerepld kettds integrdlnak két-
szeres integrdlléd valé &dtalakitdsdval. Igy a hédrmas integ-
rdlt megfeleld kik&tések mellett haromszoros integrilla

tudjuk dtalakitani:

b3 b1 b2 b3
frr ffrf f f
JJ f(x,y,2z) dx dy dz = JJJ f(x,y,z)dzdxdy = J J J fdxdydz
T N aj a; a, ag
ill.

by by by by _

”J f(),(sY,z') dx dy dz = I” fi(x,y,z) dx dydz=f J [fdxdydz
T N a, a

3 824

/Az integrdlok kisz&mitdsa most is mindig bellilrdl kifelé

halad./ L&thaté az is, hogy barmelyik étaiakitésban tetszd-

legesen felcserélhetd az egyes valtozdk szerepe /ez csak

akkor 411, ha az integrécidés tartomény tégla/.

A normdltartomény fogalmét most igy célszeril értelmezni:
4.4. DEFINICIO. Legyen BC R? mérheté, z4rt halmaz, f1

és f, B-n folytonos fliggvény, és £, = f, a B halmazon. Ek-

kor az

Ny = ((x,3,2) ¢ (x,y) €3, £,06,y) 25 £,(x,y))
iz

alaku halmazt xy-ra néz-

zZ=
ve normdltartomé&nynak hix.yl

nevezzilk. /18. &bra/ ‘ﬁ‘
aﬁ‘ =4{X.y;
4.5. Tétel. A uu.-

ben értelemezett N

normaltartomany korla-
tos, zdrt mérhetés. wi'
Ennek bizonyitdsidt is x

feladatként tilizziitk ki. # 18. &bra

|
[
Xy | B
|
|
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4.6. MEGJEGYZES. 4.4.-hez hasonléan értelmezhetd az

yz, 111. zx~-re nézve normidltartominy. Az ny-ra vonatkozé

4llitédsok értelemszeriien ezekre is igazak.

4.7. Tétel. Legyen f folytonos a 4.4.~ben értelemezett
ny normdltartominyon. Ekkor
z=f,(x,y)
{rr frf f 3
”J flx,y,z) dxdydz= ” l f(x,y,z)dzJ dx dy.
N, B z=f1(x,y)

Bizonyitds. A 3.8. tétel bizonyitdsdhoz hasonléan most

N ~T €8y

Y
T = [al, bll X [a2, bz] X [aa,ba]

tégléaba toglaljuk, ezen egy

flx,y,2), ha (x,y,z)Eny
2

0 ha (x,y,z}) € - N

glx,y,2)=
y

fiiggvényt értelmezlink, &s megdllapitjuk, hogy %.2. alapién

[f :
Jjj[ f{x,y,2) dxdydz=”J g{x,y,z) dxdydz =
T

Nyy
b3 fz(x:Y)
= ijr [ Jf glx,y,2) dz ‘ldx dy =J'£[_ } f(x,y:z)dz} dx, dy,
N e J £0x,y)

ahel: N = [al’bi] X [a2,b2], ugyanis

0, ha {x,v)€ B, az s z<f1(x,y)
g(X,v,2)= o, ha (x,y)€ B, f2(x,.y) <z % b,
0, ha {x,y) € N-B, azs z s by
f{x,vy,z), ha (x,y)€ B, fl(x,y).s R fz(x,y)
' /vagyis {(x,y,z) €N xyy *



4.7. a 4.2. tdtel (#) képletének alkalmazdsédval add-
dott. Tulajdonképpen még nagycbb jelentdségii a 4.2. tétel
(#+#) képletébdSl adddd kdvetkezd tétel: ’

4.8. Tétel. Legyen ACR? mérhetd, és tegyllk fel, hogy

{x,v,z)EA esetén ay s zS by, tovabbad, hogy minden zE[aB,b3]

mellett az
A(z) = {{x,y) : (x,y,2)€EA}

halmaz RZ-ben mérhetd. Ha most

f korlatcs és folytonos A-n,

akkor
fre
JJJf X,¥,z) dx dy dz =
b
!
= f JJf(x,y,z)dx ddez
aqy A(z)

{Az A(z) halmaz ugy keletkezik, hogy A-t a z magassagban

a3

elmetsszlk az xy sikkal parhuzamos sikkal, majd a metszet-
idomot az xy sikra vetitjiik /19. &bra/]
3
Bizonyitds. Foglaljuk A-t egy T = ><{ai’bi] tégléba
i=1
és vezessiik be ismét a u4.7. tétel bizonyitédsdban felirt g
fliggvényt és N négyszéiget. Ekkor

Hff( yax dy d _fr
[l twormecoree <[]

!__._.‘

gi{x,y,z) dx dy dz =

b
r r[[ \ rr 1
J lJJ g{x,y,2z)dx ddez = J lJJ f(x,y,z)dx ddez,
a3 43 A(z)
ugyanis r&gzitett z€{aj,b;] esetén gix,y,z) = flx,y,z),




ha {x,y) € A(z), gl(x,y,2) = 0, ha {x,y) €EN-A(z), 85 a mér-
heté A(z)-n f mint (x,y)-nak fiiggvénye korlitos &s folyto-
nos, tehdt integrilhatd. *

‘A harmas integrdl transzformdcidéjdra - bizonyitds nél-

kil - a kdvetkezd, 3.11l.-hez hasonlé tételt mondhatjuk ki:

4.9. Tétel. Legyen BCBC GCR?, B mérhetd, G nyilt,
$:6+R3 folytonosan differenciilhaté B belsejében k&l-

csdnbsen egyértelmii leképezés, $(B) = A /A ekkor mérhetd/.

Ha f integrdlhaté A-n, akkor (¢(u,v,w) =
plu,v,w), x(u,v,w))

olu,v,w),

{ {
ijf(x,y,z) dx dy dz = JIJ flw(u,v,w), Wlu,v,w), x(u,v,w);
A B

[a{u,v,w)] du dv dw,
ahol:

- Meyu,x) | . -
Alu,v,w) = Vo) - vy wv ww . # [/Jacobi-determindns./

4.10, A 4.9, tételt speciidlisan
hengerkoordindtds transzformdcidra
alkalmazva az u=r, v=¢, w= 2z je-

R

181léssel P koordindtdi /20. &bra/.

X=r cosp; ¥y = r sing, z = z

-
4
/.
Vi)

A S s L )

L

Y{(r20,. asyosa +21 esetén a leké-
pezés teljesiti a 3.13. transzfor-
macié tétel feltételeit/,

7/
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3(rcosyp, rsing,z)
3lr,e,2z)

Alu,v,w) = alr,0,z) =

cosg -rsing O
= sing rcose O = r és igy
0] 0 0

JJJ f{x,y,2) dx dy dz = J[ff(rcosm, rsing, z) r dr de dz.
i
A B

4,11, A 4.9, tételt specidli- z

san gtmb koordindtds traszforma- ff

cidéra alkalmazva az u=r, v=9, r/=

w=g 3jeldléssel ¢ koordindtdi / ;

/21. &bra/ i/ i

ST

_ . s . N

X=r sin® cos¢, y = sind sirg, N\

Z=r Ccosd

L. P .. 21. &
és 1tt 4,9, feltételei miatt az 1. abra

rz0, 0s9sn, asgsSa+2n kik8téseket kell tennilnk. Most

sin® cos¢ rcosy cosg -rsin® sing

sl u,v,w)=4a(r,8,¢) = | sind sing rcosd siry rsing cosg|s=
cos$ -rsind 0
= ... = r?sin®, és igy

f
JJJ f{x,y,2) dxdydz = JJJﬂ rsin%cose, rsin®sing, rcos®)
A

r?sinddrdsde.

4.12. Példak.

1. Széamitsuk ki az f(x,y,z) = xy2/z fuggvérynek a
T =f{-1,2} x [0,3]) x {1,4] téglara vonatkozd hdrmas
integrdlijat.
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2.

66

3
f (j xy2/z dz) dy]dy z

x=-1 y=0 z=1

2 3 2

ot /737t 16 | 373
_ 2 = == Y =
SR At I R

x=-1 y=0 z=1 x==1 y=0

2
= 48 J X dx = 72

-1
Hatdrozzuk meg az f(x,y,z) = 2x -y + 2z fliggvénynek a

= -x2-y2+4 &s z=0 felllletekkel hatdrolt H tartomdny-

ra vonatkozd hdrmas integrdljat.

H =N /hatdrold felililetek: forgdsparabeoloid és ennek

Xy
tengelyére merdleges sik/, vetlilete az xy sikoen

A= {(x,y) : x* + y2<su4}. Az integridlt vagy henger-
koordindtds transzformdcidval, vagy z szerinti integ-
rdlds elvégzése utdn poldrkcordindtds transzformacid-

val szdmithatjuk ki:

022
=Xc=yL+l
: ¥

rf f B
]JJZx-y+z dxdydz =J [2x-y+z dszxdy =
JH §

[

ZJO

=

f

I

1

1
h?x-y)(-xz—y2+u)+0,5(—xz—y2+4)2de dy =
L

A
f2 znr |
= J Jl(2rccsw-rsinw)(—r2+4)+0,5(—r2+4)2err de =
r=0 =0
? ,
= ... = om }(r5-8r3+16r)dr = .. 0= %;
0
-3

Szdmitsuk ki az fix,y,z) = [x2+y2+z2]u fluggvényének a



H ={(x,y,z):ry s VYx2+y24z? sr,) tartomdnyra vonatkozé
harmas integriljat.

G8mbi koordindtds transzformidcidt alkalmazva

(re - 2 1;2 P %
J“(x2+y2+zz]q dx dy dz = J J J (rz]q r2sinsdr dsde=
H rzr, 9=0 9=0
Y2
C e 2 T
= 21 J 7= [-coss] dr = ... = Bnl T, - PlJ.
r=r; 8=0 .

4.13. Feladatok.

Bizonyitsuk be a 4.2. tételt.

Mondjuk ki a 3.5. tétel haromvdltozds megfelelSjét és
bizonyitsuk is be.

Bizonyitsuk be a 4.5. tételt.

] _

F(t) = J f(xZ+y2422)dx dy dz.
X24y2ez2512

%% = ? /Az itt alkalmazott -~ szokdsos - jel8léssel azt

juttattuk kifejezésre, hogy az integrécidés tartomény a

H = {(x,y,z) : x%+y?+2z2 s t?} halmaz, vagyis [0,0,0] k&-

zéppontu t sugaru gémb belseje és feliilete/.

Alakitsuk &t egyszéres integrall& az aldbbi haromszo-
ros integrédlt:

b3
' f{z) dz dy dx.
x=0 y=0 z=0
1
. . - { r-:mnz
Bizonyitsuk be, hogy X'y zedx dy 4z = 0,

z=0 x2+y2ga?
ha az m &s n pozitiv egészek kdzlll legaldbb az egyik

paratlan.
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5. TOBBES INTEGRAL KISZAMITASA

Altalénossdgban megadtuk mdr II.}.5.-ben, ill. II.1.6.-
ban a mérhetd AC R™ halmazon f integrdlhatés&génak &s in-
tegréijanak értelmezését. Amennyiben az integrilt nem akar-
juk alkalmas minden hatdron tul finomodé felosztéshoz tar-
tozé integrdlkézelitddsszegek sorozatdnak hatédrértékeként
meghatdrozni, m-dimenziés tégla, ill. normdltartomdny ese-

tében a k&vetkez&t mondhatjuk meghatdrozisardl:

5.1. Tétel. Legyen

I

T = }({ai,bi], tovdbbd lgsp<m, @ = m - D,
i=1
p m

T' = Xla;,b;], T" = X [a;,b;}.vagyis T=T' x T".
i=1 i=p+l

Ea f integrédlhaté T-n, akkor a rovidebb x = (xl,...,xm)

jeldléssel

J § Jf[ [
LLIf(x) dx = 4. lJ."Jf(x', x"ydx!' |dx",
T Tll T1
ahol x' = (x',...,xé)E'T'C RP, xv :(xg,...,xa)E'T“C rY,

x = (x's x"), és feltesszlik, hocgy a jobb oldali belsS in-

tegrél minden rdgzitett x" € T" mellett létezik. ¥

5.2. MEGJEGYZES. Az 5.1. tételnek /amit itt nem bizo-
nyitunk/ nyilvdn m = 2, ill. m = 3 esetében adédé specid-
lis esete 3.1. 1i11. 4.2.

A 4.6, tételnek megfeleld tétel most igy hangzik /és

ugyanugy bizonyithatd is/:
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5.3. Tétel. Legyen ACR™ mérhetS, ACT, ahol T az 5.1.-

beli téglat jelenti, tovabbd az 5.1. tétel jeldléseivel

régzitett x" € T" esetén legyen az

A(x") = {x'eT' : (x', x")€A) CRP

halmaz RP-ben mérhets. Ha f korldtos és folytonos A-n, ak-

kor

f f f f
JJ f(x) ax = JJ”J f{x', x") dx'j dx" . »
A " LA(x")

5.4. Ervényes természetesen az integrdltranszformicid-
rél sz2616 3.11. és 4.9. tétel megfeleldje is, formé&lisan
kénnyen fel is irhatd, bizonyitédsa azonban sokkal t&bb
segédeszkdzt igényel, mint két- &s hdromvdltozds megfe-

lelbje.

5.5. FTeladatok.

69



111. A TURBVALTOZOS FUGGVENYEK INTEGRALSZAMITASANAK
NEHARY GEOMETRIAI ES FIZIKAI ALKALMAZASA

1. TERULET- ES TERFOGATSZAMITAS

1.1. A mérhetd ACR3 halmazzal megadott térrész tér-

fogata

t(A) =JIJ1. dx dy dz,
A

amint az az integrdl értelmezésébdél kdvetkezik.

1.2. Ha specidlisan A = N, = {(x,y,z):(x,y)€EB,
fi(x,y} sz f,y(x,y)}, ahol B CR? mérhetd, zart, f;, f,
folytonos B-n, akkor II.4.7. értelmében

fz(X:Y)

ry ( f B
t(A) =JJJ 1 dx dy dz = J 1 dz| dx dy =

B z=fy(x,y)

= Jf[f?(x,y) - fl(x,y)]dx dy.
B . .

1.3. Tovabbi specidlis esetként, ha 1.2.-ben fl(x,y)=0,
vagyis a z=f,(x,y) feltilet ((x,y) € B} alatti térrés térfo-
gatat keresslik, ezt a kBvetkezd integréllal szdmithatjuk:

Jr

fz{x,y) dx dy.

o ———

1.4. Forgastest térfogatéat egyszeres integréllal széa-
mithatjuk ki. Ha ugyanis a forgdstengelyt a deré&kszigi

70



koordindtarendszer x tengelyébe helyezzilk és a merididngdr-
be egyenletét az y = f(x){a% x<b) folytonos fliggvény adja
meg, akkor a keresett térfogat II.4.8. alkalmazdsdval a ki-
vetkezdnek adédik:
b
nj fz(z) dz.

a
/Vesd bssze:. Valds egyvdtlozds filiggvények integrdlszamitd-
sa IvV.1.4./

Természetesen esetenként kiszdmitds eldtt célszerld az
1.1, 1.2, 1.3 integrdlt transzformdini /gdmbi, henger, ill.
polédrkoordindtdkra/, ill. l.4.-ben helyettesitést alkalmaz-
ni.

1.5. Példaként szdmitsuk ki az x? + y2 = 1 alapkdrﬁ,'z
tengellyel parhuzamos alkotéju, &s az y? + z2 = 1 alapkdri,
x tengellyel parhuzamos alkotdju hengerek k&zds A részének
térfogatéat.

V/I_-_yz
ta = ”Jr dx dy dz = ” ( dz]'dx dy = 2 JrJr YI-y2? dx dy ,
A B Lz=—/I:§2 B

ahol B = {(x,y) : x? + y2<1}. Poldrkoordindtas transzfor-
mdciét alkalmazva az integrandusz bonyolulttd vdlna, ezért

kézvetlenlll szdmoclunk:

1 Y1-y2
[f o— f { f )|
t(A) = ZJJ Y1l-y? dxdy = 2 J l J vi-y? de dy =
B y:-—]_- x:-/-]T;_yz
1 3 1 . .
=2 J [X/I:§2] o dy = 2 I?(l—yz)dy= 2[2y‘ 2 %;]1 ) %?
x==1 x==vI-y2 -1 -1
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1.6. A mérhetd AC R halmazzal megadott sikrész teril-

lete /A-t az xy sikban helyezve el/

t(a) = JJ 1 dx dy,
A

f
amint az az integrdl értelmez&séb8l kdvetkezik.

EbbS1l a képletbdl adédik specidlisan, ha A = N, a két
gdrbe k¥zti idom, ill. tovdbbi specidlis esetként a glrbe
alatti tertilet mérdszdmdt szolgdltatd egyszeres integral:

Ha N, = {(x,y)} : asxsb, £f,{x) sysf,(x) & £, £,
folytonos {a,bl-ben, akkor

b fz(x)
” 1 dx dy = I I 1 dy dx = Hfz(x) - fl(x)]dx
N, ‘ xza y=f,{x) a
b
ill. f;(x)= 0 esetén J £,(x) dx.
a

A szakterililet képletét 1.6.-bdl polérkoordindtds transzfor-
macidéval &s az r szerinti integrdlds elvégzése utdn nyer-
jlik:

Legyen az A-t hatdrold gdrbék poldrkoordindtds egyen-
lete r=r(o}, r = ryle), ® = a,0= B , ahol ry,r, [a,B]-
ban folytonos flggvények, a s B, 0sry(v) sr,(e). Exkor

8 rQ(w)
f T [
t(A) = JJl dx dy = J! r dr do = J r dr do =

A B p=a rzrl(w)

B B

r, (o)

= I [%;] 2 de = % I[r%(w)-ri(w)] do

Za rzr,{e) a

L0r]

/Ez a képlet a valds egyvdltozds fliggvények integrdlszami-
tdsa jegyzetben az r, = £, vy = 0 specidlis esetben mar
szerepelt - IV.,1.3. -/

72




2. HOMOGEN TOMEGELOSZLASU TEST TOMEGENEK. NYOMATEKAINAK.
SULYPONTJANAK MEGHATAROZASA.,

ELEKTROSZTATIKUS POTENCIAL MEGHATAROZASA HOMOGEN
TOLTESELOSZLASU TEST ESETEN.

2.1. Legyen AC RI mérhets és homogén t3megeloszldst
feltételezve az A-ban foglalt t¥meg siirlisége /a térfogat-
egységben foglalt t8meg mérdszdma/ p. Jeldljiik ugyancsak
p-val a mérhetd BC R2-ben foglalt tdmeg teriileti siiriisé-
gét. Ekkor a bevezetd I.l.1., 1.2. példédkban kdvetett
okoskodéssal, a t8bbes integrdl fogalmédnak ismeretében ads-
dik, hogy A ill. B t3mege:

/ha B;q az xy sik-

M) =IJJp dx dy dz, M(B) = II pdx dy ban helyeztilk
A B el/,

az elsbrendll /sztatikai/ nyomatékok:

Mxy =i£j zp dx dy dz, Mx =f£ v p dx dy,

Myz =jjj Xp dx dy dz, M '=jj X p dx dy,
A B

;
M.« =JJJ yp dx dy dz,
A

s igy az A-val ill. B-vel megadott test sulypontjdnak
koordinatait megkapjuk, ha az

M M M
- _yZ . _2X - XY - Y
Xg M ¥g —_ z T ill. XS T

képletekbe a fenti integrdlckat behelyettesitjik.




2.2. A fentiekhez teljesen hasonlé médon adédik, hogy
homogén témegeloszlds esetén a mérheté ACTRY /ill. BC R?/
idom tehetetlenségi nyomatéka valamely e egyenesre mint
forgdstengelyre vonatkozdan /p jelentse most is a térfoga-
ti /tertileti/ siriséget/ -

a_ = [[ r (x,y,z)%pdxdydz, illetve
e JAJ e

ff
o =JJJ r (x,y)* pdx dy,
e

B

ahol r, jeldli az (x,y,2z) (ill. (x,y)) pont tdvolsagdt az
e egyenestdl.

Hasonléan értelmezhetd a centrdlis mdsodrendi nyomaték:

ff
%(0,0,0)% |]] (xF#y?rz?ledx dy dz,  illetve
3 ¥
A

{
JJJ p(x%+ y2) dx dy.
B

2.3. Hasonléreljéréssal lehet meghatdrozni homogén
elektromos t8ltéseloszldsndl a mérhetd A isomban levs t&l-
tés 4ltal 1létrehozott elektrosztatikus potencidlt, egy adott
A-n kivil P pontban. Ekkor arra lehet hivatkozni, hogy a Pi
pontokban koncentrdlt ms t3ltések esetén a potencidl érté-

ke a P pontban

n m,
ve 1 =
izl "P* 1
ahol rp(Pi} jeldli a P és Pi péntok k&zti tdvolsdgot. A-nak
egy F felosztdsdra a P, €A, kizbilsd /reprezentdns/ pontok

vdlasztdsdval, a k8zelitd pontrendszer potencidlja

n p t(Ai)
r (P.T ?

i=1 Fp'7i




ahol p a td8ltéseloszlds slriisége. Innen hatdrdtmenettel A

potenciaftjéra
Vo= ”J ——P ____ ax dy dz, iil. ”—p—— dx dy
rp(x,y,Z) rp(x,y)
A .

adédik aszerint, hogy az idom a térben, vagy az xy sikban
helyezkedik-e el. Az integrdl 1létezik, mert

rp = /(x=p)2+(y=p,)2+(2-p,)2 # O
korldtos és folytonos A-ban.

Inhomogén tbmeg- 1ll. t8ltéseloszlds esetén ugyanezen
feladatok megolddsa t&bb problémidt jelent, nagyobb elméle-
ti elSkészitést igényel, igy erre a k&vetkezd pontban kil-
16n térink ki.

1. A kezd6pont k&riili R sugaru homogén gdmb elsd nyolcada-
nak (A) sulypontjét keressik. A sulypont - amennyiben
van ilyen - a test szimmetriatengelyében fekszik, igy

most %o = Yo = Zg.
S S S 4R3
Mivel a gbmb nyocicadénak térfogata 5 5 elég a suly-

pont meghatdrozdsdra egy sztatikai nyomatékot kiszami-

tanunk:
O”J x dx dy.dz
: = ]f xen
X, = y_ = z_ = = x dx dy dz.
s s S 4R3 1 Rig A
LT

Az integrdlt g&mbi koordindtds transzformicidval cél-

szerll kiszdmitani:

T n

7 7 R ,
frf { f . . .
JJJ x dx dy dz = J J J rsinScoser?singddr dsde =
A $=0 9=0 r=0
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o=
[(STE

R
= J _____1-«0(;5 2% a4 J|r cospdy Jr rldr =
0 0 0
r L
- [& _%s_ip_a]"’. [m]"‘ : [ﬁJR LR
AT 0 0 4 1o Yy y
azaz: Xg T yg T 2g = % R.

2. Az l-ben értelmezett homogén test centrilis nyomatéka

o - ([ (x2+y2422) dx dy d
(0,0,0)7 )] PxT#y5+2%) dx dy dz

A
r I R
z 7 RS1p
= p I [ f rZr2sinddr d% dyp = ... = 5
$=0 ¢=0 v=0

3. A z=4-x?-y? s z = 0 egyenletil felliletek 4ltal bezdrt
homogén, p slriségl (A) test z tengelyre vonatkozd ma-
sodrendll nyomatéka /célszerll hengerkoordindtéds transz-
form&cisét alkalmazni/

[ o M
6, = JJJ(xz+y2)pdx dy dz = p” J r? r dz dr d¢ =
A B z=0
2 2 612
= p J [ r3{4-r2)dr do = 2np[r“ - -%—] = ... =
¢30 T=0 r=0
z

|32,
3 | p

it

N /1asd 22. &bra/
N

8

2R




3. ADDITIV HALMAZFUGGVENY SZERINTIiSTIELTJESfINTEGRAL.
ALKALMAZASOK

3.1. A valds egyvdltozés fliggvények integrdlszamitésa
c. jegyzet III. fejezetében az egyvaltozés Riemann-Stieltjes
integrdl /r&viden Stieltjes integral/ fogalmat két példan
vezettilk be.

Adott egyenes szakasz mentén /mely az x tengely {a,b]
intervallumédn helyezkedik el/ inhomogén t8ltéseloszlés
esetében jeldlje q(x) az [a,x]-beli t81ltés mérdszamit; le-
gyen qta) = 0. Egy (xo,yo) fa,b]-n kivill fekv$ pontban a

potencidl ekkor

y - .
s 1 d q(x)
1im E ql{x,.) - q(x )]: J g g\x)
= - k k—l -
k=1 (&, =X )2+y2 o x=x_)2+yZ

szolgdltatija.

Az x tengely [a,b) intervalluma mentén elhelyezkedd
inhomogén tbmegeloszldsu pédlca y tengelyre vonatkozé tehe-
tetleﬁségi nyomatéka ugyanakkor

b

lim § 2rm(x ) - mix )\ = rxzdm(x)

™ k-1') = | ’

k=1
a

ahol m{x) az [a,x) intervallumba esd t&meg mérdszdéma.
Altaldnosségban f g szerinti Stieltjes-intergrélia az

[a,b] intervallumon
b
n { 3 f
(#) 1im 1} f(gk)lg(xk) - g(xk_l)J = Jf(x) dg(x),

k=1
a

ahol a limesz azt jelenti, hogy az integrédlkdzelitd Essze=-
geknek minden hatédron tul finomodé felosztdsok esetében a
felosztds médj&tél, ill. a reprezentdns Ek:E[xk-l’xk]
helyektdl fliggetlen limesze az integril.

77




Jobban megnézve e példakat, ill. az &ltaldnos Stieltjes-
integral fogalmét, 1athatd, hogy az integrialkizelitd Ossze-
gek tagjaibhn egy intervallumfliggvény egyes felosztési
részintervalllumokhoz rendelt értékének és az illetd felosz-
t&si részintervallumban felvett reprezentdns pontbeli f
fliggvényértéknek szorzata &4ll. /Az intervallumfliggvény ér-
telmezését lasd Valés egyvdltozds fliggvények integrdlszé-
mitésa I. 3.3./. A példadkban, ill. a Stieltjes-integril
(#) értelmezésében fellépd intervallumfiiggvényeket, az in-
tegrélkézelﬁté 8sszegeket é€s a Stieltjes-integrdlokat igy
jeldlhetijlik /I jelentse (a,b)-t, I

tdsi részintervallumét:

X ennek k-adik felosz-

n
g, el , UI =1/
LD S
v 1
Q(I,.) = gix, )-qlx ), lim 1§ Q(I.) =
k , k-1 k=17 (€, -x )24y2 K
C o]
: J _d9
77 (x-xo)2+yg Y
: n
M(Ik) = m(xl;)—m(xk_l), lim kzlgi M(Ik) = szdM,
- I
. n 1
6l1,) = gix )-glx, _,), lim kzlf(gk)G(Ik) = jf dG.

I

Minden véges I, intervallum mérhetd; mértéke /hosszu-

k
saga/ Xk"xy—l’ minden IkC I-hez a szdbanforgd intervallum

hosszusdgdt rendeld ¢ intervallum fliggvény - a fent emli-
tettekhez hascrléan - paronként egymdsba nem nyuld inter-
vallumokra additiv:

3

ol(1) = § o(2 I, int Ijnint Ip:@, i # pJ

k’

——y
—
i

[ e ]
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Intervallumok helyett persze specidlis lineéris:ponthalma-
zokrél is beszélhettlink volna, vagyis a fent szérepld filigg-
vények specidlis esetei az un. halmazfiiggvényeknek:

3.2. DEFINICIO. o : Dm ~ R halmazfliggvény, ha D{p egy A

/alap/halmaz bizonyos részhalmazainak rendszere.

A halmazfiliggvény tehdt egy halmazrendszer minden ele-

méhez rendel pontosan egy valds szdmot.

3.3. DEFINICIO. Ha a H halmazrendszer olyan tulajdon-
sdgu, hogy H(IDQ, és diszjunkt Bieli,I)EH,

n
B, halmazokra ¢(B) = 7§ o(B.),
1t i=1 *

B =
i

n o9

akkor a ¢ fliggvényt H-n additivnak, ha H = Dw’ akkor pedig
réviden additivnak mondjuk.

A korlatos f filiggvény G intervallumfﬁggvénygSzerinti
Stieltjes~integrdljédnak mintdjéra igy értelmezhetjiik mir-
most egy korldatos f fliggvény ¢ additiv halmazfiiggvény sze-
rinti Stieltjes-integraljat. -

4. DEFINICI{O. Legyen ¢ additiv halmazfliggvény, &s

3.
n

B=U Bi’ ahol Bi halmazok ¢ értelmezési tartomdnyhoz tar-
1

tozé diszjunkt halmazok, f korldtos B-n, ésg £; € Bi. Ha a B
halmaz ilyen tipusu felosztdsainak minden hataron tul fino-
modé sorczatdra /vagyis olyan felosztdsokra, melyeknél az

egyes B halmazok dtméréi O-hoz tartanak/ a

1

)

1

Osszegek a felosztdstdél, a k8zbllsd Ei helyek vdlasztdsatdl

fliggetlenlil azonos hatdrértékéhez tartanak, akkor ezt a

hatdrértéket f ¢ szerinti Stieltjes-integrdljdnak nevezzilk
és igy jelslitik: '
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{
lim Ef(Ei)m(Bi)— J f de.
B

Arrdl, hogy hogyan lehet az ilyen integrdlokat kiszami-
tani, 4ltaldnossdgban szinte semmi jél haszndlhaté eredményt
nem mondhatunk. Ezért tovdbbl megszoritdsokat fogunk tenni,
amelyek lehetdvé teszik eldszdr is a ¢ halmazfiliggvénynek
t8bbes Riemann-integrdl alakjdban térténd elddllitdséat,

majd erre tamaszkodva [ f de¢ tSbbes Riemann-integral alak-
B
jdban valdé elddllitdsdt. Ennek érdekében a 3.3.-ban értel-

mezett additiv halmazfiiggvény fogalmdndl szlikebb fogalmat

kell bevzetnlink.

3.5. DEFINICIO. A ¢ halmazflggvény /Jordan-féle &érte-

lemben/ additivnak mondjuk, ha értelmezési tartomdnya egy

A halmaz 8sszes mérhetd részhalmazaibsél 411, és abbdl, hogy
n

B=uU Bi és a Bi halmazok ¢ értelmezési tartomdnydhoz tar-
1

tozdé pdronként egymdsba nem nyulé halmazok, kévetkezik,

hogy
n
o(B) = } o(B,).
i=1

K&nnyl beldtni, hogy ha ¢ az A halmaz mérhetd részhal-
mazain a 3.3. értelemben additiv, akkor Jordan~féle érte-
lemben vett additivitdsdhoz szilikséges és elegendd, hogy
BCA, t(B) = 0 esetén ¢(B) = 0 &lljon /A szlkségesség ab-
b6l latszik, hogy t(B) = ¢ esetén ugyanis int 8 = @, tehat
a B = BU3 elSdllitdsban int BN int B = dn@ = 0, vagyis
ez az el5411itds egymdsba nem nyuld tagokra vald felbontdés,
igy @(B)= ¢(B) + ¢(B) amibdl ¢(B) = O k8vetkezik. Az
elégségesség bizonyitdsat feladatként tllzzik ki.

Egy H halmaz mérhetd B részhalmazain értelmezett Jordan-
értelemben additiv halmazfliggvény pé€lddul a B-hez B Jordan
mértékét /tertiletét, térfogatat, m dimenziés térfogatat/
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rendeld t{B)} halmazfilggvény, vagy dltaldnosabban adott
H-n integrdlhatd f fliggvény esetében f B-n vett integrdl-
jat f-hez rendled figgvény /II.2.4./:
;
p{B)} = Inj f(xl,...,xm) dxl - dxm = J f dt
B B
Sem a 3.3., sem a 3.5. értelemben nem additiv halmaz-
fliggvény a H-n korlatos f figgvénynél B C H-hoz inf f(B),
ill. sup f(B) értékét hozzdrendeld k(B}, ill K(B) flggvény.
Az integrdlszdmitds kdzépértéktétele az itt értelmezett
t(B), k(B), K(B) és 9{B) halmazfiiggvényekkel igy irhatd
fel:

(#) k{(B)-t(B).p(B) s K(B) - t(B)

/lasd 11.2.6.c./
Ezen Allitds megforditdsaként a kdvetkezd, a késSbbiek-
ben j61 haszndlhaté tétel mondhatd ki:

3.6. Tétel. Legyen H mérhetd B részhalmazain f korléd-

tos &s integrdlhatsé, ¢ Jordan-értelemben additiv halmaz-

fiiggvény, amelyre minden mérhetd BCH halmazon telijesgill:

() k(B) » t(B) s @(B) S K(B)-t(B)},

ahol: k{B), K(B), t(B) jelentése az eldbbi. Exkor

9(B) = J."! f(xl,...,xm)dx1 ce.dx =J f dt.
B B
n
Bizonyitds. Tekintsiik a mérheté BCH halmaz B = U Bi
i=1

egymdsba nem nyuld, mérhetd B; halmazokra valé felbon-
tdsdt. ¢ feltételezett Jordan-additivitdsa miatt
n

e(B) = ]} o(B,)
i=1 t

—— s —— — v — —
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és mivel {#*) k&vetkeztében i = 1l,...,n-re
k(B,) - t{B.)se(B.) s K(B,)s t(B,)

i 1 1 1 i
8sszegezve

n
¥ K(B,) « t(B,)
. 1 1

n
k(B.}«t(B.,) c9p(B} s
'z' t 1 izl

]

!

i

!

|

|

I

|

E

i odi=1
E -

| adddik. Itt azonban a bal ill. jobb oldalon a H mérhe-
1 +t5 B részén integridlhatéd f flggvénynek az adott felosz-
I <

| tdshoz tartozé alsd és felsd Gsszege 411. B felosztdsat
: minden hatdron tul finomitva a bal &s jobb cldal egya-

| rdnt £ B-n vett integrdljdhoz tart, ¢(B) &rtéke is csak
!

l

az integridllal lehet egyenld.

Annak &rdekében, hogy inhomogén t8meg- 1ll. t8ltéseloszlés
esetében is - ha nem is a legdltaldncsabb esetben - meg
tudjuk hatdrozni egy mérhetd halmazban levs tOmeg, ill.

t851tés mérdszdmdt, a kdvetkezd fogalmat vezetjilk be:

3.7. DEFINICIO. A H halmazon folytonos eloszidst adunk
meg, ha minden mérhetd B CH halmazhoz hozzdrendeltnk egy

m(8) szdmot ugy, hogy B tetszdleges mérhetd, egymdsba nem
nyuld Bi halmazokkal tdrénd
n n
B = U B, alaku felbontdsdra m(B) = J m(B,).
. i . i
1=31 1=1
/m{B) jelnetheti itt specidlisan a B-ben foglalt timeg,
vagy t6ltés mérdszdmit./
A 3.7. definiciéban megkdvetelt Jordan-additivitds
k&8vetkeztében a 3.5. definicidt k8vetd gondolatmenet alap-
jén dllithatjuk a kévetkezdt:

3.8. Tétel. A H halmazon folytonos eloszlds esetén
m(8) = 0, valahdnyszor BCH &s t{(B) = 0. =
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Inhomogén eloszlds esetében m(B) &ltaldban nem ardnyos
"t(B)-vel, igy egy mérhetd, pozitiv térfogatu /tefﬁletﬁ/
BCH halmaz esetén az %%%% hényadost az eloszlis atlagos
sirliségének tekinthetjtik csupdn /ha ekkora volna egy homo-
gén eloszléas slirlisége, akkor B-hez éppen akkora m(B) tar-
toznék, mint a tekintett eloszl&s mellett/. A sliriiség fo-
galmat most mint pontrdl pontra valtozd értéket hatdrat-

menettel vezetjik be:

'3.9. DEFINICIO. Legyen a H halmazon folytonos eloszlés

megadva. Ennek siiriisége a p€H pontban p(p), ha

m(B_) (o) (o _ 5)
: “p\Plos TplENYL2), a HCR
tan;

valahé&nyszor (Bﬁ) H mérhetd, pozitiv térfogatu részhalma-
zainak olyan sorczata, hogy p€ Bn ég a Bn halmazok &tmérd-

je =0 /rdviden: a (Bn)halmazsorozat p-re huzddik Sssze/

3.10. TetszSleges mérhetd B halmazban foglalt tOmeg
/ill. t8ltés/ mérdszéama, amennyiben a t¥megeloszléds /ill.
t8ltéseloszlés/ slrlisége a 3.9.-ben defini&lt p, J..Jp dt

B

/specidlisan HC R®, ill. HCR? esetén

ff
JJ e{x,y,2z)dx dy dz, ill. ij(x,y) dx dy/.
B : B

A 3.10. &4llitéds a kdvetkezb tételbdl kidvetkezik: /ezért

pontosan ezutdn fogalmazzuk csak meg/:

3.11. Tétel. Ha ¢ H-n folytonos eloszléds siiriisége,

B CBCH mérhetd és B-n c £ p £ d, akkor ‘

c+ t{B)sm(B)=d- t(B).

/Itt m(B) jelentheti a B-ben foglalt tdmeg, ill. t&1-

tés mérdszamdt, ha p témeg, ill. tdltéseloszlas siri-

ségét adja meg./
B3




Bizonyitds. Egyszerlség kedvéért legyen HC R3,
p=plx,y,2). Tegylik fel elSszdr, hogy B zart és
c<pl{x,y,z)<d. Igazoljuk pl. a bal oldali egyenl&tlen-
séget /a jobb oldali hasonldéképpen igazolhatd/.
Toglaljuk be B-t egy T téglédba, majd a tégla kdzép-
pontjén 4dthaladé, a tégla lapjaival parhuzamos sikok-
xal osszuk fel a téglédt nyolc ?égl&ra. Jeldlijlk B-nek
ezekkel kdzds részét rendre B(l)—vel (i=1,...,8). Ha
&1litasunkkal ellentétben

c e« t(B)>m(B) wvolna, akkor a c-t (B(i5>1n(B(ib
egyenldtlenségek koziil legaldbb az egyik helyes volna
(kﬁlénben beldéliik 65§zegezésse1' c+t (B) £m{B) adéd-
nék). Jelsljuk a B{3) naimazok kézill a megfeleld B~
gyel, sz 6t tartalmazé nyolcad-tégldt Tl—gyel. Ekkor
tehét

c . t(Bl)> m(Bl).

A T, téglét az el6bbi médon ismét nyolcfelé osztva,

1
hasonlé okoskodassal nyerjlk a By, B3, ... halmazokat,
€z a T, Ty e tégldkat. Az egymdsba skatulyazott
T, Ty TQ, ... -téglak egy {(x,y,z) pontra huzédnak

Bssze; minthogy minden Tn-nek van B-vel k&zds pontja,
azért B zértséga miatt (x,y,z) € B. A konstrukciébdl
latszik, hogy (x,v,z) mindegyik Bn belsejében, vagy
legalabb hatdrdn van, tehdt B zdrtsiga miatt Bn—hez
tartozik, é&s

m(B, ) <.c-t(Bn),

m(B_)
= is)
ugyhogy t(Bn) > O-val atosztva -%—(—B:l‘)‘< C tehdt hatéar

értékben p(x,y,z) £ c addédik, a feltevéssel ellentét-
i

ben.
Tegyilk fel m&sodszor, hogy B zart, de ¢ s p(x,y,z) s d.
Ekkur e18bbi okoskoddsunkat c¢' = c-e, d' = d+e esetére



végézve (e>0) ¢+0 esetében a bizonyitandd egyenlSt-
lenségre Jjutunk. '

Tegyltk fel végll, hogy B nem z&rt, de BCH. Ekkor a
c £ p(x,y,2)sd feltétel B-on is éll, igaz az &11ités
B-ra is. De t{B) = t(B), m(B) = m{B), vagyis nem zért
B-re is igaz a tétel 4llitésa. *

A 3.6, +tétel feltevései a 3.11. tétel értelmében az f =
fliggvényre teljesiilnek /¢(B) helyett m(B}-re/, igy tehdt
igaz a k&vetkezd d11ités:

3.12, Tétel. Legyen megadva a mérhetd H-n olyan folyto-

nos eloszlds, amelynek H minden p pontjdban létezik p(p)

sliriisége. Ha p folytonos ngj BC BCH mérhets, akkor az

m(B) =Ijjp(x,y,z) dx dy dz

halmazfiiggvény megadja B tdmegét /t&1tését/, amennyiben p

tSmegeloszlds /t8ltéseloszlés/. Ha f integrdlhatdé B-n a
5 ,
B = U Bi felosztds minden hatédron tul t8rténd finomitdsa-
i=1 : .
kor /A Bi halmazok mérhetdék és egymésba nem nyuldk,

P; =(£i, nys ci)e Bi)

n
(#) ]

l_lf(ii,ni,ci)m(Bi) - If dm = mf(x,y,z)p(x,y,z)dx dy dz.

B B

Bizonyitds. Az &11itds mdsodik részét kell csak bizo-
nyitanunk. A r®videbb P;= {gi,ni,;i) jeldléssel azt
kell csak megmutatnunk, hogy B fenti tipusu feloszté-
sait minden hatdron tul finomitva a

f(pi)m(Bi)

a
1]
"~

i=1
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és a (#) jobb oldalén &116 integrdl ugyanezen felosz-

t&shecz tartozd
n
{ £f{p;lo(p;) t(B;)

integralkbzelité Ssszegel azonos hatdrértékhez tartanak.
Ha B-n | f| £M, akkor
n

|0-°'|§i§11f(Pi)lim(Bi)_p(Pi)t(Bi)lg

s M ] Im(B)-el(p)t(B)].
i=1

Az integralszamitds kbzépértéktételét p B;-n vett in-

Mi = sup g(B, )jeléléssel m, t(B )Sln(B )siﬂ t(B ), és
ev1eensen m. t(B ) p(p ) t(B )s M. t(B Y, tehat

§m(Ei)—o(pi)t(Bi)|S(Mi—mi)t(Bi) = 0,t(B,),

ahol Oi a p flggvény ingadozésa Bi-n Végdl is

i
|
|
I
I
I
[
[
t
!
|
|
l
!
|
|
E
|  tegra&ljara felirva (3.5.#) az m, = infp(Bi),
I
4
1
|
I
f
|
l
1
| n
| lo -o'| s> 0. t{B.).
- i
‘ =1
{ Mivel a joob oldalon 4116 8sszeg az integrdlhatéd /ti.
l folytonos, korldtos/ p fliggvény oszcillacids Ssszege,
| ha a felosztas elég finom, tetszdleges & > 0-ndl kiseb-
i bé tehetd, o és ¢ tehdt a felosztésok finomitésakor
| egyezd hatdrértékhez kell, hogy tartson. *
i .
Usszefoglalva eredményeinket &€s egyben rdtérve a iegkézen-
fekvébb alkalmazdsokra a k&vetkezdket mondhatjuk:

Ha H-n m folytoncs eloszlds, melynek p folytonos slirl-

n
sége van, BCBCH, B mérheté, B = U B> akkor R¥*-ben spe-
ci&lisan 1
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al Bi tomege:
m(Bif = f{j p(x,y,2z) ax dy dz,
B.
i
mig
fr
@ [[[£0x5,200 Gy 20 ax ay,

B

= X esetén az Myz elsdrendli nyomatékot,
y esetén az M,

1

x €lsérendd nyomatékot,

Z esetén az Mxy elsdérendli nyomatékot,
= Pé esetén az 0, mdsodrendi nyomatékot [re jelenti

th Hh Hh
1]

(x,y,z) tédvolsdgit az e forgdstengelytsl]

f = x%+y? +22 esetén a © centralis nycmatékot

(0,0,0)
adja meg.

Ha végll p a t8ltésslirliséget adja meg H-n és

P - 1

/kx-xo)2+(y-yo)2+(z-zo)2

(Xo,yo,zo)(zﬁ mellett a {##}) integrdl a potencial ér-
tékét adja meg (xo,yo,zo}—ban.

3.13. MEGJEGYZES. Az el8bbi tételben targyalt felada-~
tok csak:Stieltjes-integrdlckkal tdrgyalhatdk, ha a témeg-

ill. t8ltéseluszlés ner tesz eleget az itteni erds kikd-

téseknek. PElddul ha az elektromos t3ltések pontokra, vo-

nalakra vagy feliiletekre vannak koncentrélva, akkor a po-

tenciglt az (xO,yo,zO) pontban [f dg adja>meg, ahol p(B)
A
a B-be esd t8ltéssel egyenld, &s

1

F(x,y,z) =

S (x=x )24 (y-y_)2+(2-2_)2



3.14., Feladat.

1. Bizonyitsuk be, hogy a 3.5.-beli feltétel a Jordan-
additivitdsnak elégséges feltétele.
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IV. PARAMETERES INTEGRALOK

1. k0zONSEGES PARAMETERES INTEGRALOK

Tekintsilik az
B

J f{x,t) dt
o

integrdlt, ahol f{x,t) adott kétvdltozds fliggvény. Az in-
tegrdl természetesen fligg x-nek megvdlasztdsdtsl, az x-nek

fiiggvénye.

1.1. DEFINICIO. Az x valtozdhoz az

B
F(x) = J f(x,t) dt
a
értéket rendeld F filiggvényt /kdzdnséges/ paraméteres in-
tegrdlnak nevezzik. Ebben az integrilban x a paraméter.

Ilyen paraméteres integrdl 1ép fel példdul egy kettds
integrdlnak kétszeres integrdlld vald dtalakitdsakor; a
belsd integrdlban az egyik valtozé szerint kell integrdl-
nunk, a mdsik vdlitozé a paraméter. Az ilyen paraméteres
integrdlok néhédny tulajdonsdgdval feogunk az aldbbiakban

foglalkozni.

1.2. Tétel. Ha f folytonos az N ={{(x,t):asxsh,
astsB} négyszdgben, akkor
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(8
Flx) = J flx,t) dt
a

folytonos az a< x<b intervaliumban.

Bizonyitds.
B B
F(x+h) - F{x} = J F({x+h,t)dt - j flx,t)dt =
3 o a
f
= J[f(x+h,t) - flx,t)) dt.
a

Mivel £ N = [a,b] x [a,B]-ban egyenletesen folytonos, tet-
sz6leges e > O-hoz van olyan £ >0, hogy [ f(x+h,t)-f(x,t)]|<e
hacsak (x,t)eN, (x+h,t)EN &s |h|<s, és igy

. (B .
| F{x+n)-F(x)| sJ If{x+h,t)-f(x,t)[dt £ e(B-al)<n (%)
a

1.3. Tétel. Ha a kétvaltozés f és f, fliggvény folytonos

az N = {(x,t): asxsb, as ts 8} négyszdgben, akkor

B
rix) = J fix,t) dt
a

differencidlhatd az as x s b intervallumban, és
8 B
P = L[ Ex,t) ar = [ £ (x,1) at
F'ix) = 3% J X = J M- .

a o

Ezt a nevezetes szabdlyt szoktdk a paraméteres'integrél dif-
ferencialdsi szabdlydnak neﬁezni. R&viden ugy fogalmazhatd
meg, hogy a tett feltevések mellett az integrdlds és a pa-
raméter szerinti differencidlés miiveletének sorrendje fel-

cserélhété.
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Bizonyitds. Meg kell mutatnunk, hogy

| F(x+h)-F(x)

& |
5 - fx{x,t) dt1-+0, ha h-=0.

o

A feltételek &rtelmében alkalmazhaté Lagrange-féle &dzép-
értéktétel értelmében. '

. Fix+h)-F(x) . Bf(x+h,t)-f(x,‘t)
. h a h

g
dt = J fx(x+%h,t)dt,
o

ahol 0 < & < 1. Az fX fliggvény N-en egyenletesen folytonos,
ezért tetszdleges ¢ > 0-hoz van olyan & > 0, hogy ha a szé-

banjdvé helyek N-be esnek, akkor

| £, (x+3h,t) - fx(x,t)| < ¢  hacsak lhl<s , és igy

|F{x+h)-F(x)

(B 1
5 - J £ (x,t) dt| =

a

B 8 '
:!aJ(fx(){'l‘%hs't)'fx()(:t))dt‘ Sa[ \fX(X+&h’t)-fx(x’t) dt €

g eg{g-a) < n,

&és innen n tetszéleges volta miatt az &llités adoédik.

1.4. Tétel. Ha f folytonos az N = {(x,t):asxsb,

ast=R} négyszdgben, akkor
B 8 b

b b )
’I F{x)dx = J [ J f(x,t)dt] dx = . J [ Jf(x,t)dx] dt.
T a a '

a a a

R&viden: a tett feltevések mellett a két integrédlés sor-
rendje felcserélhetd. :

Bizonyitds. f folytonossdga miatt az JI f(x,t)dx 4t
’ N
kettSs integral 1létezik, és a kettds integrdlnak kétszeres
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integralld valé &talakitéséra vonatkozé szabdly /II.3.1./
értelmében ugyanez az értéke az &llitott egyenldségben sze-
replé mindkét integrdlnak. %

Hasonlé meggondoldsok alkalmazhatdk, ha egy paraméte-
res integr&l t8bb paramétert is tartalmaz. Xét paraméterre
és folytonos fliggvényekre szoritkozva példdul a kdvetkezdt

mendhatjuk:

1.5. Tétel. Ha a haromvdltozdés f fliggvény folytonos a

T = [a,b]lx[c,d}x[a,p] halmazon /tégléns, akkor az

B
Tix,y} = J f{x,y,t) dt
a

fliggvény folytonos kétvdltozés filggvény az N = [a,blx[c,d]

négysz8gbn. Ha f, is folytonos T-n, akkor létezik N minden

pontjéban az F, parcidlis derivédlt, és

B
FX(XsY) = f fx(xsy’t) dt.
o

A tétel bizonyitdsdt feladatként tiizzilk ki, *
Az el18z8 eredmények nehézség nélklil &dtvihetdk olyan

t&bbes integrédlokra, melyekben az integrdlandé fliggvény

még egy paramétert is tartalmaz.

1.6. Tétel. Legyen AcC R™ mérhetd, zart halmaz, f(x,t)
pedig @ B = [a,b]lx A halmazon értelmezett (m+l)-valtozds

flggvény, amely minden rdgzitett xe[a,b] mellett A-n in-

tegrdlhato.

a) Ha f folytonos E-n, akkor

F(x) = JJ £(x,t) dt
. A -

is folytonos [a,bl-ben;




b) Ha f EE.fx is folytonos B-n, akkor [a,b]-ben

F'{x) = J.f f_(x,t) dt
A X

c) Ha f folytonos B-n, akkor
b b
f ref Al
IF(X) ax = [ ]| [frvax| ar.
A a

a

A tétel bizonyitdsdt feladatként tlizzlik ki. »

1.7. 01ldjuk meg a kdvetkezd feladatot:

Igazoljuk, hogy
{ «_Q
F{x) =J sin"t cos(xcos t)dt (a 2 0)

megoldasa az
xy" +(a+l)y'+xy = O
differencidlegyenletnek, azaz
xF"{x) 4+ (a+1)F'"{x} + xF(x) = O minden x € R-re.

I eleget tesz 1.3. feltételeinek, ezért "bedifferencidlha-

tunk" az integréljel mdgé:
- :
Fr(x) = J sin®t(~sin(xcos t)) « cos t dt,
0

és mivel T' is kielégiti 1.3. feltételeit

(n
F*(x) = J sin®t(-cos{xcost))cos2t dt
0
Annak érdekében, hogy az F{x)-et megadé integrélban is
cos{x cos t) szerepeljen integrdljunk egyszer parci&li-
san: ’
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Loa+l n
Tr{x) = [Sﬁﬂ———~3 (-sin(x cos t))} -

e+l
t=0
rnrlnu*‘l
- J-i—E;I- (-cos(x cos t))-(-x sin t) dt =
0
rT[
S sina+2 t cos({x vcos t) dt.
a4+l o

F'(x) most nyert értékét és F"(x)-et a differencidlegyen-

letbe behelyettesitve, valdban azonossdgot kapunk:
x s+ F'"(x) + (a+1}Fr(x) + x -+ F(x) =

rlI
= X J sin®t cos{x cos t}[-cos?t - sin®t+1} dt=0.
0

1.8. Feladatck.

1. Bizconyitsuk be az 1.5. é&s 1.6. tétel 4llitasat.

2. Legyen I €R tetszdleges intervallum, &s F(x)} tetszdle-
ges I-n értelmezett fliggvény. Adjunk meg olyan I x{0,1]-
en értelmezett f{x,t) flggvényt, amelyre

i
PO = [t gt
0O

3. Szamitsuk ki eldészér x>0, y? 0 mellett az

dat

xcos?t + ysin?t

———ral

G

integralt, majd x és y gzerinti derivdlés segitségével

az

dt

(xcos2t + y sin?t)?

—_— ]

integréilt.

0
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2. IMPROPRIUS PARAMETERES INTEGRALOK

Az egyvdltozds integrdlszdmitds tdrgyalasdndl a kdzdn-
"séges Riemann-integrdl fogalmdt kiterjesztve beszéltink
egyvaltozds fliggvények nem véges intervallumra vonatkozd,
il11l. nem korldtos egyvdltozés fiiggvények véges intervallum-
ra vonatkozé un. improprius integrdljédrél. Paraméteres in-

tegrdlok esetében hasonléképpen Jjarunk el.

2.1. DEFINICIO. Ha az

B
“Flx) = J fix,t) dt
O

paraméteres integrdlban az (a,B) intervallum végtelen
intervallum, vagy véges ugyan, de egyik végpontjdban az
f(x,t) filiggvény /régzitett x mellett/ nem korldtos, ak-

kor improprius paraméteres integrdlrél beszéliink.

Tételeinket az aldbbiakban olyan improprius paraméte-
res integrdlokra fogiuk kimondatni, melyek

&0

f
(%) F{x} = J f(x,t) dt
a

alakuak, ahel f(x,t) az S = {(x,t):asx<b, o £ t} sdvban
folytonos, a tételek azonban dtvihetdk bdrmely més tipusu
improprius paraméteres integrdlra is.

A (%) tipusu improprius integrdlok vizsgdlata és a
végtelen sorok konvergenciavizsgalata sok rokon vcnist mu-
tat. A sorok egyenletes konvergencidjdnak értelmezéséhez

teljesen hasonléan adhatdé meg a kdvetkezd értelmezés:
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2.2. DEFINICI6. Az

F(x) = [ £(x,t) dt
a

integralt az [a,b] intervallumban egyenletesen konver-

gensnek mondjuk, ha bdrmely pozitiv e-hoz taladlhato
olyan oy szadm, hogy o 2 05 esetén

[j fix,t) dt] <e {(x€la,bl)

W

legyen, x vdlasztdsdtsl flggetlentl.

Az improprius paraméteres integrdl egyenletes konver-

gencidjdnak és a sorok egyenletes konvergencidjanak kapcso-
latdra utal az alabbi tétel:

96

2.3. Tétel. Ha az

@

r .
Fi(x) = J f(x,t) dt
81

integrdl [a,bl-ben egyenletesen konvergens, és a= ao'iak

—p————

Ap == akkor az

%3+l

(##)  F {x)= f(x,t) dt

]

k
f
k

jeldlés mellett

F(x) = F, {x)
kzo K

és ez a sor [a,b]-ben egyenletesen konvergens.

e A ———




Bizonyitds. Az

n
s, (x) = ) Fk(x) jelsléssel s (x) = J f{x,tidt,
k=0 a

rw
ugyhogy n+« esetén Sn(X)_*} f(x,t) dt = F(x), igy tehdt
a
F(x) = -F {x).
o k

He-18

k

Ha adott £ > O-hoz megvdlasztjuk az @ szamot ugy, hogy

© 20, x€[a,b] esetén
i J £(x,t) dt%<g
it]

legyen, akkor az ng szdmot ugy vdlasztva, hogy n;:no 23etén

ap 2 ®, legyen

%n+l

rB |
| fetat - J f(x,t)dtr
4 o

f{x,t)dt

%a%1

|F(x)=s _(x)]|= <e

o

hacsak nz2 N, » xe(a,b], azaz z Fk(x) csakugyan egyenletesen
konvergens [a,b]-ben. # k=0

Az egyenletes konvergencidra vonatkozd elégséges fel-
tételt megadd Weierstrass-féle kritérium megfeleldie a

kévetkezd:

2.4, Tétel. Ha az 8 = {(x,t):asx<b, a<t} sdvban

o

[f(x,t)| s6(t), és Jr G(t) at
a

kenvergens, akkor az 0Lf“f(:»t.,t) dt integrdl [a,bl-ben

egyenletesen konvergens.
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Bizonyitds. Adott ¢ > O-hoz hatdrozzuk meg az w szdmot
ugy, hogy

o0

J G{t) dt<e

w
0

legyen /ez G improprius integrdljénak feltételezett kon-

vergencidja miatt megtehetd/, akkor o 2 @, esetén nyilvén

<[

w

o0

dts J G(t)dt s J G(t)dt <e

w W
o]

Jmf(x,t)dt fix,t}

W

ami épp az 4l1litdst adja. (%)

A {**) alatt értelmezett Fk(x) fliiggvényekre a kdzdnsé-
ges paraméteres integrdlokra vonatkozé 1.2., 1.3., 1.4 té-
“:leket alkalmazva, az egyenletesen konvergens scorok megfe-
1216 tulajdonsagaibsdl rdgtdn kdvetkeznek az aldbbi allitéa-
sok:

2.5. Tétel. Ha f (x,t) folytonos az S = [a,b]lx[a,=]

sdvban és az

=)

r
Fi{x) = J fix,t) dt
a

integral {a,bl-ben egyenletesen konvergens, akkor

a) F(x) folytonos [a,b]-Dben

b b b
o [~} r
b) Jr(x) dx = J [[ f(x,t)dt ) dx = I (J fix,t)dx) dat,
a a o J . s ] a

¢) ha a fenti feltételek mellett mégﬁfx(x,t) is folyto-

-]

{
nos S-ben és _az J f (x,t) dt integrdl egyenletesen
. o .

o L=

' E
j f(x,t) dt = J fx(x,t)dt.**
g, .

o

4

konvergens, akkor F'(x) = 5=




2.6. Paraméteres integrdlok segitségével sok olyan in-
tegrdlt tudunk kiszdmitani, amelyet m&s uton nem, vagy
csak nehezen tudndnk meghatdrozni.

Igazoljuk pl. hogy

rme"at - e"bt

— e = 1 — <
J T dt in. 3 {o0<a<b).
g

Az egyszeres improprius integrdlndl mondottak értelmében

x>0 mellett nyilvan

e _ -Xt
foea- [z ]
5 0

és ez az integrdl egyenletesen konvergens a 0<asxsh

iptervallumban, mert itt |e-Xt[§ e™@% &5 a>0 miate
e at dt konvergens. Igy eld8bbi eredményiinket x szerint

0]
az a és b hatdrok kézdtt integrdlva

(= b (=r _-Xt-b (@ _-at _-bt
J(e"tax]anjfe J dt:Je_..‘_e__dt
L -t dx-a t
0 a o
egyrészt, mdsrédszt 2.5.b} alkalmazdsaval
b b
S Er%xt 4 1 b
J[Je dx) dt:J[Je dt,dx=J§dx=[1n£x| =
0 a a 0 a : a

2.7. Feladatok.

Szdmitsuk ki az alédbbi integralok értékét /a kidolgo-
zott példdhoz hasonldan alkalmas improprius paraméteres
integrdlként/: ' '
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cos yt dt (J e *tcos yt dt

0 0 x2+y?

-bél, x>0), (a>0, b>0}.

[ xt
2. J te © cos yt dt, {x>0).
0

[
3. J t e™*t gin yt dt, (x>0).
0

3, VALTOZO HATARU PARAMETERES INTEGRAL

Ha egy NXCR2 x-re nézve norméltartomdnyon tekintink
egy kettds integrélt, akkor a kétszeres integrdlld vald
dtalakitésakor a belsd integral

£,(x)
dl{x,y) dy
y=f1(X)

alaku lesz, vagyis a paraméter {x) nemcsak az integrdlandé
f fliggvényben, hanem az integrdl hatdraiban is szerepel.
Felvethetd az a kérdés, hogy az ilyen integrédloknak a pa-
raméter szerinti folytonossaga, differencidlhatésdga milyen
kik&tések mellett van biztositva.

A legegyszerlibb feltételekre szoritkozva a kdvetkezd
tételt mondhatjuk ki:

3.1. Tétel. Legyen f(x,t) folytonos az N = [a,blx[a,B]

négyszdgdn, €s ércelmezzliik a T = [a,blx[a,Blx[a,p] tégléan

=}
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v

f
G{x,u,v) = Jf(x,t) dt fiiggvényt /ha v <u, akkor

G =

a)
b)

i . — o i b WV ——— o — i, ——— i e —— —— w—— —

u

u
[
- Jf(x,t)dt/. Ekkor

v

G(x,u,v) folytonos T-n

ha még fX(x,t) is létezik és folytonos N-en, akkor

a T tégla minden pontjéban

v
J fx(x,t) at,

Gx(x,u,v)

u

Gu(x,u,v) - f{x,u}; Gv(x,u,v) = fix,v).

Bizonyitds. Legyen (xo,uo,vo)e T, (x,u,v) €T. Ekkor
G{x,u,v) - G(xo,uo,vo) =

= [G(x,u,V)-G(x,uo,vo)}+[G(x,uo,vo)-G(xo,uo,vo)]-

Tetszéleges ¢ > O-hoz van olyan é > 0, hogy ]x-xo|<6

esetén
* - <
() iG(x,uo,vo) G(xo,uo,vo)i £

hiszen az

v
o}

J f{x,t)dt
u

o

k8z8nséges paraméteres integrdlra az [a,b]x[uo,vo]
/111, v <uy esetén az [a,b]x[vo,uo}/ négyszdgdn al-
kalmazhaté 1.2. /u_=v esetén az integridl x-t81 fligget-
lenlil eltlinik/. )

Masrészt '
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v

v o
G(x,u,v)-G(x,uo,vO) = f fi{x,t) dt - [ fix,t)dt =
u ug

u
Q

=Jr

¢
flx,t)dt + | £(x,t)dt,
u v

O

és ha N-en |f(x,t)|sM, akkor a jobb oldal abszolut ér-
téke §M|u-u0|+MIv—vO|, és ez e-nadl kisebb, ha

lu-u | és [v-voi elég kicsiny. Ezt és (#)-ot figyelem-
be véve addik, hogy G az (xo,uo,vo) pontban folytonos

/T-re szoritkozva/. *

la,blxlu,v] /ill. [a,blx[v,ul/ négyszdgre alkalmazni
/uzv esetén trividlisan igaz az 4llitéds/. Gv a G-t
megadé integrdlnak, mint egyediil v fliggvényének deri-
valasarsl sz6ld ismert tételnek alkalmazésdval adédik
/f(x,t) t fliggvényeként folytonos/, G, pedig hasonlé-
képpen nyerhetd a

v

u
lx,u,v) = J'f(x,t)dt - J[f(x,t)dt
o

[+

!
f
|
|
I
!
|
I
I
|
|
!
I
|
I
!
t
: A by 4llitds igazoldséndl az 1.3. tételt kell az
|
|
|
|
I
I
I
; iisszefliggés alapjan. =

3.2. Tétel. Legyen f(x,t) folytonos az N = {a,bix[a,B]

négyszdgben, f, Ef_fg [a,b]-ben folytonos fliggvények,

és tegyuk fel, hogy asxsb esetén a £ fy(x)s B,

fz(x)

: 1
F(x) = J flx,t}dt (asx<Db).
fl(x)

Ekkor

a) F(x) folytonos [a,bl-ben
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b) ha mégﬂfx(x,t) is létezik és folytonos N-en, tovabb&

egy'xoe[a,b] pontban fl éﬁ_fz differencidlhatd, akkor

Fo(x )
270
{
F'(x )= J £ (xg ,t)dt - f[xo,fl(xo)]fi(xo)+
£1(x,)

+ f[xo,fz(xo)) s EL(xg).

Bizonyitds. Az a) &11ité4s azonnal kdvetkezik az

F(x) = G(x,f (x), f2(x))elé’éllitésb61, ahol G a 3.1.
tételben értelmezett fliggvény, amely 3.l.a) értelmé-
ben folytonos T = {a,blx[a,Blxla,Bl-n. b) igazolésénéi
azt kell meggondolni, hogy G-nek 3.1.b) szerint 1létez-
nek T-n az elsdérendll parcidlis derivaltjai, ezek foly-
tonosak is /G, és Gv esetén ez evidens, Gx esetén pe-
dig ugy nyerhetd, hogy 3.1l.a -t f helyett fx(x,t)—re
alkalmazzuk/. Igy a (%) el8411itdsb&l és a 3.1.b)
képletekb6l a t8bbvaltozds lancszabdly alapjén adédik
az 4l1itds. +

A 3.2. tételnek szépséghibdja, hogy a valtozé hataru
paraméteres integrdl folytonossdgéra és differencidlhats-
sdgdra olyan kikdtések alapjan kdvetkeztet fl(x)s.f2(x)
esetén, amely az integranduszra nemcsak a vizsgdlt Nx =
= {{x,t): asxsb, fl(x)s ts fz(x)} norméltartoményon,
hanem az ezt magdban foglaldé N négyszdgbn irnak eld meg-
szoritédsokat. Bizonyithaté, hogy N helyett csak Ny -en foly-
tonos f esetén is igaz 3.2. 4llitdsa F folytonossdgérsl
/csak kiesit bonyolultabb a bizonyitds/ és T differencidl-
hatéséagdrol /ha fq, f, differencidlhatdk/. Ennek igazolé-
sdra itt nem tértiink ki.

103



V. TUBBES IMPROPRIUS INTEGRALOK

1.1. Legyen A zdrt, mérhetd halmaz, f pedig olyan nem-
negativ fliggvény, amely adott a€ int A pont K(a,e) kdrnye-
zetdben nem korldtos, és barmely mérhetd A-Ai halmazon in-
tegralhatsé, ahol aEIAi, AiCZA nyilt, mérretd.

Az aldbbiakban az 8sszes szerepld halmazokrdl feltesz-
szitk, hogy mérhetdk, ezt tehdt nem fogjuk minden esetben
kiilén kikdtni.

Nevezzllk a tovdbbiakban az

(%) T(a;) =J”.det
A=Al

integrdlt részletintegrdlnak.

1.2. DEFINICIG. I-t /ami lehet véges, vagy végtelen/

a {#) részletintegralok hatdrértékének nevezzilk, ha I-nek
akdrmilyen megadott K(I,e) = (I-e, I+e), 1iil. (e,+=) KkOr-
nyezetéhez létezik olyan § > 0, hogy tetszdleges, az a pon-

tot tartalmazd AiC K(a,38) nyilt halmazra

I(Ai)E K{I,e)} /23. dbra/

Igaz marmost a kdvetkezd tétel:

1.3. Tétel. Ha az f flggvény

barmely eldbbi tipusu A-A. halmazon

integrdlhatdé, nem-negativ filiggvény,




akkor létezik részletintegrdljainak véges vagy végtelen

I = lim I(Ai)

hatdrértéke § -+ 0 esetén.

Bizonyitds. Amennyiben az I(Ai) integrdlck korléatosak,

jelsljlk felsé hatdrukat I-vel. Ha ¢ > 0 adott, akkor

legyen Ai olyan a-t tartalmazé nyilt halmaz, melyre
o)

I(Ai 1)>I - ¢,
o]

Ai tartalmazza a alkalmas é&-sugaru kdrnyezetét vagyis
To ) } .
minden olyan Ai nyilt halmazra, mely a-t tartalmazza és

beleesik ebbe a K(a,§) k&rnyezetbe

I(Ai) = Jh..f f dt zf...[ f dt = I(Ai }>I-¢,
’ A- AL A- A ©
: o
vagyis _
I(Ai) > I'- €,

és ez ¢ tetsz8leges volta miatt &pp azt jelenti, hogy

I = 1lim I(_Ai).

Ha az I(Ai)integrélck nem korldtosak, akkor lim I(Ai)=
= I = =, Legyen ugyanis K tetszéleges nagy szam, ekkor

van olyan a-t tartalmazdé nyilt Ai halmaz, melyre
o

I(Ai } > K.
o

Ugyanugy okoskodva mint elébb, A; ‘tartalmazza a alkal-
o
mas Kla,8) kdrnyezetét, ebbe esd Ay nyilt halmazokra

tehédt (atEAi) I(Ai) 2 I(Ai ) folyté&n még inkdbb
o

I(Ai) > K, ami épp azt jelenti, hogy lim.I(Ai) T o, %
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Egy A halmazon nem korldtcs f fliggvény (f 20) A-n vett
t8bbes improprius integrdljat 1.1, 1.2, 1.3 alapjén értel-~
mezve, az egyes improprius integrdlokhoz hasonldéan a kdvet-

kez§ elnevezésekben dllapodunk meg:

1.4. DEFINICIO. Az [..[f dt integrdlt konvergesnek
A
nevezzilk, ha részletintegrdljainak hatdrértéke véges, eb-

ben az esetben

I= j."j f dt = 1im I(A,).
A i

Ha lim I(Ai) = =, akkor a vizsgdlt integrdlt divergesnek
mondjuk.

I=z1lim I(Ai) meghaférozéséra felhaszndlhatunk speciilis
alaku Ai halmazokat.

Hasonldképpen definidlhatd egy nem korldtos halmazra
vonatkozd tébbes improprius integrdl. Evégbdl dllapodjunk
meg a kdvetkezdkben: ’

1.5. A nem korldtos zart A halmazt mérhetdnek mondjuk,

ha hatdrdnak bdrmely korldtos része zérus térfogatu.
Legyen A nem korldtos, zart
halmaz.

Nevezzillk az

I(a): J'J’ £ at

‘A,
1

integrdlt részletintegrdlnak,

ha Ri tartalmazza a zdrt A

24, &bra

halmaznak a (0,...,0) k&zép-
pontu R sugaru zért gémbbei
vett Ap metszetét /ha A(:Rm, akkor a g6mb is m~dimenzids;
az 4brdn ldsd az m=2 esetet/.
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Legyen f nem-negativ, az A halmaz bérmely korlétos,
mérhetd részén integrdlhaté fliggvény. Ekkor az elSbbi de-
finicidék, ill. tétel analégidjaként kimondhaté az’

1l.6. DEFINICIO,

I = lim I(Ai)

a részletintegrdlok hatdrértéke, ha I tetszéleges K(I,e)
kdrnyezetére I(Ai)e K(I,e), hacsak a részletintegrél ér-
telmezésében szereplé gdmb sugara, R, elég nagy. '

1.7. Tétel. Az f-re tett feltevések mellett

I = 1im I{A ),
R»m

ahol Ap jelentése a fenti.

1.8. DEFINICI6. Az [..ff dt integrdlt konvergesnek
A

nevezzilk, ha részletintegrdljainak hatérértéke /R-+ « ese-

tében/ véges, ebben az esetben
f."J f dt = 1im 1(A,),
A i

ellenkezd esetben az integrdlt divergensnek mondjuk.

1im I(Ai) meghatdrozasdra most is felhaszndlhatunk spe-
cidlis alaku A. halmazokat.

Hasonldan teklnthetjuk valamely vonal kdrnyezetében
nem korlétos fliggvények integr&ljédt /ekkor a részletin-
tegrdlokat ugy kapjuk meg hogy a zdrt A halmazb&l kizéa-
runk valamely, a szinguldris vonalat tartalmazé nyilt Ai‘
halmazt.

Nem eldjeltarté fliggvény improprius integréljait esak
abban az esetben vizsgdljuk, ha ezek abszolut konvergensek, -

[ilier e

vagyis amikor az
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integril konvergens. Beldthatd, hogy ha ez utébbi integ-
rdl konvergens, akkor az f részletintegrdljainak is van
hatdrértéke. Ha azonban az utébbi integrdl divergens, ak-
kxor bizonyithaté, hogy az f fliggvény részletintegrdlijai-
nak nincs véges hatdrértéke, ezért nincs értelme felté-

telesen konvergens t&bbes integrdlokat tekinteni.

1.9. Vizsgdljuk meg pl. az

I = J... L dx dy dz

A% (f(x=a)2+(y-b)2+(z-c)2)P

integrdl konvergenciidjdt, ahol p>0, és
A= {{x,y,z):(x=a)2+(y-b)2+{2-c)2 s RZ}.

‘Ha B ={(x,y,z):(x-a)2+(y-b)2+(z-c)?5p?} &s p<R,

akkoer

¢
I{p). = I...I L dx dy dz
/-8 (/(x-a)2+(y-b)2+(z-c)2]p
&s itt az x' = x-a, y' = y-b, z' = z-c helyettesitést, majd

gémbi koordindtds transzformdcidt alkalmazva:

? 2n R R
I(p)= 'J J j r Pr2sing dr do de = .. = U=x I —ééf dr
$=0 ¢=0 r=p o g

 Mivel az utébbi integrdl (p-2) > 1 esetében, ha p+0 véges
" hat&rértékhez tart, azért p >3 esetén improprius integra-

kunk konvergens, és

HnRs_p

3D (ps 3 esetén az integrdl divergens.)}

T =
M&sik példaként vizsgdljuk az flx,y) = sin?(x2+y?)

108



fliggvénynek az AC {{x,y} : x20, y20} halmazra vonatkozdé
integrdliat. '

Legyen B = {(x,y) : x20, y20, x2 + y2 g R?). E ne~-
gyedkdreikkre integrdlva, poldrkoordindtds traszfiormdcidt
alkalmazva

R

STE

1

I(R) J."Jsinz(xz+y2)dx dy = I J sin?r? r dr de =

B =0 r=0

2
= % [%T - % sin 2R2], vagyis

fr2 . 3

lim I{R)= lim l%— - % sin 2®2|

Ro>w> R+ea

és mivel ez a hatdrérték nem létezik, improprius integrdlink
divergens.

1.10. Feladatok.

1. Bizonyitsuk be, hogy e integrdlja az egész sikon

konvergens, és szdmitsuk ki az integrdl értékét.

2. Milyen p értékre konvergens

KE+y
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VIII, UTHUTATAS A FELADATMEGOLDASHOZ

I1.2.28.

1.

Legyen a g&rbe ¢:[a,B]>R%, az a~tél t-ig terjeds rész
hosszuséga s(t). Egy a = to<ty <...<t, = B felosztdst
véve, a gdrbe {ti—l’ ti}—nek megfeleld részét befedi
a m(ti) kdzéppontu, Zhi €1l kocka, ahol hi = s(ti)-

- s(ti_l); e kocka térfogata s h, (s(B) - s(a))2

n
Ha ACU Ni, az Ni-k /za&rt/ négyszdgek, akkor ezek A-t
1
is befedik.

A = AU(A-A), int A = A -(A - int A), és az itt sze-

repld klildnbségek részei A hatdrdnak.

n n
Legyen ACU N, ¥ t(Ni)<k(A) + % » s legyenek az
1 i

Ni négyszdgek az Ni-k koncentrikus nagyitdsai ugy,

n n
hogy N, Cint N!', §J t(N!')<k(A) + e; G = U int N! meg-
1 1 1 1 1 1
felel. '

I1.1.18. 1.8.~-1.10:

Ha f integrdlhatd, .akkor h=H folytdn van olyan Fl és
S s 8,>h - % , s vehetd a

F, felosztds, hogy S; <H + £
k&z8s finomitds, rd teljeslil 2 <e. Ezt ¢ = % -re

alkalmazva megkapjuk az (Fn) sorozatot. Ha van ilyen
(Fn) sorozat, &s n olyan nagy, hogy ISn-R|< % R
ls,-Rl <% , akkor F_ = F megfelel a |o-R| < ¢ kikitésnek.
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Barmely korlatos f-re igaz, hogy ha F' finomitésa F-
nek, akkor s<s'<£8'<£S; ha F1 és F, két felosztés,
és F5 a kdzds finomitds, akkor s, Ss3£835S8,; ezért
hs$S barmely S felsd Bsszegre; ezért h<H; ha F
olyan, hogy b&rmely hozzd tartozé og-ra |o-R|<e,
akkor |s-R|se &s |S-R|se is &11; igy ilyenkor
|H-h]=2e.

1.13: |f£(g,) -f(ng)| £ Oy

1.15: f egyenletes folytonossdgbél a(f,F)se , ha

olyan finom a felosztds, hogy minden tagjén Ois n
és ntl(A)se.

II.1.18.

2.

A barmely felosztdsédnak barmely pozitiv terlletl
tagja tartalmaz négyszdget, igy rajta m
igy s=0, S=t(A).

- - P4
570, M.=1, &s

Készitslink N-ben négyszbgricsos felosztdst; a g~hez
tartozé alsé és felsd Bsszeg az A-ban fekvé ill. A-t
metszd racsnégyszdgek terlletdsszege.

g =

§ n ik 1 nin+l) § K = 1
=1 i=1 n? n® 2 k=1 4

n{n+l1)}?2 1
n
ha n=+ + «,

1
n? k 2

5. Integralhaté, mert |[f| $1, és f-nek szakadésa A-ban
csak az x+y+1=0 egyenes pontjaiban lehet, ez pedig O
teriiletd.

I1.2.7.1%.

2.1. A-ban olyan felosztdst vesziink, amelyhez 2<¢, &s en-

nek tagjait elmetsszlik B-vel.

2.2.Ai-nek egy felosztdsdt véve minden i-re, ezekbll eld-

11z

411 A-nak egy felosztdsa, és a x8zelité &sszegek Osz-

szeadddnak.



2.4. a) a k8zelitd 8sszegek c-vel szorzddnak.
b} a k6zelitdé Bsszegek Bsszeadddnak.
c¢) fg oszecilldcidja s2Ke, ha f oszcillacidja se.
g oszcillacidja se, |f| K, |g] sK.
d) é oszcilldcidja s f% , ha g oszcilldcidja s=.

e) Hasonld egyenldtlenség 4ll a kdzelitd Bsszegekre.

2.5. a) Hasonld 411 a k&zelitd Osszegekre.
b} -KsfsKXK. :

c} mg f s M.
I11.2.7.2.
Legyen A = {{(x,y} : 0sxs1i, Osysij,
l, ha x,y raciondlis,
f(st) =
- - (-1, ha x,y k&zll legaldbb egy irraciondlis,
-1, ha x,y raciondlis,
gix,y) =

1, ha x,y k&zdl legaldbb egy irraciondlis.

Most f+gz0, fgz-1, |f|=1.

0sfsu, t(A) = 4n. Az alsé becslést javithatiuk, mert
y- vV xZ+y?24-2 = 2,

11.2.7.4.

1 < 1 ' < 1
3
102 100+sin?x+siny 100

100 200 200

51 © 102 5” flx,yldx dy s 755 = 2.
A
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I1.3.16.

1. JJ f(x,y) dx dy nem létezik, mert minden alsé &sszeg
N _
-1, minden felsd 8sszeg 1;
1 1 1
I fix,yldx dy = f 0 dy = 0.
y:Q x=0 y=0
2. Tekintsiik a 3.6.-beli N,-et; ez korldtos, mert [a,b]-
ben f, és f, korldtos, a zdrtsdg &s mérhetdség pedig
abb6l adédik, hogy N, hatdra {{x,y):y = f;(x), asxsh}u
L{{x,y)iy = f(x), asxsb}u{(x,y}: x=a, f(a)sysf,(a)}u
U{{x,y}:x=b, f1(b)ysf,y(b)}.
3. T = {{x,y) : 0sxsa, O0sysx} , vagy
T = {(x,y) : 0sysa, ysxsa).
4. I (f(x)-f(y))2 dx dy = [f £2(x)dx dy + §] £2(y) dx dy -
N N N
- 2[] f{x)+f(y) dx dy 20, igy
N
f 2 B
2 [J f(x)dx:| 52 ffZ(x)ax-(b-a).
a a
2442 -
5. T - n %s x2+y2 52, igy 1n %s 1n §T+y— s1ln 1, é&s
t(T) = = .
IT.4.13.
1. N-ben négyszigrdcsos felosztist, [aa,b3]-ban felosz~

tdst készitlink. (#) jobb oldalanak -egy k&zelité
"3
dsszege ¢ = [ J f(g.,n.,2)dz t{N,); itt
< i’i i
a3



P3 %5 :
I f(Ei,ni,z) dz =§ J f(};i,ni,Z) dz; ha

a, - Z.

3 j-1
Ni x[zj_l,z.]-n f értékkészletének alsd és felsd haté-
ra m;s &s Mij’ akkor Z Z mij(zj-zj_l)t(Ni) <0 gz z

1] 113
Mij(zj-zj_l)t(Ni); a bal és jobb oldal értéke s és S
T egy felosztdsandl, amely eldirtan finom, ha N és

[agsby] felosztdsa elég finom. Hasonlé (%+) igazolésa.

Ha T = [al,bl]x[az,bQ]x[aa,ba], és fi[ai,bi]-ben in-
tegrédlhaté, akkor a hix,y,z) = f;{(x) fz(y} f5(z) flgg-
vény integrédlja T=-n '

?l b2 . b3 .
J fl(x)dxuf £,(y) ay. I fai(z) dz.
a1 - a3

Igazoldsa 4.2.(#%) &s 3.5. SsszevetésébSl adddik.

A korldtos, zart B-n f; és f, korléﬁos;.ny hatéra
{{x,y,2):(x,y)€B, z = f£;(x,y)}u{lx,y,2):(x,y)€B,z =
z f2(x,y)}u{(x,y,z):(x,y)EB hatéra, fl(x,y)szs f2(x,y)}.
Az elsd kettd 0 térfogatu 2.21. hi&romdimenzids v&lto-
zata folytédn, a harmadik pedig azért, mert B hatérét
e-ndl kisebb terlletdsszegi négyszdgekkel befedhetjiik,
s f81&jlik tégldkat emelhetlink a z=a; &s zzb; sik k&~
z8tt, ahol agsf, sf,sby (B-n}.

t 2n

F(t) = I I Jf(pz)p2 sind d9% de¢ dp =
c 0 0O
t
= 2+ 21 J f(p2) p2 dp %% = Lpf{t2)t2 /feltehetjilk,
0 )

hogy f folytonos/.

Az A = {{x,y,z) : 0sxs1l, Osysl, 05zsx+y halmaz
esetén A(z) az N = [0,1]x[0,1] négyzetbSl a

1315



6.

H{z) = {{x,y) : 0sxs2z, 0sys 2-Xx} hdromszdg levoni-
sdval nyerheté. Ezért t{A(z)) = 1 - %T , Es

2 2 Y.
JJJ f(z) dx dy dz = J f(z)[l - %T] dz /ha f. folytonos/
0

A belsd integrdl eltlinik, ami negyedkdrdkre valé bon-
tédssal lathatd.

II.5.5.
' 1 1
1. J J (x3+.. . #x2}dx ...dxy =
x,=0 *x,=0
T |
1 n
= I (xf+...4x2 )+ F)ax _j...dxg o= 3.
X1=O xn_1=0
1 1
2. I = J . J (xq+eve4x)2dx o .dxq =
X120 x,=0
i} 1 ! (x+.0041)3 (xg+..ox _4)3 . .
= e 3 3 Xp_p A%
x1%0 %Xp1%0
1 1
- 2
= J e J “xlf...+xn_1) gt eatx )+
x4=0 xn_l-O
1 _1, 01 .
+ E]dx yedxy = 3t 5 ¢ In-l’ Innen
.0, (n+l)+(n=2)+...+2+41 _ n _ n{n-1)
In=3* 2 — T3t T
1 *1 *n-1
3. vea 'J [xl. .".xn)dxn wedxy =

R xl=0 x2=0 xn=0
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I1I.

! *n-2
= 1 ' -
=3 J I [ X e oo oX 0% 4 dx l...dx1 =
%970 %,20 %420
1 *n-3
_11 f 5 4 d =
2% ) R O S AN A
xl-O xn_2-0
1 %
111 1 2(n-2)+1 _ 1
25§ 2(n=2) I J *1%9 dxpd%y = —x— .
x,=0 x,=0 2 en!
1 2
3.14.1. .

i
pedig diszjunktak.

B: = int BiLJCi, ahol_t(Ci).= 0, az int Bi halmazck

IvV.1.8.1.

1.5.

1.6.

' 8
F{x+h,y+k)-F(x,y) = J (flx+h,y+k,t)-£f(x,y,t)} dt; itt
a
| f(x+h,y+k,t)-f(x,y,t) ke, ha |h|<s, |k} <é, alkalmas
6§ >0 mellett f T-n valé egyenletes folytonossdga miatt.
Ha f, is folytonos, akkor

B
F(x+h’§)-rfx’y) = % I(f(X+h,y,t)-f(x,y,t)] dt =
[+
B
= J f (g,y,t)dt, ahol & az x és x+n helyek k&z8tt van,
o

és [fx(t,y,t)-fx(x,y,t)|<:, ha |h|<s

T{x+h)~-F(x) = J...J[f(x+h,t)-f(x,t)] dt, és
A

| £(x+h,t) -f(x,t)|<e, ha |h|<&, f-nek B-n valé egyen;

letes folytonossdga miatt; ha fx is folytonos, akkor_

F(x+h) - F(x) J
—h "
z8tt van, és igy | £, (&,t)-f, (x,t)}[<e, ha |h}<s.

. fx(E,t) dt, ahol £ az x és x+h k8-
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A B-re kiterjesztett {mtl)-szeres integrdl kétféle 4t-
alakitdsa adja c)-t

Iv.1.8.

2. fix,t) = F{x) megfelel.

3. Az = tg t helyettesitéssel

3
2z ©
F(x,y):J J Y[ S .
xcoszt+y51n2t 5 x(ld—% 22) y
T
?.
F, = J : 1 . — (-cos?t}dt,
o {xcos?t ysin2t)?
X
¢ in2
Fo= J -sin?t dt,
y 0 xcoszt+ysin2t)2
I
? f 3 3
dt n 1 1 ~ 2
F_+F - = < - = = +
: J xcos?t+ysin? t)?2 2 Yy l 2J
3
L oL 77, . .x 1 (1.1
2 ) I o PR
wv.2.7.
me-a+ _ .-bt w gD —xt
1. I T cos yt dt = J [J e cos yt dx| dt =
0 0 a
b ; b
= J I e-Xtcos yt dt dx = J dx = =
a 0 a * Y
2442 - -
= Lo, BERYS ugyanis |e Xt oos yti s e at, ha 0<ac<b.
2 aZ+y?
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2. Fx,y) = ! e™*t cos yt dt = x
0 x2+y2
[ -xt y2-x2 .
F . = J ~-te cos yt dt = — , ugyanis
5 (x2+y?)
X
~-xt -xt -7t .
-t e cos yt{ £t e <¢c e 3 1gy
® - 2.y2
J T e xt cos yt dt =.—5——X—~—.
o (x2+y2)2
< -
3. F. = J e Xt(-sin yt) t dt = - Xy az eldbbi becs-
v (x2+y2)2

[ ad - -
1és folytén, igy J t o™Xt sin yt dt = Xy .
5 (x2+y2)2

v.1l.10.

1. Az origd kdriili p sugaru Kp kdrre
2 2 e 2 Z
jfe-x “Yax dy = J J re”" dedr = ... = 21(1-e7" )

0 0O
P

ha p »+«; mivel az integrandusz pozitiv, az in-

tegral konvergens.

2. R<R' esetén az origd k&rtili R és R’ sugaru kdrdk k&-
z8tti gylriin

R' 2m R

I r r f dr 2 PR

J J — dg dr = 2= = 2n[ ] \
rp Pp-l 2-p R

R © R ’

ha p#2, s ennek R'-+= esetén véges a hatdrértéke,
ha p> 2. A p<2 esetben tehdt divergens az integril,
s kdnnyen l&thatdan a p=2? esetben is:
Rl

dr _ R*
J?'ln—a" v
R



VIII. JELULESEK, TARGYMUTATO

1. JUELOLESEK

/A valds egyvaltozés flggvények differencidlszamitdsa és
integrdlszdmitdsa c¢. jegyzetekben bevezetett és viltozat-
lan értelemben felhaszndlt jeld8lések felsoroldsdt itt nem

ismételjik meg./

Xgs Yg» 2y az S sulypont koordindtdi I.1.1.
M _, M__, M az yz, xz ill, xy sikra vonatkozd
yz© X2’ Xy sztatikai nyomatékok I.1.1.
0, Oy az xy sikban az y ill. x tengelyre
y vonatkozé tehetetlenségi nyomatékok
I.1.2,
N négyszdg /a koordindtatengelyekkel
parhuzamos oldalu zdrt téglalap/
I.2.2. .
T tégla I1.2.3, I.2.4,
t(N) az N négyszdg terilllete I1.2.2.
t(T) ' a T tégla térfogata I.2.3, 1l.2.4.
b{A) az A halmaz bLelsd terlilete /térfo-
gata/ T1.2.6, I.2.14. _
k(A) az A halmaz kiilsé teriilete /tér-
fogata/ I.2.6, I.2.14.
t{A) _ a korldtos, mérheté A halmaz terti-
lete /térfogata/ I.2.11.
F = {Al,...,An} a mérhetd ACRm halmaznak egymés-

ba nem nyuld nem Ures mérhetd
Al,...,An halmazokra vald felosz-

tésa II.1.2.
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3
]

inf f(Ai)

=
"

sup f(Ai)

..l £ ax
A

1".dxdy=

= [ £ dt
A

JI fi{x,y)dxdy = [f dt
A A

I fix,y,2)dx dy dz =
A

= [ fdt
A
Nx, Ny
dio,¥
Blu,v) = Heald
nyA

_le,v,x)
A(u,v,w)-aTET;:§T .

az Ai halmazon felvett flggvény-
értékek halmazédnak alsd hatéra
I1.1.2. :

az Ai halmazon felvett fliggvényér-

tékek halmazénak felsd hatéra
IT.1.2.

az m-v8ltozo6s. £ fliggvény Acr"
halmazon vett t8bbes Riemann-in-
tegrédlja II.1.6.

A kétvaltozés f fllggvény AC R?
halmazon vett kettSs integrilja
II.1.6. ,

A haromvéltozés f fillggvény A CR3
halmazon vett h&rmas integrédlja.
I1.1.6.

RZ-ben x ill. yz tengely fel®l néz-~
ve normdltartoméany II.3.6.

Jacobi~-determindnt II.3.11.

R3-ben xy sikra nézve norméltarto-
miny II.4.4.

Jacobi-detérminént II.5.9.

2., TARGYMUTATO

additiv halmazfliggvény III.3.3.

additiv halmazfiggvény /Jordan-féle értelemben/ III.3.5.
additiv halmazfliggvény szerinti Stieltjes-integrdl III.3.4.
additivitéds /Jordan-mérték&/ I1.2.18,

additivités /Riemann-integrilé/ I11.2.2,
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belsd teriilet I.2.6.
belsdé térfogat I.2.1u.

Darboux-féle alsé integril II.1.7.
Darboux—féle felsd integril II.1l.7.

egybevdgdé halmazok I.2.27.
egymdsba nem nyulé halmazok I.2.5.

folytonos eloszlds a H halmazon III.3.7.

halmazfliggvény III1.3.2.

hérmas integral gdmbi koordindtds transzformicidja
IT.4.11,

hérmas integrdl hengerkoordindtéds transzformicidja
I1T.4.10.

hdrmas integrdl kiszamitdsa II.%.2, II.4.7., II.4.8.

h&rmas integrdl transzformdcidja II.4.S.

improprius /t8bbes/ integrédlok V.1.2, V.1l.h.
improprius paraméteres integrdlok IV.2.1, IV.3.2.

Jacobi-determindns I1I.3.11, II.4.9.
Jordan-értelemben additiv halmazfliggvény III.3.5.
Jordan-mérheté halmaz 1.2.11, I.2.13, I1.2.17.

kettSs integrdl kiszémitdsa 1T.3.1, II.3.2, II.3.5,
II.3.8, II.3.9.

kettds integril poldrkoordindtds transzformicidja
IT.3.13.

kettds integral transzformédcidja II.3.12.

kongruens leképezés I1.2.27.

kiilsé terillet I.2.6.

kiilsé térfogat I.2.1lh4.

mérheté halmaz /Jordan-értelemben/ I.2.11, I.2.17. /nem
korlétos halmazé V.l.5./

mérhetd halmaz felosztdsédnak finomitédsa I1I1.1.3.

mérhet® halmaz felosztasainak kdzbds finomitdsa I1II.1.3.

mérhet® idomok I.2.23.

minden hatdron tul finomod6 felosztdssorozat I1I1.1.3.

négyszdg 1.2.2.

négyszbgrécs 1.2.8.

négyszdgrdcshoz illeszkedé négyszdg I.2.8.
normdltartomany /x 1ill. y tengelyre nézve/ II.3.6.
normiltartomény /xy sikra nézve/ II.W.H.

paraméteres integrdlok IV.1l.1. IV.1l.5, IV.1.6, IV.3.1,
Iv.3.2. .
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ricsegyenes 1.2.8.

rdcshipersik I.2.15.

rdcsnégyszdg 1.2.8.

rdcssik I.2.15.

rdcstégla I1.2.15.

részletintegral V.1.1, V.1.5,. .
Riemann-integrdlhatésdg mérhetd halmazon II.1.5.

sulypont I.x1.1, III.2.1.

sztatikai nyomaték I1.1.1., III.2.1.
szubadditivitds I1.2.18.

tégla 1.2.3, I.2.4,

téglardcsra illeszkedd tégla I.2,15.
tehetetlenségi nyomaték I.1.2, III.2.2.
térfogati integrdl II.1.6. :
térfogatszdmitds I1I1T.1.1, II1.1.2, 1IT7.1.3, IIT.1.4,
teriilet /térfogat/ - I.2.11. /1.2.17./
tertileti integrdl II.1.6.

teriiletszdmitds II11.1.6.

t&bbdimenzidés Jordan-térfogat 1.2.17.
t&bbes integral kiszdmitdsa II.5.1. II.5.3.
t&bbes Riemann-integrdl I1I1.1.6.

t8bbes improprius integrdlok V.1.2.

zérus mértékill halmaz /Jordan-&rtelemben/ I1.2.19.
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