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ELOSZO

Ennek a jegyzetnek az a célja, hogy a matematika nehezebb fejo-
zgteiben, téchnikai trifikjeiben kevéshé jiratos olvasé is meglsmerked-
hessen a val6szinUségszimitds legfontosabb fogalmaival, tételeivel; 14t-
hassa az elmélet felépitését és alkalmazdsi lehetdségelt. Ezért t4rgya-
Hsunkban egyes helyeken ftugorjuk a szigoru matematikal mobdszereket.
Tamaszkodunk a szemléletre, és egy-egy nehezebb bizonylt4st heurlsz-
tikus magyardzattal helyettesftiink. Ilyenkor a bizonyitfst yizlatos bizo-
nyitisnak nevezziik. Ha pedig egy bizonyitdsnak csak valamelytk 1épését
nem indokoljuk egzakt matematikal eszkizitkkel, akkor erre ott utalunk.
Amikor egy kiizelitd egyenldséget anélidil aikalmazunk hogy a kﬁzelltés
pontossigit megvizsgdlndnk, a =2 felet hasznfligk.

A B.M.E, Villamosmérniki Karin a happall és a levelez§ tagoza-
ton s tanulnak valfszinlségszgmitdst, Altaldban egy f616v jut a valészi-
-niiségszdmitdsra, de a B oktatds formfban ezt még kiveti mstematikai
statiszttka vagy/és sztochasztikus folyamatok elmélete. Van olyan szak,
shol az elsd évben, mfs szakon csak a negyedik évben szerepel a valé-
szinllségszdmit4s. Ezért nein volt kénnyl egységes kari jegyzetet készl-
teni, amél mindenki "megkapja a magdét''. Néhiny részre a késSbbi
Tejezetek 1ényegében nem tdmaszkodnak, és gy szikség esetén ezek a
részek kihagyhatk. Ilyenek: 1A1; 11/3,4,5; IV/6; VI/6; VIIA,2,3;

X/6; XII; XII/1,3,4; XIV. Ezeken kivill néhiny nehezebb részt ugy
szerkesztettem, hogy a kevésbé érdeklSdd olvasé ezeket Atugorhassa.
Ezeket a lap s2z81én huzott gzaggatott vonailal }eloltem meg. Néhdny
fontos gondolatot o lap szélén huzott keitds vonallal emeltem ki, nehogy
elkerlilje az Olvasé figyelmét. A definigli fogalmakat mindig alihuztam

A "Definici6" kulcssz6t sehova sem Irtam ki, hogy a szbveg folyama-
tossfigit ne kelljen ezzel megtirni.

A jegyzet terminolégifjit és jelSlésrendszerét igyekeztem Gsszhang-
ban tartani Prékopa_Andris Val6szinilségeimélet c. konyvével (Milszaki
Kényvkiad6, 1972). Ezt a konyvet aj4ntom azoknak, akik tovAbbi lsmere-
tekre szeretnének szert tenni,

A jegyzetben bizonyit4s nélkl vagy csak v4zlatos bizonylésssal t4r-
gyalt, mélyebb eredmények egzakt bizonyitésa megtalflhaté J, Nevey Bases
mathématiques du calcul des probabllités (Masson et Cle, Paris, 1964) és
V.V. Petrov Szummii nyezaviszimith szlucsajnith vellesin (Nauka, Moszkva,

1972y ¢ .kimyveiben, 7






1. VALOSZINUSEG

1. ,Rend a rendetlenségben”

Ha feldobunk egy dobbkockst, biztosak lehetilnk benne; hogy nem
kertil ¥8ld kortili pilydra, hanem valahova leesik. Ha sik terepre esik,
akkor az is biztos, hogy valamelyik lapja lesz fellll, hiszen nem tud
sem a sarkin, sem az élén megflini. Azt viszont nem lehet ol8re meg-
mondani, hogy melyik lapja lesz fellll. Ez véletlentSl fligg.

. Ha egy j6 mitiszaki 4llapotban 16v8 Mercedes kellS mennyiségii
Uzomanyaggal az M7-es autbpilyin BudapestrSl Székesfehérvérra igyek-
szik, akkor (feltéve, hogy semmiféle forgalmi dugé sem. akadilyozza ah-
ban, hogy a megengedett. maximilis sebességgel menjen) 0, 66 6ra =
= 39,6 perc alatl Székesfehérvirra ér. Ugysnis a két vdros kieti t4vol-
sig 66 km, az autdpAlydn a megengedett maxim4lis sebesség 100 km /6
és tudjuk, hogy egyenletes sebesség esetén 148 = ut/sebesség. Viszont
akfrmennyire is szabad az ut a Mercedes elétt, nyilvinvals, hogy se-
bessége nem egyenletes: Kis emelkedk, lejtk, szembaszél, hitszél,
kanyarok, zavaré Hitgsi viszonyok stb, miaft ‘hol lassabban, hol gyorsab-
ban megy mint 100 km/6. A sofSr nem képes ugy nyomni a ghzpedslt,
hogy a kocsi pontosan 100 km/6 sebességgel menjen, Ezért a koesi me-
netideje sem pontosan 39,6 perc. Ennél picivel tthb vagy kevesebb. Ha
(lenne Mercedesem, €s} tobbszOr leutaznék Budapestr§l Székesfehérvirra
a mondott koriilmények kozott, mindig m4s lenne a menetid§. Koriilbelil
39,6 perc, de nem pontosan ennyi. A menetidt nem lehet elore ponto-
san megmondani, Ezt is véletlen tényezfk befolyésoljik

A val6 vilig jelenségei (pl. kockadobis; kbzlekedés) olyanok hogy
bizonyos feltételek mellett (a kocka sik terepre esik; auténkat semmi
sem akadilyozza abban, hogy maxim4lis sebességgel menjen) egyes ese-
mények (a kocka valahova leesik; auténk odaér Székesfehérvérra) biztos-
bekivetkeznek, mis események (pl. a kocka ugy esik le, hogy 2 6-os
szdm lesz fellll; auténk menetiedje nem t6bb 39,6 perc-nél) véletlent51
fliggBen vagy bekivetkeznek vagy nem.

A véletlenszerﬂség bizonyosfajta rendetlenséget jelent: nem lehet
eldre tudni, hogy a kocka melyik oldala lesz feldl, De nyilvin mindenki
tapasztalta m4r, hogy szabdlyos dobSkocka esetén ritkibban lesz a dobis
eredménye 6-0s, mint nem 6-os. 86t, ennél tsbbet is 41ithatunk: ha
sokszor dobjuk fel a kock4t, akkor a dobss eredménye az eséteknek ko-



riilbeliil -2' részében lesz 6-os, 4s -2- részében nem 6-05. Ez bizo-

nyosfajta rendet, torvényszeriliséget jelent a rendetlenséghben, Ha az eh—
hez hasonlé térvényszerilségeket felismer}ﬁk hasznunk szirmazhat bell-
le. Egyrészt alaposabban megismerjilk a jelenségeket {a yéletlentd] flig-
g8en bekbvetkezik vagy nem kovetkezik be" megillapitisngl sokkal ala~
posabb igmerettel rendelkeziink, ha tudjiuk, hogy "dz éseteknek kdrillbe-
b1 -.2— részében bekdvetkezik, &5 ‘% részEben nem kdvetkezik be''),
masrészt a torvényszeriiségek ésszeril kihasznilistval "anyagi" hasznunk
is Keletkezhet, Pé&lddil j6 lizlet lenne sziniorira az alsbbi hazird jaték:
feldobunk -egy szabslyos dobdkockat, ha 6-osra egik, dkkor nyerek

6 Ft-ot, ha nem 6-osra esik, akkor vesztek 1 Fit-ot. Ugyanis példdul
120 fogadss utdn nyereményem koriflbelyl '

g 1206 -7 1201 =20 &
lenne.

Ha egy jelenségrfl céljainknak megfolels modellt lehet késziteni a
jelenaégben felbukkané véletlen tényeaok figyelembevétele nélkitl, akkor
szamunkra ez is megfeleld, Péld4ul a vonatok -~ killtntsen télen ~ elég-
gé véletlenszerlien kozlekednek, a vasyti menetrendeket mégis ennek fi-
gyelemhe vétele nélkul készitik. Mis esetekben (pl ido;érﬁs elbrejelzé-
sekben)} nagyon is figyelemhe kell venii a véletlen tényezoket. A valdszi-
nilségszimitis elmélete ~ felhasznilva a véletlenszerliségben rejlo tor-
vényszar!isegeket - éppen arra ad utmubatgst, hogy mif kell fennlink, ha
egy jelenségrbl a véletlen tényezdk figyelembevételével akarunk modellt
késziteni, )

A val6 vilsgban nehéz olyan jelenséget taldlni, melybe a véletlen
ne 5z6lna bele. Ezért a valdsziniiségazémitas alkalmazdsi teriilete szinte
“nem ismer hatirokat". A valdésziniiségszimitds szemléletmddja, fogal-
mai manapsdg olyannyira fontosak, hogy az dltalfnos iskola alsé tagoza-
tdban is tanitjsk. Kezdjlink hozzd gyorsan mi isT

2. Véletlen jelenség

Egy olyan jelenséget, melynek kimenetelét nem lehet pontosan tud-
ni a jelenség lezajissa élétt, véletlen jelenségnek fogunk nevezni. Példdul:

1. A kockadob4snil nem tudjuk, hogy hol &s melyik cldalira fog
leesni a kocka,

1¢



2, Délelbtt nem lehet megriondaii, hogy az M7-es autépilya forgal-
ma pontosan hogyan fog alakulii az esti orskban,
3. Az idfjirds is véletlen jelenség.

Véletlen ':ielenségeket azfltal adhatunk meg, hogy leirjuk azokat a
feltételeket, amelyek mellett a jelenség lezajlik. Péld4ul:

1. Megmondjuk, hogy szabdlyos kockit dobunk fel. ElSirjuk, hogy
j6 magasra kéll a kockit feldobni. Garantdljuk, hogy a kocka sik terep-
Te essen.

2. Megszabjuk, hogy miker {munkanapon. vagy hétvégén, télen vagy
nysron, milyen napszakban stb.) vizsgiljuk az autépﬂva forgalmst.

3. Megmondjuk, hogy hol {(Budapesten, a Hawaii-szigeteken), mi-
kor (tavasszal, Osszel] stb. vizsgiljuk az idGj4rsst.

Egy véletlen jelenség megadisinil az Ssszes szobajthietd feltéiel
részletes leirdsa gyakorlati &s elvi akadilyokba titkozik. A részletes le-
irds tobb oldalt tenne ki, illetve akirhiny feltétel megaddsa utdn fel le-
het tenni olyan kérdést, melyet a megadott feltételekbdl nem lehet meg-
vilaszolni. Ezt a nehézséget azzal prébiljuk Athidaini, hogy csak a fel-
vetett probléma szempontj4bél lényeges feltételeket irjuk le, tovibbs a
feladatok szovegét ugy fogalmazzuk meg, hogy az Olvasd remélhetSleg
magstdl kitaldlja a nem részietezett feltételeket is. Ennek eredménye-
képpen a valbsziniliségszdmitis feladatok szbvege 4ltalfdban csak kozepe-
sen hosszu. Helyes megértésiik viszont az Olvasé aktiv fantizisjst
igényH.

3. Esemény

Véletlen jelenségekkel kapesolatban megfogalmazhatunk olyan 411i-
tisokat, melyek vagy bekUvetkeznek a jelenség lezajldsa sorén, vagy
nem. Péld4ul:

1. A kockadob4sndl a kocka vagy ugy esik le, hogy a 6-0s lesz
feliil, vagy nem.

2. Az MT7-es autbépilydn télen, egy kiszemelt munkanapon, este
18 és 20 6ra kozitt vagy lesz karambol, vagy nem.

Minden olyan kijelentést, 4llitdst, ami a vizsgilt véletlen jelenség
lezajldsa sordn vagy bekvetkezik, vagy nem kivetkezik be, eseménynek
neveziink. Az eseményeket azgltal adjuk meg, hogy megmondjuk, mikor
kivetkezik be az esemény. Események jelolésére legtSbbnyire nagy betii-
ket hasznflunk. Példdul események:
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1. A =2 kockadobss eredménye 6-os. (olvasd: "A legyen az az
esemény, hogy a kockadobis eredménye 6-os") '

2. B = az MT-es autpdlyin télen, munkanapon, este 18 &3 20 6ra
ktiztt karambol tirténik,

3. C ='holnap Budapesten esni fog az es§,

Nem szabad elfelsjteni, -hogy az eseménycket mindig valamilyen ko~
14bban ‘elmagyarszott vagy nyilvinvalésiga miatt el sem magyarizott
vélotlen jelenséggel kapesolatban kell értelmezniink.

Két eseményt akkor tekintiink egyenlfnek, ha pontosan egyszerre
kdvetkeznek be, Ha egy dobdkockival dobunk, akkor a “"6-tal oszthaté
szdmot dobunk™ esemény ugyanaz, mint dz "'5-1él nagyobb szdmof do~
bunk'' esemény, hiszen ezek pontosan egyszerre kiveikeznek be: a kockdn
2% ‘egyetlen 6-tal oszthat6é szim és az egyetlen 5-nél nagycbb szdm a
6-08.

Az események kizé soroljuk és biztos eseménynek nevezzik azt,
ami biztogsan bektvetkezik, és lehetetlen aeseménynek azt, ami semimni-
képpen sem kbvetkezhet be. Példsul a kockadobéssal kapcsolathan biztos
esemény: "a kocka valahoya leesik!, lehetetlen esemény: 10-est dobunk”,
A biztos esemény jele legyen S2 , 2 leheteflen eseményé @.

4. Relativ gyakorisdg, valésziniiség

Ha egy véletlen jelenség lezajlik {pl. feldobjuk a kockst, &s az le-
esik; az MT-es autopilya forgalmé4t a benniinket érdeklS szempontok
alapjan egyik este megfigyeljikk), akkor azt mondjuk, hogy egy kisérletet
hajtotiunk végre. Ha a kisérletet tobbszor végezzik el, mondjuk n-szer
(ol a kockst n-szer feldobjuk, vagy n darab kock4t dobunk fel egy-
szerre, n napon 4t vizagiljuk az autépilya forgalmst), akkor azt mond-
juk, hogy 0 hosszusigu kisérletsorozatot hajtottunk végre. Vigy4zat, ne-
hogy [élrebrtés essék! Ha a véletlen jelenség 10 darab kocka feldobdss-
b6l 411, akkor egy 45 hosszusigu kisérletsorozat egy 10 kockibsl 4116
kockakészlet 45-8z6ri vagy 450 darab 10-es csoportokba osztott kocka
egyszeri feldobgsit jelenti.

Tekintslink most egy véletlen jelenséget s vele kapcsolathan egy
A . eseményt. Végezzlink a véletlen, jelenséggel kapcsolatban i darzb
kisérletet. Ezen kisérletsorozat soréh az A esemény valahgnyszor be-

1, ~val. Az *;—é hinyadost = mely

kovetkezik, Ezt a szdmot jeldljik n By

azt mutatjs, hogy a kisérletek hinyad régzében kivetkezett be az A
esemény - az esemény relativ gyakorisipfinak nevezziik. n, véletlen-
61 fiigg, igy a relativ gyakorissg is véletlentSl figg.
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A valé vildg véletlen jelenségei olyanok, hogy a legtébh A ese~
ményhez hozz4 lehet rendelnt egy véletlentsl nem filggh, csupsn az A
eseménytdl fiiggl P(A)-val Jololt sz&mértéket, melyre igazak a kivet-
kezdk: '

1. Ha a pzbban forgé véletlen jelenségre "nagyon hosszu" kisér-
letsorozatot végzlink; akkor az eseteknek korilbeliil P(A)-nyi részében
kgvetkezik be 2z A esemény, Tehft hosszu kisérletsorozat esetén az

-n'—'A relativ gyakorisdg "kizel lesz" P(A)-hoz.

2, Ha yalamilyen c#Ib6l el akarunk érni egy bizonyos pontossdgot,
akkor "sok" “elég hosszu" kisérletsorozat elvégzése esetén csak “vi-
szonylag kevés' kisérletsorozatban fog a relativ gyakorissg ettbl a
P(A) sz4mtbl a megadott pontossign4l jobban eltérni. Ha példiul A
a 6-o08 dobisdnak eseménye, és a kocka teljesen szimmetrikus, és sok
ember mindegyike elég sokszor feldobja a kockdt, akkor az émberek
szdmfhoz viszonyitva csak kevés embernél lesz a relativ gyakorisig
("':; - 0, 0L)-nsl kisebb vagy (% + 0, 01)-nsl nagyobb.

Ezt 2 P(A) szimot az A esemény valészinlisépének nevezziik,
(Valoszinliség latinul: probabilitas. Tonen jon & P bhetit.) A P bet
mbgé a zdr6jelbe magst az eseményt definilé mondatot is irhatjuk, pél-

ddul P (batost dobunk) = ’56. .

A fentickben hasznilt "nagyon hosszu", “kizel lesz", "sok", "elég
hosszu', "viszonylag kevés" szavak nem preciz matematikai kifejezések.
Felépitendé matematikai modelliinkt8l elvirjuk, hogy a relativ gyakorissg
fentebb elmondott "stabilitdsi tulajdonssg4it" pontos matematikai formgha
tntse. Mint a XIV, fejezet 2. pontjfban 15tni fogjik, eme kivnalmunknak
modelliink eleget fog tenni,

Felmerlil & kérdés, hogy egy eseményhez igy hozzdrendelt valészi-
niiség mennyire meghatdrozott, mennyire objektiv, milyen értelemben
létez8 érték. Ezt a kivetkez8 analégifval vilsgitjuk meg, Ha példful do-
bokockink tmegét szeretnénk megfllapitani, akkor ezt megtehetjilk
grammnyi, tizedgrammnyi vagy akir milligrammnyi pontossiggal. De
ha 25 tizedesjegy pontossiggal szeretnénk megadni a tomeget grammok-
ban, akkor egy atomtSmegnél is pontossbban kellene mérniink, Ez ‘pedig:
lehetetlenség. A matematikai modellben a dobdkocks dekagramokban ki~
fejezett tmegét persze jellemezhetjiik egy valts szimmal, &s oz & szim

lehet - mondjuk - éppen ":‘-; Az eredeti, val6s kockfra vonatkozban ez

azt az informéclét nyujtja nekiink, hogy a dobdkocka témege. példiul
0,166 és 0,167 dekagramm kizbtt van. Most nézzik, mi 4 helyzet a
6-os dobdsdnak val6szinllségével, Ha a dobbkockat egy tikéletes mértani
idommal modellezzilk, akkor szimmetria okok miatt szt mondjuk, hogy
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a §-os dobisinak valészintisége }gj - Egy elegend‘génr szab4lyos dobbkoc-
ka esetén ez 2 valésziniiség tényleg 0,166 €és 0,167 kozé estk. De en-
nek a valészinliségnek a meghatirozdisa 25 tlzedesjegy pontossiggal ér~
‘telmetlen, mert ha esak egy porszem tapad a kocka egyik olddldra,
mér att6l is moédosul a 6-os lapra esés valdszinfisége. Valddi kocka
esetén az egyes vaioszinﬁségeket kisérletileg -~ dzaz méréssel - hati-
rozhatjuk nmieg, Erdekes kérdés, hogy vajon hény kisérletet kell végez-
nithk, hogy 2 relativ gyakoriség a val6szintiséget elbre adott pontossig-
gal megkbzelitse. Ezekkel az izgalmas dolgokkal majd a XIV, fejezet
8. pontjiban foglalkozunk.

Az események val6szintiségének meghatrozdsa a matematikai mo-
dellben logikai okoskoddsokkal (pl. & kocka szimmietridja alapjin a 6-os
dob4sinak v‘alészin{is‘é’ge‘ 1}, konnyebb-nehezebb matematikai niédsze~
rekkel (lisd a jegyzet hﬁtralévﬁ részét) lehetséges. A logikai okoskods-
'sokkal nyert eredmények is - ne feledjtil! - végsosoron a tapasztalatra
épliinek, mert példdul egy valésdgos kocka szimmetrikns mivoltdt nem
lehet elméleti uton bebizonyitani esak {tsbbé-kevésbé) tapaszialni.

Természetesen egy esemény valdsziniiségérll csak meghatdrozott
feltételek teljesiilése esetén lehet beszélni. Ha a. feltételek megvilioznak,
a7z esemény valésziniisége is megvaltozhat, Ha példdul a kocksit nem
dobjuk fel elég magasra, hanem Gvatosan klgordltﬁﬂc keztinkb§l (klsgye—
rekek probilaak igy 6-ost dobni, amikor nagyon szeretnének gylzni a
"Ki nevet a végén" jatékban), askkor jelentGsen novelhetjlk a 6-os dob4-
séngk esélyét. A mi terminoldgidnkkal élve ezt azzal a fordulattal fe-
jezhetjlik ki, hogy csak adott koriilményekkel rendelkezd véletlen jelen-
ségre vonatkoztatva beszélhetlink egy esemény valésziniiségérdl. Ha a
véletlen jelenség feltételei megviltoznak, akkor az események valészi-
niisége megviltozhat.

Ha 2 véletlen jelenség kirtilményeit nem ismerjik, semmi tapasz-
talatunk nines, akkor a jelenséggel kapesolatos események val6szintisé-
gérbl nem beszélhetiink. Aki soha nem foglalkozott focival, semmit nem
érez a hétvégi toté-meccsek esélyeirdl, mig a foci berkeiben jiratosabb
egyének esetleg joggal érezhetik, hogy melyik: esapat. gyOzelme a valb-
szinlibb, s6t esetleg szdmszerli valészinliség-értéket is tulajdonithatnak
kedvenc -csapatuk gyOzelmének: "Ilyen formaidozités, csapatosszeélhtﬁs
id8jarasi viszonyok stb. mellett az eseteknek koriilbeliil 70%-4ban. szokta
megverni az én csapatom a tiédet, tehdt holnapi gyOzelmiink valészinl-
sége 0,7".

Matematikai modelliink felépitését ‘mindenekelStt a valészinliség
alapvetd- tulajdonsdgainak felkutatdssval, a valdszinfiség axidmiinak ki-
monddsdval kell kezdeniink. Ehhez elSszor az események kdzotti miive-
ietekkel &s rel4citkkal kell megismerkedniink.
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5. Miiveletck és reldciok események kdzoit

Ugyanazzsl a véletlen jelenséggel kapesolatban értelmezett esemé-
nyek kbzdtt Gsszetiiggéscket fedezhetink fel, Példiul a kockadobdssal
kapesolathan. értelmezzitk a kivetkezd sseményeket:

A = pirns szdmot dobunk; (2,4, 6),

B = paratlan szdmot debunk {1, 3,35),

C ='3-n5] nagyobb szimot dobunk (4,5, 6),

D = 3-mdl oszthatd szdmot dobunk, (3, 6),

E = 2-nél nagyobb szgmot dobunk, (3,4, 5, 6),
= 4-¢t vagy 6ot dobunk, (, 6),

G = 2-t dobunk, (2).

Vegyiik észre, hogy

1. A pontosan akkor kivetkezik be, amikor B nem kivetkezik
be. Ezt azzal a szbhasznilattal fejezziik ki, hogy az A & B esemé-
nyek egymés komplementumai. Jelolésben: A=B, B=A,

2%, E pontosdan akkor kivetkezik be, amikor € &8s D kiziil
legaldibb az egyik bekiivetkezik. Iyenkor azt mondjuk, hogy E a C
és D események Psszege. JelSlésbon: E = C + D,

8. F pontosan akkor kivetkezik be, amikor A is és. C is be-
kivetkezik. Ennek & ténynek a kifejezésére azt mondjuk, hogy F az
A és C események gzorzata, Jellésben: F = A:C,

4. G pontosan akkor kovetkezik be, amikor: A bekdvetkezik,
de C nem kivetkezik be. Tlyenkor G-t 3z A 48 ¢ események
khlonbsegenek nevezzilk, Jeldlésben: G = A - G.Vegylik észre, hogy
A=-C=A-C.

5. B 43 F egyidejiilleg nem kdvetkezhet be, az § szorzatuk a
lehetetlen esemény. Hyenkor 2 B és F eseményeket egymist kizgrd
eseményelmek mondjuk, Erre kiilon jelolést nem vezetiink be. Ha kell,
ennyit irunk: B« F = ¢,

6. Ha- F bekGvetkezik, akkor A is bekbvetkezik. Ennek kifeje~
zésére szolgAl: ¥ maga ut4n vonia A-t, Jelolésben F c A, Vegyik
észre, hogy F akkor és esak akkor vonja magd iitdn A-t, ha
F-A="F,

A fentiekben négy miveletet (komplementum-képzés, Usszeadss,
szorzds, kivonis) &s két reliciét ("egymdst kizdrjik', "maga utén von-
ja") értelmesztiick egy konkrét példin kerssztiil,

Nem okoz problémsat az @sszeg és a szorzat értelmezése kett8nél

tobb eseményre sem. A = A+ A, +... vagy A= ZAi {olvasd:
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szumma A), llletve B = BB, ... vagy B ;=;“[]'Bi (olvad: pro-

c!uktum B ) ‘azt jelenti, hogy A pontosan akkor kbvetkezik be, ha az
A sove ! események koziil legalshb az egyik bekivetkezik, illetve,

hogy B, pontosan akkor kivetkezik be, mitkor a BI'B seee EBOME-
nyek: mindegyike bekivetkezik.

A G ,Cz, ... eseményeket pedig akkor nevezzilk esymést kizs-
réaknak, ~ha kozlilik legfeljebb egy kovetkezhet be. Teh4t aldrhogy
18 vesziink kozlilik kettlt,. ezeok egylittes bekbvetkezése lehetetlen: 1 # j

esgetén C Cj -¢

6. Események szemléltetése

[P/

Konnyli meggydzddni réla, hogy az események rendszere a fenti
miivelotekkel és relicidkkal felruhdzva ugyanolyan azonossfigoknak tesz
eleget, mint eégy alapul vilasztott halmaz részhalmazainak rendszere a
szokisos halmazmiiveletekkel s reldcidkkal felruhdzva, Ehhez az ese-
ményékkel kapesolatos fogalmakat i kovetkezd szbtir segitségével kell
megfeleltstni a halmazokkal kapcsolatos fogalmaknal:

biztos esemény alaphalmaz

lehatetlen esemény {ires halmaz

valamilyen esemény. a7 alaphalmaz részhalmaza

esemény komplementuma kiogészité (komplementer) halmaz

események Ogszege halmazok egyesitése (unidja)

események szorzata halmazok kozis része (metszete)

események killonbsége ‘halmazok kiilonbsége

egymast kizéré események kbzbs elem nélkiili {(diszjunkt)
halmazok

A maga utén vonja B-t A részhalmaza B-nek

Péld4ul halmazokra igaz, hogy két halmaz egyesitésének komple-
mentuma megegyezik a halmazok komplementumainak kizds részével:
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misyk-beimaz egyesitesik egge.sv?e’&&k &orplemeantuma
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et
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ezek tényleg
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20
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K2

RS
R
5
Xt

egyk fubnaz masikhaimaz a korrgp/emenfumok

komplementuma  komplementume koziis része
1. sbra

Példaként ennek az azonossdgnak a megfeleldjét levezetjlilk eseményekre:

De Morgan-—azonossfg: Tetszdleges A 65 B eseménvekre
A+B=A- ‘B,

levezetés: A + B akkor kivetkezik be, ha A & B koéziil leg-
aldbb az egyik bekivetkezik. Ezért A + B akkor kdvetkezik be, ha
sem A, sem B nem kivetkezik be. Ez pedig annyit: jelent, hogy A
is és B, is bekbvetkezik, vagyis A-B bekovetkezik. Ezzel belsttuk,
hogy A+ B &és, A+B pontosan egyszerre kovetkeznek be. Az esemé-
nyek egyenloségére mondott definiciénk szerint ez azt jelenti, hogy
A+B=4-B.1

A t8bbi azonossdgot ki sem mondjuk, mert a. Kedves Olvasé bizo-
nyéra taldlkozolt mAir vellik a halmazelméletben vagy a Boole-algebrsk
(ejtsd: bil) elméletében, és a fentiekhez hasonlé gondolatmenetekkel egy-
szerlien kiad6dnak esemiényekre is.

Mindezek alapjin az eseményeket szemléltethetjlik ugyanugy, ahogy
‘halmazokat szoktunk szemléltetni. Az aldbbi 4brdk remélhetSleg magya-
rizat nélkiil is érhetdek:
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Ha példdul a kockadobds véletlen jelenségét vizsgiljuk, és csak
olyan események érdekelnek benntinket, melyek azzal kapesolatosak,
hogy hényast dobunk {olyan események, melyek péld4ul azzal kapesola-
tosak, hogy a kocka hovi esik, nem érdekelnek minket), akkor az ese-
mények halmazokkal valé szemléltetésének céljsra alaphalmazként vi-
laszthatjuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 elemekb8l 4116 halmazt. Az el§z8 pont-
ban értelmezett A, B, C.... eseményeknek megfeleld halmazok pedig
éppen azokbdl a sz8mokb6l 4llhatnak, melyeket ezen események értel-
mezégénél z4roéjelben megadtunk:

0

18

il

biztos esemény
pdros gzdmot dobunk
parattan szdmot dobunk

3-n4l nagyobb szdmot dobunk

3. 4bra

]
X0

(R :
2 *'a%

30l
Hoiede
R 2 [t 4 b6 |
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Hasznos a Kedves Olvas6 szfmfra, ha az eseményeket - ahol csak
lehet - halmazoknak felelteti meg. Ugyanis az egeniényeket sokszor csak
hosszasan megfogalmazott mondatokkal irhatjuk le, mig a halmazokat rajz-
zal szemléiethetjilk. Az események kozitti miiveletek azonossgfgait is gyor-
sabban léhet folidézni rajz segitségével.

Mogjegyzés: Mindez azt az Stletet adja, hogy az események kozdt-
ti miiveleteknek ne az aritmetiksh6l vegylink. nevet, hanem a halmazel-
mélethSl: Dsszeg helyett uni6rél, szorzat helyett metszetr8l stb. beszél-
junk, s jeldléstinkben is a halmazelméleti jeldlésekhez igazodjunk:

A+ B helyeit AUB-t, A+B helyett A NB-t sth, frjunk. Tgy
ugyanis az események kozottl miveletek tulajdonsspai konnyebben meg-
jegyezhettbbé vAlninak. Nem 4llna fenn annak a Veszélye, hogy valaki
A+ A l4ttan 2A-ra asszooiflna, holott A + A = A, (Halmazokn4l is
A UA = Ay Mindennek semmi akadilya nem lenne, de mi inkgbb iga-
zodunk Prékopa Andris Valészintiségelmélet c. konyvének terminolégis-
jshoz é&s jelvléseihez. '

7. A valdsziniség axiémai

Mint korsbban leszigeztik, egy A esemény P(A) valoszitiisége
azt fejezi ki, hogy hosszu kisérletsorozat esetén az -eseteknek: kiriilbe~
lil P(A)-nyi részében kovetkezik be az A esemény. Tehft ha n

n
nagy, akkor az *,—n& relativ gyakorisdg kozel van a P(A) valszinii-
séghez.

Mivel birmely esemény relativ gyakorissga nagyobb vagy egyenl$
mint 0, és kisebb vagy egyenlé mint 1, nem kell killondsebben érvelni
amellett, hogy elfogadjuk:

1. axiéma: Birmely A esemény val6sziniiségs nagyobb vagy
egyenld mint 0, és kisebb vagy egyenld mint 1:

0< PA) £1,

"A biztos esemény n kisérlet sordn n-szer kbvetkezik be, a le-
hetetlen esemény pedig egyszer se. Tehsit a biztos esemény velativ gya-
korisdga mindig 1, a lehstetlen eseményé pedig 0. Ezért a kévetkezd
axiomink is kézenfokv§.

2. axiéma: A biztos esemény valészinlisége 1, a lehetetlen esemény
valésziniisége 0

P =1, P(q)) =0,
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3, axiéménk megviligitdsa céljahol tekintsitk o Kbvetkezd véletlen
jelenséget: kitslitnk egy Ioti6szelvényt, és pénteken délelStt izgalommal
Figyeljilk & r4dist, hogy mik & nyer§ szgmok. Ertelmezzifk az aldbbi -
eseménycket:

A = pzelvénylinkkel a pénteki huzison nyerfink (legaldbb két tals~

latunk ‘van),

As = gzslvénytink 5 taldlatos,
A- . = " 4 1 3
.A,s = i ] w 5
A2 e i 2 . i1 B

Az Ay Ag ,21:4, A események egymést kizdroak: AiAj =&, ha
144. Az A ‘eseméhy pontosan akkor kivetkezik be, ha az A-.Z’ As_,

A & iAs egemdnyek kdziil valamelyik bekoverkezik. Ezért az A ésemény .
az A,, A'3 A4,_ As események Usszege: A = IZ_Z: Ai. Végezziink n kisér-

letet, azaz n héten 4t egy-egy szelvénuyel jitsszunk a lottén. Az n
hét eltelte utdn szdmoljuk meg hényszor volt 5-tslink, 4-estink, 3-asunk,
flletye 2-esiink. Ezen négy darab szdm Usszege megadja, hogy Osszesen
nényszar nyertiink. Korsbbi jeloléseinket érielemszertien hasznilva ezt

5 ‘

igy irhatjuk fel: n, = > n - AltaldnossAgban is igaz, hogy ha egy A
) =2 i )
esemény véges vagy végtelen sok egymigst kizdrd Ay esemény Usszege,
azaz A= )L A, &5 i esetén A - A = ¢, akkor n kisérle-

3 _
tet végezve az A esemény bekivetkezéseinek szAm4t megkapjuk, ha az
Ai események bekdvetkezéseinek szdmét Ssszeadjuk: n, = 21: n A

‘Ebb8l a relativ gyakorisfgokra is hasonl6 Usszefliggés adodik:

n — M.
—3 -2 — . Ezért axibmaként elfogadjuk:

i

3. axiéma: (a valdszintiség vsszogzési tulajdonsiga)., Ha az A
esemény véges vagy megszimlslhatéan végtelen sok egymést kizdré A
esemény Osszege, akkor az A esemény val6szinlisége az A4 esemé-
nyek valészintiségeinek Gsszegével egyenlS. Képletekkel megfogalmazva:

k
Ha A=A & 1#] esetén A ‘A = C]),akkor
=1 i i ]

k
P@A) = ) P@A) &< o).
i=1
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Latnl fogljuk, hogy ezékhfl az axiémikbél kiindulva olyan elméle~
tet lchet felépiteni, ami igen sok gyakorlati probléma megolddsira alkal-
mas. Véglilis ez igazolja, hogy axi6mfiinkat helyesen vettik fel.

3. axiSmifnkkal kapesolatban megjegyezzﬁk hogy ha esak véges sok
tagra vagy pedig megszdmldlhatan végtelennél tthb tagra is megkivetel-
nénk az dsszegrési tulajdonsdg teljestilését, akkor csak sokkal szegényebb
eliméletet tudnfnk felépiteni. A figyelmes Olvasé bizonyira észre fogja
venni a késObblekben, hogy az elmélet felépitésénél hol nem Ieniie ele-
gendG a véges sok tagra kimondott Ssszegzési tulajdonsig, illetve hol ve-
zetne ellentmoriddsra a megszdnildlhatéan végtelenndl tobb tagra kimon~
dott 8sszegzési tu}ajdonség.

8. A val6sziniiség szemléltetése

Hg az eseményeket valamilyen
alaphalmaz yészhalmazaival szemlél-
tetjiik, akkor a valészinliséget is
szemlétethetjitk a kbvetkezSképpen:
az Alaphalmazt festékkel kenjik be
oly mddon, hogy minden vészhal-
mazra annyi festék {mondjuk annyi
gramm) jusson, aniennyi a részhal- 4, fbra
maznak meg‘fie,lelﬁ esemény valdszi-
niisége.

Ezt a szemléltetést az teszi lehet8vé, hogy az alaphalmaz festék-
kel val6 bekeriése rendelkezik a kovetkezd tulajdonssggal: ha az alaphal-
maz valamelyik részhalmazit véges vagy meg-
szamlsilhatéan végtelen sok kozds slem nélklili
halmaz egyesitéseként dllitjuk el5, akkor a tekin-
tett részhalmazon levd festékmennylség az egye-
sitésben szerepld halmazokon 1&vé festékmennyi-
ségek Bsszegével egyenld. Ez a tulajdonsig a va-

5. fbra 16szinliség Ssszegzési tulajdonsiginak felel ‘meg,
A kis tégialagon any- Mivel a blztos esemény valdszintisége 1, a
nyi gramm festék van, biztos eseménynek megfelelS alaphalmazon egy-
mint a hiromszdge-  ségnyl festékmennyiségnek keil lenni. Tehit min-

ken egyitivéve dig egységnyi festékmennyiséget kell szétkenni az
" alaphalmazon.

Ha péld4ul a kockadobds véletlen jelensége esetén az 1, 2, 8, 4,
5, 8, elemekbll 4116 halmazt valasztjuk alaphalmaznak, és a kocka
szimmetrifja alapjin feltételezzilk, hogy a kocka minden oldala %i' vald-
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sziniiséggel kertilhet feliilre, akkor a festéket ugy kell elosztani ezen

‘hat elem kozotf, hogy mindegyikre ls -nyi. festélqnenngiségbéfl, egy Vfes~
tékesomot”" helyeziink:

7 |4

6. 4bra

Annak ellenére, hogy ilyesmit ténylegesen lerdjzolni nem mindig
lehet, képzeletben meg lohet csinglni, és mér ez is sokszor segit a
valgszintiség tulajdonsigainak vizsgilatakor. (Ld4sd A valbszinilsépg to-
véibbi tulajdonsdgai ¢. pontban.)

9. Klasszikus problémak

"Klasszikus" jelzbvel azért illetjiik a most kivetkezf problémati-
pust, mert a XVII. szdzadban a valoszinliségezdmitss ilyen jelleg fel~
adatok kapesén indult fejlédésnek Fermat (1601-1665), Pascal (1623
-1662), Huygens (1629-1695) és James Bernoulli (1654-1705) munkissiga
sorin.

Gyakran taldlkozunk -~ kiilondsen szerencsejitékokkal kapesolatos
feladatokngl - olyan véletlen jelenségekkel, melyeknél a biztos eseményt
véges sok egyforma val6szinliségli, egymist kizdr6 esemény Gsszegére
lehet bontani. Iyenkor ezeket az eseményeket egyszeril eseményeknek
nevezzik, &s azt mondjuk, hogy klasszikus problémival 4llunk szemben.
Példdul:

1. Ha egy jol Gsszekevert magyarkirtya-csomaghél huzunk egy la-
pot, akkor redlis abh6l kiindulni, hogy mind a 32 lap egyformin valé-
szinli. Ezért egyszerli eseményeknek vehetjitk a kbvetkez$ eseményeket:

&

A2 = a piros 8-ast huzzuk,

]

a piros T-est huzzuk,

s

A

32 a zold 4szt huzzuk.
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2. Ha egy szabdlyos dobSkockival dobunk, akkor mind a 6 oldala

-ls- valésziniiséggel keriilhet feliilre. Kt 6 darab egyszeril eseményt értel-
mezhetlink,

3, Ha két kockdval (egy pirossal és egy fehérrel) dobunk, akkor
az alsbbi 36 lehetfség egyformén valészinii:

pf ot et |pf|pt |pf b = piros kockén
11|21|31|41]|51 |61 f = fehér kocksn
1712{2z2 3242|5262
1823|323 |+43|53]637
141241344454 |64
15|25\35]45|55]65
16126364656 66

7. dbra

Itt 36 darab egyszerli eseményt értelmezhetiink.
Ha az egyszeril események szfma n, akkor mniinden egyszerii ese-
mény % valészmiiség!i Ugyams jelvljiikk az egyszeril eseményeket

A Ay, A-nel = ZA és A LA = & (1 #3) miatt a va-
=t n
16szinliség Usszegzési tulajdonsiga alapjdn P(Q) = Z P(A) Ha az
=1
Ai események kizds valészinliségét p-vel jeloljlik, akkor 1 = P({L) =

-ZP(A}— P = n.p, ahonnan
) i=1

1
P(Ai) =p=
Példgul:
1, P(a tok 45zt huzom) =
2, Egy kockdval dobva, P (6—ost dobunk) = 3‘

3. Két kockdval dobva,

P {a piros kockdin 4-est, a fehér kock4n 6-ost kapunk) = 1

7
P (mindkét kocksn 1-est kapunk) = 316
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Ha egy B esemény bizonyos egyszeril események Usszegoként
Allithat6 €16, alkkor B-t a széban forgl egyszerl esemérnyekbil Sssze~
tey8d8 Usszetett eseménynek nevezzik, Ha'a B esemény k darab
egyszerii eseménybbl tevidik Yssze, akkor a valisziniiség Osszegzési

_ L , 1 ¥
tulajdonsigs alapjsn nyilvin P(B) = k- ; = ;l;‘i
esemény valbszinlisége olyan tort, melynek szdmlil6ja azt mutatja, hogy
hdny egyszertl eseménybSl tevodik Ossze az -esemény, a nevezdje pedig
az dsszes egyszerll események szima. Példsul:

. Tehat egy Usszetett

1. P(makkot huzok, de nem az #szt) = ’52‘ .
2. Egy kockdval dobva. P (piros sz4mot dobok) = % = % .

8, Két kockdval dobva P(a dobott szdmok Osszege 10) = .

Ugyanis az az esemény, hogy a dobott szimok Gsszege 10, hirom
egyszeril eseménybll tevSdik Bssze: 10 =4+ 6 =5+5=6+ 4.

Megijegyzések:

) 1. Sokszor eléfordul, hogy egy dsszetett eseményrol csak némi
leloményességet igbnylS trifktkkel lehet megdllapitani, hogy hény egysze-
il eseményb8l tevidik ossze. Bzt a leleményességet sok feladat on4llé
megoldsssval lehet megszerezni, A kombinatorika isinertebb képletein-k.
(permuticiék, kombindcitk, varigciék) tuddsa hasznos, de nem pétolja
az tnillé feladatmegoldiist.

2. Hangsulyozzuk, hogy a fent emlitett P(B) =~ (ahol
k=..., n=...)képlet csak akkor alkalmazhai6, ha az egyszerli ese-
ményeknek vilasziott események tényleg egyforman valészintiek. Példdul
hib4s az alibbi gondolatmenet.

Két kockdval dobva a dobott szdmok bsszege 11 féle lehet:
2,3,4,...,12. A 11 lehetSség kiziil 1 jelenti azt, hogy az Usszeg 10-zel
egyenl§, ezért (7'7?) P (a dobott szdmok Gsszege 10) = ‘11; .

Az okoskodssban az a hiba, hogy az emlitett 11 lehet8ség nem
egyform4n val6szinti: példiul P (a dobott szdmok Osszege 2) = -3%6 s

P (a dobott szdmok Usszege 8) = % .

3. Nézzik az alsbbi feladatot.

Feladat: Feldobunk két kockst (egy pirosat és egy fehéret). Mi a
valbszinlisége, hogy a piros kockin 6-ost kapunk?
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1. megoldfs: Az gbrsn szemléletett 36 egyszertt esernény kozil
a bevonalkizott 6 darab jelenti azt, hogy a piros kockin 6-ost kapunk:

o PP RE (P |
111211314151
12|22 |32 |42 |52
113122133 (43 1563
114124 |24 |44 |54
11525 135 (45 |55 ]
16 |26 |38 |46 |56

8. #bra

“

2. megoldis: Nem t6rédiink azzal, hogy a fehér kockfval mi tér—
ténik. Egyszeri eseménycknek vehetjlkk az alsbbi 6 darab egyform4n
valészinl eseményt:

Igy P(a piros kockén 6-ost kapunk) = 5% =

o=

A‘i a piros kockin l-est kapunk,

[}
I
-
H

A;i - 6-0st kapunk,

Ezen 6 darab egyszerti esemény koziil az utolsbnak a valészmﬁségét kér-
dezi a feladat, ami P(A;i} = % -

A két megoldis mindegyike j6. Tanulsdgul azt sziiritik le, hogy mi-
{6link, a feladat megold6itsl fiigg, hogy milyon eseményeket vessziik
egyszerii eseményeknek. A lényeg csak ag, hogy a felvett események
egyformin valdszinliek és egymist kizdroak’ legyenek, tovabb4. Ssszeglik
a blztos esemény legyen, és a feladatban vizsgilandé ésemény az 4lta-
lunk felvett események kiziil valahinyb6l Ssszetevids legyen. A 2. meg-
oldisban hasznilt egyszeril események is tekinthetSk egyszeri esemé~
nyeknek, de nem lennének alkalmasak arra, hogy a “doboti szidmok
Osszege 10" esemény valszintiségét meghatdrozzuk.
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10. A valésziniiség tovabbi tulajdonsdgai

A valésziniiség axiémaként felvett tulajdonsfgaibsl néhdny ujabb
tulajdonsigot fogunk levezetni. Ezek igazsdgin persze senki sem fog
meglepfdni, hiszen ezek a tulajdonsggok relatiy gyakorisdgokra dtfogal-
mazya nyilvinvalé tényeket jelenteneck; s a valészintiség fogalmst 4 yela-
tiv gyakorlsigh6l vonatkoztattuk el. Valbszinilségszimlitisi féladatok
megoldisa sordn ezeket a. tulajdonsipgokat lépten-nyomon (nyilv&nmlés&-
guk miatt sokszor észrevétientl) felhasznél}uk Nem Art, ha "'ésokorba
gylijtjlik Bket".

Az egyes tételek sllit4sdt a tétel kimonddsa utin rajz segxtsegével '

"{4thatéva"” is probaljuk tenni. (EmlékeztetSiil: 4z alaphalmazt ugy kenjlik - -

‘be festékkel, hogy birmely esemény valésziniisége az eseménynek meg-
felelS halmazon 16v8 festék - mondjuk grammokkal kifejezett - mennyi-
ségével egyenlS.) A rajzokon itt csak a halmazokat tﬁntet}ﬂk fel. A fes-
téket csak képzeletben kenjitk szét az alaphalmazon. Ha a Kedves Olva-
s6 kivinja, ténylegesen fesse be vagy szines ceruzfval satirozza be

az fgbrikat!

1. tétel; Tetszlleges A és B gseményckre P(B)~= P(A-Bj +
+ P(B-A), azaz P(B-A) = P(B) - P(A*B). :
Rajzban szemléltetve:

A B 4B B-A
9, Abra

A B eseménynek megfeleld halmazon annyi festék van, amennyi
az A‘B illetve a B-A eseményeknek megfelel halmazokon egytitte-
sen,

Példaként az 1. tételt ftfogalmazzuk relativ gyakorisigokra: egy
kisérletsorozatban B pontosan annyiad részben kbvetkezik be, ahdnyad
részhen "A is és B is bekovetkezik", plusz ahinyad részben "B
‘bekdvetkezik, de A nem kivetkezik be',

Bizonyitds. A*B &8s B-A egymidst kizdrjdk és Usszeglk B-vel
egyenls: (A*B)- B-A) =, (A-B) + (B-A) = B, Ezért a valésziniiség
Hsszegzési tulajdonsdga alapjin P(®B) = P(A-B) + P(B-A.. |

A kbvetkezd hirom tétel az 1, téiel kidvetkezménye,
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2.tétel: Ha A _maga utdn vonja. B-t, akkor P(B-4) = P(B)- P(A)
Rajzban “szemidltetve;

8
10, ﬁbra

Ha egy halmaz részhalmdza egy mésxlmak akkor a kiilonbs égiikdn
annyi festék van, amennyivel ttbb festék van a bévebb halmazon mint a
gziikebb halmagzon.

Bizonyitds: Ha A mapga utﬁn vonja B-t, akkor A+B = A, s igy
P(A-B) helyett P(A)-t trhatunk az 1, tételben. J§

3. tétel: Tetszbleges A eseményre P(K) =:1-P({A)},
Rajzban szemléltetve;

i T EXIVETIXY
@ ‘- (- ._.‘/
4 O
11. %bra

Mivel az alaphalmézon 1év6 festékmennyiség 1, az alaphalmaz tet-
szlleges részhalmazsn és annak komplementumén egyixttesen egységnyi
festékmennyiség taldlhats.

Bizonyitds: A maga utdn vonja 2 ~t. Ezért az el6z8 tételt alkal-
mazhatjuk B = ) szereposziissal. Azt kapjuk, hogy
P(A) = P(Q-A) = P(Q)-P{A) = 1-P(A). I

4.tétel: Ha A maga utdn vonja B-t, akkor P(A) £ P(B).

Ra.]zban szem!eltetve

12, 4bra
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Hz -egy halmaz részhalmaza egy misiknak, akkor ezen a halmazon
legfeljebb annyl festék van, mint a mdsikon.

Bizonyitss: A 2. tétel szerint P(B)-P(A) = P(B-A). Viszont
P(B-A) 20, 8 igy PB)P(A) 2 0.

5. tétel: Ha A és B tetszGleges események, akkor

P(A+B) = P(A) + P(B) - P(A-B) .

Rajzban szemlélietve:

A 5  4+8 48
13. dbra
Két halmaz egyesitésén 16v8 festékmennyiséget ugy kaphatjuk meg,

‘hogy a halmazokon 1év8 festékmennyiségeket Gsszeadjuk, 6s ebbdl az
GsszeghG! kivonjuk a két halmaz kdzSs részén 16v8 festékmennyiséget.

Bizonyitis: Az A+B, A‘B és A‘B események egyméast kiz4r-
(A-B) + (A*B) = A,
(A°B) + (A*B) = B,
(AB)+ (A'B) + (A'B)=A+B .

(Aki nem hiszl, jirjon utina! Aki nem Mija, rajzolia le!) Ezért a val6-
szinliséy’ sszegzési tulajdonsdiga alapjn

P(A‘B) + P(A‘B) = P{4),
P(A-B) + P(A'B) = P(B),
P(A*B) + P(A*B) + P(A'B) = P(A + B).

Az els8 két egyenl8ség Usszegébll a harmadikat levonva kiad6dik az
slitds. B ‘ '
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Megiegyzéa: Vegyilk észre, hogy ha A és B ogym st kizdrsak,
akkor P(A:Bj= P($) = 0, s igy az 5. tétel 4llitdsa a valészintiség
Usszegzési tulajdonsigit adja vissza.

6. tétel: Ha A,B,C tetszbleses események, akkor
P(A+B+C) = P(AWP(B)+P(C)-P{A*B)-P(A-C)-P(B-C) + P(A“B+C).

Remélhei;oleg az aldbbi sbrdk magyarszat nélkill is elegendbek a
tétel 41lit4sdnak &s bizonyltésénak megértéséhez-

A-8-C A8 +C
14, dbra

Haromn4l t6bb eseményre is 4lfaldnosithats a tétel. Ezt az 4ltals-
nositdst egy érdekes feladat megoldis4nsl fogjuk felhasznglni. Aki elriad
a bonyolult szummajelektdl, és nem kivincsi arra, hogy egy egyszerlien
‘megfogalmazhatd (de megoldani kordntsem egyszerii!) problémaval kap-
csolatban hogyan bukkan fel a természetes logaritmus alapszdma, kihagy-~
hatja a 7. tételt &s a feladat megoldisst. A megoldés ut4ni megjegyzést
mindenképpen érdemes elolyasni,
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7. tétel: Ha A, A, ..., A felszbleges események, akkor

n n ’
p(>a) = Sewy- 2 easaps

— el
b 2 PArAAY -tk (I BAA; ... oA) =
1€1<j<k€n = 1 F a ‘

n , — '
=5 1 1. Z PA, " A tA).
=i ' T

S . r E
1 il< <ir\<n
Bizonyitis: Az egyszeriiség kedvéért csak azt mutatjuk meg,
hogy n=3-ra hogyan jon ki a képlet az n=2-re &rvényes képlet
felhasznilisival. Az, aki jiratos a teljes indukciés bizonyitisok
techniksjiban, ennek alapjin tetszéleges n-re le tudja vezetni a
képletet.
El8szdr az (A + AZ) +. A3 zardjelezésnek megfelelSen

n=2-re alkalmazzuk a képletet:

P(A +A +A,) = P(A1+A2) + P(A,) - P (A +A) 'A3) .

A jobb oldalon, az els§ tagban az A1 és az A2 események

bsszegére alkalmazhatjuk az n=2-re érvényes képletet:

P(a, + A,) = P(A)) + P(A,) - PA + A).
A harmadik tagban az (A1+A2,) . A_:)i = A1A3+A2A3 azonossig alap-
jén a Bl = A1A3 és a Bz = A 2A3 események Osszegét kapjuk.

Most is alkalmazhatjuk az n=2-re érvényes képletet:

t

P((Al-i—Az) ‘A,) = P(B+B,) = P(B, HP(B,) - 'P‘(gl- B,) =

P(AA) + P(AA) - PAAA)

Ezek felhasznglissval - tessék ellenrizni! - n=3-re is kiadddik

az allitott




l PA+A ALY = PA FHPA WP (ASI—P<AIAZf1~'P(Als§3r'P(-A_éAs) +
* P(AyA,A,)
[ képlet. M

Feladat: Egy mulatsfgon, melyen 10 hizaspir Beatles szimokra
‘tdncol, azt eszelik ki, hogy a viltozatosség kedvéért minden szdm elfftt
kisorsoljdk, hogy ki kivel tdncoljon. Minden f&rj nevét cédulsra irjsk.
Minden szém el6tt a cédulskat kalapba teszik; minden feleség kihuz
egy céduldt, s a soron kivetkezd szémot azzal tincolja, akinek @ nevét
kihuzta. Vajon mi a valSszinlisége annak, hogy minden feleség "hiitlen-
kedik", azaz egyik sem a sajat férjével tdheol? '

Megoldss: Aki elsnek huz, az 10 cédula kozil v4laszt, aki
mésodikuak huz, az 9 cédula kiziil v4laszt, és igy tovébb, aki
utolsénak huz, az esak 1 cédula kSzll v4laszt, Ezért a 10 hilgy
és 4 10 férfi 10-9-...-1 = 10! darab - nyilvin egyformén vals-
szinl. - felillitdsban tdncolhat. Teh4t klasszikus problémsval van
dolgunk, ahol egyszerii eseményeknek a lehetséges fel4llitdsokat
vesszikk,

Jeldljitk A, -gyel azt az eseményt, hogy a legidSsehb feleség
a férjével t4ncol, A -vel azt az eseményt, hogy a mésodik leg-
idGsebb feleség a férjével tdncol, és igy tovsbb. A feladat az
Al- A2 ere !Ai 0 -esemény valdszinliségét kérdezi. A De Morgan-
azonossig felhasznglisdval
PAp Ky o By ) = PAFAE Ay ) = 1RAA L A )
adédik, A P(A.'l"'Az*"”“FAI 0) valdszintiséget a 7. tétel alapjan
fogjuk meghatdrozni. A tétel képletének jobb oldalin szerepld
P(Ail' Ai“z . v Al ) @ i < 12 <1r £'n) valésziniiség
konnyen kiszdmolhat6. Hapélddul ¥ = 3, L= 1, iz_ = 4, 'i3 =5,
akkor AjtA A, azt jelenti, hogy a kor szerint els8, negyedik
és otddik feleség a férjével tdncol. Ha csak ezektSl a feleségekttl
kivinjuk meg, hogy férjiikkel tincoljanak, akkor ez egy olyan 6sz-
szetett eseményt jelent, mely 7! darab egyszerll eseménybdl tevs-
dik $ssze, hiszen a tibbi 7 holgy és 7 férfi ennyiféle felgllitdshan

_ A oA Ay o Tl (10-3)1 SN
tincolhat, Ezért P.(A1 A4 A5) 101 T Ugyanezzel a
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gondolatmenettel az is kiadédik, hogy PA; A - cesth )= 11'{,1;7:!4
1 2 r i
LAtjuk, hogy a tételben szereplg Z P(A A . Ai)

-r)1
Gsszeg minden tagja Qjﬁ)—f)- -sal egyenld.; Ezért ez az Usszeg

; 0-7)1
egyenld a tagok szfma szorozva ‘ag_—{;)- -sal, A tagok szfma pe~
dig annyl, ah4nyféleképpen az r darab ll i ot e .,ir index az

12,0210 sndm koutil kivalasethats, vagyls (). Bagrt
Z P, - A )ﬁ(lo)_{ jlif‘rz:
K<l gn i1 i

_ 1o {10-r)
ri@o-r) * 10

.

oL
T
A tétel szerint
i 1
P(A1+A2+ +A )—g(-l} r_

Ezért a kérdezott valdszinliség

P(minden feleség hiitlenkedik) = 1 - P(A, + A2 toot A )=

11 1 1
Slori ettt B

Megjegyzés;: A megoldis gondolatmenetébsl kiolvashats, hogy n
hizaspir esetén

P{minden feleség hiltlenkedik) = Z
r=0

e b
A feladat érdekessége hogy n —> oo esetén Z L - z =3
-1 r=0 r=0
=e , ahol e a természetes logaritmus alapszima, e = 2,71..
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Ezért azt mondhatjuk, hogy ha nagyon sok hizaspsr sorsolsssal dinti

el, hogy ki kivel t4ncoljon, akkor kortitbelil i‘ & valGsziniisége annak,
hogy minden feleség hiitlenkedik. '

11. Majdnem biztos és majdnem lehetetlen események

A "Klasszikus problémsk™ ¢. pontban littuk, hogy ha két kock4t

egyszerre feldobunk, altkor

. . 1 1

P (mindkét kockin 1-est kapunk) =T =-3 .

36 6.2

KézenfekvS, hogy ha egy kock4t dobunk fel kétszer, akkor az "1. &s
2, dobds eredménye 1-es" esemény valdszinfisége ugyanennyi:

Paz 1. és a 2. dobis eredménye l-es) = iz .
6

Az is vildgos, hogy ha nem csak kétszer, hanem tobbszér dobjuk fel a
kock4t, akker az A, = "az els6 k dob4s eredménye mind 1-es" ese-

mény valészinlisége P(Ak) = —% » (Legalibbls elvileg) megtehet;iik, hogy
i 8

végtelen sokszor dobjuk fel a kockit. Legyen A = "a végtelen sok dobss
mindegyike 1-6s", Az A esemény nem lehetetlen, mert elképzelhett,
hogy minden dobds eredménye 1-es legyen. Nyilvin az A esemény ma-
ga utdn vonja az Ak eseményt akfrmilyen k-ra. Ezért

0 PAYS P(Ak) = —?{ . Az egyenltlenségek miinden k-ra fenngllnak,
: s
és '}-k—*'ﬂ,, ha k—+oco , ezért az egyenldtlenségekbSl kivetkezik,
6 .

hogy P(A) = 0.

Teh4t lsthatjuk, hogy nemcsak a lehetetlen eséimény valdszinlisége
0. Léteznek a lehetetlen eseménytél kiflonbsz§, 0 valdsziniiségil esemé-
nyek, mint példdul a fenti A esemény. Természetesen ogy 0 valdszi-
niiségli esemény sok kisérlet esetén elenyészfen kis részben kivetkezik
be. (Ha sok ember mindegyike végtelen sokszor feldobng a kockat, a ki~
sérletet végrehajté emberek szdmsihoz viszonyitva csak nagyon-nagyon
kevés embernél lenne - szinte senkinél sem lerine - minden dobds ered-
ménye 1-8s.} Ha a kisérletek (az emberek) szdm4t n-nel jelsljlik, ak-

n

kor az A esemény -‘né relativ gyakorisiga n ndvekedétvel tetszé-
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legesen kicsivé vilna, Ezért a 0 valbszinliségii eseménycket majdnem
Iehetetlen eseményeknek hiviuk,

Ha pedig egy esemény val6sziniisége 1-gyel egyenld, tehst komple-
mentuma 0 val6sziniségll, akkor az eseményt majdnem biztosnak ne-
yezzik,

1. A Kedves Olvasé nyilvan észreveszi, hogy nemcsak annak a
végtelen dobissorozatnak 0 a valészinlisége, melynél minden dob4sra
1-est virunk, Akdrmilyen végtelen sorozatot is adunk meg az 1, 2, 3,
4, 5, 6 szdmokbél, 0 a valdszinlisége annak, hogy a kockdt végtelen
sokszor feldobva a megadott szsmok a megadott sorrendben jdjjenek ki.
Viszont a biztos esemény, vagyis, hogy $¢ = "valamilyen sorozat ki-
jon", ezeknek a 0 valSszinliségli és egymsst kizdrs eseményeknek az
osszege. Ez 14tszélag ellentmond a valészlniiség tsszepgzési tulajdonssi-
gingk, hiszén ha egy Ysszegben minden dsszeadandd 0, akkor az Gsszeg
nein lehet 1-gyel egyenld. A I4tszélagos ellentmondis magyarizata a
‘kiivetkez§: a valSsziniiség Ssszegzési tulajdonsigst essk véges sok vagy
megszimlilhatéan véglelen sok tagra mondtuk ki; az 1, 2, 3, 4, 5, 6
szimokbd] alkothat6 végtelen sorozatok szdma ped:g tobb mint megszfm-~
lathatéan végtelen.

2. Tekintstink egy A e'seményt, &s képzeljlk el a kovetkezb i4-
tékot: Egymis utdn végrehajtunk tdbb kisérletet, Ha egy kigérletnél
bekivetkezik az A esemény, akkor nyerek a Ft-of, hz nem ktvet—
kezik be, akkor vesziek b .Fi-ot. Kérdés: mikor igazsigos ez a jaték?

A kbvetkezSképpen okoskodhatunk, Ha az A esemény valbszinti-
ségét . p-vel, a végreha;tott kisérletek szdmit pedig n-nel jeltljlk,
akkor kdrﬁlbelixl a kisérletek p-nyi részében, tehat n:p jitszma Sordn
a Ft-ot nyerek, a kisérletek (1-p)-nyi részében, tehat n.(l-p) jitsz-
ma sordn b Fi-of vesziek. Ezé’ﬂ a jaték akkor igazsdgos, ha
n-pra = n-{-p} .b, azaz pra = {-p)-b . A jaték pedig veszteséges, il-
letve fyereséges szdmomra ait6l FiggBen, hogy p-a < (1-p)-b vagy
p-a > (1-p)-b.

Vegyfik észre, hogy ha " 0< p < 1, akkor alkalmasan vilasztott
a és b ériékekkel a jaték lehet igazsigos is, és szfmomra vesztesés-
ges vagy nyeréséges is.

Viszont ha P@A}=p =0, akkor p-a=0<b = (i-p)b, tehit a
J4ték mindenképpen veszteséges szimomra. Vagyis annak ellenére,
hogy 0 val6szinliségli esemény bekbvetkezhet, semmilyen tét esetén sem
é¥demes az esemény bekovetkezésére tippelni. Fz is aldtfmasztja azt a
$zbhasznilatot és hozz4dllist, hogy a 0 valdszinfiségll eseményeket majd-
nem lehetetlen eseményeknek hivjuk, és hogy az ilyen események bekd-
vetkezésében nem bizunk.

egyzések:
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Az elmondottak 1 valészinliségli eseményekre értelemszeriien 4t~
fogalmazva. azt fejezik ki, hogy a majdnem biztos események bekbvet-
kezésében nagyon is érdemes bizni {annak ellenére, hogy bekSvetkezé-
stk nem biztos}

35



1. FELTETELES VALOSZINUSEG

1. Feltételes valosziniiség

A feltételes valGszinliség fogalmival az al4bbi két példin keresz-
til fogunk megismerkedni.

1. példa; Azt a véletlen jelenséget vizsgiljuk, amikor két kockst
feldobunk a kbvetkezd feltételek mellett: 2 kockdk szimmetrikusak, ma-
gasra dobjuk &ket, és sik terepre esnek, Ekkor az

A = valamelyik kockfn 6-ost kapunk

esemény az 4brdzolt 36 egyszeril esemény kbzlil a bejelslt 11-b8l tevd-
dik dssze:

11121131 141|571 18]
12 (22 |32 |42 |52 ¥
13 |23 |33 |43 |53 8%
14 124 (34 |44 |54 [BH
{75 |25 135 |45 55 [RE

15, dbra

_ . 1
Ezért az A esemény valbszinlisége: P(A) = 3; .

2. példa: Ha egy tomboldn 6 ember kézott 2 jutalmat sorsolnak

ki, aklor *13‘ a valbszinlisége annak, hogy én, aki a 6 ember egyike

vagyck, nyerek valamilyen jutalmat. (Ugyanis 2 6 ember kﬁzﬂl( 6):15

féleképpen keriilhet ki a 2 nyertes. Ezen 15 db egyformén valészinil
‘eseinény kozlil 5—bol tevodik Ussze az az esemény, hogy az egyik nyer-

tes €n vagyok; .) Ugyanezt igy is megfogalmazhatjuk; ha egy

’15
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urnfban 6 darab cédula van, mélyekre az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szfimokat
irtuk fel, és koziflik kihuzunk kettdt, akkor ':1; a. valbszintisége annak,
‘hogy pl. a 6-os feliratu cédula a kihuzott két cédula kozdtt van. Mind-
ezt harmadilféleképpen is elmondhatjuk: ha Két kockst feldobunk, és ki~
deriﬂ hogy killonbbz8 sz&mokat kaptunk rajtuk, akkor ilyen felfételek

meliett % a valdszinllsége annak, hogy valamelyik kockdn 6-ost kap-

tunk. Il

Amikor a val6szinliség fogalmét bevezettilk, hangsulyoziuk, hogy
az események val6szinliségérS] esak mpghatdrozott feltételekkel kapeso—
latban, azaz meghatirozott véletlen jelenségre vonatkoztatva beszélha~
ttink, Ha a véletlen jelenség médosul példdul aziltal, hogy toviabbi fel-
tételeket vesziink, akkor az események valbszintisége megvﬁltozhat. Ha
az 1, példsban leirt véletlen jelenséget azdltal médositjuk, hogy a fel-
tételek kizé vesszik a

B = 4 két kockdn kiilonbdzd szdmokat kapunk

esemény bekivetkezését, akkor az A esemény val6sziniisége a 2. pél-
ddban leirtak alapidn %'1(; ~r6l i% = ’3; -ra viltozik,

M4s esetekben 1s elSfordul, hogy eégy B esemény bekbvetkezését
bevessziik: # véletlen jelenséget koriilhatircld feltételek kizé. Egy A
eseménynek eme médositott véletlen jelenségre vonatkozd. valbszintiségét
P{A|B)-vel jeldljiik, 8s az eredeti véletlen jelenséghen A-nak B-re
vonatkozd feltéleles valdsziniiségének nevezzilk. A P(A|B) képletet
igy szokfis olvasni: "pé A feltéve B". Afenti A és B eseményekre

tehst P(A[B) '='-;- .

Altaldnos esetben a valdszintiség fogalmst a relativ gyakorisdgokbol
vonatkoziattuk el. A feltételes valésziniliség pedig egy specidlisan médo-
sitott véletlen jelenségre vonatkozd valGsziniiség. Ezért a feltételes valo-
szinliség matematikai definiciGjat is a relat:v gyakorisigok "utmutat6ja"
alapjin adjuk meg. :

Tekintsiink a vizsgalt véletlen jelenséggel kapesolatban két ese-
ményt, -A-f s B-t. Gondolatban végezzlink n darab kisérletet. Je~

Btk = A-—val. n B-Vel illetve n A-B -vel azon kisérletek szidmst,
) Ha,
melyeknél A,B illstive A is B is bekdvetkezik. Az - 'ﬁBB

hinyados wmutatja, hogy azon kisérletek sordnm, amikor B bekovet-
kezik,  hdnyagrészben kovetkezik be B-vel egydtt még az A is.
Tehdt ezt a hényadost tekinthetjlk az A eseménynek a B bekovetke-



zésével médositott véletlen jelenségre vonatkozd relativ gyakorisiginak.

Ezért a PAIB) feltétoles valésziniséget ebb8l a hényadoshsl vonatkoz=
tatjuk el. Az

TA-B
AB_ _n
" _"B
n

azonossig jobb oldalin az A‘B esemény és a B esemény velativ
gyakorisfigdnak hinyadosa 411,

Ezért kézenfekvs, hogy az A eseménynek 8 B eseményre vo-
niatkozé feltételes valészinﬁségét matématikai modelliinkben igy értel-

mezgtik:
P{A+B)
P(AIB) = —-‘—’P(B)B )

Ez a definici6 csak akkor értelmes, ha P(B) +# 0. Ha P(B) = 0,
akkor a P(A|B) feltételes valészinllséget nem értelmezzitk. Késfbb
(l4sd a Feltételes eloszlisok c. fejezetben) fogunk feltételes valészint-
séget. értelmezni bizonyos nulla valbszinliségll eseményekre vonatkozélag
is.

Ha a valésziniséget festékkel szemléltetjitk, akkor a P(A|B)
feltételes valésziniiség jelentése: az A és B eseményeknek megfeleld
halmazok kozds részén 16v8 festék mennyisége & B eseménynek meg-
feleld halmazon 16vG festék mennyiségéhez viszonyitva:

18, #bra

Bzért a B esemény bekivetkezésével mbdositott véletlen jelen-
ségre vonatkoz6 valdésziniiséget, azaz a PB-re vonatkozé feltételes valé-
sziniiséget a kivetkezSképpen szemléltethetjlik: a B eseménynek meg-
felelS halmazon kiviil letéroljilk a festéket, a halmazon beliil pedig ari~
nyosan nbveljtkk a megmaradé festékét ugy, hogy az Ssszfestékmennyiség
egységnylvé viljon:
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A valégzinliség szem- A B-re vonatkozdé feliételes
1éltetése festékkel valfszinliség szemléifetése
festékkel
17. dbra

A P(A“B) & P(B) yal6szinllségek ismereotében a P(A]B) fel-
tételes valGszinliséget a definicibs képlet alapjsn szdmolhatjuk ki: Az
1. példa véletlen jelenségére vonatkozélag P(A“E) =. P {d dobott szg-
mok kiilénb6z6ek és van koztik 6-o0s) = ';—g' » hiszen a 36 egyszeril ese-
mény koziil 10 jelenti az A‘B  esemény bekivetkezéséi:

111213114151
12 22|32 |42|52
13 |23 |23 |43 |53
14 124134 |44 |54
15 |25 45 |55 _
SR 366
18. 4bra

P(B) = %GQ . hiszen a B esemény a 36 elemi esemény koziil 30-bél

tev8dik Ossze:

11 RIS R
o) 22 BIRBES
_..'&§§§44*§%§
S BN EE
IR B2 SAB6 6

19, sbra
10
Igy a 2. példiban mondottakkal Bsszhangban: P(A|B) = E—fg—kg—f =§,
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M4s esetekben viszont a P(A]B) [feltételes valdszintiséget - mint
az A-naka B bekbvetkezésével médosiictt véletlen jelenségre vonat-
kozd valdészinitzégét - logikal uton Is kleszelhetjk. (A 2. példiban ezt
tetitik.} Ilyen esetekben 4 definiciés képletet

P(A*B) = P(B)* P(A|B)

dlakban irva a P(A-B) valbszinilgég klszdmitissra nyilik lehetGség.
Ennek alkalmazésira a kivetkezd pontban ldtunk példst.

Meglegyzés: Vegylk észre, hogy ha A maga utdn vonja B-t,

B(A+
akkor AB = A, s igy P(A|B) = —‘P—(B’? F((E}

2. A feltételes valdszindség szorzistétele

1, feladat: Egy 32 lapos magyarkirtya-csomagot j6l Gsszekeveriink,
és uténa mindketten huzunk egy-egy lapot. El8szbr én, utdna te. Mi a
valészinlisége annak az eseménynek, hogy én a t0k 4szt huzom, te pedig
zsldet huzol?

‘Megoldds: Ertelmezzilk az alghbi eseményeket:

A én a t6k dszt huzom,.

1
A2 = te zdldet huzol.
"Klasszikus" megfontoldsok alapjan: P(A,) = 515 . PAlA) = s
i .. 8 1
igy P(A A ) = P(Al) P(A (A )"5‘2:' 51 124 ¢

. folsdat: Ha utdnunk még & i huz, akkor megkérdezhet;iik hogy
mia valésziniisége, hogy én a fok 4szt huzom, te zoldet ‘huzol, S pedig
a makk alsét, felstt vagy kirilyt huzza?

Megoldss: Legyen

A3 = § a makk alsét, felsét vagy kirdlyt huzza.
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Ha a P(A'B) = P(B) «P(A]|B) Saszefiiggést B 5=-%Ai‘A_2; A =-'A3 sze-
reposzifisban alkalmazzuk, gkkor azt kapjuk, hogy =~

PA _A_z' As:) = P4, A,) - PA JA A,

8 1 2

P(A, <A )t tovalibfejtve

'P(AI'AZ'AS} = PA,) - P(AZI'AI) P(Aa ! ArA)

ad6dik. Feladatunkban P(AglA ~A) = 300 & Papsay A =
1 8 8 L m '

T2 3 30 1240
Kézenfekvd, hogy amit 3 esemérnyel kapcsolatban kaptunk, azt
akirhiny eseményre is 4ltalinosithatjuk. Ezt hividk a feltételes valdszi-

niiségek szorzdstételének. PEld4ul & eseményre igy fest:

P(Al‘ Az'— As' A4‘ A5) =

=P@A) -.P(A_zi A p(Aaiaz-»Az;) .-.P(A4]A1‘ Agh,) P(a A -A sAA,) .

A képlet azt muitatja, hogy tobb esemény egyiittes bekbvetkezésének valo-
szinliségét hogyan lehet kiszdmolni feltételes valdszintiségek szorzataként,

3. A teljes val6sziniiség tétele

Feladat: Van hfrom doboz. Az els6ben 1 piros és 1 fehér, a méso-
dikban 3 plros &s 1 fehdr, a harmadikban 2 piros s 3 fehér goly6 van.
Feldobunk egy dobtkockst. Ha 1-est dobunk, akkor az els§, ha 2-est
vagy 3-ast, akkor a mésodik, ha 4-est vagy 5-Ost vagy 6-ost dobunk,
akkor a harmadik dobozbél “csukott szemmel" huzunk egy goly6t.

| @ O | 0000| [©0000 |

20. sbra
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‘Mi annak az A eseménynek a valOszinlisége, hogy a kihuzott golyd.
piros?

Mepoldds: Jelslje B; azt az eseményt, hogy az i-dik dobozbdl
.thunk, {t = 1,2, 3). Az afﬁbbi val6szintiségek és feltételes valdszinll-
aégek: "klasszikus“ megfontoldsokkal egyszerilen ad6dnak:

ll
I
Ter) |c.o

& va.

PB) =

cnii-'

PE,) =% s P(B,)

i

bhlw

P{AIB y = P-‘(A;':B.S) = % .

Nl""

P(AIB )

adja. Ezért a valésziniiség Osszegzési tulajdonsdga alapjén

események egymist kizdrjik, és Ogszegik A-t

I

P(A) P(A'Bl) + .P(A-Bz_) + P(A-,B3) =

]

P@E, ) PAIB)) + P(B,) « PIAIB,) + P(B,) - PAIB,) =

S1.,1,2.3,3 . 2_38 g
6 2 6 4 6 b5 15

E példa lényegét prébiljuk most megragadni. Ehhez bevezetink
egy uj fogalmat a tel;es eseményrendszer fogalmsit,
Azt mondjuk, hogy 4 (véges és végtelen sok) Bl’Bz"" esemé-

nyek telies eseményrendszert alkotnak, ha egymast kizgréak, és egylit-
tesén a biztos eseményt adjsk, azaz B B] 4}, ha 1#]§, és

Bl+B2+ .= 0.

Ezzel az eolmondott példa lényegét igy foglalhatjuk Ossze.

A teljes valbszinliség tételo: Ha g B, B,,... események telies

or tetszdlegess A eseményre

@A) = 2 P, - RP(AlB).
i

Ez a képlet lohet8séget ad arra, hogy egy esemény vallszinliségét
kiszAmitsuk egy teljes eseményrendszer tagjaira vonatkozo feltételes
valésziniségeibsl.



4. Bayes-tétel
(ejtsd: béjsz)

Feladat' Barstomnak elmondom, hogy: '"Van hirom doboz, az elsé-
ben 1 plros és 1 fehér, a mésodikban 8 piros és 1 fehér, ‘a harmadik-
ban 2 piros &s 3 fehér golys van. Feldobok egy dobdkockst. Ha 1-est
dobok, akkor az elsf, ha 2-est vagy 3-ast, akkor a mé#sodik, ha 4-est
vagy 5-Ust vagy 6-ost, akkor 4 harmadik dobozb6l csukott szemmel hu-
zok egy goly6t." Ezek uidn elvégzem a kisérletet ugy, hogy § nem 15
semmit, csak a végén kbzlom vele, hogy "piros goly6t huztam'. Meg-
kérdezem t8le: "Mit gondolsz, melyik dobozb6l hiztam?" Hogyan fog
barstorn gondolkodii?

Megold4s: Bardtom okos, ezért igy gondolkodik. Az A esemény
bekovetkezése még nem dénii el, hogy a Bl’B B események koziil

melyik kovetkezik be. (A, ZB +By, By ugyanazt Jeloli mint a teljes valé-

szinliség tételét illusztrsls példiban.) Tehst a kérdésre valészinliségek-
kel kell felelni, méghozzd a P(BliA), P(B 14), P{BSIA) foltételes va-

16szinliségekkel. Ezeket igy szdmolhatjuk ki:

PEA)  PE)-Pals) 1.1
P(BlfA}: PA) =3 = _§"_=-3§ .
> P(B)) - PAIB) 15
i=1 i
, 2 .3
P@A)  P(B,) 'P(A.iBz) 7 15
PB,IA) = Ay =3 -8 32
2_P@®,)- P@A[B) 15
=1
-_ 3 2
 PBA) Py -PAIB)  {r o g,
P(B3!A)= ) - 3 = 5 =355
ZP(B) PAIB) 15

i=1
A kapott feltételes valbsziniiségek elemzésével l4thatjuk, hogy a legvalds-

szinllbb az, hogy a piros golyét a 2. dobozbsl huztuk. A legvaldészintit-
lenebb pedig az; hogy a piros golytt az 1. dobozb6l huztuk. i}
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M4s feladatoknsl is gyakran van sziikség a fentickhez hasonlé fel~
tételes valoszinligégek kiszdmitdsira, Ezért érdemes 4ltaldnosan .is
megfogalmazni ezeket a formulskat.

Bayes tétel: Ha a B;,B,,... események telies eseményrendszert
alkotngk, akkor

P(B, ) P(AiB }

P@,A) = - —
7T p@) . palsy
i

Ez a képlet lehetdsdget ad arra, hogy egy teljes eseményrendszer
tagjainak valamilyen A eseményre vonatkozd feltételes valdsziniiségeit
az A ‘eseménynek a teljes eseményrendszer tagjaira vonatkozb feltéte-
les valészinliségeibdl kiszdmitsuk.

5. Feltételes valészinfiségekkel kapcsolatos feladatokrol

Nem 'szabad azt hinni, hogy a tanult formulfkkal minden feltételes
valégzintiségekkel kapcsolatos feladat kbzvetlenlil megoldhaté. Egy Usz~
Szetettebb problémiansl a feladat megold6jdnak kell lebontani a problémst
olyan részekre, melyekre méar kozvetlentil tudja alkalmazni az gltala is-
mert formulskat. Erre példa a kdvetkez® feladat.

Feladat: Az el8z8 két pontban emlitett hirom doboz valamelyiké-
b4l -4 kockadobas eredményétdl fligglen most nem egy, hanem két golyét
huzunk, Feltéve, hogy az egyik goly6 piros, mi a val6sziniisége annak,
hogy a m#sik fehér?

Megoldig:; Mivel az "egyik piros, a mésik fehér" esemény maga
utin vonja az "egyik piros" eseményt,

- P (egyik piros, a méasik feher)
Plegyik plros, a mésik fehér|egyik piros) P {egyik piros)

A tortben szerepld két valdszinliséget a teljes valGszinliség tétele segit-
ségével szdmolhatjuk ki:

o 1
P (egyik piros, a miésik fehér) = re 1+

[- |1 \]



. 1 2 .. ,3 2-3+1 17
P(ngikPIrDS)'=7é"i+E'1+'€‘-—-(—5-——~—- = ’2"0"
2

o
D

Tehdt a kérdezett feltételes valészintiség = ’%‘ -B

=11
o e

o
=

Megiegyzések:

1. Vigyazni kell, hogy a formulsk alkalmaz4singl a valészintiség
jel6lésére haszndlt P betli mindig ugyanarra a véletlen jelenségre vo-
natkozzon. Ha erre nem vigydzunk, akkor ebbél hibds eredmények szir-
mazhainek. Ezf mutatjuk most be a feltételes valészintiség definicidjst
megel6zd két példa kapesdn (lfsd: 36-37, oldal). Ugyanis a 2. példa
megoldisfban azért nem irtunk képleteket, mert ott - mint a 2.. péida
harmadikiéle megfogalmazssibol kitlint - az 1., példa véletlen jelenségé-~
hez képest modositott véletlen jelenségrSl volt sz6. Ottani céljaink miatt
az 1, és a 2. példa jelbiésrendszerét Usszhangban skartuk tartani, Ezt
az Ysszhangot megsértettilk volna, ha a 2. példa megoldissban flyesmiit
irtunk volna: P(jutalmat nyerek) = %, hiszen ennek alapjsn automatiku-
san leirfuk volna azt is, hogy P(A) =% . Ez pedig helytelen Ilett vol-

. Természetesen,

ha valaki esak a 2. példdval foglalkozik, akkor joga van az ottani vélet-
len jelenségekre vonatkoz6 valbszinliségeket P-vel jeldini, és akkor ix-

hatja, hogy P(A) = P (jutalmat nyerek) ='1§ . De.ha az 1. &s 2. példa

jelléseit: 6sszhangban akdrjuk tartani, akker P(A|B) = L alakban kell

kifejezniink a 2. példa eredményét. 3

2. A "kezdSnek" nehézséget okoz, hogy egyes feladatoknsl nem
trivislis, hogy a véletlen jelenséget hogyan célszeril megvilasztani és
rogziteni, hogy utdna a kérdezett feltételes vagy feltétel nélkiili valdszi-
nliséget kiszdmithassa az gltala ismert formulfikkal. Az tigyes v4lasztds
-képességét sok feladat megolddssval lehet elsajititani, _ .

3. Mivel a véletlen jelenség megvilasztdssban a feladat megoldsja
dont, a feladat megolddjstél is fligg, hogy egy - a feladattal kapcsola-
tos - valSszinliség feltételes-e vagy feltétel nélkiili,

na, hiszen az 1. példa eredménye szerint P(A) =
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11I. FUGGETLENSEG

1. Ket esemény figgetiensége

Egyszerre feldobunk egy pénzérmét és egy doblkockst. Ha a pénzt
és 1§ kockst j6 magasra dobjuk, akkor annak ellenére, hogy egyszerre
dobjuk fel HBket, semmi Kbze sines a pénz dobis eredményének 4 kocka-
.dobfs eredményéhez. Az a tény, hogy az érmén a “fej'* van follll, nem
:nyu]t semmi inform4ciét arra vonatkozélag, hogy a kockadob4snak ‘mi
lett az eredménye., Ha én a kockin példdul 6-ost szeretnék, sem bol-
dogabb sem szomorubb nem leszek, ha az érme egy kicsit el8bb nyug~
szil meg az asztalon, és az érmén a "fej'" van felil. Mindezt azzal a
sz6hasmilattal fejezziik ki, hogy 2 kockadeobis eredménye fiiggetion a
pénzdobss eredmény&tél.

Most ey példa kapcsin megvizsgfiljuk, hogy hogyan nyujthat infor-
miclot agy esemény bekiyetkezése vagy be nem kivetkezése egy miésik
eseményre. vonatkozélag. Az események fiiggetlenségének matematikai
definici6jst ennek megfelelfen fogjuk értelmezni.

Ugy _tapasztaltam, hogy a nyiri napok 'i% -edrészében esik esd

Budapesten, 'i'z' -ed részében esik e¢s8 a Balatonon, és 1—‘; ~ed részé-

ben esik esf itt is;, oft is.

Ha A-yal jeldljtlk azt az eseményt, hogy egy kiszemelt napon a
Balatonon esik az es8, B-vel pedig azt, hogy ugyanazon a napon esik
az esd Budapesten, akkor tehit. P{A} = —5— , PB)= 1; P{A'B) = —%‘ .

Vizsgiljuk az algbbi szituicitét: én Budapesten vagyok kedves is-
merdsdm a Balatonon nyaral, és Buéapesten éppen esGs nap van. Vzjon
én - tudvan, hogy Budapesten es8s nap van - mit tudok mondani arrol,
hogy 2 Balatonon esik-e az 8sG? Nyilvén eshet is, meg nem is. Vagyis
a kérdésre csak az A esemény valészinliségének, méghozzd a B
esemeényre vonatkozé feltételes valSszinliségének megadisbval felelhetek.

4

, B} 1
Esetlinkben P(A]B) = %%E)EL = '-—63 = % = 185 . Vagyis annak tuda-

' 12

t4ban, hogy a B esemény hekivetkezett, médosul az A eseményre
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vonatkozé: ismeretem: P(A) = 353 helyett P{A|B) = -1—% "orfsséggel
fogok' kedves ismerdstmért aggédni.

Es mi van akkor, ha tudom, hogy Budapesten nem esik az es8?
Nlyen ismeret birtokdban "mennyire kell aggédnom kedves ismer6somére7*

S _ 4

(AB) _ P(AVPA-B) 12 12 1 &  _ .
Felelet: P(AlB) = P{B)) = - BE) ——1 6 ~ & 1p ° LAthat-
aEREY ) o

juk, hogy ha a vizsgilt napon Budapesten nem esik az esf, akkor a
Balatonon is .kevésbé valdszinll az es8. Ez pedig hasznos inform&exél

Vegylik észre, hogy a budapesti es&zés bekévetkezése vagy be
nem kivetkezése azért nyujt informdfcict ‘a balatoni esézésre vonitkezé-
lag, mert P(A), P(A|B), P(AlIB) nem egyenldek. Ha egyenlfek volng~
nak, akkor mindenképpen "ugyanolyan erdsséggel kellene kedves isme-
rOstmért aggbdnom”, az A eseményre vonatkozélag nem vilnék oko-
sabbd a B esemény bekivetkezésének, illetve be nem Kkivetkezésének
ismeretében,

Ezért azt mondjuk, hogy az A esemény fiiggetlen a B ese-
ményt6l, ha P(A) = PA|B) = P(A|B),

P(B) = 0 esetén a P(A|B), P(B)=1 esetén a P(AIB) feltéte-
les val6szinllségnek nincs értelme. Ezért P(B) = 0 vagy I esetén a
fliggetlenség definicifjqt killon kell .megadni: P(B) = 0 vagy 1 esetén
mindig fliggetlennck mondjuk A -t B-t§l, (Ezt a kbvetkezfkkel motiv4l-
hatjuk: P(B) = 0 vagy 1 wesetén a B bekovetkezésétdl nem nagyon
vdlhatunk okosabb4 A-ra. vonatkozdlag. Ugyanis P(B) =1 esetén B
majdnem biztos, tehdt bekivetkezése nem lep ineg minket, bekivetkezé-
56b81 nem vonunk le killondsebb kovetkeztetéseket, P(B} = 0 esetén pe-
dig B majdnem lehetetlen, teh4t nem nagyon kivetkeszik be. )

A kivetkezd tételben A-nak B-t8l vald filggotlenségét olyan Ussze-
fliggéssel jellomezzilk, melyben A és B szerepe szimmefrikus.
Ezért igaz, hogy ha A filggetlen, B-t8], akkor B is fiiggetlen A-{él.
Ez teszi jogoss§ azt a sz6hasznilatot, hogy "A és B figgetlenck egy-
mistol",

1. tétel; (szorz4si szabdly két fliggetlen eseményre). Az A ese-

mény akkor &s csak akkor fligzetlen 2 B eseménytfl, ha P{A'B) =
= P{A} * P(B).

Bizonyitds:

a) Tegylik fel, hogy A fliggetlen B-t8l, Ekkor
1. P(B) =1 esetén P(A-B) = P(A) = P(A)-P(B).
2. P(B) = 0 esetér P(A'B) = 0 = P(A)*P(B),
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3. 0K PB)y<1 esctén a feitéteies valﬁéz‘i'iiﬁség- és a fligget-
lenség definicija szerint P(B) = P{A|B) = P(A), shonnin
P@AB) = P(A} P(B). Tehat teljestil a szorzdsi szabily,

b) Tegylk fol, hogy P(A-B) = PB(A)* P(B).
1, P(B) =1 vagy 0 esetén definiol6 szerint A filggetlen
2. i-g:léasm 1 esetéin gy okoskodhatunks
P(4‘B) = P(A) -~ P(A-B) = PA) ~ P(4)-P(@B) =
= B(4) - @ - P(B)) = P(A) * PE),

PB(A“B) _ P(A) - P(B)

P A _ Py P

Tehist tel;es‘lil a figgetlenséget jelent§ P(A) = P(AIB) =
= P(AIB) egyeniSsée. B

Megjegyzésok:

1. "Bizonyﬁra feltint, és a bizonytt4dshél is lathatd, hogy a defini-
cidban P{A) = P{AIB) = P(A{B) helyett elég lett volna P(A) = P(A|B)-t
feltenni, mert ennek mir kivetkezménye P(A-B) = P(A) -P(B) (4sd a
bizonyitss a/3 részét), amibbl viszont kbvetkezik P(A-B) = P(A) « P(B)
(1454 a bizonyitds b/2. részéty és P(A) = P(A|B). Mégis igy mondiuk
ki a defimciﬁt mert kettcnél to’bb esemény fixggetlenségének defxmclo}é-
kel analég egyenloségek

2. Két esemény fliggetlensége egyes esetekben a véletlen jélenség
é8 az események értelmezésébsl adodik. Példsul az a két esemény,
hogy s magasra feldobott pénzérmén “fej", a dobbkockin pedig 6-os
ad6dik, fuggetlen egymgst6l. Ezért ha az érme &5 a kocka szimmetrikus,
akkor a Piaz érmén "fej", a kockin 6-os adbdik) valészinliséget a
szorzdsl szabgly alapjsn ‘12‘ . % = 312— = nek kell venniink. Ha pedig ismer-
jik a P{A}), PB), P(A-R) valészinliségeket, akkor a definieid vagy a
P(A*B) = P(A) » P(B} kritérium alapjén dinthettink az A és B ese-
mények fliggetlensége feldl. Példiul sziminetrikus dobdkocka esetén az
A = 13-n4] nagyobb.szdmot dobunk'; B = ''3-mal oszthaté szdmot do-

bunk' események fiiggetlenek: P(A} = % , P(B =?1,"» {két db hirommal
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oszthatd s24in van a dobbkocksn a 3-as &= a 6—05}, P(A‘B) 13-

nil nagyobh 3-mal oszthaté szdm a dobdkocksn csak egyetlen van: a 6-
0s) miatt P(A-B) = P(A)- P(B). teljesil.

‘Gyakori hiba szokott lennt, hogy a fliggetlen események fogalmst
Osszetévesztik az egymést kizfrd események fogalméval. Pedig ~ éppen
ellenkezbleg ~ a kivetkezl fgaz:

mlw

;éte}' Ha az A és ‘B eseménye

izonyitds: Mivel A & B egymdst kizdrigk, A-B = <|> , 8 igy
P(A- B) 0. P(A)r6l-és P(B)rdl feltétoloziik, hogy nem egyenlék
nullsval, igy szorzatuk sem mnulla. Tehft nem teljesiil a fliggetlenséget
jelentt szorzdsi szabily. Il

2. Tobb esemény fiiggetlénsége

Dobjunk fel egy 1 és egy 2 forintos érmét, &s legyen

A1 = az 1 forintos érme fejre esik,

A2 = a 2 forintos érme fejre esik,
A3 = vagy mindkett§ fejre, vagy mindkett§ ir4sra esik.

Nyilvgnvals, hogy P(Ag) = P(A3IA1) = P(A lA ) = E Ez az} jelenti,

hogy A3 fliggotlen Ai-'ti'ﬂ. Hasonléan 'léthaté, hogy ’AS fiiggetion
Az—tz')’l is. Valéban: ha csak az A, vagy az A bekivetkezését vagy
be nem kivetkezését tudjuk meg, akkor A g ra nézve nem vAlunk oko-

sabbs. Ha viszont mindkét eseményt, azaz az A sA_  eseménypirt

2
meg tudjuk figyelni, akkor ez m4r olyannyira hasznos informici6t nyuijt

A3-ra nézve, hogy A3 bekovetkezését vagy be nem kbvetkezését oz

alapjdn el is tudjuk dénteni. Tehst A nem ftiggetlen az Ai’A ese-
ménypartél. A3 pontosan akkor kovetkez;k be, ha A A vagy Al-A

. bekbvetkezik. 2
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Az A esemény akkor lenne fiiggetlen az AnA, eseménypsrtol,
ha .Al és A bekivetkezésének illetve be: nem kovetkezésének sem~

mi}yen kombinﬁcié}étél sem vAlndnk okosabbs A _-ra. vonatkozéiag, Hzay
£ 3 fliggetlen lenine az alfbbi események mindegyﬂcét

oy

A, ACA, ACA, AR

Azt mondjuk, hogy gz A, | _Higgetlen az Al A ese-
ménypirtél, ha A3 fliggetlen minden, o]yan eseménytsl, me]y a%
AIA egemények és komplementumalk segitségével szorzatként #1%¢-

haté eld,
Ezek ‘utén nem szorul magyarizaira a kﬁvetkezo két definicid.
Azt mondjuk, hogy az Ak 1 esemény fliggetlen az Al, ciey Ak

események rendszerétll, ha A fiiggetlen minden olyan eseménytél,

k+1

mely aZ Al""" A.k események és komplementumaik segitségével

szorzatként 41lithaté ell.

len) gorozata flipgetlen, ha az elsb’ valahény esemény bekovetkezésének
[illetve be nem kivetkezésének semmilyen kombindciéja sem nyujt infor-
micitt 2 soron kivelkez8 eseményre vonatkozblag, szaz ha minden k-
rg.t flz Ak 1 esemény fligpetlen az Al‘ veay Ak agemények rendsze-
Az alabbi tételben olyan Osszefilggéssel jellemezziik az eseménye’k
sorozatfnak fliggetlenségét, melyben nem jut szerephez az események
sorrendje. Ezért tthb eseménnyel kapcsolathan sem kell az események
sorrendjére tekintettel lenni, A sorrendre utalé "sorozat' sz6 ¢lhagyha-

t6, &s mondhatjuk, hogy "az AI’A yowe CHoménvek Hippetlenck epy-
mgstol. 2

esemégxek ‘sorozata skkor és csak ak akkor ﬂ;gggglen, ha. akérhggx is ye-
sziink ki kozlili:k nehéngat, azek egx{xttes bekavetkezesének valésziniisége
az

L <1 <...<1_ esetén P@A - A . A ) =

L ’-2 L

=PA, ) rP@A, Yr... "PEA )
b

b b
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A tétel bizonyitisst siem részletezzlik. Hasznos, ha 2 Kedves O1-
vas6 hirom vagy négy eséményb8l 5116 sorozatra végiggondolja a bizo-
nyit4st.

Megjegyzés: Vegyllk észre, hogy a fentobb pénzdobslissal kapeso-

latban definiflt A,,A,,A, eseményelre igaz, hogy

A, és A, fiiggetlensk egym4stol,
A és A3 fuggetlonek egymistol, -
A, és A, figgetlenck egymdstol,
de a hirom esemény egyliit mir nem fliggetlen egymisstsl. Jegyezzik

meg tanulsigul, hogy tibb esemény pironkénti figgetlensézébSl nem ko-
vetkezik, hogy ezek az események ogylittesen is fliggetlonek lennének.
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IV. VALOSZINUSEGI VALTOZG

1. Valészindiségi viltozd

esetek. Egyik nap tﬁbb mésik nap kevesebb Sobasem Iehet pontosan
tudni, hogy hiny baleset lesz. Csa2k annyit tudhatunk elre, hogy a bal-
esetek szgma iem negativ egész szdm, &s hogy ez a szim véletlent8l
fiigg.

2. Képzeljlink el egy kor alaku palyst. A kor egyik érintSjére
szimeégyenest veszink fel. A pily4n elinditunk egy golyét. A golyé gu-
rul kdrbe-kérbe, s ki tudja hol, meg4ll. A golyét és a kir kizéppontjit
Baszekits egyenes a szimegyenest egy pontban metszi. Jeldljlik a met-
széspontot 1) -val. Ha az egyenesek pirhuzamosak, és ezért nem met-
szik egym4st, akkor n-t vegyitk (-nak.

21. sbra

Latjuk, hogy 7 tetszlleges valds értéket felvehet és 6rtéke vélet-
lentél fiige,

Az ilyen "véletlent8] fliggd szdmértéket" valésziniiségl véltozdnak
nevezziik. Valészinllségi v4ltozokat ugy definifthatunk, hogy egy vélet-
len jelenséggel kapesolatban értelmeziirk egy szimmal mérhetS mennyi-
séget, Jeldléslikre 4ltaldban girig kishetiik haszndlatosak, leggyakrab-
‘ban g(kszi), N (eta), ; {(dzeta). Péld4ul:
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1. § = alifny baleset torténik Budspesten a délutdni ceucsforga-
2. § = amennyit reggslente a megalichan virnom kell & villamosra.
A val6szinliségl véltoz6k matemstikat letrasghoz szilkséglink van

az eloszlis fogalmdra. Tzzel lsmerkedink meg 2 kbvetkezd ponthan,

2. Eloszl4s

Vegylink valahonnan festéket, és kenijiik 8zét a sikon, Pacskat is
ejthetiink, vonalakat is huzhatunk; pottysket, 8t kis festékcsomskat is
rakhatunk. Ugy, ahogy nekilnk tetszik, Ha ezt megtetttlk, akkor megad-
tunk a sikon egy eloszlsst,

22, gbra

Ha nem a sikot, hanem az egyenest kenjllk be festékkel, akkor az egye-
nesen adunk meg egy éloszl4st.

23. gbra

Matematikailag 2z ilyen eloszlisokat ugy lehet leirni, hogy a sik
illetve az egyenes részhalmazaira megmondjuk, hogy mennyi festék (pél-
diul hiny gramm) kertllt az illet§ részhalmazra. Ennek a problémakor-
nek az egzakt targyalssa a mériékelmélot témakirsbe tartozik, Mérték-
elmélettel nem 411 sz4ndékunkban foglalkozni, do az eloszlds szemiéle-
tes fogalmira - mint a val6szinliségszdmitss technikai segédeszkidzére -
tdmaszkodni fogunk,
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~ Most egy olyan fogalomrél lesz 8z6; amit a késSbbiekben
nem fogunk hasznilni. Eppen azt fogjuk e]magyazﬁzni hogy miért
kellene hasznSlnunk, és mégis miért nem fogjuk hasgnjlol, Mint
2 miértékelméletben kidertil ~ nem mindig lehet ellentmonddsimen-
tesen hozzdrendelni a sik illetve sz egyenes Gsszes részhalinazi-
hoz ogy-egy szémériéket, mely mutatng, hogy az fllet8 részhai-
mazon mennyl festék van. (Vannak nagyon MeoSunya', képzeletilnket
‘messze fellilmulé részhalmazok a sikon &5 a szimegyenesenf)

A sik 1lletve az egyenes részhalmazaingk egy igen t4g osztilydrs
az un. Borel-halmazok osztflyira ez mindig meptehett, de =
Bore!—halmazok osztilydba nem tartozé halmazokia nemi. Kt mi

; _definifIni a Borel-halinaz fogalmit, cssk az
alibbi észrevételeket tessztik:

1. Az intervallumok ‘a szdmegyenesen, a geometrifban meg-
fsmert alakzatok (kirlap, sokszdgekkel hatdrolt sikidomok stb,)
a stkon, &s iltaldban a nyilt vagy z4rt halmazok mind Borel-hal-
mazolk,

2. Borel-halmazok komplementuma, kiilonbsége, (véges vagy
megszdmliihatéan végtelen) unidia, metszete ugyancsak Borel-
halmaz,

Tehdt nem kell elkeseredniink, Wogy vannak "kellemetlenke-
dd", nem Borel-halmazok, hiszen

1, Az elmélet kifejtéséhez 6s a gyskorlat! alkalmazdsokhoz
srilkséges halmazok Borel-halmazok.

2. A Porel-halmazcok osztflyibdl nem vezetnek ki azok a
halmazelméleti miiveletek, melyeket okoskoddsaink, szdmitdsaink
sorin hasznsfini fogunk,

Nem is akarjuk zavarni az Olvasst a nem defmiélt Borel-
halmaz fogalm4nak minduntalan emlegetésével, Ha a késtbbiekben
a sik vagy az egyenes valamilyen részhelmazit emilitjik, akkor
mindig Borel-halmazra gondolunk, Igy példsul, ha a sik vagy az
egyenes #sszes részhalmazfirsl beszéllink, akkor is csak az Gsz-
szes Borel-halmazra gondolunk, Jobb, ha az Olvasé a valbszinii-
ségszdmitdssal vald elsd talflkozdsakor nem fordit figyelmst a
mértékelméletnek erre a technikai jellegii fogalmira,

A valészinliségszdmitisban az olyan eloszlisok fontosak, melyeknél
a szétkent festék Gsszmennyisége egységnyi, Ezért az ilyen elsszldsokat
valdszinliségeloszldsoknak nevezzilk. A valészinliségeloszlis szemléletes
jelentése tehdt: egységnyi festékmennyiség szét van kenve valahogyan.
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: valészintiségeloszlis
a szimegyenesen a sikon

24, gbra

3. Eloszldsok tipusai

Vegylink egy vioddr, azaz egységnyi festéket. A 2 pontra tegytk a
festék % -4t, a festék %-—-ét pedig tegylk az 5 pontra. Igy két festék-
esomdét kapunk, A festék m4sik felét kenjlik szét a [—1, 8} intervallumon
egyenletesen:

1
=i t = } = 4

2 1 0 4 2 & 4 5 & 7 & o

Q szamegyenss festek nélkl

@ @

oy @& T
-2 o=t 0 7 2 K3 4 5 & 7 & g

a Z pontra g-‘ ~nyt, az & ponfra g‘?-fyf festek-
b/ egy-eqy festdkosomot fetiink

3
¥

i i 1 1 i ¥
v 1 T 1 o —

' ; +— ;
=2 = 0 1 2 3 4 5 & 7 8 a8
a festek masik felet egyenketesen szetkentik

a [-18] infervalumon
25, dbra
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A mogadott eloszlds "'két széls8séges részbll tevbdik bssze". Az
egylk vész "osupa ¢som6bol 511", a méasik rész “osomdmentes”. A gya-
korlatban -el6fordul6 eloszldsck leggyakrabban nem ilyenck, Tobbnyire
vagy "csak csom6bdl 4llnak’, vagy “csomémentesek, Az elShbieket
diszkrét eloszlisoknak, az utbbbiakat folytonos eloszlfscknzk nevezziik.
Az olyan eloszlsokat, melyek diszkrét és folytonos részh(l tevédnek
tssze - mint a fontl példiban -, kevert eloszlisoknak nevezzik. A ko=
vetkezd hirom pontbsn e hirom tipust vesszitk sorra.

4. Diszkrét eloszlds

Diszkrét eloszlisokat ugy adhatunk meg, hogy megadjuk a fg'stékr
csomok helyét és nagysdgst. Abrdinkon a festékesomok helyét szdmok-
kal vagy betilkkel kiirjuk, a festékesomé nagysigit pedig bekarikszott.
szémokkal jeloljiik. Diszkvét eloszlisokat célszerii ugy is szemléltetni,
hogy a festékcsomé helyére olyan magas "pgleik4t" rajzolunk, amennyi
festék a pontra kerll. P8lddul, ha az i-ik pozitiv egész s_z,émra,.%

L 5
nagysdgu festékcsomé kertil, akkor egy olyan eloszl4st kapunk, ahol az
! : ,
ols§ festékesomé 7 nagysdgu, a tobbi pedig fele akkora mint az &t
megeldz8. Az eloszlist pileikikkal szemléltetve:

@

f

Ha az eloszlist nem akarjuk szemléltetni, ¢sak az .adatait dkarjok
rogziteni, akkor ezeket célszeril tgblizatba foglalni, Példiul:

rlz g 4|85 |...|¢
VIR RN
Z 4 18 |16 |32 2z

27. gbra
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Egy diSzkrét oloszlis nyilvan akkor val6szintiségeloszl4s, bha a
pileikik hosszinak bsszege 1.

5. Folytonos eloszlis

Az alsbbi konstrukeléval eljuthatunk a gyakoilathan fontos folytonos
eloszldsokhoz,

Tekintsiink egy nem negatiy értékeket felvevs, integralhiats fgg-
vényt a szimegyenesen. (Péld4ul ha egy nem negativ értékeket. felvevs
fiiggvény véges sok hely kivételével folytonos, akkor integrélhaté a
szdmegyenesen, A szimegyenesen vett integrailjinak értéke véges vagy

végielen, ) Abrdzoljuk a flggvény grafikonjat:

28. sbra

Lakgsfestéskor egy j6 festS egyenletesen keni be a falat fostéldel.
Ez annyit jelent, hogy egyforma teriiletti feliiletdarabokra ugyanannyi
{rl. ugyananhyi gramm) festék keriil, Mé4sképpen kifejezve: valamely
falrészie keriild fosték mennyisége arinyos a falrész terilletével, A mér-
tékegységek alkalmas mdbdositissval elérhetjlk, hogy minden falrészen
az ‘uj mértékegységekkel kifejezve annyi festék legyen, mint amennyi a
falrész teriilete,

Képzeletben mi is igy kenjlink szét festéket a tekintett figgvény
grafikonja és az sbszcissza tengely kozdtti tartoményban, Tehdt a tar-
tomdny minden részhalmazdra annyi festék keril, amennyi- a részhal-
maz teriilete, Ezutin "jon az uthenger", és fiiggSleges irinyb6l tssze-
nyomja & sikot ugy, hogy a festék az abszcissza tengelyen felvett szém-
egyenesre préselfdjin. Iy médon egy eloszl4st kaptunk a szémegyene-
sen. Fantdzifink megengedi, hogy az egyenesre Usszenyomott festéket
ugy képzeljilkk el, minthaaz teljesen bele lenne préselve a szimegyeneshe.
Tehét a festék nem ad "vastagsigot" a szémegyenesnek, csupin "besgi-
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a festek szet van kenve o tartomanyban

——
a sikot bsszenyomiuk oz egenasre
29, dbra

nezi', Ahova tihb festék jut, ott "feketébb", ahova kevesebb, ott esak
“gztirkébb, shova semmi festék nem. jut, ott "teljesen fehér" a szim-~
egyenes,

Ha a fliggvényt f-fel jeldljiik, akkor a szfimegyenes valamely
[a,_b] infervallumara préselddS festékmennyiség: (megegyezvén az in-

b
tervallum feletti és az [ grafikonja alatti rész terliletével) I f{x)dx~
szel egyenld: a

[ #ixan
a
+ o , );;

30, dbra
Ha az intervallum egyetlen pontb6l 411 (az intervallum kezdG és végpont-

ja egybe esik), akkor ez a sikrész szakassz4 degenersilodik, aminek
tertilete O-val egyenld:
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31. 4bra

Tehdt minden c¢ pontra teljestil, hogy a ¢ ponton 1év8 festékmennyi-
ség O-val egyenlS. Ez pedig azi jelenti, hogy az eloszlds "csomémen-
tes", azaz folytonos tipusd. ]

Most kis kitérét tesziink, hogy megmagyarizhassuk, miért hivisk
az [ flgevényt az egyenesen létrejitt eloszlds siiriiségfiiggvényének.

Térbeli inhomogén témegeloszlis leirisa céljghél a kovetkezlt
szoktdk tenni. Kiszemelnek egy pontot a térben, A pont kiril egy kis
térrészt tekintenek., A térrészben 18v8 témegmennyiséget eloszjik a tér-
rész térfogatdval. A kapott hinyados a térrészbeli 4tlagsliriséget adja
meg. Ezek utdn a térrészt "rizsugoritjfk" a kiszemelt pontra, Ha a
zsugoritds kOzben az 4dtlagsliciiségnek van hatirériéke, akkor e hatdrér-
téket -a kiszemelt pontbeli siirliségnek nevezik. Inhomogén témegeloszlis
esetén 2 siirliség a tér kiilonbtzd pontjaiban kilonbdzd, A siirtiségnek a
tér pontjaitél valé fliggése értelmezi a tomegeloszlss siriségiliggvényét.
Ha nem a férben, hanem a sikon vagy az egyenesen tekinillnk egy 6~
megeloszlist, akkor a siirUségfilggvény teljesen hasonld médon definisl-
haté, csak az 4tlagsiirliség értelmezésekor térrész helyett sikrész, il-
letve intérvallum tekintendd, és térfogat helyett teriilettel illetve hosszu-
siggal kell osztani.

Ezen eldkészités utén tekintslink a szimegyenesen egy X, Pbontot
és korilldtte egy [a,b] intervallumot:

o X
32/a fbra

. A

Az intervallumon 18v3 festékmennyiség | f(x) dx -szel egyenls, igy az

gal.,‘—\a‘

jf(x}' dx vagyis az f fiigg-
a

[a,b] totervallumban az ftlagstiriség =7
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vénynek az a,b intervallumon vett integrilkézepe. Ismeretes, hogy
ha f folytonos az x, pontban, és az a,b intervallum rahuzddik

~ra, dikor az [a,b] intervallumon vett infegrilkdzép az integrandus
x(-, helyen veit helyetfesitési &rtékéhez, f(x yhoz tart:

b
boa S.f(x} dx —ﬁf(xo)_, ha a< X, <bh és =,b —>xo
a

Teh4t 2 festékeloszlés X, -beli sfiflisége f(x,). Ezért jogos, hogy f-t

az elogzlss 8 : ényének neverziik,
‘Vegytk észre, hogy ha az x, pont koriili [a,b] intervallum
pldike, akkor az [_a b] mtervallumon 16v8 [ f(x) dx festékmennyi-
a

ség kbzolitbleg f(x o)-- (b-a)-val egyenld., Tehit egy picike intervallu-
mon kizelitSleg annyi festék van, ‘amennyi az intervallum hossza szo~
rozva a slirlsépfilggvénynek az infervallumban vett értékével.
7 Az eloszlist legjobb a sliriségfliggvény grafikonjdval szemléltetni,
A grafikon a festék Usszenyomids elGtti alakjst mutatja.

Egy ilyen eloszlis nyilvin akkor valészinliségeloszlss, ha a siir-
ségfliggvény grafikonja alatti tertilet, tehdt a sﬁrﬁségfhggvény integrilja
{= e )-t8l (+ oo )ig 1-gyel egyenls:

oa

S fx)dx=1,
g =]
A leirt konstrukeiéval megadhaté eloszldsokat siiriiségfiiggvénnyel

rendelkez8 folytonos eloszliscknak nevezziik. 7
Nem minden folytonos eloszl4s rendelkezik siirtiségfiggvénnyel.

Tiyen eloszlisra a VIL fejezet 1. pontjinak végén mutatunk majd példat.
Mivel az ilyen oloszlisok gyakorlati szempontb6l ném fontosak, nem fog-
Ialkozunk velllk.

A késObblekben - hacsak ellenkez8jét nem hangsulyozzuk - stiriiség-~
‘fuggvénnyel rendelkezd folytonos eloszlisra gondolunk, amikor - r8vi~
den - folytonos eloszlisr6l beszélink.
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6. Kevert eloszidsok

A kevert eloszlisokat ugy adjuk meg, hogy killén-kiilsa megadjuk
diszkeét és folytonos részitket.

Egy kevert eloszlds nyilvin akkor valoszinliségeloszlss, ha digzkesdt
része Ysszpslcikahosszinak és folytonos része sirilségfigpvénye alatti
tertiletének Gsszege 1-gyel egyenlS. S

- 7. Valészindiségi valtoz eloszlisa |

Ha § valbszinliségl v4ltozd, akkor értéke valamilyen véletlen je-
lenségtll fliggé szm. Ezért ha B részhalmaza a szdmegyenssnek
(péld4ul valamilyen intervallum, vagy akir egyetlen pontbél £116 halmaz),
akkor ; éri€ke a véletlen jelenség lezajlisa sordn vagy eleme B-nek:

f € B-(olvasd: kszi eleme B-nek), vagy nem: ef,B (olvasd: kszi nem
eleme B-nek). A §£ B kijelontés tehdt egy efemény, aminek valoszi-
nliségérd] van érteline beszélni. ’

Korsbbi jelsléseinknek megfelelfen 2 £ € B esernény val6szintisé-
gét igy jeloljik: P(¥ € B), Ha a B halnizz intervallim: B = RER IR
akkor igy is jelolhefjiik: P@a< § £ b). Ha B egyetlen pontbél 4l
B = {xlf’ akkor P_(S"‘ = x) ~t is irhatunk,stb, '

Kenjik be a s#imegyencst festékkel ugy, hogy a szimegyenes min-
den B vészhalmazdra annyi festék jusson, amennyi a § € B esemény

valészinlisége. Ezt az eloszlist a valbsziniséei viltozé o oszlfginak ne-
vezzllk, Ha az eloszlis folytonos, akkor az eloszlfs siirliségfiiggvényét
a_valészinliségt v4ltozé siiriisépfiggvénysnck is neverzzik.

A valészintiségi vdltozokat eloszldsuk segitségével épitjlik be ma-
tematikai modelltinkbe. Az eloszlds kieszelése logikai, matematikai
eszkozikkel lehetséges (14sd példsul a kivetkezd fejezetet), A XIV. feje-
zet 4, pontjsban pedig azt fogjuk vizsgdlni, hogy egy vaidszinilségi v4l-
toz6 eloszlisa hogyan kizelithetS a valészintiségi valtozdra végzett ki~
sérleti eredményekbdl,

Megjegyezzilk, hogy a valésziniiségi viltozdk kizé sorolhatjuk a .
véletlent6l nem filggl konstansokat is. Ha példdul £ érigke mindig 3,2,
akkor ¢ eloszlisa az az eloszlds, melynél - egyeflen festékesomé for-
mijgban - a 3,2 ponfra van kenve az egységnyi fostékmennyiség:

32/ sbra
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Az ilyen eloszlisokat a szdéban forgé pontra koncentrilt elfajult eloszld-~
goknak nevezzilk, T

Az aldbbi 3 példdn keresztiil Osszefoglaljuk a valészinliségi vilto-
z6 eloszlisival kapcsolathan elmondottakat:

A, példa: Ha § eloszlisa az alfbbi diszkrét eloszlis

— * . 9 )
=g =f 0 7
33, gbra

akkor

I

P( §e[0,-4; 2,6] = 6,3+ 0,1 = 0,4,

P{Ee@;zj)

P(§20)= 0,2+ 03+ 01+01=07,

i

0,3 + 0,1 =

I
o
-
o

PE €[5 z’]|§ S0 = P.(l_f’(;. ;ii‘z) _ 2u0.0:01

P(} =-1)=0,1.08

2, példa: Ha § sliritségfiiggvénye az alsbbi figgvény

1t
s o

Fpen
0,
fix) =
28
akkor 10 10
g §<10 - E £(x) dx = j 26" g = 1-¢ 20,
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2 2

p(§ I £(x) ax = J 2672 ax = 1-¢7%,

RS 2|-1< <10 = %ﬁi;&ii 1:79__20 :

P( § =3) = Jf(x) dx =0, A

3, _péida; Legyex;g eloszlisa ‘az Eloszlisok tipusai c. pontban
szerepll kevert eloszlss, Ennek diszkrél része:

©

§ I3 4 i i i ‘ } t L
T T T T . d ] =T T T o E

35. 4bra

Folytonos részének siiriiségiliggvénye pedig

I
¥
-z -1 1 2 3 4 & 6 7 8 8
36, shra
Ekkor 3,5

L, 1 1.1 3

P(§ B =%+ 5‘13‘1"'8*4"8'
3

P(g Y=g

.P{§=s-)'=o.l

Vegylik észre a kbvetkezbket,
Ha egy valészinliségi véltoz6 diszkrét vagy kevert eloszlisu, ak-
kor van olyan ¢ sz&m, amelyre annak az eseménynak a val6szintisége,
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hogy a valosziniisdgl viltozd ezi a kiszemelt c é&rtéket veszi fel,
pozitiv.

Ha pedig egy valbszinlségi v4ltozd folytonos eloszlisu, akkor akér-
inilyen ¢ Szfm esetén annak az eseménynek a val6szintisége, hogy a
val6szintiségl valtoz6 ezt a kiszemelt ¢ értéket veszi fel 0-val

egyenld,

r Megiepyzés: Ha a szdmegyenesen felvett B halmaz nem
Borel-halmaz, akkor - mint mir korgbban emlitettik - matema-

i tikai modelliink nem képes minden eloszldsra mégmeéndani, hogy

: 2z eloszlis szerint mennyl festék van & B-n. Ezért i}yenkor a

I modellben. a §- € B esemény valészintiségérfl nem beszélhetiink,
Mivel nekiink“csak Bovel-halmazokkal lesz dolgunk, ilyen kellemiet—

L lenséggel nem fogink: taldlkozni.

8. Valészintiségi viltozé lehetséges értékei

Ha 8 részhalmaza a szimegyenesnek, akkor elSfordulhat, hogy
a vizsgilt eloszlis az egész festékmennyiséget S-re keni, a szimegye-
nes S-en kivilli részére nem kerlil festék:

SR
- v
LY

37. 4bra

Hyenkor azt mondjuk, hogy az eloszlis S-re koncentrilédik, Példsul:

1. Az el8z8 pont 1. péld4isban szerepld eloszlis, a -2, -1, O,
1, 2, 3 szimokb6l 4116 6 elemil halmazra koncentrilédik.

2, Az o16z8 pont 2. pé&lddjiban szerepll eloszl4s a [O, o0 } in-
tervallumra koncentrilédik.

Vildgos, hogy ha egy eloszlis S-re kotcentrslédik, és S rész-
halmaza 8’ -nek, akkor az eloszlis egyben 8'-re konceniriltnak is
mondhaté:

4

g—m!

| = —.‘9”——'}
U S
5:!

38, 4bra
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akkor ez annyit jelent, hogy a2 £ € S esemény valbsziniisége 1, tehit
majdnem bizios, hogy 4 £ csak S-beli értékeket vesz fel. Ezt fejez~
zlik ki azzal a széhasznilattal, hogy 2 § lehetsbgos értékei S-be esnek.
Sok esetben a benniinket érdekl§ valdsziniiségl v4ltozbhoz komyll
taldlni egy olyan - lehetSleg minél azlikebb - halmazt, amibe -2 valészi-
niiségli viltoz6 lehetséges ériéket beleesnek. Iyenkor a vizsgilt valé-
szintiségl vAltor¢ eloszlsdrel 4llithatjuk, hogy a taldlt halmazra koncent—
r4dl6dik. Ezést nem kell a fojiinket t6rni, hogy a szémegyenesnek a
taldlf halmazon kivil esd részét hogyan kenjik be festékkel. Példsul:

1, A 5 = “ahignyadflc dobdsra végre 6-ost kapunk a dohokockdn”
val6szinllségl v4ltoz6 értéke ceak pozitiv egész szgm lehet, vagyis E
eloszldsa 4 természetes szdmok halmazdra koncentrilédik,

2. Az M = "“ghiny percet virni kell a villamosra" valészinliségi
véltozé értéke pedig nem lehet negativ, igy 7 eloszlésa a '[0,00 )
intervallurara koncentrglédik. '

Vegytlk észre, hogy epy eloszl4s akkor &s csak akkor diszkrét,
ha véges vagy megszimlslhatéan végtelen halmazra koncentr4lédik, Te-
hit egy val6szinliségl viltozs akkor és csak akkor diszkrét eloszldsu,
ha lehetséges értékei véges vagy megszdmldlhat6an végtelen halmazba
foglathaték,

Ha egy f valészintiségi }flﬁq&é eloszlasa S-re koncentrslsdik,

9, Eloszlisfiiggvény.

Vegylink egy valdszinliségeloszlist, azaz kenjlnk szét egységnyi
festékmennyiséget a szdmegyenesen:

Sa

=T

0
39. #bra

Az eloszlishoz egy fllggvényt rendelhetiink a kovetkezd utasitfssal:
Az F flggvény értéke az x helyen, amit F(x)-szel jelliink, legyen
annyl, amennyi fesiék a {-co, x) intervallumon van, Ezt a fgevényt

a valésziniiségeloszlgs eloszlisfligovénysnek nevezziik, Példgal: az itt

l4thatd
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@

: @3
® @
40, gbra

diszkrét eloszlis eloszlssfliggvényének értéke néhiny konkrét helyen:
F(~0,4) = 0, F(1,5) = 0,5, F2) = 0,5, F(2,1) = 0,7, F(7) = 1. ~
Az elogzlisfliggvény grafikonja pedig gy néz ki:

Jl'F[:)?) _ —
o- -
B —
i 2§ 4 X
41, gbra

Vegylik észre, hogy tetszOleges diszkeét eloszlis eloszlisfiiggvénye olyan

"épesbs™ fliggvény, melynek ugrdsai az eloszlis péleikdinak helyén van-

nak, 2z ugr4sok pedig akkorik, amilyen magasak a pilcikik.

Az f slriliségfliggvényll folytonos eloszlss szerint a {-oo, x) in-

x

tervallumon 1&v8 festék mennyisége S f(x) dx.. Ezért egy folytonos el-
“oc

oszl4s eloszl4sfiiggvénye igy fejezhett ki a siirliségfliggvénnyel:

_ X
F{x) = 5 fix)y dx .

e

Tehit az elcs'zlééfﬁggvény a slirliségfliggvény integrilfiiggvénye, Ismert,

X
hogy az F(x) = j f(x) dx Osszefliggéshdl kiovetkezik, hogy F folytonos,
-0

és shol f is folytonos, ott F differenciilhatd és
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F(x)=£x) .

Tehdt 2 slirilségfiiggvény folytonosssgl pontjaiban az eloszlistigevény
deriviltjsként a siiriiségfliggvényt kapjuk vissza,
Minden eloszldsfliggvény rendelkezik az aldbbi tulajdonsigokkal:
1. monecten ndvekedd,
2, balrél folytonos,
3. (- oc)-ben a hatdrértéke O,
4. (roo)-ben a hatfrértéke 1.

Ezeknek a tulajdonsggoknak ‘a bizonyitdsira nem: térink ki, Hasz-
108, ha & Kedves Olvast néhdny konkrét példin ellenSrzi a fenti négy
tulajdonssg teljesliléadt. Az is igaz, hogy ha egy fliggvény rendelkezik
ezzel a négy tulajdonsdggal, akkor ez a Flggvény egy alkalmasan vilasz-
tott vaibszinliségeloszlis eloszlisiliggvénye. Tehit a valészinliségelosz-
14sok kilesonts és egyértelmil kapesolatban 4llnak & fenti négy tulajdon-
siggal bird figgvényekkel, Ezért egy valésziniiségi valtozét nemosak el-
oszlisgval, hanem annak eloszldsfliggvényével is jellemezhetjik, Ezzel
a lehetBséggel szokiak élni azok a valésziniiségszimitss konyvek, me-~
lysk nem hasznilnak mértékelméleti segédeszkiztket, és nem epitenek
az elogzlis (szemléletes vagy egzalt) fogalméra,

Egy valGsziniiségi v4ltozé eloszldsgnak eloszlisfliggvényét a 2 valé-
szinliségi v4ltozd eloszlisfirpvényének is nevezzilk, Aa; valészinﬂségi
viltozé eloszldsa annyl festéket ken a (—oc. x) infervailumrs, amennyi
a §€ (-0, x) esemény valszinlisége. § € (~co,x) annyit jelent, hogy
§ < x. Iy a ¥ valoszintiségl viltoz6 sloszlssfiiggvénye az a F filgg-

vény, melyet a” F(x) = P{ § < x) Gsszefliggéssel értelmezhetink,

Az eloszlisfliggvények-a folytonos eloszlisokkal kapesolatos szimi-
tasokn4l jdtszanak fontosabb szerspet. A nevezetesebb eloszl4sfiiggvények
tablizatokba vannak foglalva. A t4blizat segitségével tetszoleges a <b
szimokra kiszdmolhaté az a < § < b esemény valoészinlisége. Ugyanis
ez a valdszintiség annyi, amennyt festék a £ eloszlisa szerint az [a,b)
intervallumon van, Ez a festékmennyiség pedig a (- oo, b) intervallumon
16v0 festékmiennyiségnek (azaz F(b)-nek) és a {~ co,n) intervallumon
16v0 festékimennyiségnek (azaz TF(a)-nak) 2 kiflnbsége. Tehst

P(a & § < b) = F(d) - Fg) .

Folytonos eloszlis esetén mindegy, hogy itt < vagy < £ jeleket irunk, hi-
szen P(§— ay = P(§ b} = 0,
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V. NEVEZETES ELOSZLASOK

1. Diszkrét egyenletes closzlas

Vegylink egy szabilyos dobbkockst, &s dobjuk fel. Legyen § =2
dobott szdm értéke. A kocka szimmetrifja miatt minden oldal egyforma

valdszinliséggel keriithet fellllre, igy § eloszlisa:
® @ ®

] |

0 Y 2 3 4 5 &
42, fbra

34+

Altaldnosabban, ha egy val6szinliségi valtozd véges sok - mondjuk.
n - &rtéket vehet fel, és ezeket egyforma valészinliséppel veszi fel,

akkor eloszldsa mindegyik lehetsépes értékhcz %{ nagyssgu paleikat
rendel, Az ilyen eloszl4ssokat diszkrét egyenletes eloszlisoknak nevezzitk,

2. Binomdlis eloszlds

Veégyilink 5 darab olyan pénzérmét, ami hamis. Hamis olyan érte~
lemben, hogy ha feldobjuk, akkor % valdszintiséggel esik "fej’~re &s

csak 7 valbszintiséggel "irss"-ra. Ha feldobjuk mind az 5 értmét,

akkor véletlentSl figg, hogy koziillk hiny esik fejre. A § valGszintisé-
gl viltoz6 értéke legyen annyi, shény érime Yfejre" esik.” Ki fogjuk
eszelni a eloszlisst:

f a’0,1,2,3,4,5 é&rtékeket veheti fel. Tehdt & eloszldsa
diszio'ét. A pdleikik helye a 0-t8l 5-ig terjedS egész szdmok. Mek-
kora pileika keriil példiul a 2 ponfra? Vagyis mi annak a valdsziniisége,
hogy az 5 érem kozdtt 2 fej és 3 irds lesz? Ezt most ki fogjuk szdmolni.
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Képzeljilk el, hogy az érmeket megszimozzuk az "irds" oldalukon igy:
A "fef" oldalukon is megszdmozzuk Oket ugyanugy, de még egy keresz-

tot is tesziink: )
® B @ @ @

Most pedig felsoroljuk 4z Ugszes olyan dobgs kombindcist, melyben
2 fej é3 3 irds van:

@@@.@ @@@.@

®® @
® OO
© O
CRCRRONO
RONOR
® 66
® e
BB
°®°

&
®
®
®

@@@O@ @@@@

A felsorolt dobss kombindci6k szdma annyi, ahfinyféleképpen a 2 keresz-

1
tet el lehet helyezni az 5 lehetséges helyre, azaz ( 2) = 215'3{ =140,

Annak a valészintlsége, hogy az els§ &rme fejre esik, '47'

Ezt a tényt igy juttatjuk kifejezésre: P ((X) )=% .
Erthet8, hogy mit akarunk kifejezni az aldbbiakkal:

@ -1, 2@ =7, p@ -2, p@-2, »@En-L.

Az érmék egymist6l fliggetleniil esnek le, ezért

® ARE), . &n —"‘"'*!-— --.3;’_;(‘-;-)2.

Teljesen haso‘n_ié gondolatmenettel ad6dik, hogy
4,3,4.3,3
P® @ @@@"F T
: 2
3 4 4
P OO ®®-33344 ()
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4 QROOG DODDO..... DOOD® semtnyek
egymést kizdré események, szdmuk pedig annyi, ahinyféleképpen az
5 &rme kizill kettét kivélaszthatunk, azaz (g) és nyilvén egyesitésik

jelentl azt az eseményt, hogy az & érme kizdtt 2 fej é3 3 irds wvan.
Ezért Pz 5 &tiie kozott 2 fey 63 3 frds van) = P(®) %@ .@}b

T @ODO) . +P<@®@®@>—()U 3

A gondolatmenetbt’)’l kiolvashatﬁ hog ha n darab érme van, egy’
&rmén a fej valészinlisége p, és. feldobjuk az &rméket, melyek egymis-
61 filggetlentil esnek "fej''-re vagy "irgs"-ra, akkor annzk a valSszinii-
ségi vltozénak az eloszldsa, mely azt mutatja, hogy hiny érme esik
"fejreé'', olyan diszkrét eloszlis, melynél a p4lcikik helye a 0-tél n-ig
terjedd egész szdmok, 2 k &szdmhoz pedig

n\ k n-k
(%) 2 e

nagysﬁgu pﬁlcika. tartOZik' (k = 0,1,... :,n)' Ennek az eloszlisnak a ne-
ve: p-ed rendii p paraméteril binomislis eloszlis.

43, dbra

Persze it nem a pénzdobilison van a lényeg, ErezhetS, hogy ha
n darab p val6szinilségl, flggetlen eseménnyel kapesolatban
azt vizsgélcm, hogy ezek kiziil az események koziil hiny kivetke~
zik be, akkor ez a valdszinflségi valtozd mn-~edrendil P paramé-
teri binomiflis eloszlist kbvet

. P&lddul ha n ember egym4stdl fliggetleniil céltgblara 16, és
egyforma képességilek, vagyis mindegyik - mondjuk - p valdszinlség-
gel talgl, akkor a talslatok szdma, mint valészinliségl v4ltoz6, n-edren-
di p paraméterii binomi4lis eloszldsu,
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Az eloszlfs onnan kapta a nevét, hogy tagjait megkaphatjuk, ha a
p+(1-p) Kkéttagu kifejezés (latinul: binom) n-ik hatvinyst Ssszeg alakjé-
ban ‘kifejtjtli:

3o g -
{p+@-p)° = kZ( ;) S
~0

EbbSl az azonossdghSl 1itszik az is, hogy a binomislis eloszlds valészi-
niiségeloszlds, hiszen (p + (:—p))n =10 =1,

3. Poisson-closzl4s

{ejisd: podszon}

Az alibbi hatdrértéktétel nagyon fontos kivetkezményekkel bir.

Tétel: Tetszlleges pozitiy A -ra €s_nem negativ, egész k-ra

omy k., ook AR -
lim )p i-p) = e .
) k k!
o~ &a -
p—>0
-+ A
x X
Bizonvitdis: Ismert, hogy lim (1 + -x—n-) = e . Ebb8l kivetke-
}_ m—»roo
. P -1
zik, hogy lim (I-p)y =e ",

p—*o
Ennek felhasznjldsival:

k. .h- ' “1¥n-2) ... (n~(k-1 »
(liz) pN-p)t k _ n (n-1){rn-2) - (-(k-1)) pk(l_p)n 1 = =
' 1-p)
k e=?
: np
P P ~A 1y A N
1 1vp 2 k-1 I 1 1 .k -
= '1'{-!-(1- ;)(1- ;) (1- ";“)-(np) ((l—p)p : ﬁ“’f{; .

/ o) : -
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A tétel azt fejezi ki, hogy ndgy n & kis p ‘esetén 2z n-ed~
rendii p paraméierti binomidlis eloszlds k-ik tagia, (;;j) pra-p)t e

kL
61 kizelithets 1‘-’%’,— o P _vel, ahol k= 0,1,..., n. Emek kapesan

vezetjilk be a Poisson«eloszlﬁst

A p on-eloszlistiak nevezzik az a diszkrét elosz-
1ast, ‘melynél a pilcikdk helye a nem hegativ egész szdniok, 2 k-hoz
tartozé pilcika nagysiga pedig

| i
o 1 2 3r4
44. fbra
ge K A
A Poisson—e}oszlﬁs is -vaiészinﬁségeioszlés, ugyanis 7' k!' e =
Z - e =g =1, A Poisson-eloszl4s tag]ait néhény

1 £ gt
k=0
A-¥a tiblfzatra foglaltuk, A tgblizat a jegyzet végén talslhat6,

‘Tehit nagy n &8 plel p esetén az n-edrendi p paraméter
binomi4lis eloszl4s a A= np paramétertt Poisson-eloszlfssal helyette-
sithetd. Ez pedig trvendetes dolog, mert a Poisson-eloszlds tagjalt meg-
adé képlet sokkal egyszeribb, mint: a binomidlis eloszlis tagjait megadsd
képlet, Lissuk ezt egy feladathan!

1, feladat: Egy hivatalban 600 telefonkésziilék van, melyekrSl te-
gylk fel, hogy epyméstdl fitggetleniil 5;6-6 valdszinliséggel romlanak el

eégy nap alatt, Mi a valészinlisége, hogy egy nap alatt pontosan 5 készii-
1€k romlik el?

Megoldds: Az egy nap alatt elromlé készlllékek szdma 600-ad rendil
Ejl‘)—()' paraméterit binomislis ’_ei:szlésu valdszinliségi viltoz6, Tekintve,
hogy a 600 mir "nagy", az 300 pedig "pici”’, a binomiilis eloszlss

helyett Poisson-eloszl4st vesziink A= 600 * '2'-166 = 3 paraméterrel,
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Isy a keresett valSszinliség a 3 paraméterti -Poigsan-eloszmshﬁl olvas-
haté ki: P (pontosan ot késziilék romlik el) = -3-; e = 60,1008 ~=0,1, M

Megiegyzés: Ha binomilis eloszlissal sz4molunk volna, akkor a
o re00nee NP, 1 \*® o
kérdezett valoszinliségre a (5 )('2'33) (1 < Zo0/ = 01009 érté-

ket kaptuk: volna, * ' S

Most megvizsgiijuk, hogy a A paramétertl Polsson-sloszlis palci-
ki kozill melyik a legnagyobb. Legyen P ™% {=0,1,...).
Annak eldtntése céljbsl, hogy p; nagyobb-e mint p ., megvizsgaljuk
a hinyadosukat. '

i
A -A
o1 A
pi“l Ai‘l _) i
i1 °

hiszen e~')" -val és (i-1)!-sal egyszeriisiteni lehetett. Igy 1sthatjuk,
hogy ha 1 kisebb mint A, akkor p; nagyobh py_;~nél.

Ha pedig 1 nagyobb mint A , akkor p; kisebb pi___l—n‘él. Hsa pedig

A egész szfm, és igy i egyenld Is tud lenni A -val, akkor
Pri=Py - Tehdt ha A nem egész szém, akkor a A elétt nének a

paleikdk, a A wtdn pedig egyre kisebbek lesznek:

45, gbra
A legmagassbb pfleika a A -t kizvetlentil megeléz8 egész szémhoz tar- .
tozik. Ha pedig A egész szém, akkor 2 helyzet csak annyiban valtozik,
hogy a A -hoz és a A -1-hez tartozé palelkik sgyforma magasak,

Az alsbbi feladath6l kitlinik, hogy a Poisson-eloszldssal valé kize-
lités olyankor is eélra vezet, ha a binomiflis eloszlds rendjét &s para-
méterét nem ismerjilk, csak azt tudjuk valahonnan, hogy a rend nagy,

a paraméter pedig pici.

73



2, feladat: A 16 partjé.n £lltam, és néztem, ahogy a tbban a sck
apré halacska egymissal mif se torddve Ossze-vissza uszkalt, Egy ha-
148z éppen hAlojat késziilt kiemelni, amikor nagyképlien igy szélt hoz-
zim: "Ha eltallod, hény hal lesz a h4léban, kapaz egy tiszdzast." En
csak. annylt kérdeztem a hal4szt6l, hogy ugy dltalfban s28z eset kiszitl
hényszor szokott Uires lennt a hil6ja. O azt felelte, hogy korlilbelil hat-
szin:. Esrre én ogy kicsit gondolkodiam, és két halra tippeltem. Miért?

Megoldss: Mivel meg akartam nyerni az Gtszfz forintot, igy gon-
dolkodtam: Nyllvdn annyi halra tippel az ember, ahfiny hal kifogisa a
legvaldszinibb. Ehhez azt kellene tudni, hogy 4 h4léban 16v8 halak sz4-
ma milyen eloszlisu valésziniiségl viltoz6, és hogy ennck az eloszlis-
nak melyik tdgja a legnagyobb. A halak egym4st6l fiiggetlenﬁl kerlilnek
yagy nem keriilnek @ h4léba, hiszen egymgssal mit se torédve uszkal--
nak. Ezért a h4léban 1évd halak szima olyan binomislis elosziisu vald-
szinﬁségi v4ltozs, melynek sem rendjét sem paraméterét nem isme-
rem. (A rénd a téhan 16vG halak szdma, & paraméter pedig - legaldbbis
nagysigrendileg - a h4l6 karim#ja terliletének és a 16 teriiletének hi-
nyadosa, ) Viszont 2 binomislis eloszldst kozelithetem Poisson-eloszlis-
sal, hiszen a rend nagy (sok hal van), a paraméter pedig pici (a h416
karimsja &lal meghatirozott tertilet nagyon pici a t6 teriiletéhez képest),
Milyen ﬁ -t vegyek a. Poisson-eloszldsban? Sz4z- esetbll hatszor tires
4 hilé, Ezért 0, Oe—nali veszem a 0 darab hal valészinllségét, vagyis

=A -

9,06 = ‘;Te =e .
Innen pedig A mér ‘meghatarozhato: A= w‘ = 2,8.
A Poisson-eloszlis maximilis tagja, mint azt meghatéroztuk, a paramé-
tert megel6z8 tag. Ezért a 2 hal a legval6szintbb, I

Késbbb l4tni fogjuk, hogy a A paraméterii Poisson-eloszls vérhats
értéke A . Mivel a virhaté érték a gyakoriatban j6l kezelhet§ mennyi-
gég, sok feladatnil ez lehet8séget ad a Poisson-eloszlds paramélerének
kieszelésére. (I4sd a X. fejezet 4, és 5. pontjit.)

Osszefoglalva az eddigieket: ha sok, pici valészintiségli, fiig-
getlen esemény esetén azt vizsgilom, hogy koziilik hény kbvetkezik
be, akkor ez a valészinliségi viltozd Poisson-eloszlisunak tekint-
‘hetd,

Nyen val6szinliségl viltozék példaul:

1, Ahdny aut6 sthalad az Erzsébet-hidon délelStt 10 és 11 6ra ko-
zott, {Apnak a valészinlisége, hogy egy kiszemelt auté - pl. a sbégorom
Zsigulija - a vizsgalt id8 alatt stmenjen, kicsi. Sok autd cikizik a vé-
roshan egymistsl tobbé-kevéshé fliggetlentil, )
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2, Ahfiny telefonhivis érkezik egy hiyatalba 10 perc alatt, (Sokau
hivhatnak, egymdstél fligpetloniil hivnak, kicsi a valészinlisége, hogy
X.Y. éppen 4 vizsgslt 10 perces idGintervallumban telefonsljon.)

3, .Ahdny meteor hecsap6dik Magyarorszdgra egy évben, (Sok me=
teor kovélyog az Urben, kicsi a wal6szinlisége, hogy egy konkrét meteor
a vigsgalt évben Magyarorszdgra pottyanjon, és a "meteorok sém be-
szélhek Bssze'.)

4. Geometriai eloszlds

Ha egy p valdszinilségli eseményre fliggetlon kisérletsorozatot
végzilnk (példdul egymis utdn feldobjuk a dobbkockdt, és nézztik, hogy
hatost dobunk-e vagy nem), és vizsgljuk, hogy az esemény hanyadik -
kisérletnél kdvetkezik be elfszor (hinyadik dob4sra dobunk elfszér 6-
ost), akkor erre a g valészintiségi v4ltozéra nyilvan fenngll, hogy

P( §= k) = Il—p)k-l o (k=1,2,. ie)e

Ugyanis ahhoz, hogy a k-ik kisérletre kivetkezzen be olfszirre az
esemény, az kell, hogy az els6 k-1 kisérletnél ne kovetkezzen be, a
k-ikra pedig bekivetkezzen, Ennek valdszinfisége pedig a Fiiggetlenség
miatt a megfeleld valbszinliségek szorzata: (1-p)1-p)..({-p)-p =
= (l-p}k' L P

Emnek a probléminak kapesin jutunk a geometriai eloszl4shoz:

p__psramétertl geoietriat eloszldsnak nevezzik ast a diszkrét eloszl4st,
melynél a paleiksk helye a pozitiv egész szdmok, a k-hoz tartozd pal-

cika nagysiga pedig
. k-1 .
d-p) -p (k=1,2,...).

46, fbra
Az eloszlist azért hividk geometriai eloszlisnak, mert a pileikdk
nagysdga mértani sorozatot alkot, &8 a mértani sorozatokat geometriai
sorozatoknak is szoktik nevezni.
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L ,
A Z (_1--;)')'k cp= ;-l—(l:)-l_;)— 1 ©ssieftiggés mutatja; hogy a
k=1

geometrial eloszlés valészintiségeloszlds,

Osszefoglalva a4 mondotiakat: ha egy p valészinﬂségﬁ ‘e8er
ményre filggetien kisérletsorozatot végziink, és azt vizsgiljuk,
hogy hinyadik kisérletnél kivetkezik be elSszirre az esemény,
akkor ez a. val6szinliségi v4ltozé p paraméteri geometriat elosz-
148t kovet.

5. Egyenletes eloszlas

Képzeljiink el egy vizszintes helyzetis; kor alaku palyst. Jeldljink
ki rajta. egy pontot, és inditsunk el a pilydn egy goly6t. A goly6 vala-
hol mieg4ll. Véletlentdl fligg, hogy hol. Jeldlje § annak a szbgnek a
radifnban vett értékét, amit a kijelolt pont, a Kor kbzéppontja és a go-
lyé megs 11451 helyzete kijelsl: )

47, sbhra

A golyd nyilvén akdrhol megéllhat, igy S értékére teljesiil, hogy
0L §< 29,

A goly6 Yegyforméin szereti’ a kir minden részét, ezért
S eloszlisa egyenletes, a festék egyenletesen van szétkenve a
[_0, 2—’3’] intervaliumon.

Ez azt jelentl, hogy az eloszlis folytonos, a siirliségfliggvény 0-
val egyenlé a [0,2% ] intervallumon kivill, és értéke 4llandd a [0, 2?]
intervallumon., Ez az érték pedig csakis 'é‘]'él—c lehet, hiszen a slirliség-
filggvény grafikonja alatti Osszteriiletnek l-nek kell lenai:
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& suriseg o FLIgGvEny
o' 27
ar ebszlds
48, sbia

Altaldnosabban: az {a,b] intervallumon vett egyenletes eloszlis-
nak nevezzik azt a folytonos eloszlist, melynek slriiségflipgvénye 0-val

egyenid az [a,_b] intervdllumon kivill, és 'b—i_; -val egyenld az a,-b]_
~-ben: ' T

1 :
Tion ? ha X € a,b; »
i = { ° [v]

[0 Bax ¢ [.0].

#e)

b ol

|

a
a sdrasegfggveny

e
A

a

Fads

az elbszias
49, 4bra
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6. Exponencilis eloszlds

A radioaktiv részecskék elSbb-utébb elbomlanak. Hogy mikor; az
véletlentl fligg: egy radioskilv részecske élettartama valdszinliségi vél-
tozd. Ki fogjuk mdst eszelni, hogy milyen eloszlisu.

Gondolatban végezzitk el a kovetkez8 kisérletet: Vegyink n darab
radicaldiv részecskét. nx—szel 'y-nal illetve nx+y ~nal jeltljiik azon

részecskék szdm4it, melyek tulslik, az x,y illetve xty idStartamot.
A tapasztalat szerint 4ltaldban teljestil, hogy

n n
Y o X
n n

X

Teh4t ha van n db részecském, és azt nézem, hogy ezek hinyad ré-
sze fog legaldbb ¥y idot élni, akkor ez az ardnyszim nem flgg attdl,
hogy * friss * vagy mdr x 1d6t leélt részecskéket vettem-e. Vagyis
a részecskék dsszességlikben, '"nem érzik meg az x idS elteltét’.

A radioaktiv részecskék ilyen értelemben "Orokifju”* tulajdonsiguak, Az
Norokifju’ jelzft nem szabad Usszetéveszienl az "orokéleti! jelzbvel!
8z siics olyasmirSl, hogy a radioaktiv részecskék a végtelenségig &lné-
nek, Az orokifju tulajdonsig csupdn csak aunyil akar jelentenl; hogy a
részecskék multja nem sz61 bele a jovGjllkbe. Amig élnek, mindig olya-
nok, mintha éppen akkor szillettek volna.

n
A matematika nyelvére leforditjuk az —fiﬁz% torvényszerlisé-
®
get. Ha a g val6szintiségi valtozé egy radloaktiv részecske élettartamst

n ;
jelsli, akkor az -3 rolativ gyakorisdg a §r}y esemény valészintiségé~
nek felel meg:

n
"f P(? /3’)

n .

Az ,..le_'-'.'l h4nyados pedig a § 2 x+y eseménynek 2 f}x eseményre
X

vonatkozd feltételes val6szinliségének felel meg:

ﬁl% P(§ /x+y|§/x).
- By
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Vagyis matematikal modeltinkben a § valészintiségi vAltozs eloszlisst
olyannak kell tekinteni, melyre fennsll, hogy

P f > x4y | £ > =2 29y >0k

Vildgos, hogy a & > xty esemény méga utin vonja a f},x eseményt,
igy P( ?,x'+y ’ § } x) = PP( /;:.) . Ennek felhaszngilgsival kapjuk,
hogy ' § =
& 2 xr

PLE}X) = P( f}y)

Ha G(x)szel jelslik a 5 > x esemény val6szinliségét:

P

Gx) = P £ > xS o),
akkor a fentleket igy Irhatjuk:
G{x+y) _
G(X) - G(y),

vagyis

Glxty) = G{x) - G¥) .
e ° " _a ” - c ‘x
Konnyen ellenorizhet6, hogy a G{x) = e
nyek eleget tesznek ezen fliggvényegyenletnek:

(c konstans) alaku filggvé-

« {3+ . .
ec {xy)zecx ecy.

-

Bebizonyithatd, hogy ha egy flpgvény eleget tesz a fenti fliggvényegyen-

lefnek é&s monoton, akkor ecsak e alaku lehet. Mirpedig a G fligg-
vény mondton esdkkenS, hiszen X < X, esetén a §>X~27 esemény ma-
ga utén vonja a §> x, eseményt, &s igy G(x,) = B( §-; X,)%

Ly §> x )= Gx;). Ezért G(x) = ¥ B a ¢ Konstans csak ne-
gativ lehet, mert G monoton cstkkend: ¢ = - A , 8hol A pozitiv {és
igy ¢ negativ), Adédik, hogy

G{x) = e—l-x x > o)

Innen pedig § eloszlisfiiggvényére a kovetkezbt kapjuk:
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P = B(E <) = 1-P( £ 200 = 1-Gtx) = 1% s,

Mivel f‘ nem vehet fel negatly értékeket F(x) = 0, ha x 0.
A F flgpvény derlviltiz a

Fx)=fx)= § '

fliggvény, ami integrdlhaté fliggvény 1évén a kerosett eloszlds slirtiség-
figgvénye. A slirliségliiggvény grafikonja:

 Fx)
A —\

50, sbra

Ezt az eloszlist A paraméterli exponenciilis eloszlisnak nevezziik,
A A paraméter val6sziniiségszamitisi jelentését késdbb fogjuk targyalni:
A a vérhaté érték reciproka (lisd a X, fejezet 4. pontjat). Az

T f(x) dx = Tﬂé_ﬁx dx = [-e_}\x]a-o; 1 dsszelliggés mutatja,
- 0 o

hogy az exponenciilis eloszlis valésziniiségeloszlss.
Osszefoglalva: ha egy nem. negativ értékeket felvevd valdszi-

nliségi v4ltozd rendelkezik az "8rokifju" tulajdonsdggal, akkor
exponencislis eloszl4sunak tekinthetd.
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VI. TOBBDIMENZIOS VALOSZINUSEGI VALTOZOK

1. Kétdimenzids valdsziniségi viltoz6

1. Cébalovésnél minden versenyz8 a c¢éltsbla kdzepébe szeretne
taldlni. Ez azonban a nagy igyekezet ellenére sem mindiy sikerdil,

A kéz remegése, légdramlatok stb. miatt a tallat helys véletlentd]
figg. Feltételozve, hogy a versenyzsk annyira azért tudnak célozni,
hogy legalsbb a céltsblat sltalsljsk, egy l6vés helye a céltsbla sikjsn
egy véletlenszerli pontot jeld! ki.

2. Véletlentdl fligg, hogy egy nhap alatt mennyi csapadék esik Buda-
pesten. A lehull6é esapadékmennyiség valbsziniiségi viltozs, jeldljik £ -
vel. A Debrecenben lehullé napi csapadékmennyiség is valbsziniiségi v4l-
tozd, jeldljikk 1], -val, Egy konkrét megfigyelés esetén § 6s 7 értcke
egy-egy valds szim, amibll egy szdmpdr, azaz a sik egy pontja 411
Ussze. Ha példiul Budapesten 6 mm, Debrecenben 4,7 mm es8 ésett,
akkor a sik (6; 4,7) pontjat kapjuk:

' (6: 47)

21 |1 234 66
53-'- fbra

Mivel § és 1] értéke véletlentSl fligg, a sikbeli (§ +» 1) pont is vélet-
lentd] fligg, /

Ha valamilyen véletlen jelenséggel kapcsolatban a sik egy-egy
pontja bukkan fel véletlenszeriien, akkor sikbeli vagy kétdimenzids valo-
szinliségl v4ltozéré! beszélink. A két- vagy tbbbdimenziés valészintisé-
gi viltozdkat yektor valészintiségi viltozbknak is szokds nevezni.

KétdimenziGs valdszintiségi vAltozdt ugy értelmezhetiink, hogy egy
véletlen jelenséggel kapcsolatban kizvetleniil (mint a fenti 1, példsban)
vagy kozvetve (mint % fenti 2. példdban) a sik egy pontjit jeldljitk ki.
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Ez utébbi esethen koordinita valbszinliségl valtozokr6l, a rovidség ked-
véért inkabb gommnensekrb'l (komponens magyarul: Osszetevd) &s ezZek-
51 BsszetevBal kétdimenzios valésziniségi valtozorsl beszélink, Két-
dimenzi6s valészintiségi valtozdkat gordg kisbetilkkel vagy pedig kompo-
nenset segitségével jelolink., Példdul:

1. ; = a talslat helye a céltdbla sikjan,
2. 1 § 0 dhol § a. napi csapadékmennyiség Budapesten,
4L= Debrecenben.

Egy kétdimenzids valdszinliségl v4ltozdt ugy épitink be matemati-
kal modelitinkbe, hogy megadjuk az eloszldsst, azaz szétkentink egység-
nyi festékmennyiséget a sikon ugy, hogy a sik tetszdleges B részhal-
maza esetén a véletlenszerll sikbeli pont B-be esésének valdszintisége
annyl Jegyen, amennyi festék az eloszlis szerint a B-re van kenve,

52. dbra

Ezt az eloszlist kétdimenzids valdszinliségi v4ltozé eloszlissinak nevez-
zilk, Ha hangsulyozni akarjuk, hogy a kétdimenzibs valSszinliségi viltozd
komponensei § és 1, akkor az eloszlist § és ’rL egyiittes eloszlisg-
nak is nevezziik.

Megiegyzés: JelSléseinkben ¢ mindig az elsé, N_pedig a mésodik
komponenst jeloli. Amikor pedig 2« sik pontjait jeldljik bettipdrokkal.
akkor az é1s8 koordinitst x, a misodikat pedig y jeloli. Abrainken
a vizazintes koordindtatengely felel meg -nek, illetve x-nek, a fiig-
goieges tengely pedig 7_-nak illetve y-n:

Most ismerkedjiink meg a sikbeli eloszlﬁsok kiildnbozé? tipusaival,
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2. Diszkrét eloszlis

Egy sikbeli eloszlist diszkrétnek neveziink, ha "esak csomékb6l
411 a festék!, azaz megadhaték olyan ('_xl,yl), (x-z-,yz'),. .. pontok a

sikban, hogy esak ezeken a pontokon van festék:

.(Xﬂg,)

* (XZ‘! yz)

53, dbra
Kordbbi jeloléseinknek megfelelfen a festékesomék helyét a sikban kije-
18ljik, 5 festSkcsomok nagysfgit pedig bekarik4izott szfmokkal a kijelslt
pontok mellé irjuk. A pfleikis szemléltetés most is alkalmazhatd, de

inksibb csak képzeletben, mert rajzban mir kevésbs sttekinthetd, Az
algbbi két dbrdn ugyanazt a diszkrét eloszldst adjuk meg:

@

| e @ | @

e 7 z

54, dbra

@

e Y

Ha egy sikbeli diszkrét eloszl4st nem akarunk szemléltetni, csak adatait
akarjuk rogziteni, akkor ezeket célszerii t4blizatba foglalni, Példful a
most szemléltetett eloszlis t4blizatba foglalva igy fest:
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2 L 02101163
55, gbra

3. Folytonos eloszlas

Tekintstink egy nem negativ értékeket felvevs, kétviltozés integril-
haté fliggvényt, és #brizoljuk grafikonjit. Egy felilletet kapunk a sik
feletit:

56. dbra

Kenjlink szét festéket a fliggvény és a sik kSzdtti tartoményban egyenle-
tesen, pontosabban mondva ugy, hogy a tartominy minden részhalmazira
annyi festék jusson, amennyi a részhalmaz térfogata. Ezutin "jon az
uthenger", és feliilr6l Ssszenyomja a teret ugy, hogy a festék a sikra
préseldjon (1. 57. dbra, kiv. old.).

Ty inbdon egy eloszldst kapunk a sikon, A sikra préselt festéket ugy
képzeljiilk o1, mintha teljesen bele lenne préseive a sikba. Tehdt a festék
nem ad vastagsigot a siknak, ecsup4dn beszinezi.

Ha a figgvényt h-val jeléljilk, akkor a sik valamely B részhal-

mazira préseléds festékmennyiség _U hix,¥) dx dy-nal egyenlS,
B
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a pestéket ranyomituk o sikra

57, dbra

Ugyanis ez az integrsl adja meég a B habmaz feletti 6s 2 h grafikon-
ja alatti térrész tériogatit.

Tekintstk a sik tetszfleges (x , y_) pontjidt.Ha a t{B) teriiletu
B halmaz " rézsugorodik " az (xo 5 %) poatra, &s h folytonos az

(xo,_ yo") pontban, akkor az egydimenziss esethez hasoni6an

1 ooy .
£(B) Jf hiz,y) dx dy —>h{x_, yo).
B
Teh4t ha 2 B halmaz picike halmaz az (xo,,yo) pont korill, akkor a.
festékeloszlds B-beli atlagstiriisége kizelitbleg hix ,y )-lal egyenld.

Ezé¥t a b fiigpvényt az eloszlis siivliségfiipgvény ének nevezziik,
Az closzlast a siirliségfiggvény grafikonjival 61 szemléltethetijiik.
A siirliségfiiggvény a "festékréteg préselés elltti vastagsggst" irja le,
Az ily médon megadhaté eloszlisokat kétdimenzids vagy sikbeli
folvionos eloszlisoknak nevezzik,
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Egy folytonos eloszlés nyilvin akkor valészindségeloszlis, ha a
slirilségfiiggvény alatti tartomdny térfogata, iehst a siivilségfilggvénynek

az egész sikon veit integrilja 1-gyel egyeni§,.
Ha valamilyen kéidimenzi6s valbszinliségi viltoz6 eloszldsa folyto-

nos, _a]dcor az e!oszlﬁs stirliségitiggvényét a kétdiinenzibs val6szintisé
pyének, avagy a komgonensek eggtittes sﬁrﬂség:

fliggvényének nevezzilk.

Magjegzések.

1. A sikon nagyon kdnnyll olyan csomibmentes eloszlist mutatni,
amit nem lehet valamilyen kétvaltozés fiiggvénybfl - mint sliriiségfiigs-
vénybSl - a most leirt m6don el85llitant, Ha a sikon egy egyenesdara-
bot egyenletesen keniink be festékkel, akkor ez az eloszlis csomdmentes,
dé nyilvanvaléan nem olyan, amilyen eloszlisokat ebben a pontban konst-
rufltunk:

58, 4dbra

2. Természetesen a killonboz6 eloszldstipusok még keveredhetnek
is. Mivel a gyakorlatban a diszkrét és a sliriiségfiiggvénnyel rendelkezd
folytonos (rdviden: folytonos) eloszldsok a legfontosabbak, csak ezeket
fogjuk részletesebben tdrgyalni.

4. Egyenletes eloszlis

Feladat: Vegytink egy gyufaszslat és egy nagy iv papirt. A papirra
huzzunk pirhuzamos egyeneseket. ugy, hogy az egyenesek egymistél valé
tavolsdga két gyufaszilnyl legyen:
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59, 4bra

Fogjuk meg a gyufaszdlat az egyik végén, A fuggblegésen 16g6 gyufa-
szdllal a kezllnkben mozgassuk kezlinket a papir f6lstt slég magasan a
pirhuzamos egyenesek irinyira merGlegesen. Egy véletlen plllanatban
sllitsuk meg keziinket, és ejtstik le a gyufst, A gyufa rdesik a papirra.
(Ha leugrana a papirrél akkor ismételjilk meg a kisérletet addig, amig
a gyufa a papiron maread. ) Két lehet@ség van. A gyufa vagy metszi vala-
melyik egyenest, vagy egyiket sem metszi, (Ha net4n nem tudngnk don-
teni e £516tt, akkor végezzﬁnk ujabb dobist!) Ki fogjuk szdmitani annak
az eseménynek a valészinliségét, hogy a gyufa metszl valamelyik egye-
nest, A szdmit4s gondolatdnak megértése tébb szempontbél Is hasznos
lesz,

Megoldds: ‘Mint 14tni Fogjuk, 2 megoldss sorsn a gyufa hosszgnak
felével kell majd szdmolnunk, Ezért vegyilk a gyufa hosszst 2 egység-
nek, Legyen

§ = a gyufa 4Mtal meghatdrozott egyenesnek s parhuzamos egye-
nesekkel bezart (kisebb) szdge radifnban mérve,

M = @ gyufa kdzéppontjinak a hozz4 legkdzélebb es§ egyenestsl va-
16 t4volsdga,

2, .2

60. 4bra
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X 'f"'

- &9 q/értékeire nyflvin fennsll, hogy 0 < § < 2_', 1’L< 2, Ké-
zenfekvo, hogy § is &s "] is egyenletes eloszlisunak vehqt_ 0 a [0. ‘L]
illetve a [0,2] ~ intervallumon. A ( 5 f) pont az ghrin Q -lal je-
161t téglalapba esik: '

2 b—q

L S— d |

Ezért a (§., ") kétdimenzi6s valésziniiségi viltozé eloszlisa erre a
=5 © 2= terilletli téglalapra koncentrslsdik. Az eloszlis kieszelése

'eéljﬁbél tekintstik az xlg £ X yl\ 1L< Y, eseményeket, ahol
pe ,
x1 < ng_ ; s 0K ¥, < y2< 2. Ezek az események filggetlencknek

tekinthetk, hiszen akdrhol is esik le a gyufa, a fliggbleges ejtés miatt
akdrmerre délhet: az ¥; £ 12 < yz esemény bekovetkez£sébSl semmivel

se vAlink okosabbi az 5 &£ xz. eseménnyel kapesolatban, A fiig-
getlenség miatt P(xl\ § £ &y, yl «z P yz) = P(x § £ x-z) .

X, "X ¥, =¥, &, “X)-&,-y)

. 9 1 Ja 7Yy 2~ % 2~ Yy

PO < NSy =" "~ 3 - G .
2

Az % £ £x, és az y1< Q.é ¥, események egylittes bekdvetke-

2
zése éppen azt jelenti, hogy a (§f, 12) ponit az dbrin Q-val jelolt tégla-
lapba esik:

2

%
Y

g szc b




Tehdt minden Q -bell Q igglalapra, melynek oldalai a koordindta~
tengelyekkel parhuzamoszk,

Pligmee) -3

ahol t-vel & halmazok tevilefét Jolditc. & P( £, ) €Q) = ;{%—)—

tulzjdonssg a téglalapokrol 4tortklédik tetszlleges Q -beli B halmaz-

ra, Bzt atényt csak olyan B halmazokra 1gazol;uk melyeket "mozaik-
szertion ki lehet raknt” koordmétatengelyekkel parhuzamos oldalu Q
téglalapokb6ls

2_.

w4

63, dbra

Mivel & B halmaz "mozaikszeruen 11 616" a2 Q; tégalapokbél, a va-
16szintiség 65 a terlilet dsszegzési tulajdonsggsibsl adédik hogy

tQ,) _ B

P({f,q)€3)=z (§ q)eQi) t_(_Q_q; Q)

Tehst tetszlleges Q beli B halmez esetén 2 (§, %) pont B-be
esésének valészinlisége arinyos 2 halmaz teriiletével, vagyis a Qg
halmazon a tertilettel arfnyosan kell szétkenni a festéket,

Most vizsgiljuk meg, mi snnak a feltétels, hogy & gyufs valame-
lyik pirhuzamos egyenest messe. Az algbbi 4brikbél kiolvashats, hogy
a gyufa pontosan akkor metszi valamelyik egyenest, ha. 1 < ain f :
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' /L_iy____,_'_,f;;x '

7 4 a gyuta hem

o gyufa 25| petent o hozza
ezt gz egyenest - legkdzelebb esd
metszi - egiyenest

64. sbra

Az n< Sinf egyenlGtlenség a Q, téglalapnak egy B, részhalma-
: / ) T

z4t jeloli ki, melynek tertilete t(B,) = [ sin x dx = 1,

L0 A

il
z
65. #Abra

Teh4t a gyufa pontosan akkor metszi va}ame]yik egyeénest, ha a (
pont Bg-ba esik. Ennek vaiészini:sége pedig teriiletek hinyadosa nt ir-

hat6 fel:
t{B.)

. B _ 1
P50 €8) "y T T
Azt kaptuk, hogy
.

-

P{a gyufa metszi valamelylk egyenest) =

E feladat kapcesin vezetjlik be a sikbeli egyenletes eloszlis fogal-
mit,
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Ha egy A halmaz a siknak véges tertiletll részhalmaza, skkor
4z A  halmazon vett egyenletes éloszlisnak nevezzilk azt a valSszinii-
ségeloszldst, mely az A halmazon a teriilettel ardnyosan keni szét az
egységnyl fostékmennyiséget, (Az ardnyosgagi tényez8 nyllvin 't'(lf) .)

Az egyenletes eloszlds nyilvan folytonos eloszlss, melynek stri-
ségfiggvénye

i hig)
(2~ h A,
t(A} ] a (xty)e
hix,y) =
0 egyébként.
L/ / / / 7 / s / a4
X
66, 4bra
Megjegyzések:

1. Gyakran e18fordul, hogy valamilyen esemény valdszinliségének
meghatdrozisa ~ gyufadob4lés problémgnkhoz hasonléan - alkalmasan v4-
lasziolt valdsziniiségi v4ltozdk bevezetésével, azok egytittes eloszlfsinak
kieszelésével, majd az eseménynek megfeielo halmazra kent festékmeny-
nyiség meghatﬁrozésévai lehetséges.

2. A T szfm reciprokst tetszdleges pontossdggal meg lehet hatg-
rozni. Gyufadob4lés feladatunk alapjsn ugy is kozelithetjlk az T%c érté-

ket, hogy feldobunk sok (mondjuk 1000 darab) gyufst, és megszémohuk
hogy a gyufdk hinyad része metsz valamilyen egyetiest. Ezzel a relativ

gyakorlséggal kozelithetjilk az '.f valészintiséget. Annak eldsntésével,

hogy adott pontossigu kbzelités eléréséhez hiny gyufit kell feldobni, ké~
s6bb, a nagy szdmok gyenge térvényeinél még foglalkozunk. Elbfordul, .
hogy valamilyen bonyolult kifejezés értékét a kovetkezoképpen hatdrozzgk -
meg, A "szzim:tégepben generilt" valdsziniiségi vltozdkkal kapesolatban
kieszelnek egy olyan eseményt, melynok val6szinilsége a megadott kifeje-
zés értéke, &s utdna a szimitégéppel végeztetik el a sok kisérletet
{mintha gz szémitogép ""1000-szer feldobnd a gyufst”) és a relativ gyako-
risig kiszémolisst.

3. Vegylik észre, hogy és ¢ egylittes eloszlisa azért egyenle-
tes eloszlis a Q, téglalapon,” mert



2) £ egyenletos eloszlssu o |0, = | intervallumon,

b q égyonletes eloszlisu 2. [0, 2} intervallumon,

¢} F =nek és N -nak "egymﬁﬁhoz ninesen semami kéze sem",

és | “Figgetlenek egym#stol. (A valdszinliségl v4ltozdk fﬁggetlensé-
¢ nek definici6jst késtbb pontogabban és sltalfnosabban meg fogjuk adni)

Ezért vildgos, hogy ha )

a) £ egyenletes eloszlisu az a,b} tntervallumon,

b) rL egyenletes eloszlisu a  [o,d] intervallumon,

¢) és 1. Higgetlenek, '

akko ‘!L) egyenletes eloszlésu az intervallumoknak megfeleld
Q, tég lapon'

d ——

a b
67, sbra.

{egy- vagy kétdimenzios) egyenletes eloszlésu valﬁszinﬁségi vﬁltozék be-
vezetésével, akkor geometrial problémsirsl szokis beszélnl. A széhasz-
nilatot azzal magyardzhatjuk, hogy egyenletes eloszlds esetén a valbszi-
nliséget (egydimenziés esethen) hosszusdgok, (kétdimenziés esetben) tert-
letek hinyadossként kapjuk meg. A hosszusig- és terililetszimitist pedig
a geometria keretein bellil szoktsk tanitani. A fentl példiban megmutat-
tuk, hogy miért vehetjiik § és 1] egylittes eloszl4sit egyenletesnek.a
téglalapon. Gyskori hiba szokott lenni, hogy hosszusfgok vagy teriiletek
hényadosaként szdmolnak valészinilségeket olyankor is, amikor semmi
sém indokolja az egyenletes closzlfs hasznilatit. (Az itt haszndlt "geo-
metriai probléma" kifejezés nem tévesztendd Sssze a “'geometriai elosz-
148™ fogalmgvall)
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5. Tébbdimenziés valoszintiségi viltozd.

Ha egy ‘véletlen jelenséggel kapcsolatban 1 darab valészintiségi
viltozét tekintlink, akkor ezek egyﬁttesen az r-dimenzids tér valamely
véletlenszert pontjst, azaz egy r-dimenzids valdsziniségi viltozst hats-
roznsk meg, Péld4ul, ha s nipi csapadékmennyiséget 19 vdrosban méy-
Jik wieg, akkor egy 19 dimenziés valésziniségi vAlozst kapunk.

Mindaz amit korsbban és késtbb az r = 2 ésetre elmondunk, &r-
telemszeriien 1 > 2-ré i 4tfogalinazhatt. Mivel a valbszinliségazimitis
legfontosabb fogalmal, tételel mir az ¥ = 2 esetben elébukkannak, a
kSnnyebb érthett'iség és szemléltethetdség kedvéért ezzel az eseitel fopr-
Ialkoztunk részletesebben. A magasabb dimenzi6s eloszlisok illuszirg-
1484ra a kivetkez§ pontban bemutatjuk a polinimislis eloszl4st.

6. Polinomiilis eloszids

Célbalsviink olyan kozelrSl, hogy a célt4bl4t biztosan eltalfljuk.
A céltablat el6zleg harom részré osztjuk ugy, hogy Py legyen a vals-
szintisége annak, hogy az i-ik részbe esik a talflat (i = 1,2,3) . n
darab lovést adunk le. Feltételezzlk, hogy az egyes lovések egymist6l
filggetlennek tekinthetSk. Az, hogy hdnyszor talflunk az i~-ik részbe, vé-
letlentGl fiigg, vagyls valtszinliségl v4ltozs, amelyet ogi-vel jelotink
(t = 1,2,3). Kézenfekvl, hogy §£; (egydimenziés) eldszlisa n-edrendil.
p paraméery binomiglis eloszlds. Tekintstka §,, £, fa valé-
szinlségl vAlozokbol dsszetevids é valbszinllségi v4ltozot, 5eloszlésa
nyilvan diszkrét, hiszen f értékekent csak olyan (kl,kz,ka_) szgmhir-
mas ad6dhat, melyre teljeéiil,_ hogy kl’kz’ks nem negativ egész és

Ktk + i;a_ = n, Az algbbi sbrén bejeldljlk ezeket & pontokat:
4

a rgizon n-t4-nek
{ Jzyeé‘unk}

% 68. sbra
a3



Kieszeljitk, hogy mi a vaiés’ziniiséée annak; hogy ¢ &ritékeként egy ilyen
0{1 Kk ) szdmhirmas ad6édik. Vagyis mi annak A val6szinlisége, hogy
kl-szer taiélunk az elsb, k :2‘-szor talflunk a misodik, k3—szor a har-
madik részbe. Nyilvinvals, hogy ha. elfirjuk, hogy melyik k, derab
15vésnél ‘talsljunk az elsl, melyik k darab: 1ovésnél a mésodik &s me-
lyik. k3 darab 16vésnél a harmadik részbe, akkor ennek a valészintisé-
.k
ge ,pi ,. pz » p33 -mal egyenlo Kombmatorikai ismereteinkhol (lsmét-
1éses permutdciok) nyilvanvals, hogy e .k“I 7 féleképpen ir-
; g Tkl k!
hatjuk ezt el0, s igy annak a valdszinlisége, hogy az n darab lovés

sorin pontosan Tk -szer talflunk az. els8, k,~szor tallunk 2 mdsodik

és kg—szor a harmadik részbe, egyenl§ a kivetkezdvel:

k k k

P(§; =k § = §3—k)—k1!klklp11'p22'i33'

Vagyis E eloszlisa olyan, hogy a (kl,;k; ,;ks}. ponira kerild festékeso-
n! ok ko
mé nagysiga -k-l—rk—;-?{—a—' Pl Pz Py -

Ha nem h4rom, hapem 1r részre osztjuk a céitibist, &8s az i-ik
rész talflatinak valSszinilisége P, {i =1,2,..,,r), akkor egy r-di-

menziés i valszintiségt viltozét kapunk, Ennek 1-ik komponense 2z a
g. valdszinliségi viltozé, mely azt mutatja, hogy hinyszor talfltunk
4z . i~ik részbe, A fentiekhez hasonlé gondolatmenettel kiadédik, hogy
' eloszlisa az r-dimenzibs téren olyan, hogy eszy (kl K. bevos kr}
4m r-esre kerilo festékesomd nagysﬁga '

nt koK, k

. T
k’ltk!,...k!pl'pz e Py
2 T

ha kl.. k‘z,-..-. ' kr nem—*negas‘.iv :egész, €8 kl + k2 +o..F kr = n, En-

nek a valészinliségeloszlisnak a neve: n-edrendii, r-dimenzifs
Py Py P} B araméteril polinomislis elosziis.

_' Erezhet§ az 4ltal4nositis: ha egy véletlen jelenséggel kapcso-
lathan az A ] ’An események icljes eseményrendszert alkotnak,

o



p, = 15(Ai) i =1,...4n); 68 a véletlen jelenségre n darab flg-
getlen kisérlefet végzlink, akkor a

5 i = aghfnyszor az A_i -esemény bekivetkezik {(i=1,...,r)

valészinliségi valtozbk egyliftes eloszlisa n-edrendd r-dimenziés
(PysreaB, ) paramétertl polinomislis eloszlds.

Példdul 25-Bdrendti, 6-dimenzits (%, %,

tertl polinimidlls eloszldsu valfszinliségi viltozét kapw
kit 25-szir feldobjuk, és

51

§o= " e "

1111y
63 '6! 6’ 63 : pal'amé‘
' nk, h

a a dobdkoc-

ahinyszor 1l-es a dobis eredménye,

1l
-
=

-3 n
§ 6 6-0s .
és tekintjik a §,1, §2,‘ ors fs komponensekb8l Ssszetevidd 6-dimen-

zi6s valbszintiségi valtozdt.
A polinomislis eloszlis onnan kapta a nevét, hogy tagjait megkap-
hatjuk, ha a Py + P, +...+ pr tobb-tagu kifejezés (latinul: polinom)

n-ik hatvinyst tagokra bontjuk:

o 4. 4 no_ n! k1 ,k'2 kr
(py*Py *.out P = Kk L.kt PPy By
. phe Ky
Kpskge ook
T

nem negativ egész,
k. +k +,..+k =n.
12 T

Ebbd] az azonosssgh6l az is l4tszik, hogy a polinomiflis: eloszlds vals-

szinliségeloszlds, ugyanis (p‘1 + P, +, ..+ pr)n = 1n = 1.

95



Vil. VALOSZINUSEGI VALTOZOK FUGGVENYE

1. Eloszlastranszformidci6 €gydimenzidban

Legyen 3 valészintiségl viltoz6, { pedig legyen valamilyen adott
figgvény. Ha /£ megfigyeli &rtekét {«-bb helyettesitjtlk, tehdt az {(
szimot vesszilk; akkor ujabb, ugyancsak vélstlentSl flggd szdmot ki
(Pé1ddul 1, vehetjk § négyzetét, 2, § &rtékéi a tangens figgvénybe
helyettesithetjﬁk.) Jelvljlik ezt a valés ttségi véltozét q -val n=

= £ §). (Példsinkban 1. 1= § 2, 2. ¢ .Y Hyenkor az #Lvalé-
szinllstgl v4ltoz6t fliggvény. nek nevezziﬂc érdés, hogyan lehet
oloszlfssbbl és az J.,fﬁggvénybol 1 eloszlasst meghatdrozni. A kérdésre
egyszerien 6s szemléletesen felelhetiink, ha megismerkediink az elosz-
1sstranszformfci6 fogalmbval,

‘Ha 4. a valés szdmok halmazin értelmezett valés értékeket felveyod
fuggvény, akkor 'f,m{nden val6s szimhoz hozzdrendel egy mésik valos
szémot, (Az x-hez rendelt szamot jelbljik L.(x}-szel.) Ezt tohbek k-
zdtt igy szemlélbethetjiﬂ:. vesszilk a szimegyenes két példinyat, és x-
b81 4 (x)-be huzunk egy nyilaf:

4 -3 -2 -
69. dbra

Gondolatban ezt minden olyan x valds szdmra megesindljuk, melyre
az-f fuggvény értelmezett, s megkapjuk az L flggvényt szemléltetd "myil-
erddt:
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-4 -3 .
70, dbra
Erdemes alaposabban megismerkedni « fiiggvények nyilerdfs szemlélie
tésével. Ezért vesszilk a kivetkezSket.
1. Az {(x) = x32 filggvény minden pontot 2-vel jobbrz tol

71. 4bra
2. Az &(x-) = ¢-x fiiggvény (c konstans) minden pontnak az ori-

gotol valé tavolssigit |c]-szeresére ndveli. Ha ¢ negativ, akkor emel-
lett még 4t is tikrbzi a pontokat az origdn:

c-2: o=~z

-2 -2 -1 0 1

72. #bra

3. Az L(x)=[x]+ 1 fiiggvény a balrél zart jobbrél nyilt
[k—z, k) intervallumot a k pontba képzi:
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73, Abra

4. Ha az @-Iﬁ'ggvé,ny szigoruan monoton nbvekedd, akkor “nyilaf"
nem keresztozik egymdst: x; < x, esetén {(x )< €(x,)

Xy A
Lo Lo

74, gbra

5, Ha az 'ﬁ-fﬁggvény szigoruan monoton csdkken, akkor barmely
két "nyila" keresstezi egyméist: X, & %, . esetén {(x,) <{(x,):

X Az

f,&(z) ’ {&t}“ .

75. dbra

6. Ha az 4 fliggvény folytoros, akkor Bolzano tétele szerint tet-
szbleges d(a) & A (b) kbzé esb y értékhez van olyan x pont a
és b kozott, hogy £ (x) = y. Ha £, szigoruan monoton, akkor esak
egyetlen ilyen pont lehet. Ezf az y-t6l fliggb pontot £ (y)ynal jelol~
jik. Az £ = figgvényt nevezzik az 'ﬁfﬁggvény inverzének, Az inverz-
fliggvény nyilerdejét megkapjuk; ha az eredeti fiiggvény nyilait megfor-
ditjuk:
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76. 4bra

Az &fuggvény hatdsst ugy Is elképzelhetjilk, hogy a Higgvény a
nyildk merntén a felsd szémegyenest 4ftranszformilja - mdgyarul: 4tvi-
szi, ftgywrja -~ az alséba. Ha a szdmegyenest valamt kinnyen deform4l-
hat6 anyagh6l képzeljiik sl, akkor ezen transzformicid kdzben egyes he-
lyeken nyulik, méshol zsugorodik, s&t el is szakadhat és Gssze Is tapad-
hat a szimegyenes:

77. &bra

Most képzeljlik ol, hogy a felsd szdmegyenes festékkel van beken-
ve. A "gytmdszdlés", azaz a fliggvény a szimegyenessel egylitt a fosté-
ket is maggval viszi, aminek eredményeként az slsb szimegyenes is fes-
tékkel kenSdik be. Mindezt azzal a szdhasznilattal fejezzilk ki, hogy az €
fiiggvény a felsd szfimegyenesen vett eloszldist gttranszformélia az alsé
szimegyenesre.

Mindennek valSszintiségszdmitssi jelentége a kivetkezd: ha
= £ (§), akkor f eloszlds4ibbl ugy kapjuk meg 1, eloszl4sit,
hogy a eloszlisst ‘az *&fﬁggvénnyel fttrangzformiljuk,

Ugyanis vegyﬁk a sz&megyenesnek tetszbleges B részhalmazit,
Jelsljilk A-val azon x pontok halmazsit, melyekre {(x) €. B:
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78, 8bra

Az A halmazon 5 eloszlisa szerint annyi festék van, amennyi
a E € A esemény valdszinlisége. MsAsrészt A definici6ja miatt
/€A alkor és csak akkor, ha 7 € B, Teh4t azt is mondhatjuk,

hogy az A halmazon annyi festék van, amennyi az € B esemény
valdszinilsége, Az eloszlistranszformécidé értelmezése miatt a B hal-
mazon annyi festék van, amennyi az A halmazon volt, Tehdt a B
halmazon 1év0 festékmennyiség megegyezik az 1] € B esemény vals-
szinliségével. Mivel ez akirmilyen halmazra igy van, a trdnszformilt
closzlds tényleg az 1] eloszldsa.

Nézziink néhdny példst eloszlistranszformgcidra:

1, Az .{{x) = x+2 fliggvény az eloszlist 2-vel jobbra tolja:

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
79. #bra
Ennék val6sziniiségsz4dmitdsi jelentése:: elosz14s4bol ugy kapjuk meg
§+2 elogzlisst, hogy az eloszlist 2-Vel jobbra toljuk.
2. Az £(x) = c-x filggvény (¢ konstans) az eloszlist az origébsl

nézve |[cj-szeresére nyujtja, ¢ < o esetén a nyujidssal egyidSben egy
tilkrdzés is torténik az origdra:
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80. 4bra

3. Nézzilk, mibe transzformslja az £{x) = % filggvény az alsgbbi
diszkrét eloszlist:

©® 0 9 0 o

2 -1 g

N e

8l. 4bra
Az £ fuggvényt szemléltetd nyilerds szdmunkra érdekes része igy fest:

-2

82. &bra

Ebbdl a transzformilt eloszlist ugy kapjuk meg, hogy a festékesomékat

4 nyilak mentén az alsé szdmegyenesre vissziik. (Példdul az alsé szdm-
egyenes 1 pontjira két helyrsl jon a festék: a -1 poith6l 0,1 2z 1 pont-
b6l pedig 0,3 egységnyi. Ezért az alsé szdimegyenes 1 pontjin a transz-
formilt eloszlis szerint 0,4 egységnyi festék lesz):

o 1 4 a
83. 4bra
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Ennek vil6szinlségszdmitisi jelentése: ha. £ eloszldsa a megadott el
oszlas, akkor £2 eloszldsa a kiszémitott transzformslt eloszlss.

4. Az {@®) = [x] +1 fuggvény folytonos: eloszlfeh6l diszkrét
eloszlist csingl. Példdul a A paraméterd exponenciilis eloszl4st
p=1-e A paramétertl geometrial eloseldsba viszi. Ugyanis az alsé
szfimegyenes k pontjira annyi festék kertll, amennyi festék a felsd
szémegyenes [k-1,k] Intervallumin volt. Ezen pedig

x
: x e
jhe-ﬂxdx= -e-"&x].'V:.--eﬁk;i-_'eR(krl):
k-1 k-1

k-1
- -A _
ey . ge M=t

festék volt:

. , , | r
0 1 2 3 b4 5
84. sbra

Mindennek valészinliségszdmitisi jelentése: Ha § A paramétertl exponen-
ciflis eloszlisy, é5 k-1 € § <k esetén f =k, akkor 1 1-e~A
paraméterii geometriai eloszlisu. Tehdt ha azt vizsgdljuk, hogy egy
Grokifju tulajdonsigu radioakiiv atom hényadik évben bomlik el, akkor
ez a val6szinliségi v4ltozd geometriai eloszlisu.

Ha folytonos elosziis folytonos eloszldsba transzformdlddik, akkor
érdekelhet benniinket a stirliségfiiggvények kozti kapcsolat,
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az alsbbi kaggsolatban g1 f—fel és {.-Iel'

gy) = £ (z,'-i(,,_,)' i (\‘3 '1m’_) :}' I ;

Vizistog bizonyitds: Két levezetést is mutatunk,
1. Az eloszlistranszforigei6 értelmezése alapjin az y pont ki~
rﬂli [c,d] intervallumon anhyi festék ven, mint amennyi az

e (e), A (d) pontok #dltal meghatdrozott intervallumon van:

o) Cy ) ) )
¢ £
T y d ¢y d
(£ monoton nivekedd) (£ monofon cikkend)

85, 4bra

Tegyiik fel, hogy 2 [c,d] intervallum nagyon kicsi. Az 3-1(3;) pont

wrtitt [{ V), L@ ] intervallum 1s pictke, ha az [c,d] interval-
lum picike, ezért a siirtiségfliggvény jelentése alapjin ezen az interval-
Tumon annyi festék van, amennyl az intervallum hosszfnak és az f
siirtiségfiggvénynek az. {~1(y) helyen vett értékének szorzata:

f {100 "Ififd? -] .

(Itt azért vau szﬁkség az abszolutérték jelre, meirt ha az 4 fiiggvény

csikkend, akkor L™ (d)<'(, {c}). A transzformélt slogzlis g siirli-

ségfiggvénye az y pontban kirtilbeltll annyi, amennyi a [e, dJ inter-
vallumon 1&v$ festékmennylség osztya (d-c)-vel. Tehdt

ey (Clm) |2 3): ;tdlfc'}l zf(ﬁ’l(yg"l(‘£~1('}f))}| .
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Megiegyzés: Vegyllk észre, hogy #z l "f,—l'(y))" tényez8 onnan
sziiletett, hogy az egymésnak megfelslé pleik mtervallumok hosszﬁnak
hinyadosa korlilbelil ennyi.

2. Meghatirozzuk elfszdr ﬂ_,eloszlﬁsfﬂggvényét amit. G-vel je~
16ltink, Adott y esetén G értéke az 'y helyen annyi, amemnyl az
1.< y esemény valészinisége. Szigoruan monocton. ntivekedd ‘Cfﬁggvény
esetén az L( €)= n<y esemény ugyanaz, mint & f,‘l(fz)<{’ )
esemény, szigoruan monoton cstkkend £ esetén, pedlg yanaz, mint a

§= {'1(1»{’, (v) esemény. Ezért G igy fejezhell ki a 5 elosz~
lsfiggvényével, amit F-fel ,jeliilﬁnk" :

P(§<€ wn=FE (y)) ba { szig. imon.

név, ;

(2§>C on= 17 1), ba Loste.

mon. csikk,

Gly) = P(< ¥) =

Innen derivilissal kidodik az sllitott Usszefliggés:

() ) - () {0

g) = G'@y) = . ha ¥ szig. mon.nbv.,

L () () = (o) (o) ]

pa { szig. mon. cstkk. W

Megijegyzés: A 2. bizonyitdsban rejld gondolatot fogjuk alkalmazni
a kivetkezd pontban (Eloszlistranszformicid sikr6l egyenesre), sz 1,
bizonyitﬁs gondolatit pedig az ezt kovetd pontban. (Eloszlastranszforms~
cié sikrdl sikra).

Egy példdt mutatunk a képlet alkalmazdssdra, A val6szinliségi vil-
toz6 fogalménak bekdvetésekor szerepelf az a valbszintiségi valtozd,
hogy egy korpilyin elindifunk egy golydt, és amikor meg4ll, Ssszekot-
jilk a kor kbzeppontjaval majd ennek az dsszekitd ogyenesnck egy elére
kiszemelt érintSvel vals metszéspont;ét tekintjiik, Ezt a metszéspontot
most is 1 -val jeloljtk. Ha az érintési pont, a kir kozéppontja és a
golyd megillssi pontja 4ltal meghatdrozott szdg radiinban vett értékét

-vel jeldljiik,8s a kér sugarit vdlaszijuk egységnek, akkor § és 1

6zott a4 kivetkez8 kapcsolatot taldljuk: M= “tg £. (86. dbra)
Feltételozhetjilk, hogy a golys "egyformédn szerefi a kbrpilya minden
pontjit", ,_azaz rs egyenletes eloszldsu a [0,2 3 ] intervallumon, Ha
a [0,29) interdallumot a kor kertiletére tekerve képzeljiik el, akkor
azt mondhatjuk, hogy az egységnyi festékmennymég egyenleiesen van
elkenve a kor keriiletén. (87. &bra)
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86, &bra _ 87.. fbra

Az érintoegyenes minden pontjira két helyr8l jon a festék: a bal &s a
jobb £8lktrrély

bal félker Jobb felkor

88. #dbra

Méghozz4 ugyanannyi jén a jobb £6lk&rr8l, mint a bal $6lkérrél. Iy
nem kell egyebet tenni, mint megnéznt, hogy mennyi jon a bal félksr~
rol, s utdna a kapoti sliriiségfiiggvényt 2-vel beszorozni. A bal félkdr a
( J; , §"2!-) intervallumnak felel meg, Ebben az intervallumban a tangens
monoton n8. Izgy a tanult képlet alkalmazhat6 f(x) = {}- . A =tg x,

G- 8fr
ot (y) = arclg ¥ szereposztdssal, Tehit a(— rw

Py Intervallumrol
transzform4lt eloszlis slirtiségfliggvénye:

1

S R
t(arctg y) < (arctg y] = Y= p
1+y

Ezt 2-vel szorozva 1 slirlségfliggvényére az alsbbi g fiiggvény adé-
dik:
1

1
gy =%"
] 2
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0
. 89, gbra

Ennek az eloszlisnzk a neve: Cauchy-eloszlis (ejtsd: kési).
Cauchy-eloszlisu valGszinliségi viltozét. kapunk, ha egy hosszy,
egyenes fal el6it 4116 renddrauté egyenletes szdgsebességgel forgd,
két ellentétes irdnyban egyszerre vilgits "kék Fény"-ének a falya
vetett vetliletét' a forgastdl figgetlen idSpontban fekintjiiks

90. ibra

6. Bizonyit4s nélkiil mutatunk péld4t a szdmegyenesen
olyan folytonos eloszlisra, mely nem rendelkezik stirliségfiiggvény-
nyel. (Akit az ilyesmi nem &rdekel, &l se: olvassal) Ertelmezzik
az £ filggvényt a kivetkez8képpen:

Tekintsiink egy tetszdleges x szdmot 0 és 1 kozdtt, és
vegyitk végtelen kettedesttrt alakjdt. Igy nuliskhol és egyesekbl
41l végtelen sorozatot kapunk. Ha ugyanezt a sorozatot végtelen
harmadostortaek fogjuk fel, akkor isméc O és 1 kizé esd §zédmot

‘kapunk. £(x) legyen ez a szdm. Tehdt az 4 figgvény értélmezési

tartomdnya a (0,1) intervallum, értékkészlete pedig az a Hy |

halmaz, melynek elemei azok a 0 és 1 kozé esd valés szdmok,
melynek végtelen harmadostortje csak nulldkbol és egyesekbsl 41l
{azaz nem tartalmaz ketteseket).



A (0,1) intervallumon vett egyenletes eloszlsst ez az £

figgvény egy olyan eloszlisha viszi, mely a H 0.1 halmazra
,,‘,: &

koncentrdlodik. Ezt gz eloszldst joggal nevezhetiuk a H-O. 1 halma -
zon vett egyenletes eloszlisnak., Kézenfekvd, hogy ez az eloszlis
csomomentes. Ha ugyanis csomés lenne, akkor az ¥ filggvény in-
verze ezeket a csomékat vissza tudni vinni a (0,1) intervallumra,
ami lehetetlenség, mert 2 (0,1) intervallumon vett egyenletes el-
oszlis csombmentes, Mgsrészt belithats, hogy a Hg 1 halmaz

tsszhosszusadga nulldval egyenls, és igazolhats, hogy nulla Bssz-
hosszusigu halmazra koncentrdlt eloszlds nem rendelkezhet sifrii~
sépfiiggvénnyel.

2. Eloszlastranszformdcié sikrél egyenesre

Legyen most { kétviltozés figgvény. £, tehst szdmpéarokhoz rendel
szimokat, Pé&ldsul

1. £ x,¥)=X+y,
2. L x,y)=x-y,

8. Ly =L,

Ha € és 1] valoszintiségi vdltozék, akkor megtehetjifls, hogy a véletlen-

t61 Fiiggs (S, ) szampsrt {-be helyettesitjilk, &s ezzel egy uj valé-
szintiségi viltoz6t értelmexziink: 3’ =€ (€, 12). Hyenkor -t & és
n valbszinlisépi viltozbk fliggvényének néverzitk. P&ldiinkban

1., ‘)‘=§+TL,
:5«

2, }' n.
3. 3’ =

J6 lenne meghatdrozni j eloszl4sst és 1 egyiittes eloszlissb6l. En-
nek érdekében tesszik a kivetkezlket;

Az { fliggvényt most is szemliéltethetitik nyilakkal, A sik (x,y)
pontjibdl a szémegyenes {’,{x,y) pontjiba huzunk egy nyilat, Ha példsul
{Ux,y) = xty, akkor a sik (3,2) pontjit a szémegyenes 5 pontjdval koti
Ossze egy nyil:
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32)

Ezt elvileg minden {(x,y) pontra megtehstjik, A rajzon azonban eléggé
nagy “dzsungel” keletkezhet, mert a sok fatol (nyilt6]) nem lshet j6I
latot az erddt (a figgvény hatfsat). A dzsubgelben rendet teremthetiink
az aldbbi médon.

A szfmegyenesen kiszemeliink egy z pontot, Utfna az L(x,y}z
egyenlet olemzésével megkeressiik a sik azon (x,y) pontjait, melyek

'Cfﬂggvénynéi a kiszemelt z pontha képzbdnek. Ezek a pontok 41~

taléban a sik egy vagy tobb részbll dsszelev8dl girbéjét alkotjsk. Pél-
ditnkban ddott z esetén

1, az x¥y = z eégyen- 2. az x-y = z egyenlet egy
let: a (z30), {03Z) tengely- hiperbola két 4gat adja:
metszetl egyenest adja: '

4

\J!

92, fbra 93. 4bra

3. az § = 2z egyenlet pedig az origén 4tmend 2z meredekségll
egyenes egyenlete;
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‘Képzelethen minden z-hez megkeressﬁk 2 nekl megfeleh')’ gdrbét
vagy girbéket, &s megkapjuk a kéty
sereget, Példdinkban;

1. pirhuzamos egyenes-se- 2, hiperbola-sereget kapunk:
reget kapunk.

N

N

[

' 95. fbra 96. 4bra

3. orign stment egyenes-sereget kapunk:

97. sbra

Megjegyezziik, hogy a kétviltozds fliggvények eme szemlélietését
szintvonalakkal valé szemléltetésnek is szoktik nevezni, mert z dombor-
zati térképeken a tengerszint feletti magassigot - mint a foldrajzi szé-
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lesség és hosszusig fliggvényét, teh4t kétviltozos figpvényt - szintvo-
nalakkal dbrdzoljsk, Ha a szemléHetendd kétviltozés fﬁggvénylmk grafi-
konj4t a szokfsos modon elkészitenénk, &s a kapott felliletrsl szintvona~
las térképet készitenénk, akkor ‘éppen a fentiekben bevezetett -gbrbese~
reghez juingink.

Az { figgvény hatfsst uigy képzelhetjilkk e, hogy a sikot az egye-
nesbe transzformilja oly médon, hogy 3 =z —.‘E(x,y) egyenletii girbe
pontjai mind a szémegyenes z pontjsba képzddnek.

Ha a sikon eloszl4s volt megadvz, akkor ennél a transzformgicit—
nsl a sikon szétkent festék az egyenesre transzform4lédik,

Az, egydimenziés eset mint4jsra konnyll meggybz6dni rola,
hogy a j = {(§,1) valészinliségi viltozd eloszlisst ugy kapjuk
meg és 1 gyi:ttes closzlissb6l, hogy az egyiiftes eloszlist az
A fliggvénnyel a szdmegyenesre franszformsliuk,

Péld4ul

L Legyen £ & 7 egylities 2 . ‘ .
eloszlisa az aldbbi diszkrét elosz-
14s: . . .

98, fdbra

Ne

g_i } val6szinliségi viltozd eloszlisat a mepadott sik-
beli eloszlésbol (x,¥) = xty [Fliggvémnyel valé transzformscibval
kapjuk:




2. A J’ = £+ 1 yalészinliségi valtozd eloszldsst az £ix,y)=xy
filggvénnyel val6 franszformé4cié adja:

100. fbra

3. A f = 4 valésziniiségl valtozo elosaldsst az {x,y) =
figgvény 4ltal 1étésitett transzformscié adja:

101, sbra

II. Ha 5, és q egylittes sliriiségfilggvénye h, akkor a} mf fz)
valGszintiségl 44ltozé6 R eloszlasfiggvényst a h fﬂggvénybol mi
mindjirt 14tnt fogjuk, integrilissal hatdrozhatjuk meg., Ha pedig megvan
a R eloszlisfliggvény, akkor ebbOl derivdldssal a r siirlisépfiggvény
is kiszdmolhat6. Mindezek kivitelezése céljghél jelsljik A, ~vel azon

(x,y) pontok halmazit, melyekre (,(x,y) < z. Példsinkban az A, hal-
mazokat konnyen szemléltethetjitk:
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1. dmyy=x+y 2. {{x,y)=xy esetén

A ={( i, 1)< z esemény ugyanazt jelenti, mint a
(§, f() € A_, Tehat J’ oloszlgsfliggvénye a 2z helyen:
z d
Rz) = P( ] <o) = B §:1) €4,) - [ by axay .
A
%

Példdinkban vegyllk £ és f egylites eloszldsét 1 0
egyenletes eloszlisnak az algbbi Q négyzeten:

1

105, gbra
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Tehst : -
1, ha (x,y)€Q,
.hﬁhy)’= x4
0, ha {x,y) ¢Q-
Ekkor _{ J h(x,y) dx.dy egyenl§ az A, halmaz és 2 Q négyzet

A
z

kbzds részének a torliletével, Ezért

1, }-—- §+ 1] eloszidsfiggvénye
0, ha 2L,

22, ha 0<z<1,

DS [

Riz)=

j1 -’:'324(2-2‘)2, ha 1< <2,

i, ha 2< Z.

EbbCl a silrtiségiuggvény

frez)
0, ha z &0 vagy 2Lz,
7
r(z) = 4z, ha 0L z<1,
2-z, ha 1L zL2 e
7 2 z
107. sbra

2. } = § . Qeloszlésfﬁggvénye
0, ha z £90,
. 1 ¥
R(z) = < 'z-i-'fidx =y-z.lnz, ha 0<z<1,

Z ) ltie!
1, ha 1£z, z 1
' 108, fibra

Ebbfl a slirliséefliggvény
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:"G, ha zL£0 vi 1Lz, L
rz)=< <0 vagy 1K72, Lriz)
-lnz, ha 0Lz,

3. j :*‘% eloszlisfliggvénye
o

Yy
, ha z £, y _ _)_(.‘{
7
A
7
(0<z<71) (152}
Ebbél a sliriiségfiiggvény 110, gbra
0, ha z£0, Az
, 1 T
r(z) = 5 * ha 0<2z<«1, %_ . _
—3-2- ,ha 1<z, f Z
2z 111, 4sbra
| |
A kapott eredmények tartalmét a kbvetke- 1 -
20 konkrét: példa kapessn érzékeltethetijiik. En 7 BRI (¢n)

@,
E XN K XD
s
b 9'0 e e

is, te is egymast6l filggetlentil, egyenletes el-
oszlis szerint vAlasztunk egy-egy valbés szdAmot
0 és 1 kozbtt., Legyen az én szimom . 8
4168 1N . Tekintsik azt a véletlent8l fiigho tég-

lalapot, melynek egyik csucsa az origh; 4i-
ellenes csucsa pedig a (¢, 1) pont, oldalai
tehst j'illet‘ve fl hosszdsdguaks: 112,

114

gbra




A téglalap félkeriilete § + 'Z . teriilete dﬁt . fL.— Az s tort pedig a
téglalap “karcsusdgat™ jelierﬂzi. {Ha a toft értéke kicki, akkor a tégla-
lap széles és lapos, ha a tort értéke nagy, akkor jkesquy és ‘magas, )
A fentiekben ennek 2 hirom valészinliségi viltozdnak: a stirliségfilggvényét
hatiroziuk meg.

3. Eloszlastranszformacié sikedl sikra

Tegylik fel, hogy a ¢ és 1] valésziniiségl valtozdk fliggvényeként
két valésziniiségi viltozbt képztink, Tehst legyenck m &3 n kétvilto-
268 figgvények, és o(= m(E,N), A=nu(§, 7). E pont 5 célja,
hogy K &8 [3 egylittes eloszlisat meghatirodzuk f és 1 egylittes el-
oszlisihol. g

Ha {x,y) a stk valamely pontja, akkor az mi(x,y) és n{x,y) is
egy-egy szdm, tehdt (m(x,y), n(x,y)) egy szdmpir. Ezt a szdmpirt
jelbljitk most £(x,y)-nal a sik egy mésik példdnysn:

Loyl

nxy)
Xyl

G

i X T mkxy)

113, 4bra
Ez4ltal egy olyan fliggvényt értelmeztiink, ami az els§ sik pontjaihoz a
misodik -sik pontjait rendeli, m-t és n-t az ﬂfﬂggv’ény komponensei-

nek nevezzik.
A hozzirendelési szabslyt most is szemlélethetjiik nyilakkal. Ha

példful m@x,y) = xy, nxy) =¥, & iy Lxy) = Gy, D, akkor
{2,3) = (s, E). Az ennek megfelel§ nyilat Isthatjuk az alshbi sbran:
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.é—-._
1 3
123 1234568678

114, sbra

Ha nz els§ sikon egy gorbét vesziink fel, akkor a gbrbébSl kiinduls nyi-
lak végpontjal a mdsodik sikon is gorbét alkotnak. Ezt a gbrbét az
evedeti gbrbe képének nevezzlk. Ha tibb gbrbét veszink fel, akkor a
gorbék és képelk j61 szemléltetik az £ Fiiggvény hatdsst. Példdul ha

£x,¥) = x°¥; i‘»}, akkc»r'a vizszintes koordindtatengeliyel pirhuzamos
egyenesek képei hiperbolfk ha y rdgzitett és x valtozik, akkor az
(x-y, ﬁ'} ponfok hiperboldt futnak be), 2 fliggileges tengellyel pirhuza-
mos _egyenesek: képet origén 4tmen8 egyenesek (ha x rigziteit és y
valtozik, akkor az (x. y’,.i} pontok origdn Atment egyenest alkotnak),
Tehst az £ (x,y) = (x-y, -ﬁ} fliggvéry ugy transzformdlja az els§ sikot
a misodik sikra, hogy a berajzolt Yegyszerii bortdn rédcs'-bél a mésodik
sikon 14thats !"diszes rdes' lesz: )

i |

'31 ‘6\'- '91

| :2'% 15' ,3'

. : i IR

115. dbra

Szitkséglink lesz az  figgvény inverzére, amit { '-gyel jeldlink.
Péld4ul az '{'(x,y) = (x-¥, ‘i) fiiggvény inverzét ugy kapjuk meg, hogy

a m4sodik sikon adott (u,v) ponthoz megkeressikk az elsd sikon azt az
(x,y) pontot, amit £ (u,v)-be visz. Ha tibb ilyen (x,y) pont is van,
akkor Inverzr6l beszélni csak bizonyos megszoritisck mellett Iehet. Az
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X<y = 1, i = v egyenletrendszerbfl x =+ ﬁ. y =+ {Yu-v. Ha az

{ tuggvényt csak az els§ siknegyedben vizsgiljuk, skkor ezekben & kép-
letekben csak a + eljelek jbhetnek sz6ba, Uyen megszoritis mellett az

inverz: {"'1 (u,v) = ( V;:T; g u-'v) . Az inverz flggvény értelmezéséhdl

kbvetkezlk, hogy a miésodik sikon kapott "diszes rdcsot" £ vissza-
viszl az elsd siknegyed “egyszeril birttn récs"-gba, ;

Természetoson semmi sem kitelez minket arra, hogy az { flige-
vényt és Inverzét az els8 sikon felvett “egyszeril bortbn rdcs"-csal és
az -8 képével, Ma diszes riccsal" szemlSltessikk. Az cls8 slkon felve-
hettink mis récsot is, vagy akdr a médsodik sikon is tekinthetiink akdr-
milysn rdcsot, és megkereshetjlk az ennek megfelelS ricsot az elst
gikon.

Kézenfekvl, hogy ha az els§ gikon felvesszik a ¥ és  va-
16szintiségi viltozdk egylittes eloszlisit, akkor az & ="m( ¢, 4),
B = §, ) valészinliségi vltozok egylittes eloszlfsat ufy kap-
juk meg; hogy § és 1) egyiittes eloszldsdt az {(x,¥) =
= (m{x, ¥), &, )) figgvénnyel a masodik sikva transzformsljuk.

1. A diszkrét eset illuszirilissra elég egy konkrét példa. Ha 5
és *| egylittes eloszlisa az €16z pontbell diszkrét eloszlis, akkor

oL = f "Nes fB =-fé‘ egylittes eloszlasst igy kaphatjuk. meg:

116, sbra

II. Ha 5 és 1] egyiittes eloszlisa folytonos, akkor az
L= -m(es;‘, 1% ﬁ = n( §, ) valészinlségi v4ltozék egylittes siiriiség-
fliggvényét nem ilyen egyszeril meghatfrozni. Jeldljiik ;é's- 1 egylittes
sliriségfiiggvényét h-val, o( és eﬁ egylittes sliviiségitggvényét s-sel.
Vegylink fel a m4sodik sikban egy (u,v) pontot és kirilstte egy Au, Av
oldathosszusdgu B téglalapot. Feltesszllk, hogy £ -nek van inverze,
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Keresslik meg az elsS sikon az {u,v) poninak megfeleld (x,y) =
= 'E« (u,v) pontot és a B téglalaphak megfeleld A balmazi:

Ay
(uy) 4u

-—-.-3]

117, 4

Az 8 sliriiségfliggvény értéke az (u,v) pontban kiriilbeliil annyi,
amennyi festék az o« és B egylittes eloszlisa szerint a B téglalapon
van, osztva a téglalap tertiletével. Viszont az o és @ egyiittes elosz-
l4sd amnyi festéket ken & B téglalapra, amennyit a § és 0 egyiities
eloszldsa az A thalmazra. Ezért '

H h(x,y) dx d;

~hixy) tA) _ ((1(’ )) HAY

A ;
8(u, v} +(B) iy ¢B)

[ A teriiletek %ﬁ} hinyados4t kellene meg’hatirozni Jelslje az ¢!

_fﬁggvény Komponenseit a és b. Tehst £ 1 (w,v) = ga(u,v),
b(u,v) Ha az a és b fliggvények differenciflhatdk, akkor az
A halmaz ktzelitSleg paralelogramma, Ezért olfszdr a parale-
logrammsk tertiletére vezetiink le egy egyszertl képletet.

Ha a paralelogra .mét az origéb6l indulé e = (e e ) és
£f= (f f ) vektorok feszitik ki
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sib

7% 75;
, e,
€, %
118, dbra

akkor teriiletét megkapjuk, ba a mésodik sbrén berajzolt nagy tég-
lalap teriiletéb6l kivonjuk a berajzolt négy hiromszig &s két tégla-
lap teriiletét. Eredményiil a kivetkezot kapjuk:

e e £ .f \
e *E)- (e, +£) —~2-.(-3-—‘—'+—"——1-+f --e)‘
X x Y ¥y 4 x ¥

2 2
'e.x e
=g «f - f e =det ¥ .
Xy

Konnyii ellendrizni, hogy ha az e és f fekvotorok balsodrisu
rendszert alkotnak, tehit e-t negativ irdnyu forgatds viszl f
irinysba, akkor a kifeszitett paralelogramma teriiletét ugysnennek
a determininsnak az ellentettje adja. Teh4t a determinins elSjele
arra utal, hogy az e &s [ vektorok jobb vagy bal sodrisu
rendszert alkotnak, 2 determingns abszolut értéke pedig 4z e

és f 4ltal kifeszitett paralelogramma tertiletét jelentt:

L

e ex
t({paralelogramma} = ]det ( x y)l .
X ¥

Térjlink vissza a -&%} hinyados meghatirozisinak problé-

mijdhoz. A B téglalap csucsai az
119



ks (uv+dyv] 3 _( utdu,vtdv)

@+ Auv)

(w,v + Av) (wy)  (utduy)

fu+ Au, v+ Av) —
119, sbra
_pontok, Ezért a paralelogrammad-
‘mzeri A  halmaz cBucsai:
{_1(‘1:\’) = '(a(u',v)-_’ b(u,v)) +
éf;_l(.u + Au,v) = (a(u + Au,v), b{u + Au.v}) ,
{-I(u,v + Av) = .(a{u.v.+ Av), blu,v + Av}) s
(:I'»(u + Au, v+ AV)= _(a_{.u + Au, v+ Av), bu + Ay, v+ A;v))_
A parciilis deriviitak jelentése alapjan:
(3.(11 * Aﬂgv); b(u + AU.V)) =

= V(é{_u. v) + %f; (u,v) " Au, blu,v) + g'% {u,v}- Au) ,

(a(u,v £ AV), blu,v + Av)) <
= (a(u..v) + 'g% (u,v) * Av, b(u,v} + %3' {u,v)- Av) »

(33(“ + Au, v+ Av), blu+ Ay, v+ Av)) =

= (a(u,-V) + ?"4 (0,v)+ Au + g—i (u,v)- Av,

au

blu,v) + 22 (u,v): Au + %%_ {u,v)- A-v) .

Teh#t az A halmazt kSzelithetjilk azzal a paralelogrammival,
melyet 2z £ 1(u,v) = '(a(u,v),: b(u,v)) pontbdl inditott

120



e =(-§ﬁ: _(u,V)"A!I » _%— (\i,V) Au) 1
£ = (‘%':' (u,v) -Av‘,-_ ’%% {u,v) AV)
' -{rékto‘ro'k t;eszitenek ki Ezért
611 2 (w,v) -Au %ﬁ (w,v) - Aua
| ’t}A‘) . S Wy) - - Qv %— (w,v) *Av
¢(B) - < Au - Av
're;x;t
a
a7 {u,v) (u,v)
HA) st Zu 2
t(B) :
2a b )
Qv i, v) av {u,v})

-A’'képlethen szerepl§ determininst ag ¢t flggvény Jacobi-determingn-

sénak nevezzifk, .

Mindezek alapjén az of és (3 valGsziniiségi viltozok egylittes stirti-
ségliiggvénye:

Z2wwm 2y
s(u,v) = (€ @, v)) fdet du “

r”__fr

Alkalmazdgként az el6z8 pont végén em-
litett konkrét példéval kapcsolathan az
&L= § 1 terllet é5 a ﬁ =4 karcsusag!

egyiittes slirliségfiggvényét hatirozzuk meg,
ha § 65 7 egylittes eloszlisa az alibbi Q
négyzeten. egyenletes:

120, 4bra
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A négyzet belsejét az {{x,y) = (k-;y, i‘) figgvény amndk 2 2Z halmaz-

nak a belsejébe képzl, melynek hatizét az u = v egyenes, a y = =
hiperbola 6és 2z u = o egyenes alkotjik: ' “

121, gbra

Ezért o¢ és [ egyliites eloszlisa a Z halmazra koncentrslodik. Az
elgz8 pontban mAr meghatfroztuk &_1_7 komponenseit, aminek felhasz-
nil4ssval f:l:(u,v‘)r = (\E- . \/u_v . Innen a Jacobi-determininshoz

sziikséges parcislis deriviltakat kiszdmolhatjuk. A Jacobi-determingns
értékére -gf; adodik. Ha 8z (u,v) pont a Z belsejében van, akkor

az E-l(u,v-) pont a Q négyzet belsejébe esik. A Q négyzet belsejé-

ben a h siliriiségftiggvény értéke mindenhol 1, igy h {;z{u,v)) =1,
ha (u,v) Z belsejében van. '

Ezért az £ &s [3 valésziniségi vdltozék egylittes sliriiségfliggvénye
a Z belsejébe esf (u,v) pontokban

sk

S S 3
s{u,v) = 1 2y - oy

Az s sirliségfliggvény
grafikonja igy néz ki
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4. Peremeloszldsok

Ha a kétvaltozés { figgvényt specislisan az £(x,y) = x képlet
szerint értelmezzik, akkor {’,(i v —f Tehst 5 és ' Higgvénye-
ként megkaphatjuk magit 2 <t
Nézzikk meg, hogyan egyszérisddnek:
a korgbbi eredményeink! (I4sd en-
nek a fojezotnek a 2. pontj4t.) Ha y!
az L(x,y) = x fliggvény nyilerede-
jének sbrizolisihoz szikkséges szfm-
egyenest a sik vizszintes koording-
tatengelyén vesszik fel, akkor a
nyilerdS egysltaldn nem dzsungel!
Egy par nyil is j61 érzékelietl mar : -
a nyilerdd szerkezetét: (123. 4bra). T X
Ezt az A Higgvényt joggal nevezhet-

jil a yizszintes koordinstatengelyre

vald vgf,itésnek 123, sbyd
‘68 1 egylittos eloszlisst

egy tetsz8loges kétvsltozés { figgvény az £ ( {

Qk valészinliségl vilto-

z6 eloszl4issba transzformélja Ha £, a vizszintes oordinitatengelyre
valé vetités, akkor ﬁ( f - Tehdt a vizszintes koordinatatengely-
re valé vetités egyﬁbte eloszlését- eloszlisgba viszi,

Természete en ] -ra is értelemszeriier stfogalmazhaté mindaz,
amit f -re mondtunk: a fliggbleges koordinstatengelyre vals vetités E
e, n

és gylittes eloszlifsit 1] eloszlisgba viszi. Ezért € & kiilon'
killon vett eloszlisait vetiilétolosz sol,mak
is szokds hivni.
Legyen példdul £ és 7 egyiittes el-
‘ oszlisa az algbbi diszkrét eloszlas: (124.
24 ibra).
. . A vizszintes koordmétatengelyre vald veti-
7+ oL téskor azok a festékesomdk, malyek egy
_ @ bizonyos fliggbleges egyenesen vannak, a
;, ; . 3 figgbleges egyenesnek a vizszintes koordi-

nétatengei]yel vald metszéspontjiba képzbd-
124, 4bra nek, Ezért eloszldsst ugy kapjuk meg,

. hogy az e s eloszlds tagjait a filgglle-
ges egyenesek mentén Usszegezziik, és az Bsszeget a filggGleges egye-
nesnek a vizszintes koordinitatengellyel vald metszéspontjshoz irjuk.
Persze a jobb 4tiekinthetSség kedvéért célszeribb mégis kiilsn félvenni
a szdmegyenest a vizszintes koordinstatengellyel pirhuzamosan, a sikbeli
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eloszlistdl elkiilonitve. A vizszintes egyenesek mentén képzett Gsszeg-
zésgsel hasonlképpen kapjuk meg 1 eloszlisst:

2 ebszinsa

1 elosziysct

0410303

a6

| 2 {az]ar g3
1 {gzior] o |as
Fots et ta

A7 Tz [

126, 4bra

24 . . eégg‘;a?pz K. )

1 B ) eloszldse
N |
e 4

o 1 2 3
125. 4bra

Ha § 685 1) egylittes eloszldsst tablszat-
ba foglaljuk, akkor a tiblizat szélére-
szokfs a sor- és oszlopbsszegeket iini:
(126, gbraj. ’ co
Tyen elrendezésben € és 0 kilon-kiilsn
vett eloszlisa a t4bldzat s26lén helyezke-
dik el. Ezérl a vetiilet eloszlisokat pe- -
remeloszliscknak is szokds hiyni,- = .
Ha § &5 1 egylittes eloszlgsa foly-
totios, akRor i stiriiségfiggvényét nagyon |

egyszeriien megkaphatjuk az egylittes
stirtiségfliggvénybél. Korsbbi jelslé-

seinket érielemszerilien hasznilva, &s
-8zl jeldlve a sik alabbi

végtelen sivjit: (127. 4bra) magyars-
zat nélkiil is viligos a kovetkezl kép-

S
XXt AX

letsor:

f(x)"kv"Al—x 'P(x.$__§.<x+ﬂx)=

= .,Ai.l; - P Q § 1ES, xme 127. 4bra
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b 3
x+fx [ oo

Y H hix,y) dx dy = 4= j j s | Nf hee,y) dy,
Sx,x+Ax 9 S W ’ -°,?
Tehit - |
f(x) = S létx;y) dy .

Hasonlé okoskoddssal 1) stiriiségfliggvényére fs kiadodik:

oS
gy) = j h(x,y) dx .

—bc

s és Q Idilon-kﬁlon vett éloszl4sait folytonos esetben is’ szokés perem
elo

szlisoknak hivni. f-t és g—t pedig vetlilet- vagy Qeremsﬁrﬁsggﬂ_igg
- ¥ényeknek nevezzilk,
Példsul az e18z8 pont végén rsz,ere_pﬁlo & 88 {3 val6aziniiségl Val-
tozdk egytittes stirtiségfiiggvény&fl integrildssal megkapjuk of -nak il
letve (3 -nak a silrliségftiggvényét. Természetesen ugyanaz lesz az

eredmény, mlnt a kettSveE ezeiotti pontban, _

| 1 i
e . . u 7 = .
S, v)dv= | = av=ltm Y <u<1
{u,v) dv 2y v = 5 v u o<u }
-oco u v=u
[ v
"y 1
oo SZV du =7 o< v,
gs(u,v) du=<0
: 1
—x —
v
1, _ 1
S'Zvdu— P 1 L v)
A 2v

e

Ha h-t felillettel 4brdzcljuk, akkor a peremsiirliségfiiggvények a
kbvetkez0 szemléletes jelentést kapjsdk, Adott x esetén 4llitsunk a viz-
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szintes koordinitatengely x pontjiban & tengelyre merdleges sikot.
A sik egy gbrbét metsz ki a feéliletbSl., Ezen gtrbe alatti tertilet

{ hx,7) dy-nal, tehst to-uzel egyents:
Zoa

i
hixy)

Sy Qe

X X
128, 4dbra

g szemléletes jelantése hasonlé:

hixy) !

129, dbra

Megjegyzések:

1. A peremeloszlisok nem hatfrozzdk meg az egylittes eoloszlist,
Példdul az aldbbi két diszkrét eloszlis kiilonbozik, de a peremeloszli-
saik megegyoznek:

a5 g8 05105
210105105 2 Q25 0,25 o5
1 {as510 105 1 (0251025 05

n s 7 12 : ) .
f f 7 2
1346 dbra
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2. Az Eloszlistranszformici6 sikrél egyenesre ) pontban £ltald-
nos médszert tanultunk arra, hogy és 1 egyiittes: shrﬁségfﬁggvényé-
nek ismeretében hogyan lehet meghatdrozni & | =f( §, valészinti-
ségi vAltoz6 stivilségfilggvényét. Ezt a siiriiségfliggvény mésképpen is
megkaphatjuk, Kieszelink egy alkalmas Y val6szintiségi valtozét

’Q fliggvényeként, Az o18z8 pontban tanultak alapjén meghatérozz }
s ¥ egylittes slivilségfliggvényét, amibll integrildssal megkapjuk j’
sﬁrixségfilggvényét ,

Ha példsul § = §+ 1, akkor ¥ -t vehetjik 7 -nak, azaz {

lehet az a fiiggvény, melynek komponensei: m(x,y) = xty, n{x,yj =
{ inverzének komponenseit megkapjuk, ha az Y

X+¥y=nu

i

y=v
egyenletrendszerbGl x-t és  y-t kifejezzilk:

x=u-v=alv),

\

y=vs= blu,v} .

Ebbél a Jacobi-determinfns:

22, . 2b,
au (u,Y)- a’u -(ulv) 1

det _ = det | =1.
-1 1

[=1]

°b
9‘, ( u,v) v (u,v)

}'és f egylittes slirliségfliggvénye h-val kifejezve:

-1
s{u,v) =1+ h (ﬁ (u,v)) = hiu-v, v) .
v szerinti integrdlissal 5 slirliségliiggvényére

oo
r{u) = Sh(u—v, v) dv
-0
adédik.
3. Az {(x,y) = x+y fiiggvény nyilerdejének sbrdzolisihoz sziik-

séges szdmegyenest a sik '"450-os egyenesén' az alsbbi skdlizis szerint
vegyik fel:
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AN N M

‘Ilyen ‘gk4l4z4s esetén & sik tefszdieges {x,¥) pontjibsl zi széniegyenes
z=x+y pontjsba mutaté nyil merfleges a 45%-o0s egyenesre, ezért
az 'ﬁfﬁgg'veny nyilerdeje szépen éttekinthet"-

1N\

Y/
AL
132, ﬁbra

Tehit az {fdggvény a 45°-—os egyengsre vetiti a sikot, Mlndebbfil le-
szlirhetjlik, a kivetkez8ket: a | = €+ 1] valésziniségi valtoz6 eloszls-
g4t ugy kapjuk meg a és ) egylittes eloszlisibél, hogy az egylittes
eloszlist a 45°~0s egyehesre vetitjilk. Ez a vetités diszkrét eloszlss
esetén a 450-.s egyenesre merfleges egyenesek mentén vald Bsszegzést
" jelént:

133, sbra

Folytonos esetben pedig a- 450-0s egyenesre mersleges egyenesek men- ‘
tén képzett Integrilissal kapjuk meg az Usszeg siiriségfiigevényét. Ugyan- -
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o0
is az el0z6 megjegyzéshen lovezetett r{u) = f hiu~v, v)dv integrsl-

=~ oo
ban fix u mellett az {u-v,v) pont az x +y =u egyenletil egye-
nest futja be:
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- VIIL. FELTETELES ELOSZLAS

1. Csonkitéssal nyert feltételes eloszlasok

‘Ha 5 val6szintiségl viltozé és B részhalmaza a szdmegyenes-
nek, akko: SEB esemény bekdvetkezésének ismeretében f -t to-
vabbra is valészintiségi viltozénak kell tekintentink. Ugyanis ha/egyéb
informécidé neim Al birtokunkban, akkor nem tudhatjuk, hogy melyik B-
beli sz&m adbdott ériékének. Kérdés, hogy ilyenkor milyen eloszl4-
sunak tekintsik t, azaz mi lesz §{ feltételes eloszifsa a £ € B
eseményire vonatkbzélag, : -

Igy okoskodhatunk, Mivel a § €B esemény bekivetkezését tudjuk,
kézenfekvS, hogy feltételes elogzl{sa B-re koncentrilédik. A felté-
teles elosziss kieszelése céljsbodl vegyllk B-nek egy tetszlleges A
réazhalmazsit, Jozan gondolat, hogy a feltéieles eloszlis szerint annyi
festék legyen A-n, amennyi a S € A eseménynek 2 E€B ese-
ményre vonatkozd feltételes valdszinlisége.. Mivel A részhalmaza B-
nek, a €A esemény maga win vonja a %EB eseményt. Ezért

= Pk C
a feltételes valdszinliség P.(%E.A l §€-.B_) ?: eg) . Bz B-nek

minden régzhalmazira igy van.

Mindebb8l a kbvetkezbket 4llapithatjuk meg 5-nek a €B
eseményre vonatkozé feltételes eloszldsa B-re koncentrilédik./Ha A
részhalmaza B-nek, akkor a feltételes eloszlfs szerint A-ra kent fes-
tékmennyiség arsnyos a feltétel nélkiili eloszlss szerint A-ra kent fes-
tékmennyiséggel. Az arinyossigi tényezl a B-re kent festékmennyiség
reciproka. Ez megfelel annak, mintha a eloszlisa szerint szétkent
- egységnyi festékmennyiségnek 2 B halmabon kivilli részét letorolnénk,
a B-n pedig ardnyosan novelnénk a megmaradé festéket éppen ugy, hogy
a B-n 1év4 festékmennyiség véljon egys‘égnyivé.Péidéul ha ﬁ eloszlisa

. @ ‘

135. ébra
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akkor a § 20 eseményre vonatkozé feltétoles eloszlés

|
©

136. 4bra -

Tehdt a feltételbe nem tartozé halmazon elttintek a psleikdk, a felté-
telnek megfeleld halmazon pedig arinyosan megnyultak ugy, hogy a pal-
cikdk hossz4nak Osszege 1 legyen.

Ha eloszldsa folytonos, akkor a feltételes eloszlss is folytonos,
a slirliségfiiggvények kuzdtt kapcsolat pedig

1 . S
£ | §-€B) =< B
0, ha ’x% B.
Tehit a feltételes stiriségfligevényt ugy kapjuk, hogy az eredeii siiriiség-

fiiggvényt 0O-val tesszik egyenlSvé a B-n kivil, 2 B-n pedig az

i ) )
j- (%) dxkonstanssai gzorozzuk:

4
#t) | #irl§30)]

T\

X

137. 4bra
Létjuk, hogy a feltételes eloszlis "alakja™ diszkrét és folytonos
esetben is a feltételnek megfelels halmazon "lényegében v4ltozatlan™,
csak éppen a feltételbe nem tartozé halmazon az eloszlis "megesonkult”.
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‘Ezért 4z cbben a pontban definiilt feltételes eloszldsokat az eredeti el-
oszlasbol nyert csonkitott eloszlisnak is szoktgk nevezni,
Példdul az alibbi eloszlds gsonkitott Poisson-eloszlfs:

i138. fbra

Ezzel. az eloszlissal kell dolgoznunk, ha egy valdszintiségi valtozdrsl
tudjuk, hogy Poisson-eloszlisu, 65 valahonnan azt is tudjuk, hogy érté~
ke 6-n4l kisebbnek adédott.

A csonkitott eloszlisokrsl mondottak. teljesen kézenfekvl médon
tibbdimenzits sloszldsokra is sililtethetfk. P&ldsul ha § és fL egylittes

‘eloszldsa a 139, dbréan lithaté eloszlds, akkor a § £ fl feltétel mel-

letti csonkitott eloszlds ugy fest, ahogy a 140. 4brén Ithato,

31 ‘ F+ o
21 . 2+ %
T @WwW T ®

% — 3
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A E=2 feltétel melletti Ha F 63 1 egyitttes stiriiség-
csonkitott eloszlisa pedig igy: filggvényéek grafikonja:

2% ?igg'

1z 3 E
141, sbra 142. sbra

akkor a f £ 1 feltételhes tartozd. csonkitott eloszlds slirfiségfiggvénye:

777

143, sbra

A 0,7 £ §€ 0,8 feltételhez tartozd csonkitott eloszlis stiriiségfiigg-
vénye pedigy

0708
144, gbra
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Nyilvanvald, hogy egyenletes: eloszlisb6l nyert csonkitott el-
© 0szl48 ugyancsak egyenletes eloszlis.

P&lddul én is, te is egym4stél fuggetlentil vilasszunk egy-egy va-
163 szgmot -3 &s 3 Lozttt egyenletes eloszlds szerint! Ha az én sz4-
mom § ; a ti&d pedig *[ » akkor - mint a sikbeli egyenletes elogzls-
gokkal kapcsoldtban megbeszéliiik ~ & (5 fl) pont -egyenletes eloszlidsi
az algbbi négyzeten:

145, 4bra

Ezért a ‘/ 2, 2< 2 feltétel mellett a ( f' 1) pont egyenletes ol
{lx +y

oszlisu a '€ 2 egyeniGtlenséy 4ltal meghatdrozott kérlapon:

14 6'.- ﬁbra
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2. Feltételes eloszlas diszkrét esetben:

Lattuk, hogy ha § &s €] eloszldsa a 147, dbréi lithat6 eloszlis
akkor a § =2 foltétel melletti csonkitott eloszlss ugy néz ki, ahogyan
4 148,4bra mutatja.Endek az eloszldsnak a mésodik koordindtatengelyre
vetett vetiletédt, tehdt a 149, 4brén l4thaté

A®

a1 G 2t D ZI

e ] @ h=
| @ ' '@ |

147, 4bra 148, gbra 149, 4bra

Q-

eloszl4st, 1) -nak a § = 2 feltétel melletti feltétoles eloszlisfinak ne-
vezzik, Jelentése: ha'a & =2 esemény bekivetkezésél mir tudjuk, ak-
kor ennek az ismeretnek 4 birtokfban az 4 feltétel nélkilli sloszlgsa he-
lyett ezt a foltételes eloszlist tekintjilk 1] eloszlissnak.

Most nézziink egy feladatot:

Feladat; Tegylk fel, hogy § és ] egylittes eloszldsa az aldbbi

g+ @ _o
DD
14 '0@0'

150, 4bra
Képzeljitk el, hogy § &rtékét eldbb tudjuk, meg mint 7 értékét, és F ér-

téke alapjdn kell 7 - re tippelutiak. Tippeléstnk utdn M értékér is meg-
tudjuk. Ha tipplok helyes volt, akkor nyertink 1 forintot, ha nem volt he-
lyes, akkor vesztunk 1 forintot.Hogyan tippeljlink ?

135



Megoldas: Meghatdrozzuk 1 feltétoles: eloszlisait 2 § = 1,
f— 2, §= 3 feltétolekhez: T ‘

n feltételes aloszldsa a

6= . 52 §=3
Felterel melleft
151, dbra

Ebbdl 14tszik, hogy
=1 esetén 1] -ra az 1 a legvalbszintbb,
=2 esetén ] -ra a 3 a legvalbszinibb,
£ =3 esetén pedlg 7 -ra 2-vel vagy 3-mal tippelhetiink, hiszen.
ezek egyformdn a legvalészinibbek, A nyerés val6szinlisége pedig

pE=1, 1= 1)+P(§—2 fl-s)+p(f-3i,¢l~z)—-——+2—%+

2 _
+ 356" o,6.

3. Feltételes eloszlas folytonos esetben

Most vizsgiljuk meg, hogy ha § & N egyllites eloszlfsa folyto-
nos, akkor a megfigyelt értéke alapjsn hogyan médosul 1 ~r2 vonat-
kozé ismerettink, Tehit a ? = X4 feltétel mellett rl -t milyen eloszldi-
sunak kell tekinteniink?

Fdlvtgnos esethen a § = x, esemény valészintisége 0-val egyen-

0

18, mert S fix) dx = 0. Mivela PE|F) = P%(—E.‘—)F—L feltételos vals-
xo .
szinliség értelmetlen, ha P(F) =0, a S = xo feltételhez tartoz6. fel-
tételes eloszlist nem lehet feltételes valdsziniiségek segitségével kbzvet-
leniil értelmezni. 7
Viszont igy okoskodhatunk., A ui= x, feltétel helyett az

X, £ iéxo + Ax, feltételt vesszik. Az ebhez & feltételhez tartozd
feltételes eloszigs siiriiségfliggvénye:
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0, ha x EFEF-O':: X+ A:X,D],

h{x,y | x, < §< x+ Ax)= <
» % h(x,y}, ha x E[xo. x0+ A xO],

ahol

o5 xb-'l-ﬂ X xo-&{ixor' o0 x-ofl'-qu
c = j S h{x,y) dx dy = f I h(x,y) dyf dx = f £(x) dx.
o o v o

Ennek a csonkitott eloszldsnak a misodik koordinstatengelyre vetett vetti-
lete olyan folytonos eloszl4s, melynsk slirliségfiiggvenye:

x +Ax
oo o 0
8y | x, < i-ﬁ xHhx ) = jh(x,ylxos -f< x,vAx Jx == g hix,y}) dx =
—os ‘
xo
xo-i-ﬂxo '
I h(x,y) dx
% Ha a h és f slruségfuggvények
R : folytonosak, akkor ennek a. tSrinek
xo'l-Axo b A_xavo esetén van hatdrértéke:
j £(x) dx
Xo
x +Ax xo+Axo
1
J hix,y) dx Ax ; j h(x,y} dx
CEdx +hx X x, h(xo,y)
gy !x0\ §\'xo+ ol T % +0x = xo,-i-Axo f(ix ) °

Ezért ) -nsk a § = x, foltétel melletti feltételes stirlisépftizpvényének
definicidja:

, hix .y}
g@ ’ S =X ) =

[+ f(xo)
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A feltételes sllrliségfigavény §ltal meghatirozott folytonos eloszl4st
7 -nz2k a E = x, feltétel melletti foltételes eloszlisinak nevezziik.

Ez a feltételes eloszlis valbszinliségeloszlds, ugyanis

J’gﬁl[g X)dy f(x} jh(xw)dy {0}’f(x)

Az Q -nak a £ = X, feltétel mellstii feltételes siirtiségiiggvé-
nyének grafikonjit megkapjuk, ha sz egyiities sitrliségfligovsnynek mep-
feleld fellllotet az elsd koordingtatengely X, pontjin stfekietstt, a m4-
sodik koordinitatengellyel pérhuzamos helyzetll, fligglleges silkkal el-
metsszilly, &s a fellilethtl kimetszett gborbét ugy nagyitjuk vagy kicsinyif-
jik, hogy az alatta 1év§ teriilet 1 legyen:

19&18=x)

152. dbra

Most két fel;datot vegziink,

1. feladat: A Duna budapesti viz4llis4t alacsonynak nevezzllk, ha a
vizszint a maxim4lis és minim4lis vizszint kozépértéke alatt van. Bir a
Duna mai bécsi és holnaputdni budapesti vizdll4sa kbzott szoros kapeso-
lat van, a2 Bécsben mért adat ismeretében nem lehet pontosan megmonda-
ni, hogy a holnaputdni budapesti viz4lli4s milyen lesz, A mért béesi viz-
41148 ismeretében adjuk meg annak a valészinliségét, hogy holnaputin
Budapesten alacsony vizdllds lesz! Az egyszeriség kedvéért tegyik fel,
hogy a

§ = a mai béesi viz4llss
és az '
fl = a holnaputini budapesti vizallss
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val6szinliségi v4ltozbkat olyan mértékegységekben &s skflizisban mér-

jik, hogy a minim4lls vizszint 0, a maxim4lis vizszint 1. Feladatunk-
ban feltételezzllk, hogy

€8 1 egylittes siirﬁségfﬁggvénye ‘az. al4bbi
mesterkélt siirtiségfliggvet

- {aminek a val6ésfghoz semmt koze, de sz~
molgatni egyszerilen lehet vele)

: .g A .(yaj,-)z)’, ha 0<x<1,

- 0<y<1,
h(x,y) =
0  egyébkent,
Megoldds: S sliriiségtiiggvényét integralissal kapjik az egyitttes
stirliségfliggvénybll, a feltételes sﬁrﬁségfﬂggvényt pedig hdnyadoskéint:
oo 1
8 6 1. . .-
f(x) = Jh(x,y_)dy = Jg & y-1)%) dy = 5 &Yy (O<x<1),
— : 0
ey | € =% _f(__;n___.!x____)_ (0<x<1, 0<y<1)
) L
3
Apnck a valészinisége, hogy f értéke 0 és % kbz6 esik, feltéve,
hogy f.értéke x-nek .adédott:
1 1
2 2
P(0 < <51 = x) = N -12d _ 12x47
Po<n< 3 §—X)- gy f—X) el R e
2] o 3

Ennek a feltételes valészintiségnek x~t61 vals fliggését mutatja az alsbbi
ébra:

1
- Px+7

f_.
A i
ﬁ L
K73

/1 x
153, 4bra
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Tehat ha § értéke kisebbnek ad6dik, akkor valészinibb, hogy budapesti
viz41l4s ai esony lesz, mintha &rtéke nagyobbnak adédik, I -

Elbfordulhat, hogy a feliételes siiviiségfiigevényt ismerjitk valation-
nan, -8s &ppen ez ad lehetdséget a feladat megoldassrs. Erre példa a
kovetkez6 feladat:

2. feladat: Egyenletes eloszlés szérint vélétlenszeriien vAlasztunk
egy § jpontot 0 és 1 kbzitt. Ha =t mir megvélasztottuk akkor 0

“étlagértéke" az % pont, f‘L pedig 0 &s -f kozott egyenletes ¢loszlisu.
Ezért meggondolatlanul azt hinné az ember, hogy 4z fz < -1- esemény
valéazinilségét kiszdmithatjuk a. (0, -1-) iutervallumon vett: egyenletes

eloszlisbdl, vagyis P {'rz< i’) == = (,5,) Hatdrozzuk meg az fl< i‘

B |m~,|'»-a

egsemény valosziniiségét!
Megoldis: T egyenletes eloszldsu a (0,1) intervallumon, ezért
1; ha 6L x< 1;

f(x} =
) 0 egyébként.

A §'= x feltétel mellett ©) egyenletes ({ioS,zESu a {0,x) intervallu-
mon,! ezért . :

i— , ha 0<y {x,
g l§=X)-= < -

0 egyébként.
Igy 2 h{x,y) = £(x) * gty | § = x) dsgzefiiggés -alapjén

J
L, m oo<ycx<y, iy

hix,¥} =
0  egyébként.
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Ebbdl integrdldgsal

gly) = { hex,y) dx = [ la=-my (0<y<D.

e y

A kérdezett valészintiség;

Lathatjuk, hogy a meggondolatlan okoskodds helytelen eredményre veze-
tett. M ‘

Ry

{= In y).dy = [_y*‘}’lﬂ}'] =1—"21£‘g"r~‘50-6

R ol L
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IX. VALOSZINUSEGI VALTOZOK FUGGETLENSEGE

tttttt

Az ¢l6z0 fejezetben l4ttuk, hogyan kell a feltételes eloszlisokkal
dolgozni. Ha ; megfigyelt értékére valamilyen konkrédt x &rték adé-
dik, akkor (feltétel nélkiili) eloszl4sa helyett a Sg =x feltéiethez
tartozé. feltételes vloszlisa irja le az 1 valészintisbgi véltozst.

Viszont ha n feltételes eloszlisa minden x-re megegyeszik 1] el~
oszldsdval, akkor a { = x informdci6 semmi érdemlegeset nem mond’
fl-ra -vonatkoz6lag, Hyenkor azt mondjuk, hogy 1 fliggetlen § ~t8l.
Példiul ha €s egylittes closzlisa az algbbi diszkrét elos is, ak-
kor 41 figgetlen § -t6l, ugyanis a feltételes eloszlisok megegyeznek

fl eloszlisgival:

@
% @ ¢

} '
1 1

/1 2z 3

3L 3+
21» 2+
IT { +

04»

®R®
OB

7, eloszlasa § éon egyities eloszidsa 7, felfételes elpszidsa a
;‘g b4 f =2 f-_g»
feltsite! mellet
155, 4bra

5- eloszlisit is kiszdmoljuk:
| 6 1 2 %
§ eloszidsa
156, 4bra
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Vegylik észre, hogy az egyiittes eloszl4s elemel a kilén-kiflén vett el-
oszlisok megfeleld elemeinek szorzata, Ez 2 tulajdonsdg diszkrét eset-
ben jellemzi is a fiiggetlenséget, ugyanis igaz a kivetkezd:

Tételj ng a. kﬂlﬁn__—k{ﬁon vett ,eloszlésokat 68 _az egylittes eloszlsst

{72 N/ egyttes
4% Tt ebsstia

7 eloszldsa: |

. ;‘ei_os'z/c'v.s‘a
% :
157. 4bra

akkor 'fL g—tb'l vald fﬂggetiensggének sziiksépes és_elégséges feltétele,
hogy minden’ i-re &z j-re rij Py q_j_

Bizonyitds: Az xi—he,z_ ‘tartoz6: feliételes eloszldsban az yj. érték-

]
hez a feliételes eloszlis -&j— nagysdga festékesomdt rendel. Ez akkor
és csak akkor egyenld- qj-VaI minden i-re s j-re, ha rij = p1; qj

minden i-re 63 j-ro.l
Folytonos esetben a feltételes stirliségitiggvényt a gly| = x) =
—é(—")z) képlet adja. Igy n -nak § -t61 vald filiggetlensége, azt jelenti,

hogy %Esﬂ gly), azaz h(x,y) = £(x) - gly).

Mivel az rij = pi'qj és h(x,y) = f(x) » gly) Osszefliggésekben
és 4’(' szerepe szimmetrikus, 7 -nak § —t8l val6 ftiggetlensége
enértéidl -nek ’l ~t6l val6 fliggetlenségével. Ezért jogos az a sz6-

hasznﬁat h § ’l ftigpetlenck egymistdl.

Ha il 68 1)) egylittés eloszlisst ismerjik, akkor £ E és 'Lfﬁgget—
lensége a deofinici6 vagy a kimondott tétel alapjsn Jonthets ¢1, Mis ese-
tekben viszont a véletlen jelenség és a vaiészinﬁségi viltoz6k értelmezé-
séb0l eleve jogosnak érezzitk a fliggetlenséget, és éppen ennek alapjin
vesszlik fel az egylittes eloszlist, P6ldiul a kivetkez§ feladatban is ezt
tesaziik.

Feladat: A 60 W-os Tunsgram villanykdrték élettartama a tapasz-
talat szerint teljesiti az Orokifju tulajdonsigot. Ezért az élettartam ex-
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ponenciflis eloszlisu valészintiségi vilfozdnak tekinthets valamilyen A
;paraméterrel Tegylk fel, hogy két ilyen kirténk van, ElSszbr az
egyiket haszniljuk. Amikor &z kiég, akkor a misikat tesszik a helyére,
&és addig haszniljuk, amig ez is ki nem é&g. VéletlentS] fligg, hogy ily
médon "mennyl ldeig tudunk vildgossfigot csindlnl". Hatirozzuk meg en-
nek a valéazinliségl viltozénak a siirtiségfliggvényéft

Mepoldss: Jeltlje & az elsd, N, a mé4sodik kirte Slettartamst.
‘Mivel ugyanolyan tipusu kértékrSl van szb, és ugranolyan kértilmények
kozdtt (ugyanabban az gramkorben) haszniljuk Sket, 3‘: és M_ eloszlisi-
nak paramétere megegyezik:

Ae M , ha x 30,
f(x) =

0 egyébként,

Ae Ay ., ha y >0,
gy) =

0 egyébként.

Foltételezzttk, hogy és 1 flggetlenek. Erre az ad alapot, hogy nem
egyiidben hasznfljuk & kortket, &s ezért a misodik kortét tonkretevd
Sramkdri hatfscknak semmi kzilk sincs az els6 kortét tonkretevs fram~
kbri hatdsokhioz. A fliggetlenség miatt

Ao Acey) |y, %y > 0,

h(x,y) = Kx) - gly) =
0 egyébkeént.

A VIL fejezetben tanultak alapjin a bennlinket érdekld ] = §+ M_valé-
szintiségi viltozd sirliségfliggvényét igy szdmolhatjuk ki: '

u
f ]\2 e A'(“vw)dv-*— u«]\z-e. Au {u>0),
o
o
) = |K{u-v,v) dv =
0  egyébként. w

~ 0o

A kapoit striiségftggvény a 2-odrendd A -paraméterii gamma-elosz-
14s stiriiségfiiggvénye. Graftkonja igy fest:
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rluf {

- @ \
3 A
158, #4bra

A feladathél kitnik, hogy 2-odrendli A paraméterit gamma-
eloszlisu valészintiségi viltoz6hoz jutunk, ha két fliggetlen, A
| paramélerti exponencilis eloszlisu valészintiségl vAltozé dsszegét
- tekintjlik. '

Filggetlen valbszinliségi viltozbkkal kapcsolatban egy fontos tételt
mondunk ki.

Tétol: Tegyenek § &s 1) figgetlen valészinitséei viltordk. Tegyilk
fel, hogy § filgogvényekent értelmezzik 8z ol , 7] fliggvényekénl pedig
2 /8 yalospinségi valtobkat: <= m(f), 8 =n(7), shol m &8 n
valamilyen adott Mggvények, Fikor o ‘és (3 ls_figgetlenck egymfstsl.

A tétel azt ‘mondja ki, hogy ha fliggetlen valoszintiségl valtozokat
"kilton=Idilon feldolgozunk', akkor a kapott uj valSszinlségi viltozbk is
fiiggetlenek egymistel, '

B Bizonyitss:

I. Ha § és 1) egylittes eloszlisa diszkrét, akkor § és 'l
egylittes eloszldsat az Elosziistranszformicié sikr6l sikra ¢, pont-
ban tanultak alapjin meg lehet hatfrozni. Konnyl meggy6zddni réla,
hogy a fliggetlenséget jellemzd Ty = qj tulajdonsig £ és ]
egylittes eloszldssirsl 4toroklédik o 8s (3 egylittes eloszldssira,

i, Ha S és 1] egyiittes eloszlfsa folytonos, akkor a fligget-
lenség azt jelénti, hogy h(x,y) = £(x) . g{y). Az Eloszlistrarsz-
form4ci6 sikr6l sikra c. pontban § és "] egylittes stirtiségftiggvé-
nyével kifejeztitk of és [ egylites’slirilségfliggvényét. Az oftani
képlet ez volt:

2a Db,
-1 - du @) 2u. ®v)
s(u,v) = h({ (u-,v))» det 2 _
' a 2b

‘5‘; (u,v) Pv {u,v)

145



Mivel most £(x,y)= ’(m.{x), n(y)) (m nem figg y-t6l, n .nem
e g =1, g "'1 . -1 - ) -
figg x-toll), £ 1.(u.v}--= (m {u)n (V})g azaz a(y,v) =m 1(_11)_»
blu,v) = n_l'(v). Tehft a nem figg v-t6l, b nem flige u~tél,

%%.(u,v; = %% (w,v) = 9, "g"ﬁ (u,v) = (_m_I{u))’ ,

"-_%% (u,%) = ?(zi'l.{.v))' .
Mindezek alapjin ol és 3 egytites siriiségfiggvényére oz adddik:
b o),
o (o)
. [f o) | (m—z(u,)"-;]: [g(“_liv>)‘f o) ]] '

A kapott szorzat els§ tényezlje az ol siirtiségfliggvénye, a mésodik
tényezd pedig a 3 stiriségfiiggvénye, vagyls teljestl a fiiggetlen—
8ég kritériuma: az egylittes stiriségfiggvény a killon-kiildn vett sit-
riségiiggvények szorzata,

A bizonyitssban kihaszniluk, hogy m é&s n invertdlhatok,
az inverzek pedig derivilhatok. A tétel 4llitdsa enélklil is igaz,

s =8 (mal{ﬁ)a n_I(V_)) l det
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X. VARHATO ERTEK

_+ 1. Vérhaté érték

Egy valoszintiségi viltozét eloszlisa segitségével épitlink he ma~
tematikal modelliinkbe. Mint 14tni fogjuk, az eloszl4s mechantkai érte-
lemben vett sulypontja fontos val6szintiségszdmitssi jelentéssel bir: a
valészintiségi vAltoz6 virhats értékét definislhatjuk vele. Ahhoz, hogy
mindezt viligosan ldthassuk, némi el8készitésre 65 a nagy szfmok erfs
torvényének megértésére van sziikség, Ezért a nagy szimok erls tor-
vényének megériéséig egy valbszinliségi vAltoz6 varhatd értékét minden-
féle valbszinliségszamitsst jelentés nélkul tekintstk egy szdmértéknek,
ami a valészintiségl véltoz6 eloszlassbtl a késbbbiekben megadott mé-
don meghatédrozhaté,

2. Eloszlas stlypontja

Tekintstink egy diszkrét eloszlist a szdmegyenesen. Vegylink fel
egy m poitot, és képzeljiik él, hogy a szdmeégyenes az m pontban
ald van timasziva mint egy kétkaru mérleg. A festékecsomok helyét je-

16l xi-vel az x pontra kerill§ festékmennyiséget. p’i-vei {i=1,2,...).

Mikor lesz egyensulyban ez a mérleg? Akkor, ha a forgatényoma-
tékok Gsszege 0-val egyenld. Kiszdmitjuk 4 forgatonyomatékekat. A jobb-
ra huzé nyomatéket tekintjilk pozitivnak. Az x; pontban elhelyezett
festékmennyiség §ltal kifejtett elSjeles forgatényomaték {x; = m)- p,.

It az eldjel is rendben van, hiszen ha %, m-t6] jobbra van, akkor
x-m is és a nyomaték is pozitiv, ha pedig x; m-tB] balra van, ak-

1 .
kor X, ~m is €s a nyomaték is negativ. A forgatOényomatékok Usszege

Z (xi - m)- p; nyilvin skkor egyenld 0-val, ha

1 ? %P

m=s ———————
> o
i

.
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Ezt 4 pontot az eloszlis sulypontidnak nevezzik. Ha az oloszlds vals-
sziniiségeloszlis, tehdt 3 p, = 1, akkor a sulypont:
_i v

m = iz xi;" Qii-‘.

Most tekintsiink egy folytonos elogzldst, Siirliségfliggvényét jeloljik
f-fel. Megkeressiik az eloszlds sulypontjst. Osszuk fel 2 szimegyenest
xi OSZtéPOBtoml fi= uvi™2, "'1; g, 1:__“2,= s ) pieikﬁ intervallumokra:

A - %
X X X% N %
159, gbra

Egy kicsit viltoztatunk az eloszlgson. Az [x,, % ﬂ): intervallumon 1é-

v festékmennyiséget az X4 pontra gyljtjitk:

a stirdsey fuggveny

az eloszlas

72N & V ¥ 1 amddositot
‘ x ~elpszlds

1 60. éb_ra‘

Ez4ltal egy diszkrét eloszldst kapunk, melynél az % ponton

X
i+l
P = f f(x} dx nagysigu festékecsomé van {t = ...,-2,-1,0,1,2,...).
) X
i

Ennek a diszkrét eloszldsnak a sulypontja:
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X1

.gxi'ﬁi‘ zi:xi-[f(x)dx
. X
i

X

. 52
Z P, Z J (%) dx
i t Y
, i
A kifejezés nevezdje S.f{x.) dx -szel egyenld, a sz4ml4l6jar6l pedig a
oo

kbvetkezfket  mondhatjuk: mivel az £x1’xi+1) intervallum pici,
X
i+l

j f(x) dx A2E(K) + (x x,). Ennek felhaszngldsqval

J 1
i
F141 oo
? x-i . I f(x) dx %; x.i"'f'{xi) . (xi+1-xi) :;-_,45 x - f(x) dx .
_xi —O

A kozelités annil jobb, minél finomabb a felosztds, azaz a diszlrét el-
oszl4s minél jobban kbzelltl a folytonos eloszlidst. Ezért kézenfekvd,

hogy a folytonos eloszlis sulypontia:
oQ
( x + f(x) dx
Lo

I = m——
SO

If{x) dx
~oo

o

Ha az eloszl4s val6szintiségeloszlds, tehit If(x) dx = 1, akkor a suly-

pont:

? —og
o

m = Ix «f{x) dx .

hd ==
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Megjegyezziik, hogy ha egy valésziniiségeloszlds sliriségfigevénye csak
az [a,b] intervallumon kltnbbzik 0-t6l, tehat az eloszlis a2 [a,b]
infervallimra koncentril6dik, akkor a sulypont képlete igy mdédosithats:
b
m= jx'-f(x).d_x i

a

- A kevert eloszlis esetét nem részletezziik. A Kedves Olvasé gon-
doljon utdna, hogy a sulypontra
o

? x.i" P, + Ix-f(x‘ﬁ dx

OO
Zp. + Sf(x)dx
;1

oo
adédik, Ha g kevert eloszlds valészinlisépgeloszlds, akkor a sulypont

O

! L=
Megijegyzés: Mint ismeretes, egy konvergens > x, - p; Sor Bsz~
szege akkor és csak akkor nem fligg a tagok sorrendjétdl, ha
o2 B
Z‘ b4 l Py < oo. Egy konvergens Ix f{x)dx = lim f x f{x) dx
—o0 A>~o0 A
B+oo
integral értéke pedig akkor és csak akkor nem fiigg A-nak és B-nek
a (-oo)-hez illetve (+oo)-hez val6 konvergenciijinzk egymdshoz vizzo-
oo

nyitott gyorsaségsitsl, ha S |%{ « £{x) dx < oo, VMiVel egy diszkrét el-
oo

oszl4s sulypontja nem figghet att6l, hogy tagjait milyen sorrendben I4t-

juk el indexekkel, és egy folytonos eloszlis sulypontja sem fligghet attél,

logy a sulypontot definiflé improprius integril hatfral hogyan tartanak
{- eo)-hez, illetve {+oc)-hez, a sulypontot csak akkor értelmezzilk, ha

150



O
Z |%,| + p; < oo 1lletve I!x]*- +f(x) dx < oco. Ellenkezd esetben azt
~-0Q
mondjuk, hogy az eloszl4snak nines sulypontid.
Egy £ valosziniiségi vikozé eloszlissnak sulypontja, feltéve,
hogy létezikl egy sz4mot jelsl ki a szdmegyenesen. Ezt a szimot
M{ s-)-val jeloljlik, és a f val6szintiségi v4ltozs virhat6 Ertékének
nevezzik: '

( zi: ixia pi; ha %]xi}- p{ < 56
»M(f) =% IX * f(x}) dx, ha i}x}-f{x) dx < oo,
loa loo
OO
2 Xoepp ¥ Sx-f(X) dx, ha Z[.xii-pi és
(1 loo i

o0
Slxrf(x) dx <oo. -

Ha pedig § eloszlisdnak nincsen sulypontja, tehit > lel_-s,p_l = 00
T
vagy j]x; fix) dx = oo akkor azt mondjuk, hogy § ~nek nincs vAr-

haté értéke. Szokfsocs még az a terminolégia is, hogy egy eloszlds suly-
pontjit az eloszlds virhaté értékének nevezik.

Megjegyzések:
B 1. Azok szdmira, akik korsbbi tanulméinyaik sorsn talflkoz-
tak mir @ Stieltjes-integr4l fogalmsval, megemlitjilk, hogy a vér-
haté érték képlete egységesen is megadhaté. Ha egy valdsziniiség-
eloszlds eloszlisfliggvényét F-fel jeldljik, akkor 4z eloszlis suly-

o0
pontja, azaz vdrhatd értéke: m = jx dF(x) feltéve, hogy
oo -
J]x] dF{x) < oo . A vhrhaté értékkel kapesolatos és z. diszkrét,
-oa

folytonos illetve kevert esetre killin-kiildn érvényes késtbbi for-
mulfinkat is egységessé tehetnénk Stieltjes-integrdlokkal. Mivel
Stielties-integrilokrsl nem minden szakon tanulnak, és a
Stieltjes-Integrdlok tényleges kiszAmitisa &ppen az 4ltalunk meg-
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adott formuldk segitségével torténik, jegyzetiinkben nem fogjuk

;haszngini ezt az integrdl-fogalmat,

2. Részletekbe nem bocsétkozunk de megjegyezzllk, hogy ogy
sikbeli eloszlis sulypontiit sem hehéz értelmezni, Az is nyilvinvald,
hogy egy sikbell eloszlds tetszGleges egyenésrs vald vetiileténisk sulg-
'pom:ja megegyezik a sikbell eloszlis sulypontjinak vetilletével. Ezért ha

& 1] egylittes eloszlisinak sulypontja érdekel benniinket, akkor a

sdlypont koordinitdit megkapjuk, ha az eloszlisnak a koordin&tatenge-
lyekre vetett vetiiletének, tehst .£ illetve "Leloszlﬁsﬁnak sulypontjst,
azaz ¢ -nek illetve. 7 =nak a Arhats &rtékét kiszémitjuk: az egylittes
eloszlss sulypontja az (M(E), M( q‘)) pont. Ezt a pontot 2 kétdimen~
zibs (§ 11) valésziniiségi Waltoz6 varhaté értékének nevezhetjiik.

3. A viérhato érték tulajdonségai

Vegyltk észre, hogy ha egy § val6szintiségi vdltozé nem vehet fel
negativ értékeket, akkor § eloszlisa szerint a 0-t6l balra nines festék:

o 1
161, £bra

Egy ilyen eloszlds sulypontja nem eshet a. 0-t6l balra, tehit M 5) 0,
A 0O-ba Is csak akkor eshet a sulypont, ha az egész t‘estékmennyi ég a
0-ban van, azaz { eloszldsa a 0 pontra koncentrdlt elfajult eloszlis, vagy-~
is a & =0 esémény majdnem biztos,

aa 5 valGszinliségl viltoz6 eloszlésa adott, akkor tetszbleges €
figgvény esefén az =4 ;} valészintiségl valtoz6 eloszlisst meg tud-
juk hat4rozni i eloszlfsdbol az L fliggvény segitségével a Valészintiségl
véltoz6 [lggvényének eloszldsa c, fejezetben tanultak alapjin. 7 elosz-
1454b61 pedig Gsszeg vagy integrél segitsépével kiszdmithatjuk ')Lvérhaté'
értékét. A kdvetkezS eredményhez jutunk:

1, tétel: Ha diszkrét eloszlisy % lehetsépos értékekkel &s
pj valosziniiségekkel, akkor az = ={(E) val6szinliségi viltoz6 vérha-
16 értéke Min) = 3 {ix)-p %elté‘ve.‘ hogy > |8x)| - b, < oo}
1) eritke _ LR Ry s
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Vazlstos nyitds: A bizonyitds gondolatmenetét egy: konkrét pél-
dan mutatjuk be ‘Ebb6l ugyanis az 4ltaldnos esethen kivetendS eljirés
is klolyashat6, Legyen £ (x) = x2 .. s eloszl4sa pedig legyen

. @ @ @
_ -@ - *—
1 0 1 2 g

i62. dbra

Ebb8l 7 eloszlisit az {(x) = x2  flggvénnyel valé transzformdcisval
kapjuk:

Ebb&l a varhaté érték

00,2 +1-0,4+4-0,3+9-0,1=

ft

M(m)

1

00,2 +1>(0,1+0,3)+4-(0,2+0,1)+9-0,1=

0°0,2+1:0,1+1-0,3+4:0,2+4+0,1+9:0,1=

0% 0,2 + (17 0,1 +1%. 0,8 + (2% 0,24+ 2°- 0,1 +

“

+3%.01. 0

A folytonos eset visszavezethetS a diszkrét esetre ugyanazzal a
tritkkel, amit z sulypont képleténél alkalmaztunk: a folytonos eloszlist
diszkrét eloszlissal kizelitjiik, és a szummirél integrilra térlink 4f.
A kbvetkezoket kapjuks
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2, tétel: Ha § folytonos eloszlisu f siirlisépfigavénnyel, &s
= _

"=A(E). kdor M) = {€u 1) ax (etteve, hogy

o A { Jo N
[ Heof £x) dx < 00))

~oo E két tételb8l pedig kevert esetre a. kovetkezd tétel "keveredik ki':

3. tétel: Ha j kevert eloszlsu, és M = {( § ). akkor M({ )=
= Z;{‘:’-‘i? S _ji(x} +Bx) dx (feltéve, hogy %[agi)l.p_i Goo 65

[>0=4

;[ [40) [-tlxix < 00
2o

Ha az €(x)=c.x figgvényre alkalmazzuk a fenti formuldkat,
akkor a kbvetkezl szabsly adédik:

4. tétel: Ha c konstans és 7 = c-g, akkor M{"'L) = ¢ - M .)E}.

A tétel szerint egy valdszinliségi v4ltoz6 konstansszorossinak vér-
hat6 értéke a virhaté érték konstansszorosival egyenl. Ez a szemlélet
vagy zsugoritunk (68 ¢ < 0 esetén még az origlra. tikrdzink is), ak-
kor az eloszlis sulypontja is ardnyosan nyulik vagy zsugorodik (és tik-
rozédik), '

Gyakori hiba szokott lenni, hogy £ ( 5) vérhat6 értekét
£04( £ ))-nok vesszik. Pedig gltalgban M(edg)) # L(M( €)) . Ha pélagul
Lx) 2 x2 &8 E eloszldsa a 164.4brén lithat6 eloszlds, akkor § eloszlisa

a 165. dbrdn megadott eloszlds,

C?? i @ e  — @

0 1 2 o 7 2 8 4
164.4bra 165, &bra

Latssl, hogy M) =1, M {Z) = 2. Ebben a példiban

2
M £) 7 (M6)) -
Ha § ésl " valészinliségi valtozok, 4 pedig kétviltozés fiiggvény,
alkor a )y ={( ¢, 1) képlettel értelmezett valoszintségl viltozd vAr-
haté &rtékét kiszimolhatjuk § és 7 egylittes eloszlisabol.
5, tétel: Ha § és )rL egviittes eloszlisa diszkrét eloszlis (xi,yj)
lehetséges értékekkel és v, yalészintségeidel, akkor o }= £ f 0
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képlettel értelmezett valtszinlségl vdltozd vérhaté értéke: M(}') =
Z Etxi,y) vy (feltéve, hogy Z]z(xt.y ) lr <o)

Vizlates bizonyitds: A bizonyitds gondolatmenete ugyanaz, mint az
egydimenzids esotben. Most ls csak egy konkrét példdn kivetjllk végig

a. gondolatmenstet, Legyen -E(x,y} f és m  egylittes oloszlssa
legyen az alibbi aikbeli eloszl4s, és rogton szémoljuk ki a.
T= £ f = -f— valészinliségl v4ltozs eloszlgsst:

166, dbra
§ eloszlasabol a varhaté érigkét kiszdmitjuk, s utsna figyelembe vesz-

szilk, hogy ¥ eloszlisa a. f &s M euylites eloszlfssb6l az £ tuggvény-
nyel valé transzforméacityal keletkezett:

M(Jy=5c01+1-06+2 -03-

rﬁséggggz__ 'éggy‘ el,~ dickor a’ j‘ {(§ M) képiettel értelmezett yalészi-
ntisépi v4ltoz6 virhaté értéke: M(j‘) = I I £ (x,¥)+ h(x,y} dx dy
k2]

-0 o

(feltéve, hogy I f [{(x,y)l hix,y} dx dy <oo.)
“do “pa

A btzongitgs alggondo!a;ta Diszkrét oloszlissal kozelitink a szo-
kfisos médon, majd a szummik helyett integrilokat irunk. M
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Gyakran van sziikség két valdsziniiségi véltoz6 szorzatfnak vdrha-
16 értékére. Ha a fenit képleteket az £ix,y) = x -y filggvényre alkal~
mazzuk; akkor azt kapjuk, hogy

Mg = iZj Xy

illetve

M( {»4{) = j j x-¥-hixy) dx dy.

~00 - o0

Példsul ha § és 1 egylittes eloszlisa

oy
] e

7 2

167, gbra
akkor M{ & -"() =21 }2' + 1.2 }; = 2, A vetliletsloszlisokbd]l ki-
_ . 3
szimithat] M s yt és M(%)-t. Azl kapjuk, hogy M( f) =9
3.

M(7) =5 . Lathatjuk, hogy ebben a példsban M( f-'q) 7 M(§) - M(7).

Ezt a példst azért mutatiuk, hogy felhivjuk a figyelmet arra, hogy 4lta-
l4ban nem szabad két valdsziniiségi v4ltozd szorzatdnak virhatd értékét
ugy kiszdmolni, hogy a killon-killon vett vdarhats &rtékeket Osszeszoroz-
ziak! )

~ Viszont abban az esetben, ha f és. " fliggetlen val6szinliségi
v&ltoz6k, akkor szorzatuk véArhaté értéke egyenlS a virhats értékek
szorzatdval:

7, tétel: Ha § és 7 figgetlenck, akkor M( f'?’ = M( f ) M),

Bizonyit4s: Ha i és nt egylittes eloszl4sa folytonos, akkor a szo-
kfsos jelolésekkel élve:

M( §-4p= J fx'y'h'(x,y)dxﬁy .

-00 ~o00
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A figgetlenség miatt h(x,y) = f{x) - gl{y). Ezért

fj x+y-hix,y)dx dy =

=00 =00

w

MY §17. )

J fx y+ £(x) + gly) dx dy =
- -
5 f(x) dx - jy ew) dy .

bt~ =]

A diszkrét eset blzonyitisa ugyanezzel a gondolatmeneﬂ:el végezhetd el,
csak integrilok helyett szummskkal kell dolgozni, ll 7
A kapott formulik segitségével kiinyen kladédik a kivetkezs tétel.

8. tétel: Ha | = f+ 7, akkor M(})= M(f)+ M(7).

A tétel azt mondja, hogy két valészintiségi viltoz6 bsszegének vdrhafsd
értéke a v4rhat6 értékek Gsszegével egyenld,

Bizonyit{s: Ha § és 1 egylittes eloszlisa folytonos, akkor

M(f«#“p= [ [ ren aa-
o0 Too
oo oo 00 00

= 5 j x < h{x,y) dx dy + f fy't hix,y) dx dy =
~50 =00 -00 =00

= gx»(fh'(’x,y) dy) éxz + j y-(J.I:(x,y} dx)dy =
‘oo = o0 =00 ’
o0 <O

= fx f(x) dx + fy - gly) dy = M(§)+Mﬁl»
-0 -0
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A diszkrét eset levezetése ugyanigy ‘torténhet, vsdk integrilok helyett
szummikkal kell dolgozni. [l
Az M{ § "l) =M(§) + M(7) formula szemlélet alapjin is el-

lenorizhete. ‘1 valdszintiségi v4ltoz6 eloszl4sat ugy kapjuk meg,

neg ylittes: eloszlds4t a megfelel6 médon skildzott 45%-0s
egye re vetﬁ:jtik Ezért i + 7 eloszlisinak sulypontjst, azaz g
" valészinliségi véltozé virhaté értékét ugy kapjuk meg, hogy az
»"_tittes elogzlds sulypontjit, azaz az M(f ) M( }) pontot a 45%-0s
yenesre vetitjlk. A skilizds vilasztisa miatt ennél & vetitésnél ax
(M( ), M(7)) pont az M()+ M(*) pontba vetitSdik. Ezért

f vﬁrhaté értéke valdh: M(i) + M(? )-val egyenl§,

.-g\?‘\"-"
ay
2 \r\'('v
1y o >(115))
3
168. 4bra

4. Nagy szdmok erds torvénye

A nagy szdmok erls térvényének kimondisa elbtt egy példival il-
lusztrdljuk, hogyan juthatunk figgetlen, azonos eloszlisu valészintiségi
viltozbk végtelen sorozatshoz. Képzeljlk el, hogy végtelen sok egyfor-
ma tipusu villanykdrténk van, és ezeket egymé4st6l fliggetlentil hasznsl-
juk addig, amig ki nem égnek, Viligos, hogy a kirték élettartama valé-
szintiségl vdltozé. Jeldljik §_i-ve1 az  i-ik kirte élettartamst

d =1,2,...). Mivel egymdsté] figgetieniil hasznsljuk s kbrtéket, a
5'1-,- 52, «+. val6szinliségi viltozbkat fliggetleneknek kell tekintentink,
i

Viszont d korték ugyanolyan tipusuak, s igy élettartamukat ugyanazzal
az eloszldssal kell leirnunk. Ezért
sunak tekintendd,

Vegyllk fliggetlen, azonos eloszldsu valészinliségi viltozok egy vég-
telen sorozatit: §1, {2, .. . Két eset lehet:

51,-, fz, ... egyforma eloszlsi-

1, eset: a kizds eloszlisnak nincs virhaté értéke,

2. eset: a kozids eloszlisnak van v4rhatd értéke, amit m-mel
jelsliink.
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. Egy valbszinliségl valtozé véletlentdl fiiggh szimot jelent, Ezért a
§1, 52,.',. sorozat: véletlentS] fliggd szgmsorozatot: jelent..

A 51, 2,.‘ val6szintiségi viltozok szdmtani kézepeibdl képzett

§1__’ :l2 {g’ § fz )ts fl )‘2 fs )t4

Foa e

sorozat vagy korlﬁtos, vagy nem, Tehét

f ;;-’Io n'+ :
1y —d - # (n =1,2,...) sorozat korlstos"

kijelentés egy esemény. Ha valaki megad egy konkrét szgmot, akkor a

# et ¢

" Hm

n—» co

1étezik és egyenlS a megadott szdmmal"

kijelentés is véletlent8l fliggen vagy bekovetkezik, vagy nem. Teh4t ez
is esemény,

P(a : (®=1,2,...) sorozat korl4tos ) = 0,

yagyis majdnem biztos, hogy a szdmtani kbzepek sorozata nem korlitos,
A 2, esetben, amikor a kizbs eloszlds virhatd értéke m,

.t F
n->co A

vagyis majdnem biztos, hogy a szdmtani kbzepek sorozata a kbzos elosz-
i4s virhatd értékéhez konvergél

Ezt a tételt a nagy szémok erls tbrvényének nevezik, JelentSségét
a bizonyitds: utdn fogjuk megbeszélni, Akit a bizonyitis nem érdekel, a
bizonyitdst kihagyhatja, de a tétel jelent8ségét feltétlentil értse meg! Ké-
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s6bb gyenge torvényr6l is lesz sz6, majd akkor érthetjitk meg 4z erfs
&s pyenge szavak hasmilatdnak jogossé,g&t.

160

Bizonyltés:

1, A bizonyitisban sz6 lesz olyan val6szintiségi vltozérdl,
mely a + oo ériéket is felveheti, Ez annyi viltoziatist jelent az
eddig tanltakhoz képest; hogy az ilyen valészinfiségl valtozd el-

oszlisit a {+eo)-nel bivitett szimeégyenesre kell kenni, és a

{+ oo J-nel ngy kell szdimolnl, shogy azt g jozZan eszlink is dikidlja.

2, Csak a2 2. 4llitss bizonyit4sgval foglalkozunk, A bizonyitis
egyszeriisitése c8ljsbo] feltesszik, Hogy a fent emlitett kozis el-
oszl4snak nemcsak vérhatd értéke 1étezik, hanem a vérhats érték-
161 vett eltérés misodik, harmadik illétve negyedik hatv4nysnak
varhaté értéke is véges:

e = M(l §i - ‘mlz) < oo, M q £ - m]3)< oo,

Hi példdul a ~k kbzos eloszlisa véges intervallumra koncent~
i 4

ralodik, akkor ez a pstldlagos feltevésaiink teljestil.
3. L4ttuk, hogy két valészinliségl vdltozd Usszegének virhatd
értéke egyenl§ a tagok vArhat6 értékének Ssszegével. Ebbdl per-

sze kovetkezik, hogy véges sok valbszinlisépi viltoz6 dsszegének.

varhat6 értéke is egyenlS a tagok vérhaté &rtékének Gsszegével.
Viszont ‘v'ég'teien sok tagra mir nem mondhatjuk el ugyenezt. Al-

taléban 7= Z 7 ~bBl nem kivetkozik, hogy M(7) =
=

= Z M(7,). ‘Viszont be lehet blzonyitani, hogy ha az 7, valé-
=1
szinliségi vAloz6k nem negativak, akkor 'YL Z ‘Vl i-bol kivetke-
i=1
zik, hogy M(WL) Z M(7,)- Fzt nem bizonyitjuk, de fel fogjuk
hasgnglni. i=1

+i¢ i+
4.1im L - m igazolssghoz elég azt belstni, hogy
neo n
(f:m)+'_.,.+(§ - m) :
. 1 n _ - - -
lim — o 7 — = {, 51 m, §2 m,... g
n-roo ' /



getlen, azonos eloszlisu valészinlségl valtozdk, melyek vérhatd
éridke 0. Ezért az 4llitdst elégendS csak az m = 0 speciflis
eséfre bizonyitani.

5. TFeltételezzik, hogy m = 0, Ekkor .azt kell bebizonyitani,

 ( tim St § o): i
A

hogy

Ennek beldtisshoz elegendG azt megmutatni, hogy alkalmasan v4-
lasztott pozitiv k kitevinel

G

hiszen ha egy sor konvergens, a_kkor a sor n-ik tagja O-hoz tart

({1 Fogat {) g Feeet 8y
n—>occ), 68 lim -. 0-b6l lim - . =0
mir kovetkezik, ha k pozitiv.

P(f(.l )(oo)

n=1

n—l

egyenértékil azzal, hogy

(H (j__i) )

Ennek beldtdisshoz pedig elég azt megmutaini, hogy az

qZ(—i——i)

n=1

képlettel érielmezett valGszinliségi v4ltoz6 vArhaté ériéke 1étezik.
Ugyanis ha P(7M = o9) 7 0 lenne, akkor # eloszlfsinak suly-
pontja, azaz virhatd értéke sem lehetne véges.

6. A bizonyitis 6. része annak bhelitissval foglalkozik, hogy
M(7 )} <eo teljesiil, ha példdul k = 4. 7, egy nem negativ tagok-
b6l 4116 végtelen sorral van értelmezve. A bizonyitds 3. pontjsban
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£ .4
) n) val6sziniiségl

‘mondottak szerint az M = > (
el
. vAltozd virhat6 €rtékét a tagolk vdrhatd értékének Usszegeként szs-
molhatjuk ki:

W =2 M

n=1
( — : ) virhat0 értékének meghatirozisa céljshol vé-

gezzlk el a 4-ik hatvdnyra valé emelést. ( )61 Fooot L) 4-ik hat-
~ vényra val6 emelésnél a kivetkez8 tipusu tagok Iépnek fel:

4
1, ;i s

2. gf . fj atn,
3 f? : §;‘:3 A#3)
4. §f§j§k i#1, §#k 1tk

5. §1 , {j ', §k§ ¢ (LK { mind kiilonboz6).

A 2., 4, &s 5. tipusu tagok vdrhat6 &rtékét a valésziniiségi val-
tozék fliggetlensége miatt szorzatként szdmolhatjuk, 68 m = 0
miatt ezen szorzatok mindegyikében fellép tényezlként 2 0. Igy a
2. 4. és b, tipusu tagok varhatd értéke 0-val egyenlG:

M( f? CE)y=M(E) - M(E) =0,
ey

=0

.2 e £ e )

M ft‘fj'fﬁ—m §9MM( gka 0,
=0 =0
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e g e §e M{§>M{fj) Mtfk) M{&)—G
V\(;\/ 0 0 | =90

Egy 1. tipusn tag virhat6 értéke ¢ 4 Bvel egyeril:

Egv 3. tipusu tag virhaté értékét a fﬂggetlenség miatt szorzatként
szamolhat;uk

2 .2 - _ 2

M f* . fj_) = M( f‘i)’ M( f} =cy-c, = ¢,

1. tipusu taghbdl n darab van, hiszen az i index 1-t61. n-ig
futhat, 3. tipusu taghél 3+ n-(n-1) darab van, ugyanis a 4-ik
hatvinyra valé emelés egy 4 tényezds szorzatot jelent:

(8 e f gt
= { fjl - fn)( fl P f‘n)( )Ez P fn)( f1 Fart ’fn)

Amikor a z4rdjelek felbontdsdval ezt a szorzatot Gsszeggé alakitjuk
4t, akkor ugy kaphatunk 3. tipusu tagot, hogy két-két zdréjelben
ugyanclyan indexit tagot vAlasztunk. Ha i-vel azt az indexet jelsl-
jik, amilyen indexil tagot az els8 z4ir6jelbfl v4lasztunk, akkor

i 1-t8] n-ig-futhat, Ez n lehetdséget ad. 3-szorozza a lehetd-
ségek szdm4t, hogy a misik hirom z4réjel kozil melyikb8l v4-
lasztunk még 1 indexii tagot. Ha az 1 indexet mir kivdlasztot-
tuk, akkor a j sziméra n-1 lohetSség marad, hiszen j is
1-t61 n-ig futhat, de i-vel nem lehet egyenli8. Mindezek alapjén

- § { 4
+ +
g e 4n) ——}:_. , 2 _
M ( n )—n4 (n,c4+3 n'(n'l')'cz)"

*

¢ 3'e c 3-c

.4 2,014 2__¢c B3 oA = 2
=373 " p STyt T3 =g abol e=e, + 3.
n n n n n

Ezért
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M > S .

=1 n

0o
Kézismert, hogy a Z —% sor konvergens, igy sikeriilt bebi-

n=i mn .
zonyitanunk, hogy M(7]) < oo |

A nagy szdmok erds térvénye alapjin azt mondhatjuk, hogy
ha egy valdészinliségi viltozbnak van virhaté értéke, akkor a vald-
szinllségi viltozora sok fliggetlen kisérletet vépezve a megfigyelt
értékek 4tlaga koriilbelil a virhaté értékkel egyenl. Ha pedig
nincs virhatd ériéke a valdsziniiségi valtozénak, ukkor a megfi-
gyelt értékek Atlaga nem routat flyen stabilit4st, hiszen a kisérlet-
szdm nbvekedtével az. 4tlag elfbb-utéhd minden Korlstos intervil-

- lumban kibujik,

Tehdt ha egy valbsziniiségl viltoz6 eloszlisdt sikerlilt kieszelnfink,
akkor & virhaté értéket definiflé szurmma vagy integril kiszdmolisa utdn
meg tudjuk jésolni, hogy sok kisérletet végezve a megfigyelt ériékek At-
laga hogyan fog viselkedni,

A kivetkezd pontban ki fogjuk szfmolni a tanult nevezetes eloszl4-
sok -vArhaté értékét, utsina pedig néhiny feladatban probsljuk érzékeltetni,
hogyan lehet a virhaté érték fogalmst alkalmazni a medellalkotdiskor.

Megjepyzések:

1. A virhaté értéket jobb lenne 4tlagértéknek nevezni, Ugyanis a
varhaté érték elnevezés félrevezetd: sokszor a legvalészinibb értélre
asszociilnak bel6le, ami glialdban kiiltnbdzik a vérhatsé értéktll. Pél-

—e
-1 o H 2
169. sbra

eloszlss legvaldszinlibb értéke -1, a varhaté értéke pedig 0, S8t, ha f

eloszlisa _ 7
——’ + -+ -
- o 7 2
170. dbra
akkor vArhatd értéke 0, holott g fel sem veszi a 0 értéket.
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2, Az étla.got szdmtani kdzépnek is hividk. Latinul & "kézép" me-
dians, hmen szérmazik a virhat6 érték jelSlésére az M betii.

3. Heurisztikusan eléggé hihetd, és be is lehet bizonyiiani, a ké-
vetkezlket: ha §1, fz,_,. .. fiiggetlen, azonos eloszlsu valészintiségi

yaltozok, és & kozos eloszlisnak ning¢s vdrhat6é értéke, de az. eloszlis
valamely ponttsl balra 880 részénok van sulypontja (mindegy, hogy me-
lyik ponttdl balra es8 részt vessztik), akkor

"P(l._im M= o<9 =1,

M e

tebst majdnem biztos, hogy az 4tlagok sorozata minden hatfron tul nd
a kisérletszdn novekedtével, azaz +oo-hez tart. Ha példsul
§1,- 'fz‘, ««. flggetlen, azonos eloszldsu, hem negativ valészintiségi

viltozdk, és a kizds eloszlisnak nincs vdrhaté értéke, akkor nagy n

esetén a dtlag is nagy lesz.

5. Nevezetes eloszliasok varhaté értéke

A most kbvetkezd 41litdsok levezet&sénél az egyes lépések magya-
rizata a képletsor utdn 511

1. Alliths: Az n-edrendii p paraméterti binomidlis eloszlds vir-
haté értéke n - p.

Bizonyitds:

n : n
: oy k n-k - 13 N ¢ n-k
1;) k .(k) ‘p - (l—p) = 15 k- k‘(n-k)! B - (1-1)) =

It

n-1)1! kl . h-k
nep- 2 it o e

n-1 _
, n-1)4 n-1- %
“nny oG Pt ae =
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‘1 ; = A -£ "i
= ,,f‘ (n{) papP b0 . prapy®™ =0,
0 .

Az els8. 18pésnél kihaszniltuk, hogy k = 0 -ra a SZummAzands tag O~
val egyenld és ezért elhagyhat6, tovébbs a binomiilis egylitthatot irtak.
fol faktoridlisokkal. A misodik 1épésnél kiemeltiik n-p-t s egyszeri-
sitettiiik k-val. A harmadik 1épésnél k-1 helyett £ -t frtunk, A ne-
gyedik 16pésnél a faktoriflisokat hinomiflis egyiitthatékra viltottuk fel,
az GtSdik 16pésnél pedig a binomiflis tételt hasznsltuk fol. Il

2. Allitfs: A A paraméterti Poisson-eloszlis virhaté értéke A .

oo K k. k-1
S k,_lZ(\Te—/\ Z .. ?\ A -?\Z A
=0 &

) | 1)t

o 2
= }\e-]\go% = ?\fe.—/\- oA = }\

Az els@ 16pésnél kihaszniltuk, hogy k = 0 -ra a szummgzand6 tag O-
val egyenl§ &s ezért elhagyhat6. A miasodik 16p&snél kiemeltiink

-A
Ao -t, és egyszeriisitettlink k-val. A harmadik 16pésnél k-1

O
helyett £t irtunk, A negyedik 16pésnd] felhasznsltuk, hogy JeZ —%—=
=0

o’ . W

. 8, Allitss: A p paraméterli geometrial eloszlis varhaté értéke %,
Tehdt ba egy p val6szinliségli eseményre fliggetlen kisérletsorozatot

végziink, akkor 4tlagosan minden L _ & wsérletre Kovetkezik be az
-esemény. P

Bizonyitds:

. k-1 ; k-1 k.
2 ke @p)t.p=p) kg =p-Za%(q)=
k=1 k=1 -

o0
d k d/ g’ I-gt3 1
o (2 d)-pe A ()-p e 2L L
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Az els§ 16pésnél. 1-p helyébe q-t irtunk, 8 kiemelttink p-t. A ms-
sodik 1épésnél €szrevettilk, hogy k- qk 1 nem egyéb, mint qk—nak q
szerinti deriviltja, A harmadik 1épésnél felhaszniltuk, hogy ezen hat-
vanysor esetén |q|< l-re az Bsszegzés és a derivilis sorrendje fel-
cseré]heto. A negyedik 1épésnél a végtelen mértani sor Bsszegképletét

irtuk be. Az 6todik: 16pésnél slvégeztlk a derivilist, A hatodik 1&pésnél
egyazerﬁsitettﬁnk p-vel. B

4, Aditde: A A paraméterﬁ exponencislis eloszlfs vArhatd értéke

A
h -

Bizonyitds: Az expmencié}is eloszlis siiriségfligavénye a (- oo, 0]
intervallumon 0-val egyenld; ezért a vérhat6 érték kiszdmitgssnsl csak
0-t6! (+oo )-ig kell integrslni:

co (==

jx Ae’f\xdx = A _,_J’x_,_e“ﬂx ax =

[}

Az els8 16pésnél kiemeltik 47‘; ~t, utfna pedig parciilisan integrdl-
tunk. %
5, Allitds: A Cauchy-i

Bizonyitds: A virhatd ériék nem létezik, mert S ]x] f(x} dx =
= o0 ¢ -0

o ’ oo L

| 1 2 1 21
il g aed | 25 a- k[t 0. m
oo UW-+x) ~g
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6. A varhat6 érték alkalmazisa a modellalkotdsban

‘Néhdny példsn keresztlil bemutatjuk, hogyan lehet a varhaté érték
fogalmit alkalmazni feladatokban.

1, feladat: (Hogyan potyszzunk?) A budapesti villamosjegy 4ra
1 forint, Akl jegy nélkiil utazik, és ellenGrrel taldlkozik, kiteles jo=
gyet viltani és 50 forint biintetést fizetni.

Annak; akinek uincs bérlete, rovidebb uton érdemes potydzni,
mert kicsi a val6sziniisége, hogy ellenfrrel taldlkozik. Hosszabb ut
esetén ez a valészinliség nagyobb, ezért hosszu ufon nem tanficsos jegy
nélkiil utazni.

Nap mint hap villamoson utazuhk, J6 lenne tudni, hogy hol van a
kritikus hatir, amelynél rovidebb utazés esetén gazdasﬁgos de amely-
nél hosszabb ut esetén veszteséges dolog jegy nélkiil utazni,

A feladat a kovetkezo: alkossunk egyszerii, de a problémit minél
jobban leir6 modellt a jelenségrdl! Adjuk meg a kritikus &rtéket olyan
mennyiségek fliggvényében, melyeket - ha nem volnsink becsiilétesek &g
potyazni akarnink - ténylegesen meg tudnink hatirozni, Utaljunk r4,
hogy ezeket a mennyiségeket hogyan hafiroznink meg.

Egy lehetséges megoldis: Legyen

P (két megills kdzdtt taldlkozom ellendrrel) = p,
ekkor
P (két megillé kdzdtt nem talilkozom ellendrrel) = 1-p.
Fiiggetlenséget feliételezve
P (n megdllét utazva nem talilkozom ellendrrel) = {1—1))’:l R

P (n megillét utazva talslkozom ellenSrrel) = 1-(1-p) .

Ha az n megillét mindig becsiiletesen utazom, akkor a kdliségem min-
den utazssnsl 1 forint, Ha potyizva utazom, akkor (1-p)? valészintiség-
gel 0 forintért utazok, 1-(1-p)? valdszinlUséggel pedig 51 forintért. Ezért
ebben az esetben utazdsi koltségem vérhats értéke 0-(1-p)® +
+ 51+ (1-{1-p)®) =51 - 51-(1-p)i.

Osszevetve a "becsilletes taktikst" a "potyizds taktikival' az
1 =51~ 51-(1-p)! egyenlethdl litjuk, hogy a keresett kritikus &érték:

50
log 51

log d-p)’
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p | o002 | o004 | o008 | 0,008 { ©0L0
log- g;} o 1 ; N
m 9,89 | 4,94 ', 3,20 | 2,47 | 1,97
171. 4bra

‘p 'meghatdroz4sa céljab6l tegyik fel, hogy egylddben E ellendr dolgo-
zik a villamosokon, &s V darab villamoskeesi van forgalomban. Ha
feltételozzilk, hogy egy kocsira egyszerre tibb ellenSr nem szill fel,

akkor (;lj) féleképpen valaszthatd ki a V darab kecsi koztil az az

E darab, melyen ellendr van. Ha ezek 2 kombindcitk egyformén vals-
szintiek, &s feltételezziik, hogy egy ellendr két megslls kdzt végig tud
vizsgilni egy egész villamoskocsit, akkor annak a valdszinlisége, hogy
két megslls kozdtt talflkozom ellenbrrel:

(v‘-z V-1)1
E-1/ _(E-1)t (V-E)I _E
e

P v V!
(¥) T

Ezért p meghatirozisshoz az ellendrik: 8s a villamoskoesik szimit
kellene kinyomoznunk. i

Megijegyzés: A feladat megoldisira természetesen mis modelleket
iz lehet késziteni, melyek m4s ereédményekhez vezetlietnek. Erdemes
meéggondolni, hogy & kiildnbsz8 megoldisok eredményei mennyire térnek
el egym#stol: két j6 megoldisnak legaldbb nagysdgrendileg megegyezd
eredményt illik adni,

Gyakorlati fontosséga mistt tobbet foglalkozunk a Poisson-eloszlis
alkalmazisaival. Emlékeztetiink, hogy ha sok, pici valdszinliségll, fig-
getlen esemény esetén azt vizsgiljuk, hogy kGziilik hiny kovetkezik be,
akkor ez a valdszinliségi viltozd Poisson-eloszldsiinak tekinthetS valami-
lyen paraméterrel. Késobb 4z is kiderlilt, hogy a paraméter egyenld a
vérhaté értékkel.

2. foladat: Engem egy nap #tlagosan négyen szoktak. telefonon fel-
hivni, Mi a valészinlsége, hogy holndp

a) hfirman hivnak fel,

b) legalsdbb hdrman hivnak fel?

¢) beocstiljilk meg, hogy egy &vben hdny olyan nap van, amikor
senki sem hiy fell '
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Megoldds: A telefonhivisok szdma valdsziniiségi viltozs, melyet
Poisson-sloszlisuiak vehetlink - a feladat szbvege alapjin - 4 paramé-
terrel. Ezért a keresett valSsziniiségek:

4 =4
a) E—le = 90,2 ,
0 1 2 )
4 4.4 -4 4 -4
b)l-(o‘e +1!e +2_!e = 0,786,

¢) -Annak: Oa valészinlisége, hogy az év egy kiszemelt napjdn senki
sem hiv fel, %‘; € Tl 0,02, Egy évben 365 hap van, igy kortilbelul
365+ 0,02 = 7,3 olyan nap lesz, amikor senki sem hiv fel. Il

3. feladat: Tapasztalati tény, hogy augusztus kizepén az &jféli
Ordkban tiz percenként itlagosan egy csillaghullist lehet 4tni Galya~
tet6rdl, Mi a valdsziniisége, hogy tizendt perc alatt két csillahullist
H4tunk?

Megoldds: A tizendt perc alatt lehullé csillagok szdma valészinfi-
ségi viltoz6, melyet Poisson-elogzl4sunak. vehetlink. (Sok hull6 esilldag,
kicsi val.oszmdseg. fliggetlenség). Ha tiz perc alatt kb, 1, akkor tizendt
perc alatt 4tlagosan 1,5 csillaghullys v4rhats, Ezért az eloszlis para-

méterét 1,6-nek vessziik. Igy a keresett val6szinlfséy: 'CL‘—EL -1,5 =
= 0,25, -
Hasznos, ha a Kedves Olvasé kitalsl egy par rossz megoldsist, és
meggy6zidik réla, hogy azok hibisak. Pé&ldful kinnyen r4jon az ember

azokra a gondolatmenetekre, melyek eredményeképpen % vagy i—

adddik a keresett valészintiségre,
A kivetkez6 feladat példa arra, hogy a "mindennapi életben" ho-
gyan gondolkodik az, aki j61 mepgértette a Poisson-eloszlis jelentését,

4, feladat: Augusztus 12-én egy bardtommal Indigban kirdndultam.
Mindketten kalapot viselitink. Az enyém 4tmérSje kétszer akkora volt,
‘mint a bardtomé. Gyalogutunk egy pimpdligeten vezetett keresztill,

A ligetben vastagttrzsil f4k tetején kb. 10 méter magasan pirosloit az
érett 68 bBséges mennyiségll pimpdbogy6. Az erdd szélén tsbla 411t
"Vigyszat, pimp6éréskor, azsz aug. 1. és 31. kbzott a f4krdl lehulls
pimpdbogyd kimoshatatlan foltot hagy a kalapokon", Mindketten elesodgl-
koztunk, mert még egyikiink sem hallott pimpberd6rdl és eme veszede-
lemrfl. £n ezt mondtam barftomnak: "A te kalapod négyszer akkora
valésziniiseggel fogja meguszni ezt a sét4t, hiszen teriilete az enyémnek
negyede'. O ezt felelte: "Ugy tlinik, terliletet tudsz szdmolni, de a vals-
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szinliségszimitdshoz nem sokat ériesz. Lehet, hogy kijelentésed megio-
lel a valéssgnak, de mostani ismereteid alapjin megalapozatian,

Mutassuk meg,. hogyvan gondolkodott a barstom! Indokoljuk meg
vilaszénak jogosssgat! Utaljunk rd, hogy a fenti mese egyes tényet
hogyan jutnsk szerephez a matematikai modellalkotfsban!

Utmutatds: Vezesslik be a kbvetkezd valészintiségi viltézdt: Mahfny
pimp6 a kalapomra estk"; &8s eszeljtik ki az eloszldsst! ‘Gondolkodjunk
el azon, hogy ezt mennyire tekinthetjilk ismertnek! Végezzlink hasonls
vizsgdlodast a baritom kalapjdval is!

Megoldds: Feladatunk szerint a pimpbtermés viszonylag hosszu 148
{1 honap) alatt érik be, bizony4ra tobhé-kevésbé egyenlétesen. {Neklink
legalsbbis az ordd s2z681én talslt tdbla ezt sugallia.) lgy anndk & valészi-
niisége, hogy a mi par 6r4s Sétank alatt egy konkrét pimp6 éppen az
én kalapomra essen, nagyon pici. Viszont a leesésre érett pimpdk sz4-
ma a hoséges termés miatt igen nagy. A pimpék lepotyogssanak filgget~
lenségét tobbé-kevésbé alstdmaszija az, hogy a fik magassk, térazsik
vasiag, &s igy a pimpdk "Onszintukb6l" esnek le vagy nem. Nem attél,
hogy példdul én megbotlom &s neki esem egy f4nak, mire 8 razk&d4stél
lezudul a fa pimpbtermése. Igy elfogadhat6 modellnek tiinik azt feltéte-
lezi, hogy a kalapomra hull6 pimpék szdma, mint valSszintiségl v4ltozs,
Poisson—eloszl&su. De millyen paraméterrel? A paraméter, azaz a vir-
haté érték tapasztaiatok birtok&ban ismertnek vehet G, de kljelentésem

ll '(

csolatban (még sosem hallotttmk pimpéerdorol) Viszont 2 jézan sz
szdmdra vildgos, hogy négyszer skkora terilletre 4tlagosan négyszer
annyi pimp6 vArhaté, tehst ha baritom paramétere A , akkor az
enyém 4 A .

A meguszds nyilvin azt jelenti, hogy nem esik pimpé a kalapra,
Vagyis én a sz6ban forgé két Poisson-eloszlisnzk a 0-hoz tartozb valé-

-A
szinliségeirSl 41litottam, hogy arinyuk 4-gyel egyenld, azaz ,e_ 4_;\ = 4,
Ez A= -11'13—4 = 0,46 esetén teljesiil is. Tehit nekem is lehet igazam,

de A-ra vonatkozé ismereteim hisnysban ezt akkor nem tudhattam. Ml
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5. feladat' Fogadjuk el, hogy

"ﬁllandé szinten van“

és hqu azéta 4-szer kevesebbszer fordilt elf, hOgy

loszerencsétlenség, de az 5. héten vo]t

mint ahﬁnyszor eldfordult, hogy

egy repﬁloszerencsétlenség utﬁn 2 héten 4t nem volf re-
puloszerencsétlenség, de a 3. héten voit

I.tlagosan hény replil§szerencsétienség torténik 30 nap alatt?
Mgatges Logyen

= ahdny repilfszerencsétlenség torténik 1 nap alatt,
= ahiny repﬁloszerencseﬂenség {orténik 30 nap alatt,

és 1, ny_ﬂvén Poisson eloszlisunak tekinthetS (miért?), és *, vdrha~
| értéke § vArhaté értékének 30-szorosa. Ezért § eloszlisinak para-
méterét Al —val jeltlve M(7) = 30:A . Legyen

P ‘(egy kiszemelt napon nincs reptilSszerencsétlenség) = p.

Aés p kdzott a kovetkez§ kapcsolat 411 fenn: e_a =P(f=0)=
azaz 7\ in 1 . A feladat ’Yl virhat6 &rtékét kérdezi, amihez elég
lenne p-t meghatﬁrozni. Az egymfsutini napok repiil6szerencsétlensé-
geinek folyamat4t fiiggetiennek tekintve:

p [ egy repiilészerencsétlenség utin 4 héten 4t nincs,
de az 5, héten van replilészerencsétienség

= @) a-ph,

de a 3. héten van repiildrencsétlenség

() ).

B (egy replilfszerencsétlenség utdn 2 héten 4t nincs,)
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7 ki 2 7 '
A feladat szovete alapjin 4 (p) ( -p ) =(p ) -’_(1~p. '2, innen

p= L. s bbbl M(7)=30A =30 lT=50 ly T

6; feladat: A bergengdc villanykbrték izz6szdliban szennyezddés-
ként kén is van. VéletlentSl fiigg, hogy mennyi. (Bergeng6eidban nagy
a rumli,) Tapaszialaturk szzerint az izzdszilban 16v8 kén grammokban
mért mennyisége 2 paraméferil exponenciilis eloszlisu valészmﬁségl
viltozdnak tekinthetd, Az izzdszilban 16v8 kén mennyisége hatissal
van a villanyktriék éleftartamdra. A bergengde villanykirték olyanok,
hogy ha x gramm kén van az izzészilban, akkor az izz6sz51 Slettar-
tama napokban kifejezve x paraméterii exponencislis eloszlisu vals~
szinliségi vAltez6. Vizsgiljuk meg, hogy érdemes-e¢ MADE IN BERGEN-
GOCIA feliratu kdrtéket venni a boliokban!

Megoldss: Tekintslink egy bergengée villanykortét és legyen

= ahfAny gramm kén van az izzdészgloan,
"EL'= -a villanykérte életiartama.

Meg kellens hatfirozni ’*L'.eloszlésﬁt. Ehhez. elég lenne mephatirozni
és N egytittes eloszlisst, A feladat szbvege szevint f stirtiségfligg-

vénye:
Ze—’zx, ha x > 0,
fix) =
0 , ha x<o.

1 -nak 2 § = x feltétel melletti feltételes strliségitiggvénye:
7 x_e-x'y, ha y >0,
gy |f==x)= »
0 , ha y<L£0.
Igy az egylittes siirilségfiiggvény:

Xe ¥ = 2xe_x(2 y) ha

hix,y) = f(x) - gly [rg'= X} = xy >0,

Ebbot 1 siirliségftiggvénye:
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7 =x 2+ g
f 2xe> (2 y}dx e ha y>o,

(; o (249)
gu) = ':[13{8:3',) dx =
g 0 egyébként.

”l_“ak nines varhaté értéke, mert

oo O oD

f[-y[-'g{y} dy = | — -5 dy >g'——L > W ;I'zfy- dy =
oo o &) 2 @) 5

= [ln (2+y)] = 0
- 2

A misodik egyenlGtlenségnél azt haszniltuk fel, hogy y > 2 esetén
2y > 1

@eyS BTV | |

vizsgslunk, akkor a Nagy szdmok erds torvénye c. pont végén tett

3, megjegyzésiink szerint az 4tlagos élettartamuk nagy lesz. Kir, hogy

hinycikk ez a villanykorie tipus. I§

. Tl nem negativ, igy ha sok bergengéc villanyksrtét
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XI. SZORAS, MEDIAN

1. Pontrendszer szérasnégyzete és szorasa

n darab Zyveses B valés szdm n darab {nem feliétlentlil kii-
lﬁnbﬁzf)') ponfot jelol ki a szdmegyenesen, A pontrendszer olhelyezkeds-

n
86rdl bizonyos értelemben képet ad a 7z = 5 > z, dtlag. Az stlagér-
=1

‘ték megmutatja, hogy melyik az a szdm, amely koriill & pontrendszer
elhelyezkedik.

Konnyil elképzeini olyan pontrendszert, mely az 4tlag koré tomo-
ritlé pontokb6l 511, és olyat is, melynek por®ai jobban szét vannak sz6r-
va az 4flag két oldalin. A sz6rédds mérdszimiul szolgilhat 2 pontoknak

n
. , 1 - _ ,
az 4lagtol valo tavolshgainak az dtlaga: T 3 |z, - % |. vgyanis ha a
Tl '
pontrendszer az Atlag koré tomortl, akkor a |z, - z | tavolsgok ki-

csik, ha pedig a pontok szétszértan helyezkednek ol, akkor a | z —?1
tdvolsdgok nagyok.

Sok matematikai probléma esetén az abszolut érték kezelése ne-
hézkes. Kényelmesebb, ha a z; - z kiildnbségeknek nem az abszolut
értékét, hanem a négyzetét vessziik, és ezek 4tlagst tekintjlik a szérédss

n
mérdszdmaul: ':; Z(zi - E)z. ¥z persze a szdrdédis masik kiértékelése,
Elia — a1l -2 ..
hiszen 4ltaldban . lei -z | # 5 Z (zi - z) . Onkényés, hogy
i=1 =
ki hogyan éritékeli ki a szbrodist. A fontos csak az, hogy ha a sz6r6d4ds
nagy, akkor a szérédist mutaté szdmadat is nagy legyen, ha pedig ki-
csi a sz6rédds, akkor kicsi, Tekintve, hogy a négyzetre emelés monoton
miivelet (nagyobb tdvolssg négyzete is nagyocbb, kisebbé kisebb) eme ki-

n
vinalomnak eleget tesz az % > (z; - E)Z sz&mérték.
=1
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A Ziseens 2 szémok Altal ki;eldIt potitrendszer szérisnégyze-

tének nevezzik az Z (z - z) 8zdmértéket. Tekintve, hogy a

gydkvonds is moncton mﬁvelet a szérédés mérdszdmiul szolgilhat en~

nek négyzetgyske is: Z (z; - %Y. Ext szérasnek nevezzik.
1=
Meg{egyzések:
1. Altalgban \J Z(z—‘)# Z (z-z) ~~le-z-]
i=1 i=1

hiszen a g_yb'kvonﬁs és az 4tlagolds gorrendle nem cserélhetd fel.
2. A szbrdisnégyzet a szlrds négyzets, ezért hiviuk igy.

2. Val6sziniiségi véltozéd szérdsnégyzete €s szordsa

Tekintslink egy eloszlist, azaz kenjlink szét festéket a szdmegye-
nesen. A szétkent festélmek mint t8meggel rendelkezd anyagnak valamely
¢ pontra ‘vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka ismert, szemléletes foga-
lom. FErtéke

z (xl-'c)z- O ‘ha az eloszlis diszkrét,
i

o0
S (x—c)z- f(x) dx, ha az eloszlis folytonos,

-0
oo

Z {xi—Q,)z. p, * g (x—c}z- f(x) dx, ha az eloszlds kevert.

“OoQ

A ‘tehetetlenségi nyomaték a felirt sorok &s: integrilok értskétdl fliggfen
véges vagy végtelen, Mint tudjuk; kitiintstett szerepe van a sulypontra
vonatkozé tehetetlenségi nyomatéknak: ez kisebb, mint bdrmely mis
pontra vonatkozd tehetetlenségi nyomaték.

Egy valészinliségeloszldsnak az eloszlds virhaté ériékére (azaz
sulypontjira) vonatkozé tehetetlenségi nyomatékdt - feltéve, hogy ez a
nyomaték véges - az elosilis szbrisnégyzetének, ennek négyzetgytkét
pedig szdérisnak nevezzilk, Ha a tehetstlenségi nyomaték végtelen, vagy
pedig az eloszlisnak nincs sulypontja, akkor a szérisnégyzetet és a.
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szérdst nem ériplmezzilk, Egy S val6sziniiségi vﬁltozé elosz!ésﬁn&k
szorisnégyzetét illetve sz6risat 4 yaldszinliségi -

tének filletve szérisinak nevezaztk, 65 DZ( f)-vel, ilotve D( E)-vel
jeldljtik, (Sz"éi‘ddés, laninul: 'dis’persio, innen’a D betli.) Teh

f Z(x m) *py e ahol m = Z xipi, ha az eloszlis

1 i diszlkreét,
132(_ §) = ﬁ SIX‘ﬁ‘i)z" f(x)dx, ahol m = Sx- £(x) dx, ha az eloszl4s
Loo : 2o folytonos,
O
2 2 ]
Z (emm) v p; + f(X“m) » f(x) dx, ahel m =
L ! -o0

oo
= Z xp, + f x *f{x} dx, ha az eloszlds kevert,

-0

feltéve, hogy az m = M({ f) vérhaté érték létezik, és a D (f)—t de-
fini416 sor illetve infegril ‘értéke véges.

Vegylllc észre, hogy egy m vérhaté értéki § valGsziniiségi vdl-
tozé szérdsnégyzete a ( F - m)2 valésziniiségi valtdz5 varhaté értéks-

vel egyenlé: D'Z.( )= M(( < m) )

A kbvetkezd tétel valdszintiségszdmitsisi jelentéssel ruhizza fel a
most definiglt fogalmakat. Vegyilk figgetlen, azonos eloszlfisu valészi--
niiségi viltoz6knak egy végtelen §1, fz,,.. sorozatit. Két eset le-
hetséges:

1, eset: a kvzbs eloszlisnak nincs szérdsnégyzete,

2. eset: a kizbs eloszlisnak van a szbrisnégyzete, melyst & 2_
tel jeloHink.

Tekintsikk az els§ n darab valdszintiségi v4ltozé megfigyelt ér-
tékéb8l adsdé pontokat a sz&megenesen Enmnek a véletlenttl fiiggd pont-

rendszernek a szbrdsnégyzete 1 Z { § - § )2.
n n i n
1 - < : L
Az 5 1:21 §'i 4tlag jelSlésére f helyett §n—t irtunk annak kifejezé-
sére, hogy f;‘ az els6 n darab megfigyelt érték 4tlaga.)
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akkor P(Iim—Z(§ {):
N oo =t

ogy o mepfigyelt értékekbll adédé pontrendszer szérisnégyzere a kisér-

Ietszém névekedtével (-f-oo)—hez tart.

A 2, esetben amikor a kbzds elogzlds szérdsnégyrete G2,

P 1m 3 f § P = 1, tehst maidnem biztos, hogy a
n—->oo 1“1
megfigyelt &rtékekbsl adodo pontrendszer szﬁrésnégxzete a kisérletszdm
novekedtével a_kUzis eloszlds szérisnépyzetéhez tart.
Mivel a hatﬁrértékképzés é5 a gybkvonés sorrend;e felcserélhetd
mindaz, amit a szérisnégyzetre elmondtunk, szbérisokra Is 4tfogalmaz-~
haté.

Bizonyitds: Bar a tétel 1. 4llitdsa akkor is igaz, ha a kozds el-
oszlisnak nincsen vﬁzjhaj;_é értéke, bizonyitdsunkban feltételezziik a vir-
hats érték létezdsét. Legyen m = M( i) {i=1,2,...). Az alsbbi azo-

nossigrdél barki me_ggyfiziidhet a négyzetreemelések elvégzésével:

L f{ﬁ -1 {% - —fn}z ={€n - mp.

a1

A nagy szédmok erds tdrvénye szerint majdnem biztos, hogy

En-——) m (n—> oo}, ezért az egyenldség jobb oldala majdnem biztosan
0-hoz tart. Ez maga utfn vonja, hogy az egyenlSség bal oldaldn 4116 két
étlag egyformén viselkedik n-—»ecoesetén. Ezért elég, ha az

Z ( § m)® stlag viselkedését vizsgaljuk. Mint emlitettik, a
: 1—~1
{ .i - m) {i=1,2,.,.) valoszinliségi viltorbk vdrhaté értéke meg-

egyezik a Ei (i=1,2,...) valdsziniiségi viltozbk szbrisnégyzetével:
/ 2 2 ,
M ((§i—m)) =D fp - &.

Az 1, esetben, amikoris ( §i - m)z-'nek nem létezik vérhatd értéke, a
Nagy szémok erls tﬁrvénye"c. pont végén tett 3. megjegyzéstink értel-

mében 1; § i majdnem biztosan (+ co)hez tart n-—»oo
i=1

2 2
esetén. A 2. esetben, amikor ( gi - m) -nek a vérhaté értéke & -tel
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n
egyenll, a. nagy szdmok erds torvénye alapjan i’— Z { fi - m)y majds
2 ) ’ = !
nem biztosan 6 -hez tart n—co esetén. M 1

A tétel -alapjin litjuk, hogy ha egy szbrdsnégyzettel réndel-
kezo valoszinﬁségi vﬁltozéra sok fﬁggetlen klsérletet végzilnk ak—

kisérlett eredményekhb’l ad6ds pontrandszer szérﬁsnég;zete a ki-
sérletszim nidvekedtével minden hatfron tul nd.

3. A szérasnégyzet €s a szords tulajdonsdgai

Jelsljtik § vérhaté értékét m -mel. Mivel ( § —m)2 >0

M{{ m)zz = 0 akkor és csak akkor, ha a ( -m)z = 0 esemény

maj iztos. Ez pedig annyit jelent, hogy 2 { = m esemény majd-
nem biztos, azaz a f valészinltségi viltozé eloszlisa egyetlen pontra
koncentrilt elfajult eloszlds. Tehit egy valdszinliségi viltozé szérisnégy-
zete (6s szbrisa) akkor és csak akkor 0, ha valboszinfiségi viltozd csak
egyetlen értéket vehet fel. Ez Usszhangban van azzal, hogy egy test te-
hetetlenségi nyomatéka akkor és csak akkor 0, ha a test pontszerii:

172, fbra

E1s6 tétellink 2 mechanikdban Steiner-tételnck nevezett formula
megfeleléfe, ezért mi is igy fogjuk hivni,

Steiner-tétel: Ha a f valbszintiségi v4ltoz6 virhaté értéke m,
) : . 2 '
¢ pedig valés szdm, akkor M(( § -c)z) = M(( § —m)-) + (m-c)z.

Bizonyiths:

; 2
{ E'-c)2 = (( §-m~) + (m—c)) = (§-m)2 + 2 g ~m} ~ {m-¢) + (m-c)z.
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A varhaté értéket tagonként képezhetjilk:

M({ -c)) §-m})+2 M<§-m) (m-¢) + {m-c).

Bt a jobb oldal m4sodik tagjansl azt haszndltuk fel, hogy 4z (m-c)
konstans. & vérhaté értékbSl kiemelhets; s hogy M( § -m) = 0. A har-
‘madik tagnsl pedig azt haszniltuk fel, hogy (m=-c)® konstans, s igy
v4rhat6 &rtéke Snmaga.

A Steiner-tételnek nyilvinvals kivetkezménye:

Stelnér-egyenlétienség: Ha a Zg'_val'észmusé"f valton6 vérhaté értéke

m, ¢ pedig valés szdm, akkor M ( -c)) D (§) Egyenlfség skkor
és_csak akkor lehet, ha ¢ =m,

Ha i folytonos eloszlésu, és siirliségfiigevénye f, akkor a Steiner-
egyenlGtlenséget igy is megfogalmazhatjul: Ha f epy nem negativ filgg~

o0 o0 oo
vény, melyre {f(x) dx =1, Slx[ cHx)dx <ooés m = Jx < f(x) dx,
-0 - ~o0

_akkor j (x-c) » £{x) dx }J (x—m) . f(x).dx. It egyenlSség akkor &s

- O - oo
csak akkor 4llhat, ha ¢ = m.
A Steiner-egyenl8tlenség érdekes Osszefiiggsst fejez ki a virhats
érték s a szbrisnégyzet kbzoti:
Egy valdszinliségi viltozé konstanstsl vett eltérése négyzetének
vérhats értéke akkor minim4glis, ha ez a konstans a valSszintiségi v4l-
toz6 vdrhatoé értéke. A minimilis érték pedig a szérdsnégyzet.

2, tétel: Ha valészinﬁsegi véltozé, a &s b pediz konstansok,
tov4bb4 ”L==a~§ + b, akkor p? () = a®. D (f}, b(n)=|a]- D(ﬁ)

Bizonyitss: eElveirhat(‘i értékét jeldljlk m, -gyel, . virhat6 érté-
két jeluljtik m,-

Il
g../"m
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(- my) =% (E )

M ((41- mz)z) o MG §'- ml)z)' .
oim = D% f
D(q) = {af D‘ﬁ [
A szér&snégyzetet az alﬁbbl tétel szerint a legkényelmesebb kiszi-
molnii — :
3, tétel: 'D_z(.") =M( §2‘) - M f‘) 2"-

Szavakban: egy valészlnﬂségi véltozé szérisnégyzete egyenld a va-
16szintiségl v4ltoz6 négyzetének virhaté értéke minusz a valészinilségl
viltoz6 virhaté értékének a. négyzete,

Bizonyitgs: M( § ) -t -jeld.lz_i!k m=-mel:

(§ B m’)-z: §2 - 2'§-m+ m?,

Tgy
2 2
D(§)=M(§ m)) M(§ ) -2 M(§) m+m- =
= M{ { } - m . |
A tétel 4ltal javasolt eljirds valéban konnyen j4rhats, mert
f Z 32 +p diszkrét esetben,
. 1 i i
2 T2
M( § )= < S X+ f(x) dx  folytonos esetben,
i -0
[ —md
Z 2 2 ; L .
\« Xe-p ¥ gx ~f(x) dx  keveirt esetben.
i :
~oo

igy

i 31}



2 X’iz-pi B (Z "-ipi) diszkrét  ‘eserden,
i N

> 5 _ ]
\ S X ¢ f(x) dx -({x-f{x) dx)
’ \ - / folytones esetben,

o -

2

Z X, pi S - f(x)dx ~ (inpi jx f(x) dx)
) “os kevert esetben.
A szOrist pedig ugy szokds kiszdmolni, hogy meghatfrozzuk a

szér4snégyzetet, majd ebbll gyokst vonunk.

Példaként meghatdrozzuk a binomislis eloszlis szérisnégyzetét és
szordsst.

Allitds: Ha . £ n-edrendii p paraméterii, binomislis eloszlisu
valészinliségi valtors, akkor szérisnégyzete np(l—p), szbrisa
Vop(1-p).

Bizonyiids:

n n
2 2 fa) k n-k — . 2 nt! k n-k
M= 2 k ( )’P"(l'Pl =2 K == p i) =
f k‘; k k=1 kio-kj!
n
- ._(1_1;1)_’__ _
=np-. k° 1)1 @1 (l-p)

a1 1-4_
nep > (f+1). ( ) pl.a-p™
=0

n-1 ;
(B L)ttt
{=0

n-1 T

+ (9{1)'13{*(1-"9)“-1 f) =n- p-((n-l) 'p 1) =
%

=n2.p2— 'n-pz—f-n-p.
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kat fald:oriélisokkal irtuk fel A mésodik lépésnél Kemeltik 1 - £ p —t
és egyszeriisitettiink k ~val. A harmadik 1ép&snél k helyére. (£+1)—
et ‘irtunk, &s a faktoriflisokat binomislis egylitthatékra valtottuk fel.

A negyedik 16pésnél két vrészre bontottuk 4z dsszeget, Az Btddik 1épés-
nél felhaszisltuk, hogy az (n-1)-edrendii, p paraméterit binomislis
closzlss vérhatd értéke (n~1).p, és hogy az eloszlis tagjainak Bsszo-
ge 1-gyel egyenlo Ezek alapjin:

: 2 2 2.2 2 o |
_Dz-( f y = M( f ¥~ M f) = n"-p ~n-P4nep - (n‘ll)z =n:p:(1-p),

:D(f)f-‘

4. tétel: Ha E és
sSze szbrisnégyzeie e enlé a szér4sné zetek bssze éve

pi(E+ ) = D)+ D,

_ Bizonyitds: Tegyen S 5 M = m - M(7). Fkkor
M{§) = M({% )= 0. Fiiggetlen valész égi viltozbk szorzatinek virhatd
értéke a virhat6 ériékek szorzatival egyenls. Ezért M(f 11,) =

= M(§} M{q) = 0, Ezt felhasznilva

nep+-p). W

it

M({§+”{)) M{f +2§ 4-1-,"}';\-2}':
M(§)+2 M(§Q}+M(4L}_

D{§)+2 M(f) M(”L)“PDMP’

132<§)+2 0- 0+D(al)-

(-§) + D ")

Meg]egzzés Szérisokra nemi igaz ilyen Osszegzési tulajdonsig.
Ha példiul § és '1 fiiggetlen, azonos eloszlésu valészi.nhségl véltozék
kozos & szérdssal, akkor D ( § Ny=on (§} + D (=2 6
TehAt: D( §+ = V2.6 4 26! = D(f) + D( 41)

pi(g

|

I

i
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4. Mediin

Tekintslick egy valdszinliségeloszlist. Az egyszerilség kedvésért fel-
togszilk, hogy az eloszlis folytonos, Sﬁrﬁségfﬂggvéqvét f-fel, eloszlis-
fﬁggvényét F-fel jeldljik.

Az T hat4réxtéke (- oo)—ben 0, (+oo)ben 1, monoton nive-

ked(i 6s folytonos. Eaért talalhat olyan o s2m, hogy F(w) =-12- '
Y Fe
1
L
z
“ X
173, gbra

Tyen /(L,szﬁm t6bb is lehet, ha F, egy intervallwmon 'jé' ~del egyenld:

 Fx)

I

174, gbra

A Mazgmot a sz6ban forgd valészintiségeloszlss medifnignak ne-
vezzikk, ha F{ /u.) =% . Ez annyit jelent, hogy a (-oo /u.) intervallum-
ra, €8 igy persze a (/u + oo) Intervallumra is, i festékmennyiséy

van kenve, Teh4it a medi4n megfelezi a festékmennyiséget: tGle balra is
és jobbra is f61-fél festékmennyiség van:
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176, 4bra

Nyilvénvalé, hogy & medign csak akkor. nem egyértelm, ha-a si-
riiségfiiggvény olyan, amilyen siiriisépfigevényt az alabbi gbra mutat: = -~

#9l

176, fbra

Nyilysnvals, hogy egy szimmetrikus eloszlis mediinja a szimmet-
riapont. Pé&ld4ul a Cauchy-eloszlds medidnja a szdmegyenes 0 pontja:

AL

179. sbra

A A paraméterti exponénciélié eloszlis medignjat az
-AMm 1 e . _In2
F{ /u) = 1l-g =5 egyenlethol kap;uk.IM— A

A medifn a v4rhaté értékhez hasonléan az eloszl4sriak bizonyos
értelemben vett "kizepe'. Virhaté értéke nem minden folytonos elosz-
l4snak van. (Példiu! Cauchy-eloszlés.) Medidnja azonban minden folyio-
nos eloszlisnak van, Ha pedig van vArhaté érték is, akkor a medisn
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killénbdzhet a vArhaté értélctt’:’l. Pglddul a A paraméterli exponenciflis

¢logzlds virhat6 értéke 7\ , medisnja pedig 1::7\2 .

Egy valoszinilségl vAltoz6 eloszlissnak medidnjst a széban forgd
yalbsziniiségi viltoz6 medifnidnak is nevezzik, A valészinliségl val-
tozé medidnja tehét az 4 /u_szmn melyre teljesiil, hogy P( §: < M=

= f//u)"""

Egyetlen téteit mondunk ki a medignnal kapcsolathan;

: valészinﬁ_ségi viltozbnak yan
virhaté értéke, ¢ p¢ Jakkor 3 ' - ¢| valbszintiséi
viltoz6 varhaté értéke akkor minimglis ha ¢ = = M ahol /u.a ‘f me-

dignia: M([§- - el) > M(] f - M)

A tételt a kivetkezbképpen is megfogalmazhatjuk. Ha f egy valé-

L=
szinliségeloszlis slirliségfliggvénye és j;xl -§(%) dx < oo, tovabbs /M'
4z a gzim, melyre oo
e 7 1
f 1) ax = [t ax =1,

akkor
o0 o0
f{x - c!-f(x) dx > J[x —/ulif{x) dx .
“oQ -0 |

Szavakban kifejezve pedig igy sz6l a tétel: egy vArhat6é értékkel
rendelkez6, folytoros eloszlisu valésziniiségi viltozd konstanstdl vett
eltérése abszolut értékének virhatd értéke akkor miinimélis, ha ez a
konstans o valbszinfiségi viltozé medignja.

Bizonyitss:
I h(x,c) = [x - ¢|,
i 8%
gle) = Sfx-cl-f(x) ax. = fhfxam - f(x) dx ,
o0 ' =00
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£e =5 j ifx,0) £6s) dx = S e hxC) - x) dx,

- oo -

9 .. 1, ha x<e,
-’a_c-h(xs e) =
-1, ha x >,
; < [€0 ba e M
e e '> 0, ha ¢ >M,

A derivilt elGjeléhbl kiolvashaté hogy a g FHiggvény minimumhe~
lye 2 ¢ = dpont. (A fentiek sordn felhaszniltuk, hogy az integrs-
14s és a derivdlds sorrendje felcserélhetS, Ezf ot az tette lehetd-

vé, hogy S!xl £(x) dx < oo . Ennck a kérdsenek a vészletetbe

0D

| nem bocsitkozunk.) I
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XII. REGRESSZIO

1. Regressziés gorbék

Legyenek £ és Qvalé_s"_z'.iniiséfgi_ véltoz6k, Felmeriilhet annak szik=
ségessége, hogy megadjunk egy y = kix) flggvényt, aminek segitségé-
vel megfigyelt értéke alapjdn tippelink 7 -ra: megfigyeﬁ; értékét
‘behelyettositilk k-ba, és 7 -t k(E)vel kozeiﬁ:;iik Példsul hasznos
lehet, ha a Duna bécsi vizdlldsabol konkrét szdmértékkel lehet tippelni
a k&t nappal késfbbi budapesti vizgllisra. Az ilyen jellegil problémskat
- amikor egyik valészinliségl v4ltoz6h6l a mésikra valamilyen fiiggvény
segitségével kell tippelni ~ regresszitnak pevezzik,

Regresszi6s problémival mir volt dolgunk. (L4sd: Feltételes el~
oszl4is diszkrét esetben c, pont feladatdt. ) Most azonban folytonos elosz~
Iast tételeziink fel, és kicsit méds lesz a problémshoz wald Thozz44l4-
sunk™.

A bécsi vizsllds ismeretéberi ném lehet pontogan ‘thégmondani a
két nappal késObbi budapesti vizdllist. Ezért: tippelési eljdrssunkitl sem
Iehet elvdrni, hogy pontos legyen, azaz, hogy k{ §} egyenld legyen.

- M -val. S8, ha az egyiiltes eloszlis folytonos, akikor skirmilyen k
filggvény esetén az 1 = k( §) esemény valoszintisége 0, (AzZ 4) = k( ;)
eseménynek ‘megfelelS sikbeli halmaz az y = ki{x) gorbe. Az N =k{ §)
esemény valészinliségét meghkapjuk, ha a siiriiségfiigovényt ezen a gor-
bén mint sikbeli halmazon Integriljuk. Viszont a girbe terlilete 0, ezért
az integr4l értéke is 0.) Tehdt akirmilyen tippelési eljarist is alkalma-
zunk, ‘majdnem biztos, hogy 2 tippelésiink hibis lesz. Azt azonban sze-
retnénk elérni, hogy 2 tippelési eljirisunk a lehet§ legjobb legyen, azaz
valamilyen értelemben a hiba a lehetd legkisebb legyen. Att6l fiiggfen,
hogy a tippelés hib4jst milyen értelemben minimaliziljuk, m4s-mé4s
tippelési eljardst kapunk.

Tegyiik fel, hogy valamilyen adétt k fdggvényt hasznilunk a tip-
pelésre.

1, A tippelés hibgjdnak shszolut &rtéke véletlentSl figg, jelsljlik
ozt }'—val j-—]rl- k(f .
Kérdés: milyen k fiiggvény esetén lesz 4 hiba abszolut ér-
” tékének varhat6 értéke minim4lis? Azaz milyen tippelési eljarss-
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nfl lesz - sok tippelés esetén - a hiba abszolut értékének Atlaga
a lehetl legkisebh?

A kovetkezoképpen oldhatjuk meg 2 problém4t. Szemldtom4st
f + ) ahol az 4 kétvaltozés fliggvényt igy értelmezailk:
{(x,y) ly - kx)|. Ezért

j f&x’m-htx,y)dxdw

~Op ~o0

1

M( ]’_)

( ff(x,y)-g(yl £ = %) 1) dx dy =

~0o -0

o0 L O

J ﬁy—k(x) I-g{y]§ = x)dy | £x) dx.

00 A\ OO

n

Bt az y szerinti integrilisndl x rogzitett érték, igy k(x) is kons-
tansnak tekintendS. Ezért a medifinré! mondott tétel szerint

o0 o0
j[y-k(X)_l'g(yl f=nda > ﬂy-/ux)l-g(yl §= x) dy ,
-co ~-po '
ahol uéu. (x)}-szel az x helyhez tartozé feltételes eloszlds medisnjat je-
161t tehdt /A(x) az az x-t6l filggd szdm, melyre
/M(X’ co
' , 1
' [g(y]§=x.)dy= Ig(y1§=x)dy='2*’-
~oo0 Juix)

EbbSl l4thatjuk, hogy a hiba abszolut értékének virhatd ériéke minim4-
lis, hogy ha k(x) = M(x). Vagyis a feltételes eloszlisok medignjabsl
_kladddé fiiggvény esetén lesz a hiba abszolut értékénck varhaté értéke
minimslis,
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Rajzban: ha minden feltételes eloszlisnak bejelsljiik a medisnjst,

l
w6 | : '
| , + {

178, sbra

akkor kirajzolédik elfttink a hiba abszolut &rtékének varhat6 ortékét
minimaliz416 fiiggvény grafikonja;

179, 4bra

2. A tippelés hib4jinak négyzete is valészinliségi vdltoz6. Most
ezt jeloljk ¥ -val: | = (4 - k( §'))2'-

Kérdés: Milyen k fliggvény esetén lesz a hiba négyzetének
virhat6 értéke minimslis? Azaz milyen tippelési eljfrssnsl lesz
- sok tippelés esetén - a tippelések hib4ja négyzetének 4tlaga a
lehetd legkisebb?

Vildgos, hogy most is 3’ = {( §, yzl), shol most az { fliggvény a
kidvetkez6: Lix,y) = ¥ - k(x))2. '

Ezérty
M( }")=‘ f fﬁ(x,y)-'h(xry)dxdy = j gf(x,y)-’g(vl §=x)-‘f(x)dxdy=
~00 =00 %0 —¢o

]

oo\~ oo

( T(y-k(x))z ey | £= dy)- £(x) x
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A feltételes eloszlisok szerinti integrilisngl x rigzitett: &rték, ezért
k(x) konstansnak tekintendG, Ezért a Steiner-egyenl6tlenség szerint

TQ—MK) gy | § =x)dy 2 T(y—m(X) g | { = x) dy,

ahol most m(x)-szel az x helyhez tartozé feltételes eloszlss varhaté
. O
értéket jolslilk, tohst m(x)= [y -5y | £= ) @y,
Az x helyhez fartozé feltételes eloszlds vdrhaté értékét 4 -nak
a § = x foltételre vonatkoz6 feltételes virhaté Ertékének nevezziik, és
M 4*” f = x)-szel jelSljllk, A feltételes eloszlisok vArhaté értékébsl

kiadéd6 'm figgvényt pedig 4 -nak ﬁ-;:e vonatkozé regresszifs gbr~
béiének szokds nevezni.

Rajzban gy kaphatjuk meg a regressziés gbrbét, Minden feliételes
eloszldisnak bejelsljiik a virhaté &rtékét:

m{x) | ’

180. gbhra

A bejelslt pontokbél kirajzolddik a regresszi6s gorbe grafikonja:

N
m ()

W/

181, sbra

191



Az elmondottakb6l kvetkezik, hogy a tippelés hib4ja négyzetének vir-

'hatd értéke akkor minimslis, ha a regressziés gorbét haszniljuk a tip-

‘peléshez. :
Nézziik az .aldbbl feladatot:

Feladat: V4lasszunk a E) 1] intervallumban egyenletes eloszlis
szerint. égy pontof;, és jeldljik 7 -val. Az m_pont két részre osztja a
[0 1] intervallumot. E két rész kizil a nagyobbikban ugyancsak egyen-
letes eloszlss szerint vdlasszunk egy mi4sik pontot is, ez legyen a f
pont.,

o
5 1, 1 pa ¥ 7 p
a3 <
fm r f
A 2R
z £
182, 4bra

Tippeljlink. § -b8l 7 -ra a most tanultak szerint! Teh4t & m4sodik pont
helyzetének ismeretében tippeljlink arra, hogy hol volt az elsé!

Megoldss: A feladat szbvege alapjin az eddigi jelbléseinknek meg-
felelden:
1

|r..

» ha 08y$s & ygx<1,

n |

, -y
1, ha ogy<l,

g(y) = fix | m=y)=
0 egyébként,

, ha <y\1 és O<x$_y,

bl L S F

0 egyébként,
Az egylittes slirilségftipgvény is ugyanez a fliggvény, mert

his,y) = gy}« tx [ 9= ¥) = £x | 1=

és most gly) =

192



A 'n fliggiény gratikonja lgy néa ki

vy

|

S8 L

v YT jl‘n(_lvx) lnz_ m'_l'-x‘_' ha 0< x<

o

1IN b S, it

(SR

i

ey (ay__, 1. .2 1,
‘ S 1y + i,y_' = ~.In 3 In x=In <’ ha 2:_<?;__< 1.
\0- S

| Tehst a mésodiknak vlasztott pont strliscgfiiggvénye igy néz ki:

S8
_ 2_4?27\

1
1

3

184. sbra

b
Y

‘*Lfe_};tételés 'Sﬁrﬁéégifﬁg'gvényét a gly l § = x) =_l_1%{,_)1)_ Kképletb8l sz4-
moljuk ki, Ezt kapjul: - _ ;
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2 1-y
In;—
1-x
.2 ’ ha l<:"3y <1, . ’0{x<:l esetén,
2 y 2 2
InT— _
I-x
0 egyéb y értékekre )
By l§=‘x}= \ 1 1 1
7 iy b 0<¥<y.
‘mm= Y
X
1 L 1
2 - , ha X<y<}-, S<x<1 esetén,
o
ln —-— 4
X
KO egyéb y értékekre

1. Elfszér a feltételos eloszlfisok medidnjit hatdrozzuk meg az

ME) - o9
jg(v|§=x)dy= Sg(y]§-=-x)dy=-1§
-oo M)

egyenletbdl, 0 < x < ';- esetén ebbdl az

1
1 1 _1
2 S y¥ T
1-x X
/u,( )
egysnlef adédik, ahonnan
1 2
“e I yji-x
/u.(X)= e =\

%< x< 1 esetén az
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egyenlet adsdik; shonnan

1,
, : ey = [x
1~ uix) = e =\ azaz fx(x>= i-

M o

Ennek a fllggvénynek a prafikonja:

W

NN RS

X
186, 4bra

-b81 1 -ra tippelni, ha a tippelést sokszor

Ezzel a fliggvénnyel kell i
ippelésnél a hiba abszolut é&itékével ardnyos

kell elvégesni, és minden
a benniinket &rf veszteség.

oo

2. A feliételes virhaté érték az M(frl [ § =Xy = [y-g{y If =x)dy
képlethSl: )

~oo

0L x<L % esatén:

M "'U§ m?—;{ -

b 1
. jy._}’l_@-i‘ )
.0 !

- % - In (1-%) + ~12-

- _2
In 1-x
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% XLl esetén:

QO Ny D [

i
M ]f x)—-—-—-- y T =
2 -
"Z m | 1-y -
s
_gtlb2-x
m 2
X
Telift a regressziés gorbe grafikonja:
i
.7..M[7l{§’x)
073
a5
az7
o5 . 11X
186. ﬁbfa'

- Ezzel a fﬁggvénnyel kell § b8l # -ra tippelni “ha-a tippelést sokszor 4
kell elvégezni, és minden ippélésnél a hxba négyzetével arényos veszte-
ség ér benntinket. J§ o

2. Regresszios-egyenes

Probléménk most is az, hogy § megfigyelt értékeébSl. 7 -ra tip-
peljtink. Most azonban az{ szeretnénk; hogy tippelési eljdrisunk, azaz a
-tippeléshez hasmilt k fliggvény "egyszeril’ legyen. A “legegyszeriibb”
fliggvények a linedris fliggvények, vagyis azek, amelyelmek grafikonja
egyenes, Ezért most kix)=a-x + b alaku fiiggvényt fogunk tippelésre
haszndlnt: ] -t K( {) =ga- §+ b -vel kozelitjilk. Persze tippeléstink
hib4s Iesz' . )
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i
' fibd yeaxth
=T o
187. sbra

Nyilvdn azt az egyenest fogjuk legszivesebben hasznilni a tippeléshez,‘

amelyikre a hiba valamilyen &telemben a lehetS legkisebb, '
Kinnyen megoldhaté a feladat, ha a hiba négyzetének a v&rhaté '

értékét. igyeksziink. minimalizglni. - '

Vezessik be a kovetkezb’ "jeldléseket M({ §} = m,, M{ﬂz) ='m
D(_g)-é’ () = &7, F=f -mp 7= my Nyﬂvan
M{E}'M({)- m, =79, M(‘Q)'-M(’r{)- = 0.

A tippelés hibsja: ']'=4l*- fa-E+b) = ﬁ'-a f b+m ~-a- m1
A hiba négyzetének virhatd ériéRét igy - irha.tjuk N ]

M(]’)‘= MG ‘71_-— 'a-,§ - b+ m, - a: ml)z).

A Steiner-egyenlotlenség szerint ez nagyobb vagy egyenlo, mintha a -

-b + m2 S my konstanst az 'Yl— a; E valészinﬁségl véltozé VAr-

haté értékének megieleléen O-val helyettesitjiik:

M'G/—rz—a'g—b+m2-aoml}é) ( -a- E )

= M(m )—2aM( )+a - M{ )
K foe g
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M f—'i‘i) < MG §_ ml) .( 11 - m2}) =
= M( §42) - M( {)m2 - M(n) +my-m, =
= M( f ) - M {) M(7)

szdmot § és 4 koyariancifjsnak nevezalik, és cov §,5’L}-val, vagy
roviden ‘c-vel jeloljiik: J

Ezzel igy alakithatjuk 4t a fenti kifejezést:
'M('ﬁiz)-’z-a-M(E"i) + aZ MY fz) =62 -2.a.0 +a’ a‘f

EZ a-nak misodfoku ftiggvénye Emnek minimumhelye kénnyen megha-
tirozhatd (példful derivdlidssal). A minimumhelyre

a=—%
:6/.1
adédik. Ezt egybevetve az - b + m, - a-m = 0 egyenlOséghfl ad6ds
- S -
h = mz_. 62 In1
1

értékkel lthatjuk, hogy M( rz) akkor minim4lis, ha az

rx+m -2 m

- =L,
y"(.;z 26’2 1
1

egyenletil egyenest haszngljuk & tippelésre. Ennek az egyenésnek a neve:
' -nak re vonatkozd regresszils egyenese.

Az aMbbi dsszefliggéssel definifljuk § és ] korrelsclés egylitt-
hatdjst:

covl £.1) ¢

R =R_(§.*p D( § D) T 67 - 6,
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Ennek segitségéve} 4 regressziés egyenes egyenlote az alibbi ~ nagyon
konnyen ‘megjegyezhetd - alakba irhat6:

i S i |

y-m
———— =R .
5 &

Innen j6l latszik, hogy & regressziés egyenes 4tmegy az ( I ) pon-
ton, és hogy R eldjelétdl ftigglen nbvekszik vagy csbkken,

A regresszits egyenes gyakoriati haszn&lhatéségat Segiti,
hogy az egyenletében szerepld konstansok (ml,m G, 1 5‘2,R}

a két valdszinliségi viltozd egylittes eloszldssb6l kinnyen kiszgmit-
hat6k, és a kéidimenzibs val6szinliségi viltozéra végzett kisérleti
eredményekb8l is egyszerilen kizelithetOk.

A kivetkez8 pontban 1itni fogjuk, hogy a korrelicids egylitthaté

bizonyos értelemben 5[;:8 " kapcsolatédnak szorossfgit méri. (Korre-
l4cié6 magyarul: kapes Innen az elnevezés.)

3. Korreldcids egyiitthaté

Az el6z8 ponthan Tittuk, hogy ha £ -b8l N-ra y=a-x+b
alaku figgvénnyel akarunk tippelni, akkor a = "l- @- f +b) hiba
négyzetének virhatd értéke akkor minim4lis, "ha )

= =L - =L .
3:"6.21 b mz 6_,2 m
1 1

1°

Ezekkel az 2 és b értékekkel végezve a tippelést a hiba igy frhaté

i=’l-&'§-b=‘l‘§§'§' 2*}3"“1:'
' 1

EbbS! négyzetre emeléssel:
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9

I =(n- m2)+( ) (f ml) —2»~——-(§-m1) {‘l’mz".

. amibél & hiba négyzeténok vArhatd értéke

2 . AR 2 L8 .
MY = 62(—2) 61 2% ve=
) (51’ ’

Az M( Tz’ = 5§ i (1 - B%) Gsszeltiggéshl tohb kivetkestetést
vonhatunk le: ' : D

1. Mivel M( 1: (R , :

2. A tippelés ibﬁja négyzetének vérhai:d -értéke anngl kisebb i~
‘nél nagyobh |R|. Igy "az 1 j6t tippelhetd § -b81 linesris filggvénnyel”,
‘ha. {R] nagy, 68 rosszul, ha |R| kiest. A

Hyen értelemben azt mondhatjuk, hogy a korreldciss egylitt-
hat6 abszolut értéke arra utal, hogy &8 4 kozbit milyen érés
a "linefiris kapesolat", A korreldciés gyﬁtthaté el§jele pedig arra
utal, hogy a regresszibs egyenes névekedS vagy csokkeno ﬂigg—
vény-e,

3. |Rj=1 akkor és csak akkor, ha M{ } )-— 0. 2 nem.
negativ valészintiségi valtoz6, igy M( ]-2} = 0 akkor és esak akkor,
ha 1 majdnem biztosan 0-val egyenld.” Vagyis [R| =1 akkor és csak
aldor, ha 1] s-btfl majdnem biztosan hiba nélkill tippelhets lineﬁris
figgvénnyel, azaz vannak olyan a &s b szimok, hogy az 9 otgkb
" esemény valészinlisége 1. Ez 8sszhangban van a 2. pontban mond
- kal, mert az 1, pont szerint |R| maximslis értéke 1, & &s 7] lines~
" ris kapesolata' pedig akkor a legerfsebb, ha a sz6 igazi &rielmében

linedris a kapesolat kozottlk, azaz vannak olyan a & b sz4mok,
"hogy *]=a-f+b

_ Végezetlil megemlitiilk, hogy fliggetlen valoszinliségl villoztk kova-
riancidja és korrelfcids egylitthatéja O-val egyenld, hiszen ha § 6 1
fliggetlenek, akkor az M( § = M(.§) -M(#) Usszefiiggésbs

cov( €,‘Tl) = M( f'- 42} - §} M(d() 0. Felhivjuk a figyelmet, hogy
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= 0-bo6l nem kovetkezlk § és 7 fuggetlensége, Ha példiul

R% isdlzz egyiittes: eloszldsa

o'1%

1
1o
188, dbra

akkor R( §_,, 1) =0, de f é 1 nem filggetlenek.
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XII1. NORMALIS ELOSZLAS

1, Moivre—Laplace-tétel
(ejtsd: modvr-1dplisz)

Az V. fejezetben a binomislis eloszlis hatéreloszéisaként megis—
merkedtiink a Poisson-eloszl4ssal, Most m#s feltételek mellett vessziik
a binomiilis eloszlds hatireloszldsdr, és ennek kapessn jutunk egy
ujabb, nagyon fontos eloszlishoz,

' Vezesstlk be a kovetkez6 jeldlést: ha a 0=1,2..) és

b, (n=1,2,...) végtelen sorozatok, akkor 2 ~bn {n—> oo) (olvasd:

2, aszimp,to’sﬂcusa:n egyenlé bn-nel n—» ooesetén) azt jelentt, hogy
R
-t-)—n ~» 1 n-»>oo esetén., Tehdt nagy n-ekre ilyen értelemben a

n
kizelitoleg egyenld b -nel.
Az 214bbi hatirértékiételnek fontos kivetkezményei lesznek:

Moivee-Laplace tétel: Ha 0< p <1 fix szdm, tovibbd n &s

k ugy tartanak végitelenhez, hopy X nk = _k-np koristos marad,
\/'np(l-p)

{tehdt van olyan M széim, hogy k mindig beleestk az n-p szfm
M-V np{l-p) sugaru kérnyezetébe), akkor

- 1 ,
e ! e (n—> o).

1
\/—ZT‘T | Vn'-‘p'-(hp)

A bizonyitds elott a tétel szemléltes jelentését &s valbszinliség-
sz4dmit4si jelent8ségét magyardzzuk el. Adott n-re az
Bt Xigree s ¥m pontokat a kivatkezOképpen kaphatjuk meg a

0, 1,..., n pontokb6l: balra eltoljuk Sket n.p -vel, utdna a kapott
pontokat az orig6b6l zsugoritjuk Vﬁ « p-{1-p)-vel

o gl

ny k ~k

202.



o 1y

Koo K X
I e e P W R
no(tR] \rplls]  \nplfn]
189, dbra

Ha az n-edrendii p paraméterli binomiilis eloszlis festékcsombit
pileikikkal gbrdzoljuk, akkor a balra toldddsnil &s a zsugoritisnsl a
festékesomék is transzformfilGdnak, azaz a pileikgk Athelyezbdnek a

megfeleld pontokra:
1) £ ' n

o-’,,p"lllll | Illl,

e 0 n-np

i1l ] II A
Xno x,,ko Xnn
190. sbra

Az n-edrendli p paraméterd binomijlis eloszlis v4rhaté ériéke
- p, szbrisa \f/n‘vp".(l-p).. Ennek alapjén vegytk észre, hogy az eltolis
éppen ugy tortént, hogy 2 misodik eloszlds varhaté értéke az origdba
keriiljon, a zsugoritds pedig ugy, hogy a harmadik eloszi4s virhats ér-
téke 0 maradjon, szér4sa pedig 1 legyen.
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Az eloszlistranszformicit valdsziniiségszamitssi jelentése miatt
nyllvinvald, hogy ha { n-edrendd p paraméteril binomiilis eloszlfsu
valészinliségl valtozd, akkor az ¢ls8 4bra ,Eelfpazl&sa._, a misodik 4bra
2X= n-p

ﬁ- n.p eloszlisa, a harmadik fbra - - eloszl4sa,

¢ A tétel azt fejezi ki, hogy a harmadik closzldsnak, tehat
2=LB— goszldsanak pileikal kortibelt] az
Yn<p-{-p} :

191, dbra

) Nézzilk meg, hogy 2 harmadik eloszlis mennyi festéket ken egy
[a,b] intervallumra. Ezt ugy kapjuk meg, hogy az intervallumba esd
festékesom6bk nagysigit {a pdleikik hosszat) Ssszeadjuk. A kbvetkezd

Usszeg adddik: o ’ .

, i\ k. n-k

S (o) e

kagx_$b k

A tételben kimondott formula azt sugallja, hogy ezt az Usszeget igy
kozelithetjilk;

xz
. Ik
n) . nk :g 1 2 1
2 (k)pa—m ~= e = - .

k:’a&x-nka kagx &b V2F : V'n‘pa(i-p)
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>, 4 kapott bsézeg az

Ezért azt mondhatjuk, hogy nagy mn esetén 2 harmadik eloszlis,

tehat. - f s eloszlisa kbzelithets a

192. dbra

sliriiségftiggvényil folytonos eloszlissal,

Ennek neve: gtandard normilis eloszlds. A kivetkezd pontban rész-
letesebben foglalkozunk vels.

Most nézzlik a. Moivré-Laplace-tétel bizonyitdsdnak vdzlatst. Akit
nem érdekel;, ugorja .4t a bizonyitdst!

- Vizlatos bizonyitds: Vezesstk bea g=1-p, =n -k
jelsléseket, Ezekkel

ny k n-k __n! k¢
(k)-p-(lp) T TR

Az elégpé Kozisiert Stirling (ejtsd: sztorling) formula szerint:

n
nzN(g) <f2Tn.,

Ennek fethasznilgssival:
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x ~1-re érvényes In x = (x-1) -

- (o) s

Vegylik észre, hogy —;—{—'——2-— korlitosssgib6l kivetkezik,
¥nop (1-p)
op

hogy % ~1 'f ~1, Ez egyrészt maga utdn vonja, hogy

\[—_ \/' \[— ‘/___ \/'1— , mAsrészt pedig lohetd-

(—S)L kifejezés logarltmusét véve az

2

‘52—1)— + -.,. sorfejtés elsd

két tagjdnak felhasznglis4val kizelitl egyenliséget kapjunk:

[( ) ("g)] kem i Cmig
= ) -3 - efor- -3

séget ad arra, hogy az ( K

1 2 (1 ) 1 2 n 1.2 np nq._
= e . - -] = == . —_ = . X

2 %ok T PUK YT 2% AT Tk kT
N—‘;'Xz
~ 2 nk "’




2. Normalis eloszlas

2
-E
Az e16z8 pontban eéljutottunk az E(x) = o 2 stivliségfigg-
211 :
vényll folytonos eloszlishoz, a standard hormﬁiis eloszlishoz.

2

Az ismert [e 2 ax= {2 dsszefliggés alapfan latjulk,

hd

-0

hogy (f(x) dx = 1, tehdf az eloszlés val6szinliségeloszlis. A “stan-

dard” jelzii arra utal, hogy v4rhaté értéke 0, szbrdsnégyzete és igy
szérisa 18 1:

2
o X
,1*" Xx-@e '2dx=0,
20
—og.
2
oo -
A
oG

Az els8 integral szimmetria okokbdl 0. A misodik integril

2
_x
u=1x, v\ = xe 2 szereposziis mellett parciflis integrgldssal az
2
oo - X
g o Zax integrdlra vezethetd vissza:
-0
- ?5... - 2‘_ ; . ?.‘._
1 { 2 4 [ 2y __1_ 2 4
X - X6
2&T 2
- “Loa

o0 X r
Lo T -
- - 207



Legyen m tetszSleges, & pedig pozitiv valés szim. Az
«f(x) = 6«3 4+ m figgvény ( 6 -82oros nyujtds, majd m-mel vald el-
tolds) a standard normilis eloszl4st olyan eloszldsba viszi, melynek

slirliségfliggvénye
1 '_'1 2 N
L —;({: (x)) ARy
f{x) = ~— g L é (‘F/ (x)) =

_'..1_..(35:_%)-2
T ———— }' - "9‘277:6’
V20 G

Ennek 3z eloszlisnak a neve: m virhatd érték{i, G szbrisu nor-

méls eloszlis,

Az eloszlis varhatd értéke tényleg 'm, szérisa pedig &, hiszen
a standard normilis eloszlis virhaté értéke 0, szérdsa pedig 1, és
a & -szoros nyujiis a vérhat6 értéket nem viltoztatja, a szérést pedig
& -szorosra ndveli, az m-mel val6 eliolis pedig a vdrhaté értéket
eltolja m-mel, és a szbrdast nem vé_ltoztat;a meg, A sliriiségfiiggvény
grafikonja igy fest: '

bt

VZF-&

7

m-e m m}b‘ X

193. 4bra

LAthat6, hogy a siirliségfliggvény grufikonja harang alaku girbe,
melynek az m + G pointokban inflexiés pontjai vannak., A harang kes-

keny és magas, ha & kicsi. Ha pedig & nagy, akkor a harang lapul-
tabb.

Az m vérhaté értékii, & szbrisu normilis eloszlis definici6is-
16l kiolvashatd, hogy egy § valészinliségi vdltozd akkor &s esak akkor

kiveti ezt az. eloszldst, ha é.m standard normé4lis eloszlisu.
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Fontossiga miatt a standard normélis eloszlis eloszlgsfiigevényére
killon jeltlést vezetink be: ‘

2
EI)(?C) = }f’.__ }feﬁ %—dx .
o )

gb(x) tehit annak az eseménynek a valdszinlisége, hogy egy standard
‘normilis eloszldsu valészintiségi viltoz6 x-nél Kisebbnek adédik.(A ¢
figgvény téblazatba foglalt értékelt a jegyzet végén lalslhatjuk.)
A g' fliggvény fontos tulajdonsiga, hogy CP (%) =1 - Px). Ez kovet~
S 2
x

kezik a (I) értelmezéséb8l, és abb6l, hogy az ‘/;—lfe 2 figgvény

péros figgvény, A § fuggvény segitségbvel egy  standard norm4lis
eloszlésu § val6szintiségi viltozéra

PESE<D=PESH) - PES) = Hib) - d ).

Egy m vArhatd értékl, G szérisu ivaiés_zinﬁségi véltozbra pedig
azzal a trilkkel &lhettink, hogy j‘é‘g standard normslis eloszlisu, és

az a < §s<., b  esemény ugyanaz mint az aé-m?ﬁ_ §§€ 61? ‘esemény:
Phg g =-p(EBgSombm)
x fb-m’ rfa=m'
$ () - ol -
Konnyli meggy8z8dni arrél is; hogy

P(1§-mls =g p (oe g -
=¢@-Pen=2¢@ -1

Példdul P(|f-m|< &)= 0,6826, P | -m|£ 36 )= 0,9972, Te-
hit az m varhat6 értékl, & szérssu normilis eloszlfs az egységnyi
festékmennyiséy 68 szizalékit az ]:m— 6, m & ]in"_c_ervaliumr.a: helyezi.
Az [m—36’ L, m3s ] intervallum komplementuméra pedig a festéknek
. tsak kb. 3 ezreléke jut.

A normilis eloszlis val6szinliségszamitssi jelentését a centrslis
hatfreloszlis-tételbll érthetjik meg. A tétel megfogalmazdsaihoz szifksé-
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glnk van a konvoluei6 fogalmira, Ezzel {smerkediink meg & kdvetkezd
pontban. Akl mindez ném érdekel, stugorhatja a 3, pontot és z 4. pont
8lsl felét (a tételt és az azt megelbz8 részt.)

210

3. Eloszldsok konvolicidja

Ha § 8s 7] folytonos eloszlisu, fliggetlen valészinlségl val-
tozék, akkor egylites eloszlfsuk siirliségfliggvénye a kilén-kilsn
vett striiségiiiggvényekbdl szorzdssal adédik: hix,y) = £(x) - gl¥y).

Az egyﬂttes sirliségfiggvénybsl a § 1. Usszeg siirliségfiiggvényét

az P(u) = f h(u-v,v) dv Usszefliggés alapjin kapjuk. Ha tehst §
-O0

és 1 folytonos eloszldsu fliggetlen valbszintiségi v4ltozfk, akkor

a % Q tsszeg siirliségiliggvénye;

L

¥{u) = I f(u-v). g(v) dv..

-

Ezt az r fuggvényt az £ és g fliggvények konvolucibjsnak
szokis nevezni, Ezzel Usszhangbsn az r slirliségfiiggvényll elosz-
158t a7 [ illetve g stirtségfiggvényli eloszldisok konvolucifisnak
nevezzilk, Példful a 2-odrendit A paraméterti gamma eloszlis nem
ogyéb, mint a 7\ paraméterll exponencislis eloszlisnak Snmsagsval
képzett konvolucidija (148d a Val6sziniiségi v4ltoz6k filggetlensége c.
fejezetben),

Altalsnossbban: fliggetlen £ & Y] valszinliségi v4ltozék ese-
tén és ' ktﬂdn-kﬁlon vett eldszlis4bil meghatdrozhatd a

i bsszeg -oloszldsa, Ez utobbi eloszlist a kiilén-kiilon vett

elbszlisok konvoluci6jdnak nevezzilk,

Diszkrét eloszlisck konvolucisjst példiul ugy kepjuk meg,
hogy az rij P q'j szorzdisi szabily szerint képzett sikbeli el-

oszlist a 45%-0s egyeénesre vetitjlik,

Nem célunk az eloszl{sok konvoluciéjdval kapcsolatos mate-
‘matikai tudnivalékat részletezni. A konvoluci6 fogalmdra csak
‘azért van szllkségiink, hogy a centrilis hatireloszlis-tételt ponto-
gan meg tudjuk fogalmazni, &s a tétel valészinliségszdmitssi jelen-
tését megmagyardzhassuk., Ezért a Kedves Olvas6 szfmira csak
az g fontos, hogy tiszisban legyen vele, hogy




1, kéi eloszlss konvoluci6ja egy ujabb eloszlis, amit wia-
tomatikal eszkizdkkel meg lehet hatdrommi a két eloszlishol,

2. fuggetlen valészinliségl viltozdk Usszegéiiek eloszlssa a
kﬁlﬁn-klildn vett eloszlisok konvolucléja.

Eloszl4sokat szemléltetni szoktunk szétkent. festékkel, palei-
kfkkal, silciségfilppvénylic grafikonjivel, A fontosabb eloszligok-
nak nevet adtunk (pl, egyenletes eloszlds valamely intervallumon,
TPoisson-eloszlis valami]yen paraméterrel stb.). Most szikségink
lesz 14, hogy betiikkel jolSljik az eloszlisokat. Eloszlisok jols-
lésére a /}-(olvasd- mil) &2 V (olvasd: nii) betliket fogjuk hasznilni,

A m-vel és & ¥ -vel jJelolt eloszlfsok konvolucidjat . A V-
vel fogjuk jelSini. Ha tehst § és 1 liggetien valésziniiségi valto-
z6k, €8 £ eloszlisit /k *[ eloszlisdt pedig v jolbli, akkor

§+ l eldszlisa w4 . Ha M P s eloszldsok, akkor

vén értelme annak, hogy a M */’Lz eloszlist a Mg eloszlis-
sal konvolviljuk: (M, # JAy) * jrg. Eredménylil egy ujabb elosz-

188t kapunk, Be lohet litni, hogy ugyanehhez az eloszlishoz jutuuk,
ha a M1 A (2, * /13) zir6jelozésének megfelel$ sorrendben képez-

zlik a konvolucitkat. (A konvoluci6 milvelete teh4t asszociativ. )
Ezért ttbbszirts konvolucil. esetén nem kell a 24r6jeleket kitenni.
Kézenfekvs, hogy -egy tibbszbrds konvolucid valbszinliségszdmitssi
jelentése: t6bb fliggetion valbszinliségi viltozd Usszegének az elosz-
lé.séj: képozzllk az Ysszeg tagjainak kiilén-killon vett eloszlissb6l.

4, Centralis hatareloszlas-tétel

A tétel megfogalmazgssihoz néhiny fogalomra és jelblésre
| van sziikségiink, elfszor ezeket vesszifk,

Tegyiik fel, hogy a //L eloszlds n darab eloszlis konvolu-
ci6jaként 411 elb:

Mo Mg K Ko A p 01,2,.00)

A konnyebb megjegyezhetfség kedvéért tablazatba rendezzilk az itt
szerepld eloszldsokat:
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/-"fa /azz h

Mo Ay A -

Han N

194. gbra

A tiblizat bal oldalin 4116 eloszlisok a vellik egy sorban 4116
éloszldsok konvolucijaként ad6dnak. A hiromszdg alaku keretbe
foglalt eloszlisok rendszerét szériasorozatnak nevezzilk, (Széria-
sorozat = sorozatok gorozata. Az elnevezés azzal magyarszhats,

hogy a hdromszig alaku t4bldzat sorai alkotjsk a sorozatot, és a

tablazat n-ik sora egy n elemii gsorozat,) A /bb ees BO-

‘rozatot pedig a_szériasorozatia piils. eloszléssorozatna hivjuk.
Bevezetlnk egy jelolést Ha ju.egy eloszlss a szémegyenesen,.

B pedig a szdmegyenesnek részhdlmaza, akkor M.(B)-vel jeldljtik

~ azt a festékmennyiséget, amely a tl-vel jeldlt eloszlds szerint a
"B halmazon van, fHa pmeey valészinﬁsé’gi viltozd eloszlasat”

jeloli, akkor teh4t f(B) annak a valGszintiségét jelenti, hogy §

{ értéke B-be osik: ABY = P( - € B).

Vegylink egy pozitiv & szhmot, &s tekintsik a [- &, E.] in-
tervallumot A /m ok eloszl4s szerint enunek az intervallumnak a

[ 6 6] -rel jelolt komplementuymsn 16vE festék mennyisége.
ok ( [-£ . &)} Rigzitett n mellett adjuk Ussze ezeket a fes-

tékmennyiségeket. Ha minden £ > 0-ra ez az Usszeg nagy n

esetén pici, azsz n-—>ocesetén Mok ([- €, 8])—*& ak-
k=1 '

" kor a szériasorozatot a nulla kiré kdncentrélé’dﬁnék nevezzik,
" Egy ilyen szériascorozatra éplil§ eloszlissrorozat n-ik tagja tehst
- n darab olyan eloszlds konvolucidja, melyek "lényegében a nulla

koré koncentrilédnak™.

Attsl, Hogy egy eloszlis valamilyen véges intervallum komp-
lementumira kevés festéket helyez, még ellfordulhat, hogy az el-
oszlds virhatd értéke vagy szbrisn nem. 1étesik, (Ha kevés festé-

| ket a mérleg karj4n nagyon meésszire helyeziink, akkor ez nagyon

nagy forgaté nyomatékot eredméiyez!) Ezért a nulla kéré koncent-
r4lédds még nem garantdlja, hogy a szériasorozat slemeinek var-



hat6 értéke &s szérisa létezzen. Ha viszont azt & festékmerinyi-~
séget, mely a My closzlds szerint a [-1,1] intervallum komple-
mentumdn van, dthelyezzik a nulla pontra, és egysbként nem v4l-
toztatjuk meg a /Aﬁk eloszlést,

fank’

195. sbra

akkor az igy adédsé Fnk elogzlis "aligh tér el a Mk eloszlis-
61, viszont lesz vArhatd értéke és szérisa. (A /(7, ke eloszl4s

értelmezésénsl a [-1,1] intervallum helyett akfrmilyen

[- <, ] intervallumot is tekinthetiink, o¢,(3 ‘> 0. A I
oloszlasok szériasorozatit {4blizatba rendezve most is a t4blizat
bal oldalfra irjuk az egy sorban 4116 eloszlisok konvoluciSjaként
ad6dé /In eloszlgsts

196. sbra

A /In eloszlds virhaté értékét illetve szérisnégyzetét jeldljik
fﬂ; ~sal illefve & #—sal. A szériasorozatot az (m, & } para-
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méter-pirra stabilizflédonak nevezzllk, ha Hm & =m,

Ezen elSkészités utén o centrdlls hatireloszlis-tételt gy
fogdlmazhatjuk meg: '

alkor a pi, Mos... eloszlissororet az m virhat6 rbekd,

5 z6risu normdlis eloszlishoz tart, azaz tetszBleges [a,b]
intervallum esetén lim My ([a,b] ) = (I)(-b—é-’fl-) - 4)(%’-1-) .
n—+¢o ' )

A cenirdlis hatdreloszlds-tételt nem bizonyitjuk, csak ele~
mezzilk. Ugyanis ebb8l megtudhatjuk, hogy milyen tipusu valoszi-
niiségl viltozbk tekinthetSk norm4lis eloszlisunak, A tétel szerint
nagy n esetén M, kizelitSleg normslis eloszlisu. Ezért ast
kell megvizsgdlnunk, hogy milyen tipusu valészinfiségi viltozok
eloszlisa lehet olyan szerkezetli, mint amilyen a My eloszlds,
A M eloszlis n darab "lényegében nulla kdré koncentrglt" el-
oszlis konvoluciSja. Ennek valbszinliségszimitsisi jelentése: a q
eloszlds n darab "nulla kbrifll értékeket felvevs", fggetlen’
val6szinlségl viltoz6 Gsszegének eloszlisa.

Tehst a centrilis hatdreloszlis-tétel alapjdn mondhatjuk,
hogy ha egy valdszintiségi viltozd sok, egyenként kicsi értékeket
felvevd, fiiggetlen valSszintiségi viltozé 8sszege, akkor ez a valé-
szinliségi v4ltozé normilis eloszlisimak tekinthets,

Tiyen valbszintiségi v4liozéval sokfelé talslkozhatunk: az
1. shdny mfzsa buza terem Somogy megyében egy &v alait,

2. 4} = egy élelmiszerdruhdz. napi bevétels, _
3. }= egy viros lakossAginak napi ﬁramfogyas,z'fésg

valbszintiségi valtozék norm4lis eloszlisunak tekinthetSk, hiszen
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1. a sok buzakalisz mindegylke a tbbitd] figgetlenttl kicsi termés-
mennyiséggel jirul hozz{ a megye terméséhez,
2, az egyes vésirlok egymidstfl figgetlentil 100 forintos nagysig~

képest,



8. az egyes lakdisokban egymist6l flggetlentll Sgetik a l4mpdkat,
&g ogy-egy lakds édremfogyasztdsa ethanyagothaté a viros fo-
gyasztisshoz képeat.

A szériasorozat stabilizf16ddsat kifejez8 Um m = m,

i B’_‘n = & felkétel arra ad felviligositdst, hogy az dsszegként ki-
n-»os
ad6dé-, hormilis eloszldsu valbszinliségl vAltozé virhats értékét és
szérisst hogyan eazelhetjik ki, ha az Osszegben tagként szerepld wvals-
szintiségl v4ltozbk sloszlisit ismerjik. Mivel a gyakorlati feladatokban
a tagok eloszlisit gltaldban nem ismerjilk, m#s uton szoki§ a v&rhaté
értéket &5 a szérfst meghatdrozni, Példsul a fenti 3. példdban szerepld

T valésziniiségt viltoz6 virhaté éxtékét s szoérgsst igy szdmolhatjuk ki:
a lakossdg napi dramfogyasztisit sok napon it megmérjlik &és a kapott

. B
Z.5..., % BSzimok Z = i Z z_  Atlagit ]‘vérh’até értékének, a
1 n n o5 i

n
Zyseees 7z 85Z&mokbdl ad6dé pontrendszer Jl Z (z -2)2 gzordsit
1 o !

pedig a | szérésénak tekintjik. A vArhaté érték és a szérds mas trik-
kikkel is kieszelhetd. Erre példa a kivetkezd feladat.

Feladat: Kertemben napraforgét termesztek, Tapasztalatom sze-
rint az 4tlagos évi termés 45 kg, és 10 évenként sltalsban egyszer for-
dul el8, hogy 50 kg-ndl tébb a termés. Milyen gyakran fordul eld, hogy
37 kg-nil kevesebb a termés? (Ugyanis ilyenkor rifizetéses a termelés,)

Megoldis; A buzaterméshez hasonléan a napraforgétermést is nor-
mé4lis eloszlisu § val6szintiségi valtozénak tekinthetjik. m = M( f),
&=D(§) jeldldsekkel a feladat szivege alapjdn m = 45, P(f ¥ 50)=

= 0,0, &-t pedig azzal a trifkkel hatdrozhatjuk, meg, hogy &
valészintiségi v4ltozd standard norm4lis eloszlisu, s igy

09= P( £<50 - p(—§——< s0-45) _ ®(50-45) @

A D fﬁggvény tabl4zatsh6l kiolvashats, hogy ¢ (1,28) = 0,9, igy
5

1,28 = 6, Ebb8l S = Tzs = 9L §< 37 esemény valésziniisége
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e e o =45 . 37-45 37-45
P'(f< 3"?)=P(é,91 N )" (3 91) = -2, 05 =

1 -'Q) (2,05) = 0,02

Ll

Tehat #tlagosan
n4l kevesebb.:

Megiegyzések:

1. Centrilis hatireloszlds-tételnek szokds nevezni minden olyan
tételt, ami valamilyen e¢loszlissorozatndk noringlis eloszlishoz vals
konvergenci4jarsl sz6l. Ilyen jellegii tétel nagyon sok van., Ezek a t6-
telek magyarizzik meg, hogy a valészintlségszdmitisban kGzponti sze-
repet jatsz6 normilis e¢loszlis imiért bukkan fel olyan sokfelé. A nor-
m4lis eloszlis “"kOzponti" (= centrjlis) szerepéh8l ered ezeknek a téte~
leknek az élnevezége. .

2. Az alkalmazdsok sorin gyakran elSfordul, hogy egy gyakorlati
problémival kapcsolatban felmertilé valbszintiségi viltozs vérhaté érté-
két és szbrisat kisérleti eredményekbfl kozelitik, a valGszintiségi v4l-
toz6t pedig normilis eloszlisunak veszik a kapott vArhaté értékkel &s
s8zdrdssal. Ez a mbédszer nagyon kényelmes, mert a normilis eloszlis-
sal kényelmesen lehef szdmolni, de vigydzni kell, nchogy olyankor is
normélis eloszldssal szdmoljunk, amikor a valdszintségi viltozé még
kozelitGleg sem tekinthetd normslis eloszlisunak.

Sl = 50 &venként fordul olf, hogy a termés 37 kg-
E
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XIV.NAGY SZAMOK TORVENYEI

1. Gyenge torvény

A nagy szémok er8s torvénye szerint fuggetlen, azorios oloszldsuy,
i virhaté értékii fl' f2,.. . valbszinliségi viltozdk esetén
€ Feeoat

lim L_i& = m) = 1. Tehit majdnem biztos, hogy az 4tlagok

- 03
sorozata n-»cwesetén a virhaté értékhez konvergdl. A konvergencia
tényét a gyakorlatban csak akkor tudjuk hasznositani, ha ismerjitk a
konvergencia gyorsasdgit, azaz adott £ -hoz tudunk olyan ng-t adni,

Fouut

2 atiagnak az m-i{0l vald eltérése

& -nsl kisebb, Ezi 2 kwénalmat nem Jehet teljesnem Ugyanis a

*x '-}-
:} -i———;-ﬂ- = ml 2 & esemény bekivetkezhet, Kevesebbel kell meg-

elégednﬁnk Oriilngnk kell annak, hogy adott £ -hoz &s & ~hoz — mint
14tni fogjuk - cﬁyan 1 -t tudunk vdlasztani, hogy n > n esetén a

fuoe

egyenld legen:

hogy n }no esetén g

—ml esemény valGsziniisége. S -nil kisebb vagy

p(]

Ha tehst 5 -t 0 kicsinek vélasztjuk, akkor n >0, esetén nagy lesz
+...4 ‘
1 T

_m'l>a) £ S, na n>n.

0

a valdszinlisége annak, hogy a " 4tlag az €ldirt pontos-

shggal kizeliti az m értéket, E célb6l vesszlik a kovetkezd tételeket.

1. tétel: (Markov-sgyenlotlenség) Ha a nem negativ valészinii~

ségi valioz6 _vArhatd értéke M f) = m, 8s & pozitiv szim, skkor

P<‘§>, e).g%.
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Bizonyitds: Ha o{_;elos‘zlgsa folytonos, és stirliségfliggvényét f-fel
jeloljik, akkor x £ Otra f£(x) = 0, hiszen f nem negativ. Ezért:

m = [x-af(x) dx > fx-f(X) dx > f&-f(x) dx = 6}' f(x) d=x =
0 £ € €
= £ P f

Ha f eloszlisa diszkrét, akkor ugyanez a gondolatmenet véghezvihets,
esak i.nteg‘rélok helyett szumimikkal kell dolgozni, i}

2. tétel: (Csebisey-egyenibtlensép) Ha af valdszintiséei viltozd
virhaté &rtéke M( f) = m, gzérisnégyzete DZ( f) = g%, akkor

HUSED RN

Bizonyitds: Ha a Markov-egyenlotlenségben § helyére ( f - m)znt,
az & helyére {,—t irunk akkor M( § -m) ) = -5-2 miatt ezt kap-

joks
PQ § —-m.)z > 6,2)4% ]

Mivel ( -m) 2 ekvivalens a l —ml > & egyenlitlenséggel,
ebbfl kiddddik a Csebisev -egyeniGtlenség. I

Megiegyzés: A Markov- és Csebisev-egyenldtlenségeket kinnyebben
megjegyezhetjiik, ha mechanikai szemléletes jelentésliket is Mtjuk.

Markov-egyenlbtlenség: ha egy valSszinliségeloszlis a [0, oo) .in-
tervallumra koncentrilédik, és az [& ; =) intervallumon az eloszl4s
szerint p festékmennyiség van,

197. 4bra
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akkor az eloszlis i sulypontja legaldbb olyan messze van a 0 pont-
t6l, mint az alibbi diszkrét sloszlis sulypontja:

G

198. dbra

Ennek az: eloszlésnak s sulypontja az &.p pont, ezért E.pm
azaz p\<_ -

Csebisev—egyeniotlenség ha egy valSszinliségeloszlds m sulypont-
janak & sugaru kornyezetén kivill az eloszlis szerint p festékmennyi-
ség van,

199, ghra

aldkor -az eloszlisnak az m pontra vonatkoz6é tehetetlenségi nyomatéka,
amit az eloszlis szérisnégyzetének nevezlink, és most 2-tel jeloltink,

: o . 2 ;L2 2 2
nagyobb vagy egyenlo mint £ .p. Tehit§ P £ 6 » azaz pg 2 *
N &

3. tétel: (Bernoull:—egxenlffﬂens_@g) ?1’ fz"'“"‘ filggetien,
m virhats Ertékil (5' szbrisnégyzetil valészinliséel valtozdk, akkor

; *, 0 € - ~2
n.g&
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C g e M( ;,‘ ) *ivi M( )

. ( b bt §n)=_nz<._f1> 4.+ DY &
n : '

2 n °
n

A valSszintiségi viltoztk fiiggetlensépét akkor hasznsltuk fel, amikor az

Usszeg szOrdsnégyzetét a szérésnégyzetek Ssszegévé irtuk. I

&2 &*
Ha n 2-—7——, akkor ——— £ §. Ezért a Bernoglli-egyen-
2 . 2
EJ . 5 - ﬁ

16tlenségh8l kdvetkezik, hogy

L : 2
Ij(].—i;—.—;;————fg - xnl ;; Ei) <; é; , ha n‘?'no = 8;5 .
v .8
Létjuk tehdt, hogy akirmilyen & 6s & esetén n elég nagyra v4lasz-
tdsdval elérhetS, hogy & -n4l kisebb legyen annak a valdszintisége,

Faaat
hogy a —n dtlagnak az m-t61 valé eltérése £ -n4l na-
£ oot
gyobb vagy egyenl. Ez pedig azt fejezi ki, hogy a P Lt

atlag "kozel van' a vdrhaté értékhez. A '"kbzel van' kifejezés pontos
matematikai jelentése a fent megfogalmazott egyenlitienség., A Bernoulli-
-egyenlGtlenségnek ezt a kivetkezményst szoktsk a nagy szdmok (Bernoull
féle) gyenge térvényének nevezni,

Megjegyzések:

1. A Bernoulli féle gyenge torvény bizonyos értelemben tdbbét
mond az erds torvénynél, hiszen &ppen azt a hifnyossigot pétolja, ami-
vel az erfs torvényt "vidoltuk" ennek a pontnak az elején. Viszont az
erds tdrvény azért erSsebb a gyenge torvénynél, mert 1 valészinilséggel
gllitja, hogy a szdmtani kizepek sorozata g vArhaté értékhez konvergil..
Tehdt az erls térvény a szdmtani kizepek sorozatinak végtelen sok tag-
jarol egyidejiileg 4llitja majdnem biztosan, hogy "kizel vannak' a vir-
haté értékhez. Ezzel szemben a gyenge térvény ennek a sorozatnak esu-
pin az elemeir8! kitlén-killon mond ki valdsziniiségek segitségével egyen—
I6tlenségeket, melyekbdl az erds térvénynek ezt az "erfs" sllitisst nem
lehet levezetni,

2. Nagy szdmok térvényének neveznek minden olyan tipusu tételt,
ami a szdmtani kbzepeknek a virhatd értékhez vald (valamilyen értelem-
ben vett) konvergencidjsrél szs6l. Ezért nem szabad meglep6dni, ha va-
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1aki talslkozik egy olyan tétellel, ami ezt a nevet viseli, de: kiilonbozik
a jegyzetben tdrgyalt tételektdl.

2. Nagy szimok torvényei relativ gyakorisdgokra

Tekintslink egy A oseményt, valészinlségét jeldljik p-vel:
P(A) = p. Képzeljik ¢l, hogy az A eseményre vonatkozdlag fliggetlen
kisérletsorozatot végzunk Jeloljiik ( -vel a kbvetkezo ‘valbészinliségi
valtozét (i =1,2,...%

1, haaz t=ik kisérleiné! bekdvetkezik:az A eseniény,
gi 0, ha " nem kdvetkezik be az A esemény.

Vildgos, hogy ekkor f 17 fz,. fliggetlen, azonos eloszlisy valé-

szinliségl v4ltozék, A kbzbs eloszlis az a diszkrét eloszlds, mely az
1 pontra p, a O pontra pedig 1-p nagysigu festékesomét helyez:

e
~1 0 1
200, 4bra
Ennek az eloszlisnak a virhaté értéke p-vel egyenld:
=0+{d-p)+1-p=p,
Ezért a nagy szémok erls torvénye szérint:

- _L___f_p)l

o oo
§1 toot £
Gondoljuk meg, mit fejez ki a —> " tért! A sziaml4léban

szerepld Usszeg i-ik tagja 1 vagy 0 -aszeérint, hogy az A esemény
az 1-ik kisérletnél bekévetkezik vagy nem. Ezért a szfml4l6 annyival
egyenld, ahinyszor az A esemény az n darab kisérilet soran hekd-
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vetkezik, Ezt szoktuk kordbban #, ,-val jeldlnt: 0, fl fn_
n ?
A {ort tehdt az f— velativ gyakorisig. Ezek szerint majdnem biztos,

hogy cay A eseményre filggetlen kisérletsorozatot végezve a relativ
gyakorisigok sorozata az egemény valészinilségéhez tart:

n
A Yoy
P( iim n —p)—l.

n->os

Teh4t matematikai modelliink kifejezi azt a tényt, hogy “nagyon hosszu!
n
kisérletsorozatot végezve az 'f- relatlv gyakorisig "kizel van" a

P(A) val6szinliséghez. (Az I. fejezet Relativ gyakorisdg, valdszinliség
c. pontjgban hasznfltuk az idézdjelbe tett kifejezéseket, )
A _{1-, f‘z'“‘ valdszinliségi vAltozbk kbzbs szérisnégyzete

6‘2 02' + A-p) + 1 -p- mz—- p-{d-p) A Bernoulii-egyenlotlenséget g}
fl' fz, . valﬁszinﬁségl véltozGkra alkalmazva ez adddik:

([ a) )

Ha n 3 B8R gy RO 0 & maan
5»52 n. &

P( - E,) , ha n> P__._(l_‘lzl) .
é-&

St Kkicsinek vilasztva latjuk, hogy "nagy" n esetén 'kicst' a valé-
szintigége annak, hogy a relativ gyakorisdg a valésziniiségtSl & ~-nsl
jobban eltér., Mfsképp megfogalmazva: ha n 'nagy' és "sok" ember
mindegyike n hosszusigu kisérletsorozatot végez az A eseményre,
akkor esak "viszonylag kevés' embernél fog a relativ gyakorisig a
P(A) valbsziniiségt8l & -nsl jobban eltérni.

Tehat modellink utélag matematikai formsha Ontotte a valbszinti-
ség fogalmirdl az 1. fejezet 4. pontjsban kialakitott képet.
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3. Kiiszdbindex keresés

Ha az A esemény P(A)=p valésziniségét nem -ismerjlk,
a n
akkor n darab fliggetlen kisérletet végezve p-t az "f“ relativ gya-

korisiggal kozelitjk. Az 61626 pontban 2 Bernoulli-egyenlétlenség k-

vetkezményeként belattuk, hogy P(‘ = p] 5) £ 5 ; ha
np ) A ps (1-p) kifejezés maximumhelye a p —-;- hely,

és a’%zaximum értéke Z . Igy p- (l-p).._. e Ezért igaz az is, hogy

n _ |
P('—;@" - p I >/ &) \S (g , ha n %no .‘:.__1.2____ .
| 44

Tehat adott & és & esetén a csupsn & -6l &s & ~t6l fligel

n ot kiiszdbnél nagyobb vagy egyenld n-t vdlaszivs, az

'°455

n
';A- relativ gyakorisig legaldbb 1- $ valdszinliséggel £. pontossiggal

kiozelitt az A -esemény ismeretlen valdszinii ségét,
Ha pé&ldgul '-:;'?st a gyufadobslés feladat (L4sd: VL fejezet, Egyen-

letes ecloszlds c. pont). alapjin akarjuk kozeliteni, &és az € = 0,05 pon-
toss4g elérését 0,98 valdszintiségpel szereinénk garantflni, tehdt

4 = 0,02, akkor a gyufst elég 2 = 5000-szer feldobni. Az

4 -8
5000 dobés alapjdn szdmitott relativ gyakorisdg legaldbb 0,98 valdszinti-
séggel 0, 05-n4l kdzelebb lesz 'ilr' -hez.
Mindjart 4tni fogjuk, hogy sokkal kevesebb dobds is garantdlja
mir ugyanezt a pontossdgot 0,98 valdsziniiséggel. Ugyanis az

= ahinyszor bekovetkezik az A esemény 4z n kisérlet

n
A sordn

valészinliségi vAltozé6 n-edrendi p paraméterii binomislis. eloszlfst
kdvet, s igy a Moivre-laplace-tétel kivetkezményeként nagy n esetén

%
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) ~ . statdard normilis eloszldsu valdszinliségl viltozdnak tekint-
15 p(l p) ;4 A, ~n-p
hets, Az ] A l A

==-p| 2> & egyenlbtlenséy ekvivalens az 2

‘/ n- P (1~p)‘
egyenlStlenséggsl. Ezért

P(' E’) (}[ o (1-:).1 g \/ﬁ%)

Egy _ standard norméhs elosglisu § valészinllségi viltozéra
P([f|>:9 ( @(x», ezér

Tiem Pvas)~ (oGBS,

() -
Vp(l*p}
akkor P(———p] E.) ~§. Ezért a 2((1)( p(l )) §

Usszefliggéshll n-t kifejezziik:

Ha tehat n-t ugy vﬁlasztjﬁk, meég, hogy 2:- (

n = f"l 1—-‘5) E——a—p-}

{&t @ inverzét jeldltilk 47 —gyel JA p-il-p)g 1 egyenlitlenség

alapjin latjuk, hogy az
(P -1 ( i- ____ . 1 -
4- £

érték is szolgilhat kuszo'bmdexként A § fliggvény tablazatsbol ki lehe’
olvasni, hogy (@ (1 - "")) lényepgesen kisebb %—‘—n{il, tehit ez

ﬂh

a kiiszob lényegesen kisébb a Bernoulli-egyenlétlenségh8l ad6ds

n ‘—"—L"—'— kiiszthnél:

o 4. 6
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oz . 5 | 18

o_,fez,”} 1 50 7 ' 5,4
0, 002 500 9,6
201, gbra

Az el8bbi példdban sem. kell 5000-szer feldobni af’gyufét'. Mir

5,4 ° 1  2' = 540 dob4s is elegendd.
4+0,05
o n, ~n:p
Mogjegyzés: Az — ————— valészi.nﬁségi valtoz6 esak kbzelitd-
/ np(t-p)

leg standard norm&lis eloszlisu. Ezért figyelembe kellene venniink azf
a hibst, ami abbsl szfrmazik, hogy mi mégls standard normilis elosz-
¥ssal szimolunk, A hiba becsléséhez szilkséges tételek - melyeket
ebben & jegyzetben nem tudunk megbeszélni ~ mutatjdk, hogy nagyon
pontos szémitssokisl és szélsfséges eseteldSl (p kozel van O-hoz vagy
1-hez) eltekintve ez 4 hiba tényleg elhanyagolhats a "hétkoznapl" alkal-
mazgsoknil.

4. Tapasztalati eloszlds

Tegyik fel, hogy a gl’ f seee valoszinliségi v4ltozdkroél csak

annyit tudunk, hogy Fliggetlenck 6s eloszlisuk kdzbs, de ezt a kbzis el-
oszlist nem Ismerjilk. Iyen valészintlségi v4ltozd sorozathoz juthatunk,
ha egy ismeretlen eloszlisu ivalﬁszinﬂségi valtoz6ra filggetlen kisér-
letsorozatot végzlink, és § { ek vesszik 2z i-ik kisérlet eredményét
i=1,2,...)

Az els§ n kisérlet eredménye n darab valés szdmot jelsl ki

a szdmegyenesen, Tegylink mindegyik szdmra i‘ nagysfgu festékeso-
mét. Ha egy sz&m tobbszor is kijon kisérleti ei-edményként, skkor erre
a szfmra annyiszor % nagy‘sé_,gu, festékesomdt tegyiink, shinyszor ez
a sz&m lett az eredmény. Ily médon véletlentS] fuggBen egy {(eléggé spe-
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ciilis, diszkrét) eloszldst kapunk a2 szimegyenesen, Ezt az eloszlist a.
§i2 fprere mestigyelt értékefbSl feldllitott n-ik fapasztalati elosz-

ldsnak nevezzik. ‘
Ha példful a ldsérietek eredményeként f = fz = 6,

=1,5, §4 =3, - -§5 - 0,6, akkor az Stodik tapasztalatl eloszlis
igy néz ki:

202, 4bra

*
A tapasztalati eloszldsokkal kapesolathan a kivetkezdket 4llithatjuk:

Tétel: Ha B a szdme yenesnek tetszéleges részhalmaza, akkor
majdnem biztos, hogy az n-ik tapasztalati eloszlds sltal B-re kent

festékmennxlség n—» oo osetén tart ghhoz a festékmenn iséghez, amit
a fenti kozbs eloszlés a B-ze ken

. A tétel azt mutat;a, hogy ha egy valésziniiségi valtozbra
fliggetlen kisérletsorozatot végzﬂnk, akkor a kigérleti. éredmények-
b81 ad6d6 pontrendszer kériilbelil ugy helyezkedik el, ugy “oszlik
el'' a szimegyenesen, ahogy a valészintiségi viltozé eloszlisa sze-
rint szétkenjiik, "elosztjuk az egységnyl festékmennyiséget.

Ezért ha a valoszintségl valtozé eloszlfsét nem ismerjlik, akkor
az ismeretlen eloszldst a tapasztalati eloszldsokkil kzelithetjtik.

Bizonyitds: Az n-ik tapasztalati eloszlds szerint annyi festék ke-
nédik 2 B halmazra, amennyinek az els6 n KkisérletbSl a f € B
esemény relatlv gyakorisdga adédik. A nagy szdiok erfs térvenye sze-
rint majdnem biztos, hogy ez a relativ gyakoﬂség A% ésemény valoszi-
nliségéhez tart. A f € B esemény valdszintisége pedig a kdzbs elosz-
14s szerint 2 B-re'kent festékmennyiséggel egyenis. i}

- Mepjegyzések:

1. T4tszik, hogy itt a nagy szémok erds torvényét alkalmaztuk a
€B eseményre. Ha a gyenge tbrvényt alkalmazzuk, skkor is hasz-
nosithaté eredményekhez juthatunk

2. Egydimenzi6s esetrdl szél a tétel, de nyllvin ttbbdimenziés

esetben 1s lgaz, és a blzonyitis is ugyanigy 36 csak éppen a B hal-
mazt a megfeleld dimenziés tér részhalmazinak kell vilasztani.
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Poisson-eloszlis
A oA
rrpl

0,5 1 2 3 4 5 10 15

0,61 0,37 0,14 0,05 0,02
0,30 0,37 0,27 0,15 0,07

0, (1
0,03
6,08 0,18 0,27 0,22 0,15 0,08
g0 o,06 0,18 0,22 0,20 0,14 0,01
0,02 0,09 0,17 0,20 .0,18 0,02

0,04 0,10 0,17 0,18 0,04
0,01 0,05 0,10 0,15 0,06

0,02 0,05 0,10 0,09 o,01
0,00 0,03 0,07 0,11 0,02
6,01 0,04 0,13 0,03
06,02 0,13 0,05

0,01 0,11 0,08

0,09 0,08

0,07 0,10

0,06 0,10

9,03 0,10

0,02 0,10

0,01 0,08

0,61 0,07

0, 06

0, 4

0, 03

0,02

0,01

0,01
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Standard normilis eloszlis
C. X g

. 4
Py = —2= (a ? ax
-00
x ¢x) X dx
0 6,5000 1,5 0, 9332
0,06  0,5199 1,55  0,9394
0,1 0, 5398 1,6  0,0452
0,15  0,5596 1,65 0,9505
0,2 0,5793 1,7 0, 9554
0,25  0,5987 1,75 0,9599
0,3 0, 6197 1,8 0, 9641
0,35  0,6368 1,85  0,9678
0,4 0, 6557 1,9 0, 9713
0,46  ©,6736 1,95 0,974
0,5 0, 6915 2 0, 9772
0,55  0,7088 ) 2,1 0, 9821
0,6 0, 7257 2,2 0, 9861
0,65  0,7422 2,3 0, 9893
6,7  0,7580 2,4 0,9918
0,75  0,7734 2,5 0, 9938
0,8 0, 7881 2,6 0, 9953
0,85  0,8023 2,7 0, 9965
0,9 0, 8159 2,8 0, 9974
0,95  0,8289 2,9 0, 9981
1 0, 8413 3 0, 9986
1,06  0,8531 3,1 0, 9990
1,1 0, 8643 3,2 0, 9993
1,15 90,8749 3,3 0, 9995
1,2 0,8849 3,4 0, 9997
1,25  0,8%44 3,5 0, 9998
1,3 0, 9032 3,6 0, 9998
1,35  0,9115 3,7 0, 9999
1,4 0, 9192 3,8 0, 9999
1,45  0,9265 3,9 1, 0000
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Poisson-eloszlis

2k A
ki @

1 2 3 4 5 10 15

0,37 0,14 0,05 0,02 0,0t
0,37 027 0,15 0,07 0,08
0,18 0,27 0,22 0,16 6,08
0,06 0,18 0,22 0,200 0,14 0,

0,02 90,09 0,17 0,20 0,18 0,02

0,04 0,10 0,17 0,18 0,04
0

,01 0,05 0,10 6,15 0,06
0,02 90,05 0,10 ¢,09 0,0
0,01 0,03 0,07 0,11 0,02
0,01 0,04 0,13 0,03
0,02 0,13 0,05
6,00 ¢,11 0,06
9,_ 09 0‘_. 08
0,07 0,10
0,05 0,10
6,03 0,10
0,02 0,10
0,00 0,08
0,01 0,07
0, 06
0,4
0,03
0, 02
0,01
G, 01

229



Standard normélis eloszlss

2
X _X
Hix) = 1 g o 2 dx
=
x Px) X o
0 0, 5000 1,5 0, 9332
0,06  0,5199 1,55 0,9394
0,1 0, 5398 1,6 0, 9452
6,15  0,5596 1,65 0,9505
0,2 0,5793 1,7 0, 9554
0,25 0, 5987 1,7 09,9599
0,3 0, 5197 1,8 0, 9641
0,35  0,6368 1,8  0,9678
0,4 0, 6557 1,9 0, 9713
0,45  0,6736 1,95  0,9744
0,5 0, 6915 2 0, 9772
0,55 10,7088 2,1 0, 9821
0,6 0, 7257 2,2 0, 9861
0, 65 0, 7422 2,3 0, 9893
0,7 0, 7580 2,4 0, 9918
0,75  0,7734 2,5 0, 9938
0,8 0, 7881 2,6 0, 9953
0,85  0,8023 2,7 0, 9965
0,9 0, 8159 2,8 0, 9974
0,95  0,8289 2,9 0, 9981
1 0, 8413 3 0, 9986
1,05 0, 8531 3,1 0, 9990
1,1 0, 8643 3,2 0, 9993
1,15  0,8749 3,3 0, 9995
1,2 0, 8849 3,4 0, 9997
1,25 0,804 3,5 0, 9998
1,3 ¢, 9032 3;6 0, 9993
1,35  0,9115 3,7 0,9999
1,4 0,9192 3,8 0, 9999
1,45  0,9265 3,9 1, 0000
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